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Capitulo 1. Introducciéon 1

Capitulo 1

Introduccion

Un problema grave que comenzé en los anos 80 es el virus del SIDA, ya que han fallecido
32 millones de personas en el mundo producto de enfermedades relacionadas con el
SIDA. En Chile, segiin la ONUSIDA 70 mil personas viven con VIH y 5 mil personas
se infectan al afio |7]. Ademés considerando que el SIDA atin no tiene cura entonces
se considera una pandemia que va aumentando la cantidad de personas infectadas
ano tras ano. Para mantener el virus bajo control es necesario realizar estimaciones
de la cantidad total de personas infectadas, aunque realizar esta operacion es dificil.
Lamentablemente, el ser portador del virus del SIDA esta estigmatizado, lo que implica
que una persona que tenga VIH positivo es dificil que admita que tiene la enfermedad,
lo que complica atin mas las estimaciones. Por otro lado, las personas con més riesgos de
contraer el virus del SIDA son aquellas que consumen heroina, las que tienen multiples
parejas sexuales y las que mantienen relaciones sexuales sin la proteccion adecuada.
Debido a esto, también nos interesa estimar la cantidad de personas que realizan estas
actividades para poder frenar la propagacion del VIH. De esta forma, una vez realizadas
las estimaciones correspondientes se podrian realizar diversas estrategias para reducir
los contagios de VIH como charlas que incentiven el uso de condén, prevenir el compartir
agujas entre los consumidores de heroina e incentivar la reduccion de la cantidad de
personas con la que tienen intimidad. Ademas de los mecanismos de prevencion, se

podria administrar de mejor manera los tratamientos y personal para esta enfermedad.

Esta memoria tiene relacion con la estimacion de grupos dentro de una poblacion, asi

para definir el problema de esta memoria, primero debemos realizar una definiciéon.

Definiciéon 1 (Encuesta). Dada una poblacion y un grupo desconocido de la poblacion



entonces la encuesta es un conjunto de las siguientes preguntas s Cudntas personas
conoce?; Cudntas personas conoce en el grupo desconocido ? y s Usted pertenece o no

al grupo desconocido? Estas prequntas son realizadas solo a una porcion de la poblacion.
De esta forma se define el siguiente problema.

Problema 1. Dada una poblacion cualquiera T de tamano conocido, en donde los
mdividuos de esta pueden o no estar relacionados, las relaciones entre individuos son
simétricas y no se conocen, sin embargo se pueden prequntar por ellas a través de una
encuesta hecha a una porcion de la poblacion. Ademds, existe un grupo desconocido
de individuos de la poblacion, entonces el problema consiste en estimar la cantidad de

imdividuos de este grupo desconocido a través de una encuesta.

El Problema de la Definicién 1 es motivado por diversas razones. Una de ellas es
el interés en conocer cuantas personas en un lugar determinado comparten cierta
caracteristica, como por ejemplo VIH positivo, homosexuales, personas en situacion de

calle, drogadictos y fallecidos a causas de desastres naturales.

Debido a esta necesidad, Bernard, H Russell and Johnsen, Eugene C and Killworth, Peter
D en1987 publicaron [2], en donde comenzaron el desarrollo de un método para realizar
aquellas estimaciones, estos métodos atin en nuestros tiempos siguen mejorandose. La
idea base de estos métodos de estimacion es conseguir informaciéon de una pequena
parte de la poblacion, y a partir de esta informacion y en base a suposiciones se realizan
las estimaciones correspondientes a nivel global, estos métodos son llamados métodos
escalables. En la fase de recopilacion de datos se realizan varias preguntas al encuestado
sobre el mismo, la cantidad de conocidos que tiene y sus caracteristicas. Cabe aclarar
que el enfoque que veremos en esta tesis, son estimaciones a partir de métodos escalables
que utilicen una encuesta para recopilar informacién de la poblacion general, y por
lo tanto no se veran otros métodos, como por ejemplo el método Capture-recapture,
que se centra en capturar informaciéon directamente del grupo que se desea estimar,
y los métodos en donde se usa estimacion bayesiana, que consiste en conocer en una
probabilidad a priori, para luego determinar distribuciéon a posteriori, que no es el
tamano del grupo de interés sino que es la distribuciéon de la cantidad de personas del
grupo de interés que es conocido por los integrantes de la poblacion, Laga Ian, Bao Le

y Niu Xiaoyue muestra mas modelos de este tipo en el articulo [9].

En el articulo [9] se menciona que los métodos escalables empezaron su desarrollo en

1987 con el modelo propuesto por Bernard, H Russell et al. en el articulo 2], en donde



propusieron un método para acotar por arriba y por abajo el tamano del grupo de
interés. Luego, Killworth, Peter D; Johnsen, Eugene C; McCarty, Christopher; Shelley,
Gene Ann; Bernard, H Russell crea el modelo PIMLE y lo presenta en el articulo [7],
ademas Killworth, Peter D; McCarty, Christopher; Bernard, H Russell; Shelley, Gene
Ann; Johnsen, Eugene C en el articulo [3] presentan el modelo MLE. Los modelos
PINMLE y MLE sirven para estimar un grupo en la poblaciéon. A grandes rasgos, esto se
realiza suponiendo que la proporciéon entre la cantidad media de conocidos en el grupo
de interés y la cantidad media de conocidos por los integrantes de la poblacion es igual a
la proporcion entre el tamano del grupo de interés y el tamano de la poblaciéon. Salganik,
Matthew J; Heckathorn, Douglas D presentaron en [16] el modelo RDS I, ademaés
Feehan, Dennis M; Salganik, Matthew J en [3] desarrollan el modelo GNSUM. Los
modelos RDS I y GNSUM modelan la poblacién con un grafo y se estiman propiedades
locales de él a través del estimador Hansen-Hurwitz y el estimador Horvitz—Thompson
respectivamente, para luego estimar propiedades globales, es decir el tamano del grupo
de interés. Por tltimo, Volz, Erik; Heckathorn, Douglas D en |15 propone el modelo RDS
IT con el proposito de estimar el tamano del grupo de interés utilizando el estimador

Hansen-Hurwitz.

Debido a la amplia cantidad de formas para estimar el tamafio de un grupo de interés
dentro de la poblacion utilizando distintos conceptos, vale la pena determinar que
métodos son mejores que otros en una determinada situacion. Para esto, podemos
utilizar medidas estadisticas, de esta forma el objetivo de esta tesis esta relacionado
con el rendimiento de los estimadores de grupo utilizando varios tipos de encuestas.
Pero, debido a la complejidad que se puede dar en cada situaciéon y los distintos
problemas que se pueden dar, la evaluacion de los métodos se realizara bajo el supuesto
que la informacion obtenida por la encuesta es correcta, es decir los encuestados
responden verazmente la encuesta. En base al contexto antes mencionado, se
realizardn simulaciones que pondran a prueba los métodos estimativos en variados
contextos y se compararan. Para comparar los métodos se estimaran medidas estadisticas
y se compararan sus graficas correspondiente, lo que permitira deducir informacién tutil

para realizar las conclusiones correspondientes.

Para lograr el modelado del problema se utilizard un grafo que representard a la
poblacién, en la cual los nodos son los individuos de la poblaciéon y las aristas son las
conexiones entre los individuos. Se tendra un grupo desconocido de nodos H, el cuél se

deberé estimar su tamano a través de la recopilacién de informacién de una porciéon de



la poblacién y la aplicacion de los métodos estimadores. Por lo tanto esta tesis consta de
varios capitulos, el Capitulo 2 involucra el marco teérico que explicara las propiedades
basicas de grafos, conceptos de muestreo, y la definiciéon formal y los objetivos de esta
tesis. En el Capitulo 3 de definira algunos tipos de muestreos aleatorios. Para cada
tipo de muestreo aleatorio se definirdn estimadores de propiedades de grafos. En el
Capitulo 4 se presentan los estimadores de tamano de grupos utilizando propiedades
de grafos y los muestreos aleatorios del Capitulo 3. Para el Capitulo 5 se definiran
los experimentos que pondran a prueba los estimadores de grupo. Por tltimo, en el
Capitulo 6 se presentaran las conclusiones de esta tesis, mas algunas recomendaciones

para trabajos futuros.



Capitulo 2. Marco Teorico )

Capitulo 2
Marco Teoérico

En este Capitulo se harda una contextualizacion teérica de esta tesis y haremos la
definicion del problema objetivo. Este capitulo consta de tres secciones. En la Secciéon
2.1 se presentan conceptos basicos de teoria de grafos, de este modo se presentan
definiciones de grafos y digrafos. En la Seccion 2.2 se muestran conceptos bésicos de
estadistica como muestra aleatoria y probabilidad de seleccion. Por tltimo, en la Seccion

2.3 se presenta el problema a resolver y los objetivos de esta tesis.

2.1. Conceptos basicos de teoria de grafos.

Para modelar las relaciones entre individuos de una poblacién se utiliza un grafo,
entonces la idea de esta seccién es mostrar definiciones y propiedades de grafos y
digrafos. Primero comenzaremos definiendo un grafo, que es un objeto matematico base

para esta tesis.

Definicion 2 (Grafo). Un grafo G es un par ordenado G = (V, E), en donde V # () es
el conjunto de vértices y E es un conjunto de pares de vértices no ordenados denotados
por {u,v}, con u,v € V. Por lo tanto denotaremos por V (G) a los vértices del grafo G

y por E(G) a las aristas del grafo G.
En la Figura 2.1.1 se muestra una representacion grafica de un grafo.

Para cualquier v € V(G) se tiene que la vecindad de v son los nodos con que v comparte

arista en G. Por lo tanto, si denotamos por N/ (v) a la vecindad de v, entonces se tiene que:

N@©) = {ueV(G): {uv} e E@G))}.
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Figura 2.1.1: La figura muestra un la representacion grafica de un
grafo G = (V,E), en donde V = {vy,v9,0v3,04,05 06,07,08} v E =
{{Ulav4}7{vl7v7}v{vlavg}7{1}271}3}7{@277}4}a{v2av5}7{v3?v4}v{v3vv5}7{U47U5}
7{?15;116},{1)67@7},{@77@8}}-

Ademas, el tamano de N (v) recibe el nombre de grado de v para cualquier v en V(G)
y se denota por d(v). Otra cualidad importante de un grafo es si esta conectado o no.

Para definir esto debemos formalizar qué es un camino.

Definicién 3 (Camino). Sea G = (V, E) un grafo. Un camino es una sucesion de nodos

{x1, 20, ...,z } y aristas ey, eq, ..., e tal que ej = {z;,xj41} € E(G) para j=1,...k—1.
De aqui podemos obtener la definiciéon de uv-camino.

Definicién 4 (uv-Camino). Dado un grafo G = (V,E) y los nodos u,v € V(QG).
Entonces un uv-camino es un camino en donde su sucesion de nodos {xq,xs, ..., Tx}

cumple que 1 =u y xp = v.

De esta forma se tendra que dos nodos u,v € V(G) estan conectados si existe un uv-
camino, ademads si para cualquier par de vértices de V(G) resulta que estan conectados

entonces el grafo G se dice que es conexo o esta conectado.
Ahora se definira un tipo de grafo llamado grafo bipartito.

Definiciéon 5 (Grafo bipartito). Un grafo G = (V, E) es llamado bipartito si existe A
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y B tal que A, B son no vacios, AN B =0, AUB = V(G) y todas las aristas de G

tienen un nodo en A y otro en B.

En la Figura 2.1.2 se muestra una representacion grafica de un grafo bipartito.

Figura 2.1.2: Representacion grafica de un grafo bipartito, en donde el conjunto A
son los nodos de color azul y el conjunto B son los nodos de color rojo.

También se utilizara la nociéon de digrafo, por lo tanto se formaliza a continuacion.

Definicion 6 (Digrafo). Un digrafo es un par ordenado D = (V, F) en donde, V # ) es
un conjunto de nodos y FF CV XV es un conjunto de aristas, siendo F' un conjunto de
pares de nodos ordenados. Por lo tanto denotaremos por V (D) a los nodos del digrafo
D y por F(D) a las aristas del digrafo D.

En la figura 2.1.3 se muestra una representacion grafica de un digrafo. De esta forma,
la diferencia entre un grafo y un digrafo es el conjunto de aristas, pues en uno sus
elementos no son ordenados y en el otro si. Por lo tanto sea un digrafo D = (V| F),
entonces para cualquier u,v € V(D) tal que (u,v) € F(D) se denota por una flecha

que inicia en u y apunta hacia v.

Un concepto relacionado con lo anterior, es hacia donde apuntan las fechas y de donde

salen, por lo tanto se definen las vecindades entrantes y salientes a continuacion.
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Definicién 7 (Vecindad entrante). Sea un digrafo D = (V| F), entonces para cualquier
v € V(D) se tiene que la vecindad entrante de v en el digrafo D son los nodos que
forman aristas del tipo (-,v) en el digrafo D, es decir si denotamos por N~ (v) a la

vecindad entrante de v entonces se tiene que:
N~ (v)={ueV(D): (u,v) € F(D)}.

Por otro lado, se define la vecindad saliente.

Definicién 8 (Vecindad saliente). Sea un digrafo D = (V, F), entonces para cualquier
v € V(D) se tiene que la vecindad saliente de v en el digrafo D son los nodos que
forman aristas del tipo (v,-) en el digrafo D, es decir si denotamos por N*(v) a la

vecindad saliente de v entonces se tiene que:
Nt(w)={ueV(D): (v,u) € F(D)}.

Analogo a los grafos, los nodos de los grafos dirigidos tienen el concepto de grado
entrante y grado saliente, que se denota por d~(v) y d*(v) para cualquier nodo v en
V(QG) respectivamente, y se definen como d~(v) = [N~ (v)] y d*(v) = [N (v)].

Por dltimo, se puede relacionar un grafo GG con un digrafo D, esta relacion se define a

continuacion.

Definicién 9 (Grafo subyacente de un digrafo). Sea un digrafo D = (V, F'), entonces
el grafo subyacente asociado al digrafo D es definido como G = (V,E) en donde
E = {{v,u} CV(G): (v,u) € F(D) o (u,v) € F(D)}.

2.2. Conceptos basicos estadisticos.

Para el trabajo de esta memoria necesitaremos de herramientas estadisticas, por lo

tanto se define una muestra aleatoria como propone Arnab, Raghunath en [!].

Definicion 10 (Muestra aleatoria). Una muestra aleatoria es una seleccion de elementos
de la poblacion T wutilizando cierta regla o método y se denota por s = {x1,...,xn}, en

donde cada x; pertenece a T con j =1,...,m.

En la definicién de muestra aleatoria podemos notar que podriamos obtener una muestra

aleatoria utilizando distintos métodos o reglas, que se conocen como diseno muestral.
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Figura 2.1.3: Representacion gréfica de un digrafo D = (V,F), en donde V =
{Ula Vg, U3, V4, Us, Vg, U, US} y F = {(,Ula /U4> ) (U27 U4) 3 (/027 /U5) ) (U37 ’U5) ) (/U?n US) ) (U47 UG) 3
(U47 U7) ’ (/047 US) ) (U57 U7>}'

Segin la definicién de una muestra aleatoria, se puede notar que los elementos de una

muestra aleatoria se pueden repetir o no dentro de ella [!].

Definicion 11 (Muestra aleatoria con repeticion). Una muestra aleatoria con repeticion
es una seleccion de elementos de la poblacion T wutilizando cierta regla o método (Diseno

muestral) en donde los elementos de la muestra aleatoria pueden repetir.

Por lo tanto, se puede definir a una muestra aleatoria sin repeticion. De esta forma, se

utiliza la definicion de ||| para muestra aleatoria sin repeticion.

Definicion 12 (Muestra aleatoria sin repeticion). Una muestra aleatoria sin repeticion
es una seleccion de elementos de la poblacion T utilizando cierta regla o método (Diserno

muestral) en donde los elementos de la muestra aleatoria no pueden repetir.

Si suponemos que tenemos una muestra aleatoria s = {xy, ..., z,,} de tamano m y en
donde cada elemento de s esté en la poblacion 7', seria til conocer con que probabilidad
cualquier elemento v € T es seleccionado en la j-ésima posicion de la muestra s con

j =1,...,m. De esta forma, se utiliza la definicion de probabilidad de seleccion de [1].
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Definicién 13 (Probabilidad de seleccion). Dada una poblacion T = {vy,...,on} y un
muestreo aleatorio de tamano m en que seleccionamos elementos de la poblacion T'.
Entonces se define la probabilidad de seleccion p;(v) asociada al muestreo aleatorio,
como la probabilidad que se tiene para seleccionar el elemento v de la poblacion T en
la j-ésima extraccion de una muestra aleatoria conv € T,7 = 1,....m, y ademds se

cumple que

0<p;(v)<1 y ij(v):1 j=1,...,m, YoeT.

veT

Una cosa interesante a notar es que si la probabilidad de seleccion no depende de 7, es
decir de la posicion en la muestra aleatoria, entonces la probabilidad de seleccion del

individuo v se podra denotar por p(v).

Los articulos en donde son presentados la mayoria de los estimadores de grupo, los
presentan utilizando muestreos aleatorios con repeticiéon. Por lo tanto, en esta tesis,
se realizaran principalmente muestreos con repeticiéon para muestrear elementos de la
poblacion, de esta forma a continuacién se definira el muestreo aleatorio uniforme con

repeticion como es definido en [1].

Definicién 14 (Muestreo aleatorio uniforme con repeticion). Dada una poblacion
T ={v1,...,un} y un diserio muestral en donde la muestra aleatoria es de tamano fijo
m € N y conocido. Entonces, para cualquier j = 1,...,m, la j-ésima extraccion de la

muestra aleatoria s es seleccionada desde la poblacion T de forma uniforme, es decir

1

~ Probabilidad de ser seleccionada

para cualquier j = 1,...,m, cada elemento de T’ tiene

en la j-ésima extraccion.

Asi por ejemplo, si el muestreo es de tipo uniforme con repeticiéon de tamano 3 y se esta
muestreando el conjunto 7' = {1,2,3,4,5,6,7} con N = 7, entonces la probabilidad de
seleccion del elemento 2 en 7' en la j-ésima extraccion con j = 1,2, 3 es p;(2) = 1/7,
pues el elemento 2 de la poblacion tienen probabilidad 1/7 de ser extraido en la posicion
j-ésima de la muestra para j = 1,2, 3. Mas adelante, veremos que la probabilidad de
seleccion puede depender del elemento de la poblacién de la que se calcula la probabilidad
de seleccion. Por otro lado, la probabilidad de seleccion p;(v) también puede depender

de 7.

A continuacién se hard una breve introduccién de variables aleatorias. Para esto, debemos

definir qué es un experimento aleatorio.
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Definiciéon 15 (Experimento aleatorio). Un experimento aleatorio es cualquier accion

o proceso cuyo resultado estd sujeto a la incertidumbre.
Ahora existen diferentes tipos de experimentos aleatorios, uno de ellos es el siguiente.

Definicién 16 (Experimento binomial). Un experimento aleatorio se llama experimento

binomial si cumple lo siguiente:

» ¢l experimento consta de una secuencia de m experimentos mds pequenos llamados

ensayos, donde m se fija antes del experimento

» cada ensayo tiene dos posibles resultados, los cuales se denotan como éxito (S) y
como falla (F')

= [0s ensayos son independientes, de modo que el resultado en un ensayo particular

no influye en el resultado de cualquier otro ensayo

» [a probabilidad de éxito Pr(S) es constante de un ensayo a otro; esta probabilidad

se denota por p
A partir de este experimento aleatorio se define una variable aleatoria binomial.

Definicion 17 (Variable aleatoria binomial X asociada a un experimento binomial).
Sea un experimento binomial de m ensayos y probabilidad de éxito p fija, y se define
la variable aleatoria X como la cantidad de éxitos que tiene el experimento binomial,
entonces X se llama variable aleatoria binomial X asociada a un experimento binomial

o simplemente variable aleatoria binomial de parametros (m,p).

Ademas, se tiene que la probabilidad de X = x es:

m
( )p’:(l—p)m_‘” r=0,1,2,...m

i

Pr(X=x)=
0 sixz &{0,...,m}

Otro tipo de experimento es el hipergeométrico que se define a continuacion.

Definiciéon 18 (Experimento hipergeométrico). Un experimento aleatorio se llama

experimento hipergeométrico si cumple lo siguiente:

= [a poblacion o conjunto que se va a muestrear se compone de N individuos, objetos

o elementos (una poblacion finita)
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= [a poblacion estd divida por dos clases de individuos, los de tipo A y los de tipo

B, en donde la cantidad de individuos del tipo A son Ny
= se selecciona una muestra uniforme sin repeticion s de la poblacion de tamano m
A partir de este experimento aleatorio se define una variable aleatoria hipergeométrica.

Definicién 19 (Variable aleatoria hipergeométrica X asociada a un experimento
hipergeométrico). Sea un experimento hipergeométrico en donde la poblacion es de
tamano N, la cantidad de individuos de clase A son Ny y la muestra uniforme sin
repeticion s de la poblacion es de tamano m. Se define X como una variable aleatoria que
indica la cantidad de individuos del tipo A en la muestra s, entonces X se llama variable
aleatoria hipergeométrica asociada a un experimento hipergeométrico o simplemente

variable aleatoria hipergeométrica de parametros (N, Na,m).

Ademds la probabilidad de X = x, con v € [ mdx{0,m — (N — N4)},min {N4,m} |
Ny N — Ny
T m—x
N :
m

Si definimos un experimento aleatorio que consiste en realizar un muestreo aleatorio

Pr(X=z)=

uniforme con repeticion, entonces se puede obtener lo siguiente.

Proposicion 1. Sea un grafo G = (V,E) en donde V(G) = {vi,...,on} y si
consideramos un experimento aleatorio que consiste en realizar un muestreo aleatorio
uniforme con repeticion de nodos s = {x1,...,x,}, entonces la fraccion esperada de

nodos de cierto grado d en la muestra s es igual la fraccion de nodos de grado d en el

grafo.

Demostracion. Sea un grafo G = (V, E) con V(G) = {vy,...,uy} y si definimos un
experimento aleatorio que consiste en realizar un muestreo aleatorio uniforme con
repeticion de nodos s = {z1, ..., z,, }, entonces la probabilidad de selecciéon para cualquier
nodo del grafo es % Luego, la cantidad esperada de veces que aparezca un nodo v € V(G)
en la muestra es 5. Si consideramos v(V (G), d) como la cantidad de nodos de grado

d en el grafo GG, entonces la cantidad esperada de nodos de grado d en la muestra es
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v(V(G),d) - %. Por lo tanto, la fraccion esperada de nodos de grado en la muestra s es:

v(V(G),d)
N

fraccion esperada de nodos de grado d de una muestra s es igual a la fraccion de nodos

Por otro lado, la fracciéon de nodos de grado d del grafo G es , es decir que la

de grado del grafo. O

2.3. Modelado del problema y objetivos de la tesis.

En esta seccion se presentara un problema que modela el Problema 1 y los objetivos de

esta tesis. De esta forma se define el siguiente problema.

Problema 2. Dado un grafo G = (V,E) desconocido con |V(G)| = N conocido y
un subconjunto H C V(G) desconocido. Entonces realizando una muestra aleatoria
de los nodos de G para consultar su informacion local, se debe estimar el tamano del

subconjunto H

A continuacién se mostrara que el Problema 2 puede modelar el Problema 1 a estudiar.
Una poblacién cualquiera, en donde los individuos de esta pueden o no estar relacionados
y estas relaciones son simétricas se modela a través de un grafo G = (V| E') en donde
solo se conoce el tamanio |V (G)|. Ademaés el grupo a estimar su tamano en la poblacion
es representado como H C V(G) en el grafo G. Por lo tanto, una seleccion de personas a
través de una muestra aleatoria en la poblacién puede ser representada por una seleccion
de nodos del mismo tipo en el grafo G. Podemos notar que la encuesta también puede

ser modelada en el 2. Por lo tanto el 2 puede modelar el Problema 1.
Existen varios tipos de encuestas, estas se definen a continuacion.

Definicion 20 (Encuesta indirecta o directa). Dada wuna poblacion, un grupo
desconocido de la poblacion y una encuesta. Si en la encuesta no sé prequnta al
encuestado por la cantidad de conocidos en el grupo desconocido entonces la encuesta

es de tipo directa, en caso contrario se dice que es una encuesta de tipo indirecta.
También puede darse este otro caso.

Definiciéon 21 (Encuesta indirecta exclusiva). Dada una poblacion, un grupo

desconocido de la poblacion y una encuesta indirecta. Si en la encuesta no sé€ pregunta al
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encuestado si estd o no en el grupo desconocido entonces la encuesta es de tipo indirecta

exclusiva.

Existen una variedad de modelos para resolver el Problema 2. La idea de esta tesis es

comparar los estimadores en funcion del tipo de encuesta que utilicen.

Objetivos del proyecto .

Si consideramos el experimento aleatorio asociado a un método de estimaciéon como
la realizacion de la muestra aleatoria para luego realizar la estimacion del tamano de
grupo a través del método de estimacion correspondiente, entonces podemos inferir que
la estimacion del método del experimento aleatorio es una variable aleatoria, por lo

tanto el error relativo del método de estimacion también es una variable aleatoria.

De esta forma, fijando una poblaciéon 1"y un grupo desconocido H C T a estimar su
tamano, se puede extraer una muestra del error relativo del método de estimacion
realizando varias veces el experimento antes definido. De esta forma se puede estudiar
la variable aleatoria del error relativo de cada método a través de una muestra de este
y utilizando inferencia, es decir utilizando la media, desviacion estandar e intervalos de

confianza de la muestra.
Asi, los objetivos concretos de este proyecto son:

O1: Buscar, implementar y comprender distintos de métodos escalables para la
estimacion de tamanos de grupos dentro de una poblacién que utilicen distintos

tipos de encuestas.

0O2: Evaluar los métodos propuestos a través de un analisis experimental que estudie
la media, desviacion estandar e intervalo de confianza de una muestra aleatoria

del error relativo de cada método implementado en distintos contextos.

03: Aplicar los métodos propuestos en grafos reales y evaluar los resultados utilizando

las medidas antes descritas.
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Capitulo 3

Métodos de Muestreo y sus

estimadores

En esta seccion se mostrarén definiciones y propiedades que serén necesarias para utilizar
los estimadores de tamano de grupo. Primero se definira el estimador de Hansen-Hurwitz,
que es el estimador base de la mayoria de los estimadores de la seccion siguiente. Luego
se vera como estimar propiedades de un grafo dado a partir de una muestra uniforme
con repeticion, y por tltimo se definirdn otras formas de realizar muestreos aleatorios y

como utilizarlos para estimar propiedades de un grafo dado.

3.1. Estimador de Hansen-Hurwitz

En este informe se deberan estimar propiedades de los grafos que son necesarias para
poder utilizar algunos de los estimadores de subgrupo de nodos de los grafos. Para
realizar la tarea anterior, se utilizara el estimador de Hansen-Hurwitz, pues debido a
que es muy preciso y ademés se puede aplicar en contextos muy amplios. A continuacion
se muestra la definicién del estimador de Hansen-Hurwitz hecha por S. G. Prabhu-

Ajgaonkar en [13].

Definicion 22 (Estimador de Hansen-Hurwitz). Sea wuna poblacion finita
T = {v,vq,..,u5}, para i = 1,..,N se tiene que v; € T tiene asociado dos
nimeros R(v;) y Y (v;), en donde R(v;) es conocido e Y (v;) es desconocido. Entonces,
para estimar Y = ZiJLY(UZ-) se usa un muestreo con repeticion s de tamano m

en donde la probabilidad de seleccion de v; es proporcional a la medida R(v;) con
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t=1,..,N, asi el estimador queda como

Y:ZY(U)%%Z%

veT p

en donde p(z;) = R(zj)v‘) e y(x;) representa los valores de Y (z;) asociado a los x;

it B
muestreados s = {x1,...,xy}, con j =1,..,m.

El estimador de Hansen-Hurwitz puede ser usado de distintas formas, un caso particular
es dado una muestra s = {z1, ..., Z,,, }, entonces el valor y(z;) puede estar compuesta

por la funcién indicatriz con j = 1,...,m, por lo tanto se define a continuacion.

Definiciéon 23 (Funcién indicatriz). Sea un espacio X y un subconjunto A de X
entonces se tiene que la funcion X es la funcion indicatriz de A y se define como

Xy: X — {0,1} y tiene valor:

X.(2) lsize A
€Tr) =
A 0six¢A.

De esta forma utilizando el estimador de Hansen-Hurwitz y la funciéon indicatriz se
puede estimar medidas de s6lo una parte de la poblacion. La utilidad de la funcién
indicatriz dentro del estimador de Hansen-Hurwitz se mostrara més adelante, pero por
ejemplo si consideramos una poblacion de personas T' = {vy, ..., vx }, entonces podemos
definir para todo i € {1,..., N} a Y (v;) = f(v;), en donde f(v;) es la cantidad de hijos
que tiene la persona v;. Ahora si hacemos X (v;) = f(v;) Xa(v;) en donde A C T es el
conjunto de mujeres en T'y X4 es la funcion indicatriz de A tal que X4 : T — {0, 1},
entonces si v; es mujer X (v;) indicaria la cantidad de hijos que tiene v;, y cero si v;
no es mujer. Por lo tanto, ZZN:1 X (v;) seria la cantidad de hijos que tienen las mujeres
de la poblacion y considerando una muestra aleatorio con repeticion s = {z1, ..., T, }

entonces se podria realizar la siguiente estimacion

S X(u) %%ZX@)'

=1 TES p(l’)
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3.2. Propiedades de muestreo aleatorio uniforme con
repeticion

En esta seccion, se mostrara algunas propiedades o valores que seran requeridos méas
adelante para realizar las estimaciones de tamanos de grupos. Para utilizar el estimador
Hansen-Hurwitz primero se necesita mostrar que existe una medida R relacionada a
los integrantes de la poblacion, debe ser conocida y debe cumplir que es directamente
proporcional a la probabilidad de seleccion del método de muestreo. En la siguiente

proposicion se muestra esa medida R para el caso del muestreo uniforme con repeticion.

Estimador 1. Sea un grafo G = (V, E) con V = {vy,...,ux} y una muestra aleatoria
uniforme con repeticion s = {xy,...,xy,}. Si para cada i € {1,..,N} se tiene que la
probabilidad de seleccion del nodo v; es p(v;) y tenemos una medida R(v;) = 1, entonces

para cada i € {1,.., N} p(v;) es proporcional a R(v;).

Justificacion: Dado un grafo G = (V, E) con V(G) = {vy,...,un}, en donde para cada
i € {1,..,N} se tiene R(v;) = 1. Si tenemos una muestra aleatoria uniforme con
repeticion s = {x1,...,z,,}, entonces por definicion de muestreo aleatorio uniforme
con repeticion se tiene que la probabilidad de seleccion p(v;) = % para cualquier

i € {1,...,N}. De lo planteado podemos ver que para cualquier i € {1, ..., N} se tiene

que
1
i ~ 1
Z((Zz)) = % = N = constante.
Es decir la probabilidad de seleccion es proporcional a la medida R. O

Podemos utilizar el estimador de Hansen-Hurwitz para el estimar el grado medio del

grafo, este resultado se muestra en la siguiente proposicion.

Estimador 2. Sea un grafo G = (V, E), donde V = {vy,...,un}, y sea una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {1, ..., xy}. Entonces, el grado medio del grafo

G se puede estimar a través de la expresion:

%Zd(v) ~ %Zd(;ﬁ).

veV TES

Justificacion: Dado un grafo G = (V,FE) en donde V' = {vy,...,un}, y para cada

i€ {l,..,N} se tiene R(v;) =1y Y(v;) = % Si tenemos una muestra aleatoria
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uniforme con repeticion s = {1, ..., }, entonces por la Proposicion 1 se tiene que
para cualquier ¢ € {1,..., N} p(v;) es proporcional a R(v;). De esta forma, podemos

usar el estimador de Hansen-Hurwitz y obtener

%Zd(v) ~ %Zd@).

veV TES

O

De aqui podemos estimar 2|E| de un grafo G = (V, E) y se muestra en la siguiente

proposicion.

Estimador 3. Sea un grafo G = (V,E) en donde V = {vy,...,un} y una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {x1,...,xy}. Entonces, el doble de la cantidad de

aristas del grafo G se puede estimar a través de la expresion

2 1B = 3 d(v) ~ %Zd@:).

veV TES

También podemos estimar la suma de los grados de un subconjunto de V(G).

Estimador 4. Sea un grafo G = (V. E) en donde V = {vy,...,on}, una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {xy,...,xm} y un conjunto A C V(G). Si X4 :
V(G) —{0,1} es la funcion indicatriz de A, entonces se puede estimar la suma de los

grados del conjunto A como

S dw) =3 Xa(o) d(v) ~ % S Xaa) d(x).

vEA veV TESs

Justificacion: Dado un grafo G = (V, F) en donde V = {vy,...,un}, y para cada
i€ {l,..,N} se tiene R(v;) = 1y Y(v;) = Xa(v;) d(v;). Si tenemos una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {x1, ..., z,, }, entonces usando la Proposicion 1 se
tiene que para cualquier i € {1,..., N} p(v;) es proporcional con R(v;). De esta forma,

podemos usar el estimador de Hansen-Hurwitz y obtener:

D Xa(v) d(v) = % > Xa(z) d(x).

veV TES
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Ademas podemos estimar el grado medio del subconjunto A usando el estimador de
Hajek, que no es més que la division de dos estimadores de Hansen-Hurwitz. De esta

forma podemos formar una proposicion que estime el grado medio de los nodos en

A cCV(G).

Estimador 5. Sea un grafo G = (V,E) en donde V. = {vy,...,un}, una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {x1,...,xn} y un conjunto A C V(G). Si
Xy :V(G) = {0,1} es la funcion indicatriz de A, entonces el grado medio del conjunto

A se puede estimar como:

2 0ead®) _ Yooy Xa(v) d(v) > ., Xalw) d(z)
Z'UEA 1 ZUEV XA(U) Zmés XA(x) .

Justificacion: Para obtener este estimador debemos utilizar dos estimadores de Hansen-
Hurwitz. Dado un grafo G = (V, E)) en donde V' = {vy, ...,vy} y para cada i € {1,..., N}
se tiene R(v;) = 1, Y(v;) = Xa(v;) d(v;) y Z(v;) = Xa(v;). Si tenemos una muestra
aleatoria uniforme con repeticion s = {1, ..., 2, }, entonces usando la Proposicion 1
se tiene que para cualquier ¢ € {1,..., N} p(v;) es proporcional con R(v;). De esta
forma, para cualquier i € {1,.., N} se tiene que R(v;) = 1y Y (v;) = Xa(v;) d(v;), asi

utilizando un estimador de Hansen-Hurwitz asociado a estas valores podemos obtener:

S Xa(0) do) ~ — 3 M)d(” _ %ZXA(@ d(x).

m p(z

veV TES TES

Para el otro estimador de Hansen-Hurwitz usamos las variables asociadas R(v;) = 1
y Z(v;) = Xa(v;) para cualquier i € {1,..., N} y la muestra aleatorio uniforme con

repeticion s = {z1, ..., T, }, asi

S Xaw) ~ %Z XA(”;‘) _ %ZXA(Q;).

X
veV TES p( TES

Por lo tanto, dividiendo ambos estimadores se obtiene que:

1 Xa(z) d(z)
ZUGV XA(U) d(?]) ~ m ZxEs Ap(a”) _ ZxES XA(:U) d(x)

ey Xalv) T Ly > ves Xa()

m £<z€s p(x)

Obteniendo el estimador del grado medio del subconjunto A de V(G). O
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3.3. Otros tipos de muestreos y sus estimadores

asociados

En esta secciéon se definiran tres nuevos tipos de muestreos asociados a la caminata
aleatoria, el proceso viral probabilistico y el proceso viral constante. Ademés, se
mostraran algunas propiedades de estos tipos de muestreos que seran utilizadas para
estimadores propiedades para un grafo dado. A continuacién se mostrara una descripcion
de la caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y el proceso viral constante, y se
citaran los articulos relacionados en donde se recomiendan utilizar estos mecanismos

para tomar una muestra aleatoria.

Caminata aleatoria.
Dado un grafo G = (V, E) y un valor m € N, la caminata aleatoria de longitud m

consiste en:

» Elegir aleatoriamente un elemento de V(G) en donde cada elemento tiene la

misma probabilidad de ser seleccionado y se define como el nodo del paso 1.

» Luego, se elige aleatoriamente un nodo vecino del nodo del paso 1, donde cada nodo
vecino tiene la misma probabilidad de ser elegido. Este nodo vecino seleccionado
se define como el nodo del paso 2. El proceso se repite hasta obtener el nodo del

paso m.

Una vez que se tienen m nodos, la secuencia de nodos formara la caminata aleatoria,
denotada por s = {z1, ...,z }. Los nodos de s también se pueden describir como los

nodos visitados por la caminata aleatoria.

Notar que el valor m que indica el tamano de la caminata aleatoria, no necesariamente
debe ser menor o igual al tamano de V(G) pues el método puede repetir nodos, es
decir puede visitar a un nodo mas de una vez. De hecho, Rodero-Merino, Luis; Anta,
Antonio Fernandez; Lopez, Luis; Cholvi, Vicent publicaron en [!/] una estimacion de la

cantidad de nodos diferentes visitados por el caminata aleatoria.

En [1] se afirma que una caminata aleatoria puede ser utilizada para crear una muestra
aleatoria. Ahora como tenemos una muestra aleatoria asociada a una caminata aleatoria,
entonces en la Figura 3.3.1 se muestra la relacién entre esta muestra aleatoria y su
probabilidad de seleccion. En la Figura 3.3.1 se muestra un ejemplo de un experimento

aleatorio en donde se ejecuta una caminata aleatoria de 6 pasos. Por este motivo se
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ha indexado a cada paso una variable aleatoria X; que modele el valor del paso k

con k =1,...,6. Entonces, para esta caminata aleatoria en particular, se tiene que la

secuencia de nodos es s = { X7, ..., X4} y su probabilidad de seleccion es:

Pr(Xy = v;) = pp(vy) coni=1,..N;k=1,..,6s V(G) ={vy,...,un}.

Mmoo w

Figura 3.3.1: Ejemplo de una caminata aleatoria.

Proceso viral constante.

Dado un grafo G = (V| E) y valores ¢,m € N, entonces el proceso viral constante de

tamano m y velocidad propagacion ¢ consiste en:

= Se debe elegir al azar un nodo de V(G) con probabilidad uniforme a la cual se le

llamara la ola 1 y se revisa si la cantidad de nodos seleccionados es mayor o igual

a m.

Luego, se eligen de forma aleatoria uniforme sin repeticiéon ¢ nodos vecinos del
nodo de la ola 1. Estos nodos elegidos perteneceran a la ola 2 y se revisa si el

total de los nodos seleccionados es mayor o igual a m.

Mas tarde, se eligen de forma aleatoria uniforme sin repeticion ¢ nodos vecinos de
cada nodo de la ola 2, en donde un nodo puede ser seleccionado méas de una vez
en esta ola. Estos nodos elegidos perteneceran a la ola 3, y se revisa si el total de

los nodos seleccionados es mayor o igual a m.

Esto persiste hasta que el tamano de la seleccion alcance o supere el valor de
m. Si se da el caso en que se supere el valor m, entonces se eliminaran de forma
aleatoria uniforme los nodos de la tltima generacién para obtener m nodos en la

seleccion.

Si consideramos a cada ola del proceso anterior como un conjunto de nodos, entonces la

concatenacion de los conjuntos de las olas formara la secuencia de nodos del proceso

viral constante denotada por s = {x1, ..., x,, }. Notar que en el caso que en una iteracion,

un nodo tenga menos que ¢ vecinos, entonces se seleccionan todos los vecinos de ese
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nodo. Ademas, se puede ver que si ¢ = 1 entonces el proceso viral constante es una
caminata aleatoria, por tanto el proceso viral constante es una generalizacion de la

caminata aleatoria.

Salganik, Matthew J, Heckathorn, Douglas D publican en [16] que un proceso viral
constante puede ser utilizado para crear una muestra aleatoria. Ahora como tenemos
una muestra aleatoria asociada a un proceso viral constante, entonces en la Figura 3.3.2
se muestra la relacion entre esta muestra aleatoria y su probabilidad de seleccion. En la
Figura 3.3.2 se muestra un ejemplo de un experimento aleatorio en donde se ejecuta un
proceso viral constante de tamano 15. Por este motivo se ha indexado a cada nodo de
la seleccion a una variable aleatoria X} que modele el nodo que podria seleccionar, con

=1,...,15. Entonces, para este proceso viral constante en particular, se tiene que la

secuencia de nodos es s = { X7, ..., X15} y su probabilidad de seleccion es:
Pr(Xy =v;) = pr(v;) coni=1,...N;k=1,..,15s1 V(G) = {vy,...,un} .

Notar que en la Imagen 3.3.2 se considero un grafo en donde todos los nodos tienen

grado mayor a ¢ = 2.

Figura 3.3.2: Ejemplo de un proceso viral constante.
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Proceso viral probabilistico.
Dado un grafo G = (V, E), y valores m € Ny p € [0, 1], entonces el proceso viral

probabilistico de tamano m consiste en:

= Se debe elegir al azar un nodo de V(G) con probabilidad uniforme a la cual se le
llamara la ola 1 y se revisa si la cantidad de nodos seleccionados es mayor o igual

a m.

= Luego, cada vecino del nodo de la ola 1 tiene probabilidad p de ser seleccionado.
Estos nodos seleccionados perteneceréan a la ola 2 y se revisa si el total de los

nodos seleccionados es mayor o igual a m.

= Mas tarde, para cada nodo de la ola 2, se seleccionan sus nodos vecinos con
probabilidad p, en donde un nodo puede ser seleccionado mas de una vez y la
vecindad de un nodo se considera tantas veces como el nodo esté en la ola 2.
Estos nodos elegidos perteneceran a la ola 3 y se revisa si el total de los nodos

seleccionados es mayor o igual a m.

» Esto persiste hasta que el tamano de la seleccién alcance o supere el valor de
m. Si se da el caso en que se supere el valor m entonces, se eliminaran de forma
aleatoria uniforme los nodos de la tltima generacién para obtener m nodos en la

seleccion.

Si consideramos a cada ola del proceso anterior como un conjunto de nodos, entonces la
concatenacion de los conjuntos de las olas formara la secuencia de nodos del proceso

viral probabilistico denotada por s = {z1, ...,z }.

Debido al parecido entre proceso viral probabilistico y proceso viral constante, y que
el proceso viral constante es recomendado en [10] para realizar muestreos aleatorios,

entonces pensamos que seria buena idea utilizarlo para crear muestreos aleatorios.

Ahora como tenemos una muestra aleatoria asociada a un proceso viral probabilistico,
entonces en la Figura 3.3.3 se muestra la relaciéon entre esta muestra aleatoria y su
probabilidad de selecciéon. En la Figura 3.3.3 se muestra un ejemplo de un experimento
aleatorio en donde se ejecuta un proceso viral probabilistico de tamano 14. Por este
motivo se ha indexado a cada nodo de la seleccién a una variable aleatoria X, que
modele el nodo que podria seleccionar, con £ = 1, ..., 14. Entonces, para este proceso

viral probabilistico en particular, se tiene que la secuencia de nodos es s = {Xj, ..., X14}
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y su probabilidad de seleccion es:

Pr(Xy, =v;) = pp(vy) coni=1,..N;k=1,..,14s V(G) ={vy,...,un}.

Notar que el primer nodo en una caminata aleatoria, en un proceso viral constante
y en un proceso viral probabilistico es elegido de forma uniforme y por este motivo
tomaremos el consejo establecido en [1(] en donde se recomienda eliminarlo. Por lo
tanto de ahora en adelante denotaremos s = {x1, ..., z,,,} a la secuencia de nodos hecha

por los mecanismos mencionados anteriormente pero la muestra aleatoria asociada sera

s —{x1}.

X Xy (X4 \ Xs
.X g‘
X5 .:\X 10

Figura 3.3.3: Ejemplo de un proceso viral probabilistico.

Ya que presentamos algunos métodos para crear muestreos aleatorios, a continuacion se
veran algunas propiedades de estos. Primero comenzaremos con el método mas simple
y particular que es la caminata aleatoria, y luego ramificaremos sus estimadores y

propiedades a los métodos més complejos.

En el caso de utilizar la caminata aleatoria como método para crear una muestra

aleatoria de los nodos de un grafo G, debemos obtener la probabilidad de seleccion de
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cada nodo de V(@) para poder realizar las estimaciones de los tamafios de grupo. Como
mencionamos anteriormente, para este algoritmo la probabilidad de seleccién varia en
funcién del grado de los nodos, y se determinaré a través de algunas propiedades de

cadena de Markov. Por lo tanto primero definiremos qué es una cadena de Markov.

Definicién 24 (Cadena de Markov). Un proceso estocdstico X1, Xo, X3,... es una

cadena de Markov si:

Pr (Xt = Gy ’ Xi1=a4-1,Xp 2= a1-2,..., X1 = @1) =Pr (Xt = ay ’ Xiq = Clt—l)
= Patq,at'

Dado un grafo G = (V, E) y m € N, si ejecutamos sobre el grafo G una caminata
aleatoria, podemos notar que la caminata aleatoria es una cadena de Markov, en donde
los estados de la cadena de Markov son los nodos del grafo GG. Debido a lo anterior,
podemos usar las propiedades de la teoria hecha para cadenas de Markov, asi podemos
obtener la probabilidad de cada salto de la caminata aleatoria a través de la matriz de

transicion de cadena de Markov asociada:

Py Py - Py

Py Py oo P
p_ . . .

Py Po - Py

El valor de la componente P;; de la matriz P indica la probabilidad de ir del estado
i al estado j, es decir pasar del nodo v; al nodo v; en la caminata aleatoria con
i,j=1,...,Nyuv,v; € V(G). Parai=1,..., N se denota por p;(t) a la probabilidad de
estar en el estado ¢ en el tiempo ¢, asi podemos definir p(t) el vector que almacena todos

los p;(t) posibles, es decir p(t) = (p1(t), pa(t),...,pn(t)), y ademés se cumple que:

B(t) = p(t — 1)P.

Con esto hemos obtenido la probabilidad de seleccién de la caminata aleatoria, pero
si ademas se cumplen ciertas condiciones, entonces p(t) tiende a una distribucion
estacionaria y se llama distribucion estacionaria de la cadena de Markov. Por lo tanto,

se define a continuacién el término distribucién estacionaria.

Definicion 25 (Distribucion estacionaria). Una distribucion estacionaria o también
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llamada distribucion de equilibrio de una cadena de Markov es una distribucion de
probabilidad 7 tal que:

T =7P.

Entonces la idea es definir ciertas propiedades y usarlas para conseguir una distribucion
estacionaria de la cadena de Markov que modela a la caminata aleatoria. En [ 1] escrito

por Mitzenmacher, Michael and Upfal, Eli enuncian el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea una cadena de Markov finita, irreducicle y ergodica, entonces la cadena

tiene una unica distribucion estacionaria T = (71, Ta, ..., TN).

Es decir con este teorema podemos decir que una cadena de Markov finita, irreducicle y
ergodica, a partir de cierta cantidad de pasos de la caminata aleatoria, p(t) no sufre

cambios significativos.

Como la caminata aleatoria es un cadena de Markov, en donde el conjunto de estados
es V(G), asi la cantidad de estados de la cadena de Markov es finita. Si suponemos
que el grafo G = (V, E) es conexo, entonces la caminata aleatoria es un proceso de
Markov irreducible. Si el grafo G no es bipartito, entonces por el lema 7,12 de |11,

p. 215| presentado por Mitzenmacher, Michael et al., que se presenta a continuacion, se

puede concluir que la cadena de Markov asociada a la caminata aleatoria es aperiodica.

Lema 1. Una caminata aleatoria sobre un grafo G es aperiodica si y solo si G no es

un grafo bipartito.

Hasta ahora hemos obtenido que la caminata aleatoria sobre G tiene finitos estados,
hemos supuesto que G es conexo y por lo tanto la caminata aleatoria es una cadena
de Markov irreducible, y por ultimo que el grafo G' no es bipartito. Entonces por el
corolario 7,6 que aparece en el libro |11, p. 181] escrito por Mitzenmacher, Michael et
al., que se muestra a continuacion, se tiene que la caminata aleatorio es una cadena de

Markov ergodica.

Corolario 1. Si una cadena de Markov tiene una cantidad finita de estados, es

wrreducicle y es aperiodica, entonces la cadena de Markov es ergddica.

Ahora, con el Teorema 1 se tiene que la caminata aleatoria puede converger el estado
estacionario si se cumplen los supuestos. Con el teorema presentado en el libro |11,
p. 190] de autores Mitzenmacher, Michael et al., se tiene que la distribucion estacionaria

de una caminata aleatoria es:
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_ d(v)
T, = 2B

En resumen, lo descrito anteriormente lo formalizaremos en una proposicion.

Proposicion 2. Dado un grafo G = (V,E) conexo y no bipartito en donde V =
{v1,...,un}. Si sobre el grafo G se ejecuta una caminata aleatoria, la probabilidad de

que la caminata aleatoria pase nuevamente por v converge a:

d(v)

Ty = m Yv € V(G)

en donde d(v) es el grado de v y |E| es la cantidad de aristas de G.

Esto quiere decir, que para cualquier valor k € N tal que k > ¢, la probabilidad de

seleccion puede aproximarse como pg(v) ~ %. Para simplificar los calculos se supondra

que los grafos con que trabajaremos G' = (V, E') cumplen que |V (G)| es finito, son grafos

conexo y no son bipartitos. Ademas, en el articulo [10] se utiliza t = 2, y si eliminamos el

primer nodo de la secuencia la caminata aleatoria, entonces la probabilidad de seleccion

muestreando a través de una caminata aleatoria en un grafo G se puede aproximar
d(v)

como p(v) ~ gz para V(G) = {v1,...,on}.

Debido a la proposicién anterior se obtiene una aproximacion de la probabilidad de

seleccion del muestreo aleatorio asociado a una caminata aleatoria y se presenta a

continuacion.

Estimador 6. Dado un grafo G = (V,E) conexo y no bipartito en donde V =
{v1,...,un}, |V(G)] es finito. Ademds, si aproximamos el proceso de la caminata aleatoria
a su estado estacionario desde el sequndo salto y se elimina el primer nodo de la secuencia
hecha por este, entonces para cualquier i € {1,..., N} la probabilidad de seleccion del

nodo v; se puede aproximar como:

Hasta este punto, hemos visto una forma de aproximar la probabilidad de selecciéon si
muestreamos con una caminata aleatoria. En el articulo |16] propuso que la probabilidad
de seleccion del muestreo aleatorio asociado al proceso viral constante es proporcional

al grado del nodo. Ademés, como el proceso viral constante es muy parecido al proceso
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viral probabilistico, entonces nosotros proponemos realizar la misma suposicién para
el proceso viral probabilistico, es decir que la probabilidad de selecciéon del muestreo

aleatorio asociado a un proceso viral probabilistico es proporcional al grado del nodo.

Feld, Scott L en [!] mostré que para una poblacion en donde sus individuos tenian

relaciones simétricas, entonces se debia considerar lo siguiente:

a) Se debe reconocer la diferencia entre la distribucion del nimero de amigos de las
personas y la distribucion del nimero de amigos de los amigos. La distribucion
de los amigos de los individuos es la distribucion habitual del nimero de amigos
que solemos examinar, pero la distribucién de los amigos de los amigos incluye a

algunos de los mismos individuos una y otra vez.

b) Cuando cada individuo se compara con el nimero medio de amigos de sus amigos,
lo hace con una muestra del ntimero de amigos de amigos, que es una distribucion

distinta del ntimero de amigos entre individuos.

Para notar bien la diferencia entre la distribucion del nimero de amigos de las personas y
la distribucién del ntiimero de amigos de los amigos se mostrara un ejemplo de poblacion
en donde las relaciones entre los individuos son simétricas, esta poblaciéon ejemplo se ve

en la Figura 3.3.4.

De esta forma, el conjunto de personas en la poblaciéon y la cantidad de
amigos de cada persona en la poblacion mostrada en la Figura 3.3.4 es
{v1,v9,v3,v4, 05,06} v {3,5,2,4,2,2} respectivamente. Por otro lado, el conjunto
de los amigos de los amigos de la poblacion y la de cantidad de amigos de los
amigos en la poblacion es {vy, vy, g, V1, U3, Vg, Us, Vg, U2, Uy, U1, Vg, U3, Us, U2, Vg, V1, Vo } ¥
—_—— e L

N(v1) N(v2) N(v3) N (va) N(vs) N(ve)
{5,4,2,3,2,4,2,2, 5,4 ,3,5,2,2, 5,4, 3,5 } respectivamente.
e N N N N N~

N (v1) N(vz)  N(vs) N(va) N(vs) N(ve)
Debido al punto b) podemos suponer que el muestreo aleatorio asociado a un proceso
viral probabilistico y a un proceso viral constante es una muestra aleatorio uniforme
con repeticion realizada sobre la poblacion N (V(G)), por lo tanto la probabilidad de
seleccion de cierto nodo con estos muestreos aleatorios es directamente proporcional al
grado del nodo. Esto tltimo es debido a que si un nodo tiene grado d y otro tiene grado
uno, entonces el nodo de grado d estara repetido d veces en la poblacion N(V(G)),
mientras que el de grado uno sélo estara una vez, por lo tanto la probabilidad de

seleccion del nodo de grado d en una muestra aleatoria uniforme con repeticion de la
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L U3

Figura 3.3.4: Ejemplo de una poblaciéon mostrada a través de un grafo.

poblacion N (G) es d veces la probabilidad de seleccion del nodo de grado uno. Por lo

tanto, hemos justificado la suposicion del articulo [16]. Es importante senalar que en
los trabajos de Feld, Scott L [1], Newman, Mark EJ [12], y Salganik, Matthew J et
al. [10], no se mencionan explicitamente las condiciones que los grafos deben cumplir

para obtener las propiedades mencionadas. Sin embargo, se observa que la probabilidad
de seleccion asociada a una caminata aleatoria se puede aproximar a la distribucion
estacionaria que es proporcional al grado del nodo, y el proceso viral constante se
considera una generalizacion de la caminata aleatoria. Por lo tanto, asumiremos que
los grafos son conexos, no bipartitos y finitos, ya que estas condiciones se aplican a los

muestreos aleatorios mediante una caminata aleatoria.

En [12] se afirma que la distribucion de grados de los nodos vecinos es proporcional
a d - p(d), en donde ¢(-) es la distribucion de grados de los nodos vecinos, p(-) es la
distribuciéon de grados de la nodos y d es un grado fijo particular arbitrario. Si lo anterior

ocurre, podemos deducir que la la distribucion de grados de los nodos vecinos es:

d - p(d)

W)= o d o)

(3.3.1)
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en donde ), . d - p(d) es el factor que normaliza la expresion de ¢(-) y D son los
distintos grados que tienen los nodos de la poblacion. El resultado anterior fue mejorado

en [10], pues este escribi6 p4(+) en funcion de g4(+) como sigue:

(d)

1
444
= Vd € Dy
EdeD é ’ QA(d)

pa(d)

en donde A es un subconjunto de nodos, pa(-) representa la distribucion de grados
de los nodos en A y g4(+) es la distribucion de grados de los nodos vecinos en A. Si

consideramos A como el conjunto que tiene todos los nodos del grafo, entonces se

obtiene
(d) 149 vd € D (3.3.2)
ZdeD (li ) q(d)
Ademés, se afirma en [10] que una aproximacion de ga(-) a través de una muestra

s — {x1} hecha por una caminata aleatoria, proceso viral constante o proceso viral

probabilistico como:

_ v(ANs—{x1},d)

i) —

Vde DAﬂsf{xl}

en donde my es el cantidad de nodos del conjunto A en la muestra s — {z}, v(ANs —
{z1},d) es la cantidad de nodos de grado d en el conjunto ANs—{z1} y Dans—{z,} son

los distintos grados de los nodos en el conjunto AN s — {z;}. Ademaés, se cumple que:

i@
ZdeDA 5 ) a\A(d)

ﬁ;(d) Vd € DAﬂs—{a:l}

en donde pa(-) representa la estimacion de la distribucion de grados de la poblacion.

Notar que si consideramos como A al conjunto de todos los nodos, entonces la distribucion
p(+) se puede considerar como la distribucion de grados de una muestra aleatoria uniforme
con repeticion hecha sobre la seleccion de grados de los nodos de la poblacion y que g(+)
se puede considerar como la distribuciéon de grados de una muestra aleatoria uniforme

con repeticion hecha sobre los grados de los vecinos de los nodos de la poblacion.

Al tener el ajuste de la distribucion de densidad de grados de una muestra aleatoria
asociada a una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral

constante, se puede realizar la siguiente estimacion, hecha en [16].

Estimador 7. Dado un grafo G = (V,E) conexo y no bipartito en donde
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V = {v,...,un}. Si tenemos la secuencia de nodos s = {x1,...,xnm} hecha por una
caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante y un
subconjunto A C V', considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de
seleccion de cierto nodo es proporcional al grado del nodo, entonces se puede estimar el
grado medio del subconjunto A denotado por D4 como:

ma
Dy =

1
erAﬂsf{xl} d(z)

con my es la cantidad de nodos de A que hay en la muestra s — {1 }.

Justificacion: Dado un grafo G = (V, E) conexo y no bipartito en donde V' = {vy, ..., un}.
Sea un subconjunto A C V(G), entonces tenemos que pa(-) es la distribucion de grados
de los nodos del conjunto A y cumple que:

1
Loaa(d
pa(d) = <1 4(d) Vd € D,

ZdeD cll ’ qA(d)

en donde g4(-) es la distribucion de grados de los nodos vecinos en A y D4 es el conjunto
de los distintos grados posibles en A. Por definicién de esperanza de una variable

aleatoria discreta, podemos estimar el grado medio de del conjunto de nodos en A como:

Zd'pA Zd i qa(d) :Z d)

deDa deDy ZdeDAd QA(d) deDa ZdeD A d -qa(d)

~ .

|>—A/\

Como q4(+) es la distribucion de los grados de los nodos vecinos de la poblacion, entonces
> aep, 44(d) = 1, de esta forma:

1
d-pa(d) = qa(d .
deZDA ZdeDA i 4ald dGZDA ZdeDA ~ qa(d)

Si tenemos la secuencia de nodos s = {xy, ..., x,,} hecha por una caminata aleatoria,
un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante, considerando una muestra
aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion de cierto nodo es proporcional al grado

del nodo y definiendo r = AN s — {x;}, entonces se tiene la siguiente aproximacion

para q4(-):
v(r,d)

ma

7i(d) = VdeD,

donde my es la cantidad de nodos de A que hay en la muestra s — {z1}, v(r,d) es la
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cantidad de nodos de grado d en el conjunto r, y D, son los distintos grados de los

nodos en el conjunto r. Por lo tanto se obtiene que:

d-pa(d) ~ —
d;;A ZdeDr é QA(d)
B 1
_ v(r,d
ZdEDr é ’r(nA)
ma
- T

Para cualquier d € D se define My C V' como My = {z; € V : d(x;) = d}, entonces
v(r,d) =73 ., Xu,(x) y se sigue que:

ma
d- pA(d) ~
2 T 00
ZdEDT é Zzer XMd (ZE)
ZIGT ZdEDr cll XMd (l‘)
ma

- 1
err d(z)

Asf el grado medio de A se puede estimar como:

ma

Dy==—71
D er T3

conr =ANs—{x1} y ma es la cantidad de nodos de A que hay en la muestra s — {1 }.

[
Con este resultado se puede obtener la siguiente proposicion.
Estimador 8. Dado un grafo G = (V,E) conexo y no bipartito en donde
V = {vy,...,on}. Si tenemos la secuencia de nodos s = {wx1,...,x,} hecha por

una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante,
considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion de cierto
nodo es proporcional al grado del nodo, entonces se puede estimar el doble de la cantidad
de aristas del grafo G a través de la expresion:

N —1
2B~ =N. "

Xaen, i A(d) Dsei{o} @)
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Justificacion: Haciendo A = V(@) y utilizar la proposicion anterior para obtener el
grado medio del grafo. Luego multiplicar el estimador del grado medio por el tamano
de V(G). O

Debido a que la probabilidad de seleccion es proporcional al grado del nodo en los
muestreos aleatorio asociados a la caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y

proceso viral constante, entonces se obtiene la siguiente proposicion.

Estimador 9. Dado un grafo G = (V,E) conexo y no bipartito en donde V =
{v1,...,un}. Si tenemos una secuencia de nodos s = {x1, ...,y } hecha por una caminata
aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante, considerando
una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion cumple que para todo
i€{l,..,N} se tiene que:

p(v;)

d(v;)’

entonces para cualquier i € {1,..., N} la probabilidad de seleccion para cualquiera de los

cte =

métodos de muestreos antes mencionados es:

L d(w)
p(%) - |E| .

Justificacion: Dado un grafo G = (V, E) conexo y no bipartito en donde V' = {vy, ..., un}.
Si tenemos la secuencia de nodos s = {xy, ..., x,,} hecha por una caminata aleatoria,
un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante, considerando una muestra
aleatoria s — {z1}, seaun i € {1,..., N} y debido a que la probabilidad de seleccion de

cualquier nodo es proporcional al grado, entonces

en donde ¢ es una constante, luego por propiedades de proporciones se tiene que

p(01) + p(02) -+ p(on) _ ey pl0)
d(0n) + d(va) + ot don) ey d0)

CcC =

por definicién de probabilidad de seleccion se cumple que ), p(v) = 1, asi

— 1 — Zvevp(v)
21E[ Ypevd(v)

C
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Por lo tanto, la probabilidad de selecciéon de un muestreo aleatorio a través de una

caminata aleatoria, un proceso viral constante o un proceso viral probabilistico es:

=

() n =0 v
E] ie{l,..,N}con V(G) = {vy,...,un}.

p(vi) =

(]

]

Si definimos un experimento aleatorio que consiste en realizar un muestreo aleatorio
asociado a una caminata aleatoria, un proceso viral probabilisstico o un proceso viral

constante, entonces se puede obtener lo siguiente.

Proposicion 3. Sea un grafo G = (V,E) en donde V(G) = {vi,..,on} y si
consideramos un experimento aleatorio que consiste en realizar un muestreo aleatorio
asocitado a una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral
constante s —{x1} = {x2, ...,z }, entonces la fraccion esperada de nodos de cierto grado

d en la muestra es igual a la fraccion de nodos de grado d en la poblacion N (V(G)).

Demostracion. Sea un grafo conexo y no bipartito G = (V, E) con V(G) = {vy,...,un}
y si definimos un experimento aleatorio que consiste en realizar una muestra aleatoria
asociada a una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral
constante de nodos s — {x1} = {x9,...,x,}. Si suponemos que la probabilidad de
seleccion de la muestra s — {x1} es proporcional al grado del nodo, entonces para
cualquier nodo v € V(G) se tiene que la cantidad esperada de veces que aparezca el

nodo v en la muestra s — {x;} es:

Si consideramos v(V(G), d) como la cantidad de nodos de grado d en el grafo G, entonces

la cantidad esperada de nodos de grado d en la muestra es:

d

v(V(G),d)- (m—1)- m

Por lo tanto, la fraccion esperada de nodos de grado d en la muestra s — {z} es:

WV (G).d) - (m= 1)y 4
m=1) =v(V(G),d) B

Por otro lado, si consideramos la poblacion NV (V(G)) como la concatenacion de todas
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las vecindades del grafo G, entonces la cantidad de nodos de grado d en N (V(G)) es
d-v(V(G),d). Ademas, el tamanio de N (V(G)) es 2|E|, por lo tanto, la fraccion de
nodos de grado d en N (V(G)) es:

d-v(V(G),d)
2|

De esta forma, la fraccion esperada de nodos de grado d de una muestra s es igual a la
fraccion de nodos de grado d de la poblacion N (V(G)). O

De forma anéloga al caso en donde se muestrea de forma uniforme con repeticion, se
puede estimar el grado medio de un grupo de nodos de V(G), a través de un muestreo
aleatorio asociada a una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o a un
constante. En [10] se propone una forma, que es utilizando dos estimadores de Hansen-
Hurwitz, uno para estimar la suma de los grados de los nodos del grupo , y el otro
para estimar la cantidad de nodos del grupo. Con esto en mente definimos la siguiente

proposicion.

Estimador 10. Dado un grafo conexo y no bipartito G = (V,E) en donde
V = {vy,...,un}. Si tenemos la secuencia de nodos s = {x1,...,x,} hecha por una
camanata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante y un
subconjunto A C V', considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de
seleccion de cierto nodo es proporcional al grado del nodo, entonces se puede estimar el

grado medio del subconjunto A denotado por D, como:

Zmés—{zl} XA (I‘)

DA =~ g% .
(z)
Zxés—{$1} d?r)

Justificacion: Dado un grafo conexo y no bipartito G = (V, E) en donde V' = {vy, ..., un }.
Considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion de cierto

nodo es proporcional al grado del nodo, entonces para cada i € {1,..., N} se define

R(v;) = d(v;) y obtenemos que la probabilidad de seleccion es p(v;) =

Para obtener este estimador debemos utilizar dos estimadores de Hansen-Hurwitz,
entonces para cada ¢ € {1,..., N} se define Y (v;) = Xa(v;) d(v;) y Z(v;) = Xa(v;). Asi,

utilizando un estimador de Hansen-Hurwitz asociado a las variables R(v;) = d(v;) y
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Y (v;) = Xa(v;)d(v;) para cualquier i € {1, ..., N}, se obtiene:

S Xa) div) ~ - Y Fal) d@)

veV zes—{z1} p(x)

_ 2B Xa(z) d()
T om—1 Z d(z)

ze€s—{x1}

z€s—{z1}

o3
—_
— =

I\DS‘

3

Para el otro estimador de Hansen-Hurwitz usamos las variables asociadas R(v;) = d(v;)

y Z(v;) = X4(v;) para cualquier ¢ € {1,..., N}, asi

Saao Y T

eV m p
v wEs—{wl}
_ 2|E 3 Xa(z)
m—1 d(z)
ze€s—{z1}

Por lo tanto, dividiendo ambos estimadores se obtiene que:

E
ZUGV(G) XA(U) d(U) - : l | zmes {z1} XA<I>
~ 2 E z
D vev(a) Xav) ' ‘ers (1) dfc))
o Zzesf{xl} XA( )
- Xa(z) *
ZmEs—{xl} d?m)

Obteniendo el estimador del grado medio del subconjunto A de V(G). O

Una forma de estimar el doble de la cantidad de aristas de un grafo G a través de
un muestreo por caminata aleatoria, proceso viral constante o por el proceso viral
probabilistico es usando un estimador de Hansen-Hurwitz para estimar la cantidad de

nodos de (G, y se muestra en la siguiente proposicion.

Estimador 11. Dado un grafo conexo y no bipartito G = (V,E) en donde

= {v1,...,on}. Si tenemos la secuencia de nodos s = {x1,...,x,} hecha por
una caminata aleatoria, un proceso wviral probabilistico o un proceso viral constante,
considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion de cierto
nodo es proporcional al grado del nodo, entonces se puede estimar el doble de la cantidad

de aristas del grafo G a través de la expresion:
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-1
2 |E|m N — =
ZxEs—{zﬂ’ d(z)

Justificacion: Dado un grafo conexo y no bipartito G = (V, E) en donde V' = {vy, ..., un },
considerando una muestra aleatoria s — {x;} cuya probabilidad de seleccion de cierto

nodo es proporcional al grado del nodo, entonces para cada i € {1,..., N} se define

d(v;)
2 |B]"

R(v;) = d(v;) y Y(v;) = 1, y obtenemos que la probabilidad de seleccion es p(v;) =
De esta forma, podemos usar el estimador de Hansen-Hurwitz y obtener:

1 1 1 2 |E|
Vi]= 1l —— _—=
Vi Z m—1 Z plx) m-—1 d(z)’

veV ze€s—{x1} zes—{z1}

despejando 2 |E|

2B~ N L
ers—{xl} d(z)
Otra forma es haciendo A = V(G) y utilizar la proposiciéon anterior para obtener el
grado medio del grafo. Luego, multiplicar el estimador del grado medio por el tamano

de V(G). O

Notar que las estimaciones de 2| F| pueden ser utilizadas para estimar la probabilidad
de selecciéon de las muestras aleatorias asociadas a una caminata aleatoria, un proceso

viral probabilistico o un proceso viral constante.

Hasta el momento tenemos una variedad de estimadores de las propiedades de un grafo
dado, en la siguiente secciéon se mostraran los estimadores de tamano de un subconjunto
de la poblaciéon utilizando las propiedades y definiciones hasta ahora, que es el tema

principal de esta tesis.
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Capitulo 4

Métodos de estimadores de grupo

4.1. Modelamiento del problema de estimacién del

tamano de una subpoblacién

En esta secciéon se presentaran los modelos para estimar el tamano de un grupo dentro
de la poblacién. La idea es que, conociendo el tamano de la poblacion involucrada y a
través de suposiciones se pueda encontrar una estimaciéon para el tamano de un grupo

en la poblacion.

Consideraciones comunes de todos los estimadores.
Los estimadores que se mostraran en esta seccion sirven para resolver el Problema 2
definido anteriormente en la Seccién 2.3. Por lo tanto, los métodos de estimaciéon de

esta seccion son estimadores para determinar el tamano del subconjunto de nodos H.

A continuacion se define la notacion a utilizar en esta seccion. Dado un grafo G = (V, E)
desconocido en donde el tamano de V(G) = {vy,...,un} es conocido por definicion
del problema. Ademaés, se tienen los subconjuntos H,J C V(G) desconocidos tal que

V(G)=JUH y HNJ =), en donde el tamano de H y J son Ny y N; respectivamente.

Ahora, proseguiremos con la explicacion de los métodos estimativos principales de este

trabajo.
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4.2. Estimador PIMLE

El primer estimador que se presentara se llama PIMLE y fue propuesto por Killworth,

Peter D et al. en el articulo [7]. El modelo PIMLE esta bajo los siguientes supuestos:

a) Los nodos del grafo tienen las mismas posibilidades de ser vecino de algin nodo
en H.

b) Los nodos del grafo tienen grados no aleatorio, pero desconocido.

c¢) Para cualquier nodo del grafo se pueden obtener los nodos vecinos y cada etiqueta

de estos.
d) La seleccion de la muestra aleatoria es independiente de los nodos del grafo.
Utilizando algunas de las suposiciones anteriores se obtiene la siguiente proposicion.

Estimador 12. Sea un grafo G = (V,E) en donde V(G) = {vi,...,un} y sea un
subconjunto H C V(G). Si suponemos que todos los nodos tienen las mismas posibilidades
de conectarse con cualquier nodo en H, entonces para un nodo aleatorio v se tiene la

stquiente estimacion:
my NH

dwv) = N
en donde m,, son los nodos vecinos de v que estin en H, d(v) es el grado de v, Ny y

N son los tamanos de los conjuntos H y V(G) respectivamente.

Justificacion: Dado un grafo G = (V, FE) en donde V(G) = {vy, ..., vy} y un subconjunto
H C V(G).Siv € V(G) es un nodo aleatorio, entonces tenemos que N (v) es un conjunto
de nodos aleatorios. Utilizando ambas suposiciones de la proposicion se tiene que N (v)
es una muestra uniforme sin repeticion del conjunto V(G), por lo tanto se obtiene la

estimacion:
my NH

dlv) = N

en donde d(v) es el grado del nodo v, m, la cantidad de aristas que comparte el nodo v

con algin nodo de H. O]

De la proposicion, tenemos que la proporcion de nodos de etiqueta positiva a nivel de

la red personal de v es igual a la proporcion de nodos de etiqueta positiva a nivel de la

red.

Dada una muestra s = {x1, .., z,, } del conjunto de vértices V' y utilizando la proposicion
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anterior, se puede obtener la siguiente estimacion para j = 1,...,m:

My,

d(z;)

NH%NH]-:

en donde d(z;) es el grado del nodo z;, m,, la cantidad de aristas que comparte el nodo
x; con algin nodo de H, Ny es la cantidad de nodos que tiene el conjunto H y N es la
cantidad de nodos de V. Por lo tanto, para cada j € {1,..,m} tal que z; € s se tiene

un estimador de Ny distinto, luego podemos definir un estimador mas general como:

. 1 = N m
N%NPIMLE:— Ny — — . 1'.
n = N = 1 2 N = 2 G

rES

Debido a la informacioén solicitada por el estimador PIMLE, este estimador utiliza

encuestas de tipo indirecta exclusiva.

4.3. Estimador MLE

Nuestro segundo método de estimacion, llamado MLE, es presentado por Killworth,
Peter D; McCarty, Christopher; Bernard, H Russell; Shelley, Gene Ann; Johnsen, Eugene

C en el articulo [3].

Este modelo tiene los mismos supuestos que el modelo PIMLE y agrega que Ny es muy
pequeno en comparacion con N. De la proposicion de la seccion anterior se tiene que si
elegimos un nodo v € V(@) de forma aleatoria, entonces N (v) es una muestra uniforme

sin repeticion de tamano d(v) conocido. Por lo tanto, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Sea un grafo G = (V,E) en donde V(G) = {vy,...,on} y sea
un subconjunto H C V(G). Si suponemos que todos los nodos tienen las mismas
posibilidades de conectarse con cualquier nodo en H y los grados de los nodos en V(G)
son desconocidos y deterministicos, entonces para un nodo aleatorio v € V(G), la
cantidad de conocidos de v en H, es decir m,, distribuye de forma hipergeométrica con
parametros (d(v), Ny, N).

Demostracion. Dado un grafo G = (V,E) en donde V(G) = {vy,..,on} vy un
subconjunto H C V(G). Si v € V(G) es un nodo aleatorio, entonces tenemos que N (v)
es un conjunto de nodos aleatorios. Utilizando ambas suposiciones de esta proposicion

se tiene que N (v) es una muestra uniforme sin repeticion del conjunto V' (G).
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Como tenemos una poblacion V (G) de tamano N en donde existen dos tipos de nodos, los
que pertenecen a H y los que no, en donde el tamano de H es Ny desconocido. Ademaés,
si definimos s = N (v) donde s es una muestra uniforme sin repeticion de tamano d(v),
entonces utilizando la definicion de una variable aleatoria de tipo hipergeométrica 19
tenemos que la cantidad de nodos de s que pertenecen a H, es decir m, distribuye de

forma hipergeométrica con pardametros (d(v), Ny, N). O

En el articulo %] se supone que si Ny es muy pequenio en comparacion con N, entonces la
distribuciéon de m,, se puede aproximar a una variable de tipo binomial con parametros

(d(v), %), es decir aproximaron una distribucion hipergeométrica con parametros

PN
(d(v), Ny, N) a través de una distribucién binomial con parametros (1, p) = (d(v), 52 ).
En el trabajo [17] hecho por Sandiford, Peter J, se utiliza esta aproximacién como punto

de referencia, dando resultados aceptables en el caso antes mencionado.

Para un nodo aleatorio v € V(G) y utilizando la funcion de densidad de la distribucion

Binomial de parametros (1, p) = (d(v), %), se calcula la probabilidad de que v tenga

m,, vecinos en el grupo H con d(v) desconocido pero no aleatorio:

d(v
Pr( v tenga m,, vecinos en H ) = ( ( ))ﬁm”(l — pyd=my,
My
Considerando que la seleccion de la muestra aleatoria es independiente de los nodos
del grafo y si denotamos una muestra aleatoria como s = {x,...,x,,}, entonces la

probabilidad de que para cualquier z € s tenga m, vecinos en H es:

d
Pr( ¥z € s,se cumple m,, ) = H ( (x))ﬁmz(l — p)d@-ma, (4.3.1)

m
z€s x

Recordamos que p = N—]\?, con Ny desconocido, por lo cual p es desconocido. Utilizando
el método de maxima verosimilitud, que tiene como idea maximizar la probabilidad
antes mencionada y notamos que maximizar la Ecuacion 4.3.1 es lo equivalente a

maximizar:

Pr( Vz € s,se cumple m,, ) = Hﬁmw(l — ﬁ)d(l‘)—mx

xreESs

Pr(Vz € s,se cumple my ) = pecs ™= (1 — p)aes(d@)=ma), (4.3.2)
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Asi, el maximo de una funcién de tipo f(x) =2™(1 —x)" ™ con z € [0,1], n,m € Ny

, . P : : N Mg
n > m, ocurre cuando x = =, asi la Ecuacion 4.3.2 se maximiza cuando p = —%IES d(;),
TES
Ng

y como p = ¥, entonces se puede estimar el valor de Ny, con el estimador Nj/*#:

TMLE _ 7. D nes Ma
H — .
D pes d()
Debido a la informacion solicitada por el estimador MLE, este estimador utiliza encuestas

de tipo indirecta exclusiva.

4.4. Estimador GNSUM

4.4.1. Teoria del estimador GNSUM

El Estimador GNSUM fue presentado por Feehan, Dennis M y Salganik, Matthew J en
[3]. Este estimador se basa principalmente en una propiedad de digrafos, esta propiedad
permite establecer una relacion, y a través de esta relacion se estima el tamano del

grupo deseado utilizando estimadores de Hansen-Hurwitz.
Para poder definir la propiedad antes mencionada se debe realizar una definicion.

Definicion 26. Dado un digrafo D = (V, F) con V = {vy,...,un} y un subconjunto
B C V(G). Entonces, para cada v € V(D) se define Y, g como la cantidad de nodos de
B que pertenece a la vecindad saliente de v en el digrafo D, por otro lado, V, p es la

cantidad de vecinos entrantes de v que pertenecen a B. Por lo tanto:
Vo = |NT(v) N B| Vog = |N"(v) N B|

con N~ (v) y NT(v) son las vecindades entrante y salientes de v respectivamente.
Ademds, si A, B C V(D), entonces se define Yap y Vap como:
Vap = Zyv,B Vap = Z Uy, B-
vEA vEA
Esta definiciéon esta asociada al siguiente teorema.

Teorema 2. Sea un digrafo D = (V, F) y un subconjunto H C V(G). Ademds el digrafo

D cumple que para cualquier nodo w € H° se tiene que V, v = 0, entonces se cumple la
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siguiente relacion:

W =Vuy.

Demostracion. Dado un digrafo D = (V, F') y un subconjunto H C V(G). Si |F| es la
cantidad de aristas del digrafo D, entonces por un lado se tiene que las aristas entrantes

de un digrafo cumplen:

ZV’U,V + Z VU,V = ZVU,V = |F|

veEH veEHC veV

Luego, usando la hipotesis que para cualquier nodo v € H¢ se tiene que V, = 0

> Vv =|F|.

veH

Por otro lado, para cualquier v € HY se cumple que V, = 0, entonces ), , = 0 para
cualquier u € V. Una forma mas clara de ver esto, es pensar que las aristas que apuntan
a algin nodo v € HY no existen, entonces cualquier arista que salga de algtin nodo,

esta arista no puede llegar a algin nodo v € H®. Por lo tanto, se tiene que:

|F| = Zyv,v = ZyU,H+ZyU,HC = Zyv,H-

veV veV veV veV
Luego,
Vay = Z Vov =|F| = Zyv,H = Wv.H-
veEH veV
Obteniendo que
Vuyv = WvH.

]

En palabras simples este teorema nos dice que la suma de las aristas que salen de algtin
nodo y llegan a H es igual a la suma de las aristas que llegan a H, véase la Imagen 4.4.1
para comprender mejor esta idea. La Figura 4.4.1 muestra que al nodo v tiene tres
aristas dirigidas que llegan a él y por lo tanto en el digrafo bipartito asociado también
tiene tres aristas dirigidas que llegan a él, analogo para v; s6lo que a que este nodo

son cuatro aristas dirigidas. Ahora, a partir del teorema anterior podemos obtener la
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Figura 4.4.1: Imagen que refleja la idea del Teorema 2.

relacion:
Wue Yvu
Np = Vv ]7—
‘Nu BV
en donde Vi = 2LV
; N

Lo anterior se puede utilizar para resolver el problema principal de esta tesis, entonces

definimos lo siguiente.

Definicion 27 (Reportar). Dada una poblacion V' y un grupo H en V, en donde los
individuos de la poblacion estdn relacionados de alguna forma. Para cualquier par de

personas u,v que estén relacionadas, entonces u reporta a v si u sabe que v estd en H.

Con la definicién anterior, podemos explicar como modelar el problema principal a
través del método GNSUM.

Proposicion 5. Dada una poblacion V' y un grupo H en V', en donde los individuos
de la poblacion estdin relacionados de alguna forma. Se define el digrafo D = (V, F), en

donde V indexa a cada integrante de la poblacion y F' se define como:

F ={(u,v) € VxV :u reporta a v} .
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Entonces, utilizando el Teorema 2 podemos determinar el tamano de H como:

N — Vv  Yvnu
B Yy = Vv
N ,

El método de estimacion GNSUM solo supone que no existan falsos positivos, es decir,
que no exista algin vecino de un nodo muestreado que sea considerado en H cuando en

realidad no esta en H.

En la Proposiciéon 5, se puede ver que el digrafo D cumple que si u,v € H, entonces

pueden suceder 3 cosas que se enumeran a continuacion:
» Las aristas (u,v) y (v,u) estan en F(D).
= So6lo una aristas de las (u,v) y (v, u) esta en F(D).
» Ninguna de las aristas (u,v) y (v, u) estan en F(D).

Por lo tanto, la principal diferencia de modelar el problema con un grafo y con un

digrafo es que el grafo puede sélo indexar dos casos.

En nuestros experimentos sélo se consideran relaciones simétricas pues los otros modelos
no permiten relaciones asimétricas, por lo tanto se incluira esta condicién en el modelo
y veremos como cambia. Por lo tanto, se define formalmente que la poblacion tenga

s6lo relaciones simétricas.

Definiciéon 28. Un poblacion tiene relaciones simétricas cuando para cualquier par de

integrantes a,b de la poblacion cumplen las dos siguientes proposiciones:
= a se relaciona con b si y solo b se relaciona con a.
= a conoce el estado de b si y solo b conoce el estado de a.

Si la poblacién en cuestion cumple la definiciéon anterior, entonces tenemos que se

cumple lo siguiente.

Proposiciéon 6. Dada una poblacion V' con relaciones simétricas y un grupo de la
poblacion H, entonces se cumple que para cualquier par de personas a,b de la poblacion

solo se cumple una de las siguientes situaciones:

s Sia yb no pertenecen a H, entonces a no reporta b y b no reporta a.
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(a) Digrafo (b) Grafo

Figura 4.4.2: Figura que muestra modelado GNSUM con relaciones asimétricas y
simétricas, en donde H = { X5, Xs}.

= Sia no pertenece a H, b pertenece a H, y a y b se conocen, entonces a reporta b

y b no reporta a.

= Si a no pertenece a H, b pertenece a H, y a y b no se conocen, entonces a no

reporta b y b no reporta a.
= Sta yb pertenecen a H, y a y b se conocen, entonces a reporta b y b reporta a.

= Sia yb no pertenecen a H, y a y b no se conocen, entonces a no reporta b y b no

reporta u.

Con lo anterior podemos obtener lo siguiente.

Proposicion 7. Dado un digrafo D = (V,F) en donde V. = {vy,...,on} y F =
{(u,v) € VXV :u reporta a v}. Si el digrafo D representa una poblacion con relaciones
simétricas y sean u,v € H, entonces el digrafo D cumple que si (u,v) € F(D) si y sdlo

(v,u) € F(D).

De esta forma, la Figura 4.4.2 muestra un ejemplo en donde se tiene un digrafo en
la Figura 4.4.2a y el grafo subyacente al él en la Figura 4.4.2b. Sin la suposiciéon de
relaciones simétricas puede darse el caso en que solo la arista (x5, z6) esté en el digrafo
de la Figura 4.4.2a y no (xg,r5), pero con la suposicion existen las dos aristas o no

existe ninguna.
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De esta forma, podemos obtener lo siguiente.

Proposicion 8. Dada una poblacion con relaciones simétricas y el digrafo D = (V, F)
que modela los reportes de la poblacion, entonces el digrafo D que resuelve el problema

estd ligado a unico grafo subyacente G y viceversa.
A partir de lo anterior, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 9. Dada una poblacion con relaciones simétricas y el digrafo D = (V, F)
que modela los reportes de la poblacion. Si el grafo subyacente del digrafo D lo denotamos
como G = (V| E), entonces podemos estimar el tamano de H a través de la siguiente
expresion:

NH _ Ziuev |N(U) N H|

Ny ZveH d(v) .

Demostracion. Sea el digrafo D = (V| F') que modela los reportes de la poblacion,

entonces D = (V, F) cumple que V = {vy,...,uy} indexa a cada integrante de la
poblacion y F' = {(u,v) € V x V : u reporta a v}. Utilizando la Proposicion 8 se tiene
que el digrafo D esta asociado a un tunico grafo subyacente G = (V, E) y este grafo G

esté ligado inicamente a este digrafo D. Luego, el grafo G cumple que

DN@NH =Y Y Xulu)
)

veV veV ueN (v

=3 > A (w) Xy (u)

veV ueV

=) X)Xy (u)

ueV veV

=3 Xpy(u)d(u)

ueV

=D dw)

ueH

es decir

S IV NH[ =) d(v).

veV veEH

Asi obtenemos que

Yooy W) N H|

Ny =
NLH veH d(?})
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Notar que si trabajamos con el grafo subyacente del digrafo que modela los reportes
de la poblaciéon, entonces debemos encontrar los valores requeridos de la proposicion

anterior. De esta forma se presenta la siguiente proposicion:

Proposicion 10. Dada una poblacion con relaciones simétricas y el digrafo D = (V, F)
que modela los reportes de la poblacion. Si el grafo subyacente del digrafo D lo denotamos

como G = (V, E), entonces podemos obtener las siquientes relaciones:
» Para cualquier v € H se tiene que d~(v) = d(v).
» Para cualquier v € V se tiene que N*(v) N H = N(v) N H.

Notar que la informacion que puede ser recopilada por las encuestas es la del digrafo D

y no la del grafo G.

Demostracion. Sea el digrafo D = (V| F') que modela los reportes de la poblacion,
entonces D = (V, F) cumple que V = {vy,...,uy} indexa a cada integrante de la
poblacion y F' = {(u,v) € V x V : u reporta a v}. Utilizando la Proposicion 8 se tiene
que el digrafo D esta asociado a un unico grafo subyacente G = (V, E) y este grafo G

estéd ligado tnicamente a este digrafo D.

Se tiene que para cualquier u € H se cumple que N~ (u) = N (u), en donde N~ (u)
corresponde a la vecindad entrante del digrafo D y N (u) corresponde a la vecindad del
grafo G, por lo tanto d~(u) = d(u).

Por otro lado, para cualquier v € H® se tiene que N'*(v) = N'(v), en donde Nt (v) son

las aristas salientes del nodo v en el digrafo D y N (v) es la vecindad de v en el grafo
G,ast NT(v)NH =N(v)N H.

Si v € H, suponiendo que las relaciones son simétricas y por definiciéon del digrafo D se
tiene que N (v) C H, entonces N (v) N H = N~ (v) N H. Anteriormente, dijimos que
si v € H, entonces N~ (v) = N (v), por lo tanto N (v) NH=N"(v)NH =N(v)NH.

O

A partir del Teorema 9 podemos estimar el tamano de H utilizando el grafo subyacente

del digrafo D = (V, F) denotado por G = (V| F) a través de la siguiente ecuacion:

2 vev N (v) N H]

Ny = .
N 2over (V)
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En la siguiente seccién veremos como realizar las estimaciones de Y~ . [N (v) N H| y
1
Ny 2oven Av).-

4.4.2. Estimador de Yy g

Ya que trabajaremos con poblaciones en donde las relaciones son simétricas y como
Yv.u esta asociado al digrafo D = (V, F) que modela los reportes de la poblacion,

entonces se puede obtener el grafo G = (V, E') asociado al digrafo D y se cumple que

Y =D ey N(v)NH

Para estimar )y g usaremos el estimador de Hansen-Hurwitz.

Vou = Yorr = O IN() N H| ~ %ZW@_ﬂHl

veV veV TESs p(l’)

en donde % Y res il ;r(:)vf;H\ es el estimador de Hansen-Hurwitz para Yy g, con s =
{1, ...,z } una muestra con reemplazo, m es el tamano de la muestra y p(x) es la
probabilidad de seleccion de = en la muestra. Asi para los siguientes tipos de muestreos

queda como:

= Caso: Muestreo uniforme con reemplazo.

N
= NH|~ — NHI|.
Vv =) N(v)n H| - > IN(@)n H]
veV TES
= Caso: Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y constante.
Si s = {x1,..,x,} es la secuencia de nodos obtenida por caminata aleatoria,
proceso viral probabilistico o constante, entonces la muestra asociada a la caminata

aleatoria, proceso viral probabilistico 6 constante es s — {1} y por lo tanto el

estimador queda como:

_ . 2E| N () N H|
yV,H - Zyv,H ~ m Z W

veV zes—{x1}

4.4.3. Estimador de VHy

Ya que trabajaremos con poblaciones en donde las relaciones son simétricas y como

Vi estd asociado al digrafo D = (V, F) que modela los reportes de la poblacion,
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entonces se puede obtener el grafo G = (V, E) asociado al digrafo D y se cumple que

o d(v
VH’V — Zv%j{ ( ).

Dada una muestra, para estimar Vyy tomamos la idea utilizada por Volz, Erik et al.

en |12, p. 86|, que es utilizar dos estimadores de Hansen-Hurwitz como sigue:
1 f(x) 1 Xy (z)d(x)
Vv =Y Xgw)dv)=Y flo)m—) —2=—) —r 2

v;/ v;/ m xze; plx)  m ; p(x)

1 x 1 XHx
NH:ZXH(U) :ZQ(U) %EZ%:EZ p(ﬂ(ﬁ))

veV veV TES TES
en donde para cualquier v € V' las funciones utilizadas se definen como f(v) = Xg(v)d(v)
y g(v) = Xg(v). Luego, dividiendo ambas estimaciones podemos encontrar la nueva

estimacién deseada:

1 Xg (z)d(z) Xy (z)d(z)

Tij ~ m Zxés p(z) _ ers p(2) —
’ X (= Xy (x
% ers Pféz()) ZCEES ph({a(t))

La probabilidad de selecciéon de cualquier nodo dependen del tipo de muestreo y estos

deben de ser con reemplazo pues el estimador Hansen-Hurwitz esta definido para ellas.

= Caso: Muestreo uniforme con reemplazo.

X (z)d(z)
2uves o) _ Doves Xu(2)d()
Z XH—(x) erg XH (l’)

z€s p(x)

VH,V ~

notar que en este caso p(v) = 1/N para cualquier v € V(G).

» Caso: Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y constante.
Si s = {z1,..,2m} es la secuencia de nodos obtenida por caminata aleatoria,
proceso viral probabilistico o constante, entonces la muestra asociada a la caminata
aleatoria, proceso viral probabilistico o constante es s — {z;} y por lo tanto el
estimador queda como:

X ( )
— ZxEs HpT _ ers XH('T)

~

VHV ~ X .
' (z) X (x)
ZxEs pb([:c) ZxES (;ib([a:)
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En resumen se tiene que el estimador GNSUM se basa en:

Ny = %t
Vu,v
En donde Yy y se puede estimar como:
BN s N (z) N H| Muestreo uniforme con reemplazo.

Vv = Qg N (2)nH|

M1 2uzes—{z1} ~ d@@) Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral constante

o proceso viral probabilistico.

Por dltimo, Vg iy se puede estimar como:

( Xy (z)d(x .
Laes X @@ -\ ryastreo uniforme con reemplazo.
ZzEs XH (1‘)
Viy ~
X (x . . .
E””ES—XZE,C)) Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral constante
ZIES d(z)
o proceso viral probabilistico.

\

Debido a la informacién solicitada por el estimador GNSUM, este estimador utiliza

encuestas de tipo indirecta.

4.5. Estimador RDS I

4.5.1. Teoria del estimador RDS 1

Este modelo se presentado por Salganik, Matthew J; Heckathorn, Douglas D en el
articulo [16], el cual utiliza propiedades de las vecindades de los nodos de la muestra

para estimar propiedades generales de la red.

Para poder ilustrar como funciona el estimador, primero debemos hacer algunas

definiciones.
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Definiciéon 29. Sea el digrafo D = (V, F) y un subconjunto A de V' de tamano N,

entonces se define el grado medio saliente de A denotado por D} como:

DZ — ZUGA d+(v) )

De aqui obtenemos la siguiente definicion.

Definicién 30. Sea el digrafo D = (V,F) en donde V. = {vy,...,vn}. Sean los
subconjuntos A, B de V', entonces se define la probabilidad de que una arista con
un nodo inicial en el subconjunto A se conecte con un nodo del subconjunto B en el

digrafo D como:

Cap =

Vav

Ahora, podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 11. Sea un digrafo D = (V, F) en donde V = {vy,...,uy}, D representa
una poblacion con relaciones simétricas y F = {(u,v) € V XV : u conoce a v}. Sean
los subconjuntos H, J de V' de tamano Ny y N respectivamente, entonces obtenemos

lo siguiente: )
Dj . OJ’H
DE . C’V'H’J +Dj . éJH

)

Ny =N

D;} . OHJ
D} -Cpy+ Dy -Cin

N;=N

Demostracion. Dado un digrafo D = (V,F) y los subconjuntos H,J de V(D),
considerando que D representa una poblacién con relaciones simétricas y como Yy j es
la cantidad de aristas del digrafo D que tienen un nodo de inicio en H y un nodo de

llegada en J, entonces se puede obtener la relacion Vg ; = Vi p.

YH.J g0 obtiene:
Y, v

Por otro lado, despejando Yy s de la relacion Cyry =

Yy =CusVuy.
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Realizando lo mismo para YV; g y utilizando la primera relacion:

Yav -Cuys=Vus=Yiu=Vv Cinu
como Ny - D} = Yy v, entonces

Ny -D}-Cuy=Ny-D-Crp.

Por un lado, como N = Ny + N, entonces hacemos Ny = N — Ny
Ny D} -Chyy=(N—Ny)-Dy-Cyy

D} -Cuy

Ng=N- ~ —.
" D;’;-CH,J%-D;'CJ’H

Por otro lado, hacemos Ny = N — N

(N—Ny)-Df;-Cyy=N;-D}-Cirp

DE . CN'H,J
. - —— = Nj.
Dj . CJ’H + DIJ; . CH’J
Obteniendo lo pedido. O

Podemos ver que la Proposicion 11 presenta una ecuaciéon para calcular la cantidad
de individuos de un grupo utilizando un digrafo que indexa a cada individuo de la
poblacion a través de un nodo y que modela todas las relaciones de la poblacion a través

de su conjunto de aristas.

Ahora que hemos entendido la idea de este estimador podemos simplificar los calculos
utilizando un grafo en vez de un digrafo. Para esto se utilizara el grafo subyacente del

digrafo que resuelve el problema, de este modo se define el grado medio de un grafo.

Definicién 31. Sea el grafo G = (V, E) y un subconjunto A de V' de tamano Ny,

entonces se define el grado medio de A denotado por D como:

ZveA d(“) .

Ds =
A N,

Ademas se define la siguiente medida.
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Definicion 32. Sea el grafo G = (V,E) en donde V. = {vy,...,vn}. Sean los

subconjuntos A, B de V', entonces se define Cy g como:

ZveA N (v) N B
ZveA d(v) .

Cap=

De estas definiciones podemos obtener la siguiente proposicion.

Proposicion 12. Sea un digrafo D = (V, F) en donde V = {vy,...,uy}, D representa
una poblacion con relaciones simétricas y F = {(u,v) € V XV : u conoce a v}. Sean
los subconjuntos H,J de V' de tamano Ny y N respectivamente y el grafo subyacente

del digrafo D denotado por G = (V, E), entonces obtenemos lo siguiente:

D;-Ciru

Ny =N
H Dy -Cuys+Dy-Cru

Dy -Ch,y

N;=N .
/ Dy -Cuys+Dy-Ciru

Demostracion. Para demostrar esta proposicion sélo deberemos utilizar la Proposicion
11. Asi, dado un digrafo D = (V, F) en donde V = {vy,...,ux}, D representa una
poblacion con relaciones simétricas y F' = {(u,v) € V x V : u conoce a v}. Ademas,
sean los subconjuntos H,J de V de tamano Ny y N, respectivamente, entonces
utilizando la Proposicion 11 se tiene que:

DY -Cyu

Ng =N = = 4.5.1
" Dy -Cyy+ D5 -Chry ( )

)

DIJ; . C’V’H”]
DIJ_} . C(H”] +Dj . éJyH.
Como G = (V, E) es el grafo subyacente del digrafo D = (V, F') entonces N (v) = N (v)

para cualquier v € V.

N;=N (4.5.2)

Asi podemos obtener que:

Do Sees 1) _ ey NF ()]
d N; N,
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utilizando que N*(v) = N(v) para cualquier v € V:

> J NV (v)] > J d(v)
+ veE veE
Dy = N = N, = Dj.

Analogo para Df.

Ademas, se tiene que Cy ;:

éHJ _ yH,J _ Z’UEH |N+(U) N J| _ ZUEH |N+(U) N ‘]|
7 Vuv  Dopen NH(w)N V| Y ven A (v)

utilizando que N*(v) = N(v) para cualquier v € V:

= ZveH N (v) N |
s = =5 i)

luego por definicién de Cy ; tenemos que:

Cu,; = Chu,;.

Analogo para C JH -
Ahora, reemplazando lo anterior en la Ecuacion 4.5.1 y 4.5.2:

D;-Ciu

Ny =N
i Dy -Cus+Dy-Chu

Dy -Ch,y
Dy-Cyys+Dy;-Crg

N;=N

O

La Proposicion 12 es la ecuacion fundamental del modelo RDS 1. Por lo tanto, teniendo
en cuenta la Proposicion 12 podemos ver que el modelo RDS I estima la cantidad de
individuos de un grupo utilizando un grafo que indexa a cada individuo de la poblacion
a través de un nodo y que modela todas las relaciones de la poblacion a través de su

conjunto de aristas.
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4.5.2. Estimacion Cy y Crpg

Para estimar los valores Cy ; y C;p debemos realizar una division entre los distintos

tipos de muestreo de nodos a realizar.

En particular si tenemos una secuencia de nodos s = {1, ...,x,,} de grafo a través
de una caminata aleatoria, un proceso viral constante o proceso viral probabilistico,
entonces se puede generar una muestra aleatoria de nodos s — {z;}. Considerando
el caso de una caminata aleatoria, se puede ver a partir de la muestra s — {x;} se
puede generar una muestra aleatoria de aristas dirigidas de digrafo asociado s, =
{(z2,3), (x3,24) ..., (Tp_1, )} de tamano (m — 2). Ahora, realizaremos el analogo
para el proceso viral constante y probabilistico. Si aplicamos alguno de los algoritmos
de procesos virales, tendremos que para cierto nodo aleatorio x en cierta ola, seran
seleccionados ciertos vecinos de x en la siguiente ola, digamos el conjunto {uy, ..., u,} con
a € N. Esto quiere decir que existen las aristas dirigidas {(x,u1), (z,u2), ..., (z,us)}
en el digrafo simétrico asociado. Por lo tanto, si realizamos lo anterior para todas las
oleadas y los nodos de s — {x;} se puede generar una muestra aleatoria de aristas
dirigidas s, = {ey, ..., é,_2} que llamaremos muestreo aleatorio de arista inducido por

el muestreo de nodos realizado.
Ahora definiremos una funciéon que permite caracterizar las aristas dirigidas.

Definicién 33. Sea un digrafo D = (V, F') y sean los subconjuntos A, B C V (D),

entonces se define la funcion X4 p como Xap: F — {0,1} y tiene valor:

1 si € tiene nodo inicial en A y tiene nodo terminal en B

X4 p(€) :{

0 cualquier otro caso.

En [16] hecho por Salganik, Matthew J; Heckathorn, Douglas D se puede ver que
las aristas dirigidas por el método anteriormente mencionado tienen probabilidad de
seleccion constante para cualquier arista dirigida, es decir que todas las aristas dirigidas
tienen igual probabilidad de ser elegidas en cierta posiciéon de la muestra y no depende
de la posiciéon en la muestra. Como la probabilidad de selecciéon de las aristas es
constante para cada posicién de la muestra de aristas s., significa que podemos realizar

estimaciones convencionales en base a s., pues es un muestreo aleatorio uniforme.

Estimador 13. Dado un digrafo conexo y no bipartito D = (V,F) en donde

V =A{vy,...,on} y los subconjuntos A, B de V(D). Si tenemos la secuencia de nodos
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s =A{x1, ..., Tm} hecha por una caminata aleatoria, un proceso viral probabilistico o un
proceso viral constante, considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad
de seleccion de cierto nodo es proporcional al grado del nodo, entonces podemos generar
la muestra aleatoria de aristas dirigidas s = {e1, ..., em_o} asociadas a s — {x1} para

estimar Cy g como:

S Xap(ey)
CaB ™ = ;) ‘
Zj:l Xa,alej) + Zj:l Xa,p(ej)

En el caso de realizar un muestreo uniforme con repeticion al digrafo D = (V| F), para
obtener la muestra s = {x1, ..., 2, } y siguiendo el espiritu de los autores del método
RDS I, entonces para cada nodo de la muestra podemos elegir aleatoriamente una arista
dirigida que comienza en el nodo mencionado del digrafo D, es decir para j = 1,....,m
se puede elegir una arista dirigida (z;,u), en donde u es un nodo elegido de forma
aleatoria uniforme del conjunto Nt (x;), consiguiendo un muestreo aleatorio de aristas
Se = {e1, €9, ..., e} que lo llamaremos muestreo aleatorio de aristas inducido por el

muestreo uniforme.

Para calcular la probabilidad de seleccion asociado al muestreo de aristas antes

mencionado, debemos considerar v € V(D) y u € N (v) y definir los eventos.
» F;: Elegir la arista (v, u) en cierta posicion de la muestra de aristas.
= Fs: Elegir v en cierta posicion de la muestra de la muestra de nodos.

Luego, podemos calcular lo siguiente:
Pr (El) =Pr (EQ) Pr (El | EQ)

Pr(Ey) = % d*l(v)

Es decir, elegir cierta arista dirigida en cierta posicion de la muestra s, s6lo depende
del nodo en que comienza, por lo tanto se puede obtener la siguiente proposicion que

estima Cy p.

Estimador 14. Dado un digrafo simétrico D = (V, F') en donde V = {vy,...,un} y los
subconjuntos A y B de V(D). Si tenemos la muestra aleatoria uniforme con repeticion
s = {x1,..., T}, entonces podemos obtener el muestreo aleatorio de aristas inducido

por el muestreo uniforme s, = {e1, ...,en}, con el cual se puede estimar Cy g como:
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o %ZT:M(%)XA,B(%)
BTSN d(w) Xaly)

Justificacion: Sea el digrafo simétrico D = (V, F') en donde V = {vy,...,un} y los
subconjuntos Ay B de V(D). Si tenemos que F' = {é, ..., €.}, entonces por definicion
de Cy4 p se tiene que:
_ ZiLzl XA,B(‘;i)
CaB= =T - —.
Yo Xaa(i) + Xap(&)

Sea p((v,u)) la probabilidad de seleccion de cualquier arista dirigida (v,u), con v,u €

11
N dt+(v)*

V(D), entonces por lo visto anteriormente se tiene que p((v,u)) =

Luego, utilizando el estimador Hansen-Hurwitz para estimar por separado el numerador

y el denominador:

~ m  d(z;
Sl Xas(E) w2 P Xas(e;)
L Xaa@) + Xap(@) LY 0w (e)) + DX, b(ey)
Por lo tanto,
Cup ~ Z]:1 d(x;)Xa,p(ej)
7B ~ m N
Zj:l d(z;)Xa(z;)

]

Obteniendo una forma de estimar C'y p si realizamos un muestreo uniforme con repeticion.
En resumen, en esta secciéon hemos propuesto una forma para estima C4 p en funciéon

del tipo de muestreo aleatorio.

Por otro lado, la estimacion del grado medio de un conjunto de nodos para los distintos
tipos de muestreos aleatorios se ha visto varias veces, por lo tanto se recomienda

revisarlos en caso de dudas.
En resumen se tiene que el estimador RDS I se basa en:

Dy-Cyy

Ng =N .
H Dy -Cuy+Dy-Cin

En donde Cp ; se puede estimar como:
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(2L d(w) X, ()
2oty d(@5) X ()

Muestreo uniforme con reemplazo.

Chy =~ S Xy ()
S X (eg)+ 200 X (e)

Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral constante

\ o proceso viral probabilistico.

Por ultimo, Dy se puede estimar como:

( Xy (z)d(x .
Laea M @0A) N1 ostreo uniforme con reemplazo.
>wcs X (@)
DH ~
X (z . . .
Z””ES—XII?EE)) Muestreo por caminata aleatoria, proceso viral constante
ers d(x)
o proceso viral probabilistico.

Debido a la informacién solicitada por el estimador RDS I, este estimador utiliza

encuestas de tipo indirecta.

4.6. Estimador RDS 11

El estimador RDS II es presentado por Volz, Erik; Heckathorn, Douglas D en el
articulo [18]. El estimador RDS II simplemente se define a través de un estimador
de Hansen-Hurwitz para estimar el tamano del grupo deseado. Por lo tanto, si las
relaciones de la poblacion son simétricas, utilizando un grafo G = (V| E) que modele
las relaciones de la poblacion y si H es el subconjunto de V(G) que queremos calcular

su tamano, entonces se tiene que:

i Ly A 1§ f)
Nir =2 X~ D)y = w2 wla)

veV TES

en donde p(v) es la probabilidad de seleccion del muestreo del nodo v € V(G), s =
{1, ...,z } es una muestra aleatoria con repeticion, por tltimo para cada x € s se tiene
que f(x) = Xy(z) es la variable de la definicién del estimador de Hansen-Hurwitz, en
donde se desea estimar el tamano del conjunto H. Asi, podemos obtener la siguiente

proposicion en el caso de realizar un muestreo uniforme con repeticion.

Estimador 15. Sea un grafo G = (V, E) en donde V(G) = {vy, ..., un } y un subconjunto

desconocido de V(G) que denotaremos por H de tamano Ny. Si tenemos una muestra
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aleatoria uniforme con repeticion s = {xy, ..., Ty}, entonces utilizando el estimador

Hansen-Hurwitz podemos estimar Ny como:

N
Ny ~ — X )
RS IETE

xES

También podemos obtener realizar un muestreo aleatorio por caminata aleatoria,
un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante y obtener la siguiente

proposicion.

Estimador 16. Dado un grafo conexo y no bipartito G = (V,E) en donde V =
{v1,...,un}. Si tenemos la secuencia de nodos s = {x1, ..., 2} hecha por una caminata
aleatoria, un proceso viral probabilistico o un proceso viral constante y un subconjunto
H C V, considerando una muestra aleatoria s — {x1} cuya probabilidad de seleccion de

cierto nodo es proporcional al grado del nodo, entonces podemos estimar Ny como:

N Xy ()
Nym e Y
ers—{xl} d(x)  zes—{z1} d(I)

en donde N - =—"=1—— es el estimador de 2|E)|.
21657{11} d(x)

Debido a la informacion solicitada por el estimador RDS 11, este estimador utiliza

encuestas de tipo directa.
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Capitulo 5

Experimentacion y analisis de

métodos estimadores de grupos

En este capitulo se pondran a prueba los distintos estimadores bajo distintas
circunstancias con el objetivo de encontrar propiedades de ellos. De este modo, este

capitulo se dividira en las siguientes secciones:
» Creacién de stock de grafos.

Creacion de stock de grupos a estimar y muestras.

Analisis de distribucion grados de muestreos aleatorios

Estimacion del grupo desconocido en circunstancias normales.

Estimacion de tamano de grupos reales.

5.1. Creacion de stock de grafos

En esta etapa se crearon grafos utilizando las funciones barabasi albert graph y
erdos_renyi graph de la libreria networkx de python presentada en [(] creada por Aric
A. Hagberg and Daniel A. Schult and Pieter J. Swart.

La funcién barabasi albert graph tiene como entrada n y m, en donde n es la cantidad
de nodos del grafo a crear y m es la cantidad de arista que genera en cada iteracion
de un total de n — m iteraciones. El grafo creado por esta funciéon es de tipo conexion

preferencial, un tipo especial de grafo escala libre. Los grafos escala libre tienen una
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distribuciéon de grados exponencial, es decir pocos nodos tienen un alto grado y muchos
nodos tienen un bajo grado. La funcion barabasialbert graph crea grafos con (n—m) m
aristas. Notar que si queremos encontrar los parametros para generar un grafo de
cierta cantidad de aristas y cantidad de nodos podemos utilizar la ecuaciéon cuadratica
(n —m) m = |E| para encontrar el valor de m. Debemos recordar que se elegira el
valor m con menor valor y recordar que m debe ser natural. En la Figura 5.1.1 se
muestran un ejemplo de la distribucién de grados de un grafo creado con la funcion
barabasi_albert graph de parametros (n,m) = (10*,101) a través de dos histogramas.
El histograma de la izquierda esta en escala log log mostrando que su distribucion de
grados en escala log log se puede ajustar a una linea recta, propiedad caracteristica de
este tipo de grafos. Por otro lado, el histograma de la derecha tiene una escala lineal

que muestra una vista méas general de la distribucion de grados del grafo.

Grafica de distribucién de grados (Esc. log log). Grafica de distribucién de grados.
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Figura 5.1.1: Distribucion de grados de un grafo creado con la funciéon
barabasi_albert graph y parametros (n,m) = (10%,101).

Por otro lado, la funciéon erdos _renyi graph tiene como entrada n y p, en donde n es la

cantidad de nodos del grafo a crear y p es la probabilidad de que exista una arista para
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cualquier par de nodos, el grafo creado por esta funciéon es de tipo aleatorio. Los grafos
aleatorios tienen una distribuciéon de grados en forma de campana de Gauss, por lo tanto
los nodos del grafo tienen grados parecidos. De la definiciéon de erdos renyi graph se
puede ver que la cantidad esperada de aristas del grafo a crear es 1p|V|(|V] — 1) pero
la podemos aproximarla a Z|V|%. Notar que si queremos encontrar los pardmetros para
generar un grafo de cierta cantidad de aristas y cantidad de nodos podemos utilizar la
ecuacion 5|V [* = |E| para encontrar el valor de p. En la Figura 5.1.2 se muestra un
ejemplo de histograma de la distribucion de grados los grafos creados con la funciéon

erdos_renyi graph de parametros (n,p) = (10%,2-1072).

Gréfica de distribucion de grados.
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Figura 5.1.2: Distribucion de grados de un grafo creado con la funcion
erdos_renyi graph y pardmetros (n,p) = (10%,2-1072).

|E(G)]

v 100 %, entonces

Si consideramos la densidad de un grafo como el porcentaje de

podemos crear grafos con densidad de:
» 25% vy 10% de |V(G)]* que llamaremos grafos pesados,
» 1%y 0,1% de |V(G)|* que llamaremos grafos medios,
» 0,075 % y 0,05% de |V(G)|* que llamaremos grafos ligeros.

El notebook utilizado para crear los grafos tiene 16 gb de ram y windows 11, es decir

tiene aproximadamente 8 gb de ram para crear grafos. Realizando una serie de calculos
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y considerando la ram del notebook utilizado hemos generado 100 grafos para las

siguientes entradas de las funciones barabasi albert graph y erdos renyi graph.
Caso: barabasi_albert graph.

» Para crear los grafos pesados utilizamos (n,m) = (6000,3000) y (n,m) =
(6000, 676).

» Para crear los grafos medios utilizamos (n,m) = (10%,101) y (n,m) = (10*,10).

» Para crear los grafos ligeros utilizamos (n,m) = (5-10%38) y (n,m) =
(5-10%,25).

Para encontrar el valor de m se fij6 el valor n y se utilizaron las ecuaciones anteriormente

descritas.
Caso: erdos_renyi_graph.

» Para crear los grafos pesados utilizamos (n,p) = (6000,5-107!) y (n,p) =
(6000,2 - 10~1).

» Para crear los grafos medios utilizamos (n,p) = (10%,2-107%) y (n,p) =
(10%,2-1072).

» Para crear los grafos ligeros utilizamos (n,p) = (5 104, 3 - 10*3) y (n,p) =

2
(5-10%,1073).

Para encontrar el valor de p se fijo el valor n y se utilizaron las ecuaciones anteriormente

descritas.

El peso total de los grafos almacenados es 41 Gb y se tarda en generarse un aproximado
de 16 horas en un notebook ryzen 5600h de procesador 3,3 — 4,2 GHz. Ademas, cabe

resaltar que todos los grafos creados son conexos y no bipartitos.

5.2. Creacion de stock de grupos a estimar y muestras

La idea de esta seccidon es generar conjuntos H y muestras aleatorias del conjunto
V(G) de distintos tamanos a través varios de métodos y para cada grafo creado en
la seccion anterior. Para generar los conjuntos H utilizamos los algoritmos definidos
anteriormente con ciertas alteraciones, es decir los muestreos aleatorios con repeticién
como el muestreo uniforme con repeticiéon, muestreo asociado a una caminata aleatoria,

a un proceso viral constante y a un proceso viral probabilistico, hicimos que generaran
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nodos aleatorios hasta que tuvieran una cierta cantidad de nodos distintos y se eliminaron
los nodos repetidos. Ademaés, se utiliz6 el médulo numpy que tiene una funciéon llamada
random.choice, la cual realiza una selecciéon de elementos de un conjunto, en donde
cada elemento puede tener una cierta ponderaciéon para ser seleccionado y los elementos
elegidos se van descartando, es decir un elemento no se puede muestrear mas de una
vez. Utilizamos dos mapeos distintos de ponderacion, una fue el grado del nodo y la
otra fue el inverso del grado del nodo. Los tamanos de H para cada método descrito
anteriormente son 1%, 10 %, 50 % y el 90 % de la cantidad de nodos del grafo en que se
forma. En resumen, para cada grafo del stock de la seccién anterior se crearon conjuntos

H que varian en método de selecciéon y tamano.

Por otro lado, para generar los muestreos aleatorios de nodos de cada grafo generado
se utilizaron el muestreo uniforme con repeticion, muestreo aleatorio asociado a una
caminata aleatoria, a un proceso viral constante y a un proceso viral probabilistica cuyo
tamano de muestra es del 1%, 10 %, 50 % y el 90 % de la cantidad de nodos del grafo en
que se forma. Para calcular los pardmetros de los muestreos a través de los procesos
virales se calculé un ¢ ( proceso viral constante) tal que tuviera como minimo una
cantidad de oleadas. Salganik, Matthew J, Heckathorn, Douglas D en [10] recomiendan
seis oleadas, por lo tanto calculamos un valor ¢ que depende de la cantidad de nodos
del grafo y la proporcién de nodos a muestrear para que tenga seis oleadas. A partir de

ese valor ¢, se calcul6 un p (parametro del proceso viral probabilistico) como se define a

. ., _ , N . .
continuacion p = min(1,c - m), para que tenga aproximadamente seis oleadas cada
muestra asociada a un proceso viral probabilistico. Notar que c - % es ¢ dividido por

el grado medio del grafo.

Asi, para cada grafo del stock de la seccién anterior se crearon muestras aleatorias que
varian en método de seleccion y tamano. El peso total entre los subconjuntos y las

muestras generadas es de aproximadamente 40 gb y se tarda 40 horas.

5.3. Analisis de distribucion grados de muestreos

aleatorios

Antes de mostrar las aproximaciones de la distribucion del error relativo se hara un
breve analisis de la distribucion de grados de los muestreos aleatorios. El objetivo de
esta subseccion es mostrar en que situaciones la muestra aleatoria no se comporta como

indica su probabilidad de selecciéon o que aun la muestra es demasiado pequena.
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Si consideramos un grafo G = (V, E') y una muestra aleatoria uniforme con repeticiéon
s de tamano m, la fraccién esperada de nodos de grado d de una muestra s es igual
a la fraccion de nodos de grado d del grafo. Debido a lo anterior, tomamos un grafo
elegido al azar para cada tipo de densidad (pesado, medio o ligero) y de cada tipo de
grafo (aleatorio o escala) para construir un histograma de distribucion de grado de
las muestras s de tipo aleatorio uniforme con repeticion. Es decir, para cada un cierto
grafo, concatenamos todas las muestras uniforme con repeticiéon con una proporcioén fija.
La idea, es graficar el histograma de grados y compararlos con la distribucion de grados
del grafo. Los histogramas relacionados a esta situacion se encuentran en el apéndice A

con su respectiva descripcion.

En el caso de muestras aleatorias asociada a una caminata aleatoria, un proceso viral
probabilistico o un proceso viral constante, se realizoé algo anélogo, solamente que con
respecto a la distribucion de grados de la poblacion NV (V(G)), en donde N(V(G)) es
la concatenacion de todas las vecindades del grafo G. Notar que la fraccién esperada
de nodos de grado d de una muestra s es igual a la fraccion de nodos de grado d en
N(V(@)). Los histogramas relacionados a esta situacion se encuentran en el apéndice

A con su respectiva descripcion.

Analisis de los histogramas.

De las figuras 5.3.1 y 5.3.2 se puede ver que la distribucién de grados de la muestra
tiende a ser méas parecida a la distribuciéon tedrica cuando la muestra aumenta de
tamano para cualquier grafo. Por lo general, el ajuste de las muestras con proporcion del
1% del tamano de la cantidad de nodos del grafo son muy malas en comparacion a las
muestras con proporcion del 10 %. De hecho, si aumentamos nos fijamos en las muestras
con proporcion del 50 % no existe mucha diferencia con el ajuste de las muestras al
10 %. Por otro lado, todos los tipos de muestreos se ajustan a un nivel parecido a sus

distribuciones tedricas.

Por lo tanto, solo se puede concluir que una condicién necesaria para que la muestra
genere buenas estimaciones para los estimadores GNSUM, RDS I y RDS II (solo estos
estimadores utilizan la probabilidad de seleccion) es que la muestra tenga una proporcion
igual o superior al 10 % del tamafio de la poblacion. Hemos de notar que las demas

graficas de este tipo estédn en el Apéndice A.
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Figura 5.3.1: Gréficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N (V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo aleatorio ligero.

5.4. Estimacién del grupo desconocido en distintas

circunstancias

Como ya tenemos un stock de grafos, grupos para estimar y muestras aleatorias, entonces
podemos comenzar a realizar estimaciones de tamanos de grupos con los métodos antes

definidos.

Definimos el error relativo de un método como MN;HNH en donde Ny y N g es el
valor exacto y estimado del tamano de un grupo relacionado en cierta situacion,
respectivamente. En este trabajo se considerara que el error relativo de cierto método
estimador bajo cierta situacion sirve para medir el rendimiento del método estimador
para dicha circunstancia. Ademés, si para cada estimador consideramos el experimento
aleatorio de realizar una muestra aleatoria, para luego estimar el tamano de un grupo
con el estimador asociado, entonces el rendimiento de un estimador puede ser modelado

como una variable aleatoria con distribuciéon desconocida que deseamos estudiar y los
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Figura 5.3.2: Gréficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamarno y graficas de distribucion de grados de N (V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo escala medio.

ensayos son realizaciones o un muestreo de dicha variable aleatoria. La idea es utilizar
las realizaciones de la variable aleatoria, que modela el rendimiento de un estimador,
para estudiar sus propiedades como la esperanza, la varianza e intervalo de confianza. De
lo anterior, dado cierto contexto, podemos considerar que la media de las observaciones
puede ser considerada como estimador de la esperanza del rendimiento para dicho

contexto, analogo para estimadores de la varianza e intervalo de confianza.

5.4.1. Estimacion de la distribucion de densidad del error
relativo e intervalos de confianza para la esperanza del
error relativo

En esta subseccion se presentaran varios experimentos, los experimentos consistirdn en

realizar estimaciones del tamafio de un grupo desconocido utilizando los estimadores

antes definidos. La diferencia entre cada experimento es la generacion del conjunto H y

los resultados de estos seran mostrados a través de dos tipos de figuras, un tipo para
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mostrar una aproximacion de la distribucién de densidad del error relativo, y otra para
la media muestral del error relativo y el intervalo de confianza para la esperanza del
error relativo. Ademas, cada figura mostrara una tabla de graficas asociadas al tipo de

figura.

En el caso de las figuras que muestran la distribucion del error relativo, la figura esta
compuesta por una tabla de graficas, cada grafica contiene varias aproximaciones de
la distribucién de densidad del error relativo de los distintas proporciones de nodos
muestreados (1 %, 10 %, 50 % y 90 %) fijando un estimador y un tipo de muestra. Ademas,
para cada fila de la tabla de graficas muestra los resultados de un estimador distinto y

en cada columna varia los tipo de muestras.

En el caso de las figuras que muestran la media muestral del error relativo, la figura esta
compuesta por una tabla de gréaficas, cada gréafica contiene la media muestral e intervalo
de confianza para la esperanza del error relativo de cada estimador en donde el eje x
indica la proporcion del tamano de H con respecto N para una proporciéon de nodos
muestreados y tipo de muestreo fijos. Ademas, para cada fila de la tabla de gréficas
muestra los resultados de una proporcion de nodos muestreados distintos(1 %, 10 %, 50 %

y 90 %) y en cada columna varia los tipo de muestras.

Ahora procedemos a explicar como se genera el conjunto H de cada experimento y

mostrar los resultados asociados.

Experimento 1.

En el caso del experimento 1 no consideramos condiciones en la forma de generar
H, es decir los métodos utilizados para generar H son el uniforme con respecto al
grado del nodo, caminata aleatoria, proceso viral probabilistico, proceso viral proceso
viral constante, seleccion directamente proporcional al grado del nodo y la seleccion

mversamente proporcional al grado del nodo.

La primera fila de la Figura 5.4.3 muestra las aproximaciones de la distribucion de
densidad del error relativo de cada estimador asociado al experimento 1 tomando
muestras de tamano igual al 10 % del tamano de la poblacion. La Figura 5.4.3 esta
compuesta por cuatro graficas, cada una corresponde a un tipo de muestreo distinto
(muestreo uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral

probabilistico y proceso viral constante, en ese orden).

Por otro lado, en la Figura 5.4.1 se muestran las estimaciones de la media muestra e

intervalo de confianza del error relativo al 95 % de cada estimador asociado al
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Figura 5.4.1: Experimento 1: Graficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcién de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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experimento 1. La Figura 5.4.1 est4 compuesta por cuatro columnas y cuatro filas,
cada columna corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los
muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso
viral constante, en ese orden). Ademas, cada fila de la Figura 5.4.1 corresponde a una

proporcion de nodos muestreadas distinta, en donde las proporciones muestreadas son
1%,10%, 50 % y 90 %.

Para mayores detalles de las aproximaciones de la distribuciéon de densidad del error
relativo se puede ver las figuras B0O.1, B0.2 y B0.3 del Apéndice B. En caso de las
aproximaciones de la media muestra e intervalo de confianza del error relativo, se pueden

mayores detalles en las figuras B0.4, BO.5 y B0.6 del Apéndice B.

Experimento 2.
En el caso del experimento 2, la generacion de los conjuntos H se realiza utilizando el
muestreo uniforme sin repeticion, es decir la seleccion de los nodos de H no depende

del grado del nodo.

La segunda fila de la Figura 5.4.3 muestra las aproximaciones de la distribucion de
densidad del error relativo de cada estimador asociado al experimento 2 tomando

muestras de tamano igual al 10 % del tamano de la poblacion.

La Figura 5.4.3 esta compuesta por cuatro gréaficas, cada una corresponde a un tipo
de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados a una caminata

aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en ese orden).

Por otro lado, en la Figura 5.4.2 se muestran las estimaciones de la media muestra
e intervalo de confianza del error relativo al 95% de cada estimador asociado al

experimento 2.

La Figura 5.4.2 estd compuesta por cuatro columnas y cuatro filas, cada columna
corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados
a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en ese
orden). Ademas, cada fila de la Figura 5.4.2 corresponde a una proporcion de nodos

muestreadas distinta, en donde las proporciones muestreadas son 1%, 10 %, 50 % y 90 %.

Para mayores detalles de las aproximaciones de la distribucion de densidad del error
relativo se puede ver las figuras B0.7, BO.8 y B0.9 del Apéndice B. En caso de las
aproximaciones de la media muestra e intervalo de confianza del error relativo, se pueden

mayores detalles en las figuras B0.10, BO.11 y B0.12 del Apéndice B.
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Figura 5.4.2: Experimento 2: Graficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcién de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.



5.4. Estimacion del grupo desconocido en distintas circunstancias

73

10

Err. rel v/s muestra tipo 5.

Aproximacion densidad errar relativo (Experimento 1).

Err. rel v/s muestra tipo 6.
10

Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.

10

10

PIMLE PIMLE.
= MLE = = = MLE.
a 87 — GNSUM. | & 87 & 87 s 87 —— GNSUM.
3 — - DS & & a —-- RDS_.
2 6 —* RDS_IL 2 6 2 6 2 6 —-- RDS_IL
y=] y=] F=] F=]
i) i) 8 8
[ [ ] J ]
S S s A s l
2 2 g g
I I o ! o i
w w ] ! ] : \
c 2 c 2 c 27 ~ c 27 yi -
8 8 8 | & L7 >
I e _._;./ e
0 T T = 0 i T T = 0= T ; T 0 === T ——
-04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
Error relativo. Error relativo. Error relativo. Error relativo.
Aproximacién densidad error relativo (Experimento 2).
Err. rel v/s muestra tipo 5. Err. rel v/s muestra tipo 6. Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
25 25 T 25 25 |
PIMLE. PIMLE. PIMLE PIMLE
a MLE. a MLE. I~ | MLE I~ MLE
& 207 — GNSUM. | g 201 — GNSUM. | g 201 — GNsUM. | g 201 —— GNSUM.
Q —-- ROS_I Q —-- ROS_I Q —-- ROS_I Q —-- ROS_I
2 15 —:= RDS_IL 2 15 —-= RDS_IL 2 15 =+ RDS_IL 2 15 =+ RDS_IL
S S S S
] ] ] ]
[ [ o o
E 10 1 E 10 1 'é 101 'é 101
| | ] ]
2 54 2 54 2 5 2 54
a a a AN a
X . = > - e
0 T T T u 0 T T T u T T T u 0 T T T u
-04 -02 00 0.2 0.4 0.6 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6

Error relativo. Error relativo. Error relativo. Error relativo.

Figura 5.4.3: Graficas que ilustran la distribucién del error relativo, considerando
un tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion. Los resultados
correspondientes al experimento 1 se encuentran en la primera fila, mientras que los del
experimento 2 estan en la segunda fila. Cada columna representa un tipo de muestreo
distinto: muestreo uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante
proceso viral probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

Experimento 3.

En el caso del experimento 3, la generacion de los conjuntos H se realiza utilizando el

proceso viral constante sin repeticion.

La primera fila de la Figura 5.4.6 muestra las aproximaciones de la distribucion de
densidad del error relativo de cada estimador asociado al experimento 3 tomando
muestras de tamano igual al 10 % del tamanio de la poblacion. La Figura 5.4.6 esta
compuesta por cuatro graficas, cada una corresponde a un tipo de muestreo distinto
(muestreo uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral

probabilistico y proceso viral constante, en ese orden).

Por otro lado, en la Figura 5.4.4 se muestran las estimaciones de la media muestra
e intervalo de confianza del error relativo al 95% de cada estimador asociado al

experimento 3. La Figura 5.4.4 estd compuesta por cuatro columnas y cuatro filas, cada
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Figura 5.4.4: Experimento 3: Graficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcién de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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columna corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos
asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante,
en ese orden). Ademas, cada fila de la Figura 5.4.4 corresponde a una proporcion de

nodos muestreadas distinta, en donde las proporciones muestreadas son 1%, 10 %, 50 %

y 90 %.

Para mayores detalles de las aproximaciones de la distribucion de densidad del error
relativo se puede ver las figuras B0.13, B0.14 y B0.15 del Apéndice B. En caso de
las aproximaciones de la media muestra e intervalo de confianza del error relativo, se

pueden mayores detalles en las figuras B0.16, B0.17 y B0.18 del Apéndice B.

Experimento 4.
En el caso del experimento 4, la generacion de los conjuntos H se realiza utilizando

una seleccion de nodos directamente proporcional al grado del nodo.

La segunda fila de la Figura 5.4.6 muestra las aproximaciones de la distribucion de
densidad del error relativo de cada estimador asociado al experimento 4 tomando
muestras de tamano igual al 10 % del tamano de la poblacion. La Figura 5.4.6 esta
compuesta por cuatro graficas, cada una corresponde a un tipo de muestreo distinto
(muestreo uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral

probabilistico y proceso viral constante, en ese orden).

Por otro lado, en la Figura 5.4.5 se muestran las estimaciones de la media muestra
e intervalo de confianza del error relativo al 95% de cada estimador asociado al

experimento 4.

La Figura 5.4.5 estd compuesta por cuatro columnas y cuatro filas, cada columna
corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados
a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en ese
orden). Ademas, cada fila de la Figura 5.4.5 corresponde a una proporciéon de nodos

muestreadas distinta, en donde las proporciones muestreadas son 1%, 10 %, 50 % y 90 %.

Para mayores detalles de las aproximaciones de la distribucion de densidad del error
relativo se puede ver las figuras B0.19, B0.20 y B0.21 del Apéndice B. En caso de
las aproximaciones de la media muestra e intervalo de confianza del error relativo, se

pueden mayores detalles en las figuras B0.22, B0.23 y B0.24 del Apéndice B.

Experimento 5.

Por ltimo, para el experimento 5 la generacion de los conjuntos H se realiza utilizando
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Figura 5.4.5: Experimento 4: Graficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcién de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Aproximacion densidad errar relativo (Experimento 3).
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Figura 5.4.6: Gréaficas que ilustran la distribucién del error relativo, considerando
un tamano de muestra del 10% del tamano total de la poblacion. Los resultados
correspondientes al experimento 3 se encuentran en la primera fila, mientras que los del
experimento 4 estan en la segunda fila. Cada columna representa un tipo de muestreo
distinto: muestreo uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante
proceso viral probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

una seleccion de nodos tnversamente proporcional al grado del nodo.

La Figura 5.4.8 muestra las aproximaciones de la distribuciéon de densidad del error
relativo de cada estimador asociado al experimento 5 tomando muestras de tamano
igual al 10 % del tamano de la poblacion. La Figura 5.4.8 esta compuesta por cuatro
gréaficas, cada una corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los
muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso

viral constante, en ese orden).

Por otro lado, en la Figura 5.4.7 se muestran las estimaciones de la media muestra
e intervalo de confianza del error relativo al 95% de cada estimador asociado al
experimento 5. La Figura 5.4.7 estd compuesta por cuatro columnas y cuatro filas, cada
columna corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos

asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral
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Figura 5.4.7: Experimento 5: Graficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcién de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.



5.4. Estimacion del grupo desconocido en distintas circunstancias 79

Aproximacién densidad error relativo (Experimento 5).

Err. rel v/s muestra tipo 5. Err. rel w/s muestra tipo 6. Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura 5.4.8: Graficas de la distribucion del error relativo utilizando un tamano de
muestreo del 10% del tamano de la poblacion del experimento 5. Cada columna
representa un tipo de muestreo distinto: muestreo uniforme, muestreo basado en
caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral probabilistico y muestreo constante,
en ese orden.

constante, en ese orden). Ademas, cada fila de la Figura 5.4.7 corresponde a una

proporcion de nodos muestreadas distinta, en donde las proporciones muestreadas son

1%,10%,50 % y 90 %.

Para mayores detalles de las aproximaciones de la distribuciéon de densidad del error
relativo se puede ver las figuras B0.25, B0.26 y B0.27 del Apéndice B. En caso de
las aproximaciones de la media muestra e intervalo de confianza del error relativo, se

pueden mayores detalles en las figuras B0.28, B0.29 y B0.30 del Apéndice B.

Analisis de los resultados de los experimentos.

De forma general, podemos ver que el estimador GNSUM es el con mejor rendimiento,
luego le sigue el RDS IT , RDS I, MLE y PIMLE. También podemos ver que a medida
que el tamano del conjunto H aumenta (por sobre el 10 % por debajo del 90 %) entonces
las estimaciones son mejores para todos los estimadores, esto a pesar que el modelo

MLE supone que Ny es mucho més pequeno que N.

Ademés, podemos ver que en los casos en que H no es uniforme con respecto a los grados
de los nodos, entonces el modelo MLE y PIMLE tienden a fallar. Mas concretamente,
cuando H es generado por un método directamente proporcional al grado del nodo,
entonces los métodos sobreestiman la estimacion y en caso que H se genere por un
método inversamente proporcional al grado de los nodos entonces los métodos MLE y
PIMLE subestiman el tamano de H. Pero si H es generado por método uniforme con

respecto al grado entonces los métodos PIMLE y MLE son los que tienen una mejores
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estimaciones. Otro hecho importante, es que los métodos PIMLE Y MLE no se ven
afectados por el tamano de la muestra, pues su distribuciéon de error relativo en cada
caso no se ve alterada. La varianza de la aproximacion del error relativo de los modelos
PIMLE y MLE es la mas alta de todos los métodos, a excepcion cuando H es generada
por una secuencia de nodos uniforme con respecto al grado. Cuando H es generada por
una secuencia de nodos uniforme con respecto al grado entonces los modelos PIMLE y

MLE tienen la menor varianza.

Por otro lado, el modelo que més se ve afectado por el tamano de muestra es el RDS
I pues cuando el tamano de muestra es del 1% se obtienen resultados de muy mala
calidad pero a medida que aumenta la proporcién de la muestra tiene un rendimiento
semejante al modelo RDS II. En el tinico caso que el rendimiento del modelo RDS T es
comparable con el estimador RDS II es cuando se muestrea a través de una caminata
aleatoria, entonces podemos concluir que a mayor cantidad de oleadas del proceso viral

constante, este generard una mejor muestra para el estimador RDS 1.

Los estimadores GNSUM y RDS II son los que tienen mejor rendimiento, siendo superior
el estimador GNSUM. Ademas, estos estimadores no muestran variaciones significativas
en la aproximacion de la distribucion del error relativo cuando varia el tipo de muestreo

y la proporcion del tamano de muestreo con respecto la poblacion.

La varianza de la aproximacion de la distribuciéon del error relativo de los modelos
RDS I, RDS II y GNSUM permanecen invariable con respecto el tipo de muestreo, sblo
cambian con respecto a la proporcién de nodos muestreados y el método de generacion
de H.

5.5. Estimacién de tamano de grupos reales

En esta seccion se mostrara el rendimiento de los estimadores y tipos de muestreo
en un contexto real, es decir se utilizara un grafo real en donde las etiquetas de los
nodos también son reales para realizar las estimaciones de los distintos grupos de nodos

utilizando los distintos tipos de muestreos y métodos.

Para seleccionar el grafo a utilizar se buscéd en la pagina de snap.stanford [10], que
contiene una gran cantidad de grafos. El grafo seleccionado fue un grafo de Twitch [15].
Este grafo estd compuesto por nodos que representan a los usuarios de la pagina y las

aristas que son las relaciones entre estos. Cada usuario puede utilizar la plataforma para



5.5. Estimacion de tamano de grupos reales

81

Densidad de cant. de nodos (Esc. Log.).

Gréfica de distribucion de grados (Esc. log log).
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Figura 5.5.1: Gréaficas que muestran la distribucién de la frecuencia de grados del
grafo de Twitch con escala log log (izquieda) y escala lineal (derecha).

ver streaming de otros usuario, realizar el streaming o ambos. El archivo descargado

también contiene informacién de las caracteristicas de los nodos del grafo. Estas

caracteristicas se muestran a través de una tabla cuyas columnas son: cantidad de

espectadores, si es experimentado o no, tiempo como usuario, fecha de creaciéon de la

cuenta, id del usuario, si es una cuenta inactiva o no, idioma y si es auspiciado. De

estas caracteristicas s6lo vamos a estimar usuarios con menos de 520 espectadores,

cantidad de usuarios no experimentados, cantidad de usuarios que tengan menos de

600(medida) de tiempo de vida (la tabla no especifica medida), cantidad de cuentas

inactivas, cantidad de usuarios de habla inglés, cantidad de usuarios de habla francés,

cantidad de usuarios de habla sur coreano y cantidad de usuarios de habla japonés.

Ahora procedemos a describir el grafo de Twitch |

|, el grafo tiene 168114 nodos,
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6797557 aristas, densidad 0,024 % (IL/IS((TG))”Q 100 %), su grado medio es 40,42 y el grafo
es conexo. A continuaciéon mostraremos su grafica de frecuencia de grados en escala
logaritmica. De la Figura 5.5.1 notamos que la distribuciéon de grado del grafo de Twitch

en escala log log se ajusta bien a una linea recta.

Para poder realizar las estimaciones de densidad del error relativo de cada método
e intervalos de confianza de la esperanza del error relativo necesitamos un grupo de
muestras de un mismo tipo y tamano. Por lo tanto, se realizaron 100 muestras aleatorias
de cada tipo (uniforme con repeticion, asociada a una caminata aleatoria, asociada a
un proceso viral probabilistico y asociada a un proceso viral constante) y proporciones
con respecto la cantidad de nodos del grafo (1%, 10 %, 50 % y 90 %).

Para cada muestra aleatoria obtenida se ejecutaron los distintos métodos estimadores
de tamarnio de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II), los resultados de las
estimaciones fueron almacenadas y luego utilizadas para generar las aproximaciones
de la distribucién del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza del error

relativo. A continuacion se definen los distintos experimentos realizados.

Experimento 1.

En el caso del experimento 1 se realizaron las estimaciones de tamano de grupo para
todos los grupos antes definidos utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los
diferentes tipos de estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y
RDS II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.3 y 5.5.2. En la primera
columna de la Figura 5.5.3 se muestran las aproximaciones del intervalo de confianza
de la esperanza del error relativo para el experimento 1. Cada fila de la figura 5.5.3
corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados
a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en
ese orden) y en cada gréfica se muestran los resultados de los distintos estimadores.
En la Figura 5.5.2 se muestra la aproximacion de la distribuciéon del error relativo del
experimento 1. Cada Gréafica de la Figura 5.5.2 muestra los resultados de cierto tipo
de muestreo distinto cuyo tamano es el 10 % del tamano de la poblacion.(muestreo
uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico
y proceso viral constante, en ese orden). En las figuras C0.2, C0.3 y C0.4 del Apéndice

C se pueden ver més detalles de la Figura 5.5.2.
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Figura 5.5.2: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 1. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

Experimento 2.

En el caso del experimento 2 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios
con menos de 520 espectadores utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los
diferentes tipos de estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y
RDS II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.3 y 5.5.4. En la segunda
columna de la Figura 5.5.3 se muestran las aproximaciones del intervalo de confianza de
la esperanza del error relativo para el experimento 2. En la Figura 5.5.4 se muestra la
aproximacion de la distribucion del error relativo del experimento 2. Cada Grafica de la
Figura 5.5.4 muestra los resultados de cierto tipo de muestreo distinto cuyo tamano es

el 10 % del tamano de la poblaciéon.(muestreo uniforme y los muestreos asociados a una

caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en ese orden).

En las figuras C0.5, C0.6 y C0.7 del Apéndice C se pueden ver més detalles de la Figura

5.5.4.

Experimento 3.
En el caso del experimento 3 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios no

experimentados utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de
estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS 1II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.7 y 5.5.5. En la primera

columna de la Figura 5.5.7 se muestran las aproximaciones del intervalo de confianza

0.4
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Figura 5.5.3: Resultados experimento 1 y 2: Graficas de la media muestral del error
relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador,
en donde el eje x representa la proporciéon de la muestra con respecto a N para un
tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el método de
estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada fila varia

el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Figura 5.5.4: Graficas que ilustran la distribucién del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 2. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

de la esperanza del error relativo para el experimento 3. Cada fila de la figura 5.5.7
corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados
a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en
ese orden) y en cada gréafica se muestran los resultados de los distintos estimadores.
En la Figura 5.5.5 se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del
experimento 3. Cada Grafica de la Figura 5.5.5 muestra los resultados de cierto tipo
de muestreo distinto cuyo tamano es el 10 % del tamano de la poblacion.(muestreo
uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico

y proceso viral constante, en ese orden).
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Figura 5.5.5: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 3. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.
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En las figuras C0.9, C0.10 y C0.11 del Apéndice C se pueden ver mas detalles de la

Figura 5.5.5.

Experimento 4.
En el caso del experimento 4 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios
que tengan menos de 600(medida) de tiempo de vida (la tabla no especifica medida)

utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de estimadores de
tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS Iy RDS II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.7 y 5.5.6. En la
segunda columna de la Figura 5.5.7 se muestran las aproximaciones del intervalo de

confianza de la esperanza del error relativo para el experimento 4.
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Figura 5.5.6: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 4. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

En la Figura 5.5.6 se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del
experimento 4. Cada Grafica de la Figura 5.5.6 muestra los resultados de cierto tipo
de muestreo distinto cuyo tamafio es el 10% del tamano de la poblacion.(muestreo
uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico

y proceso viral constante, en ese orden).

En las figuras C0.12, C0.13 y C0.14 del Apéndice C se pueden ver més detalles de la

Figura 5.5.0.

Experimento 5.

En el caso del experimento 5 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios

0.10
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Figura 5.5.7: Resultados experimento 3 y 4: Graficas de la media muestral del error
relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador,
en donde el eje x representa la proporciéon de la muestra con respecto a N para un
tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el método de
estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada fila varia

el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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inactivos utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de
estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS 1II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.9 y 5.5.8. En la primera
columna de la Figura 5.5.9 se muestran las aproximaciones del intervalo de confianza
de la esperanza del error relativo para el experimento 5. Cada fila de la figura 5.5.9
corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados
a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en
ese orden) y en cada gréafica se muestran los resultados de los distintos estimadores.
En la Figura 5.5.8 se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del
experimento 5. Cada Grafica de la Figura 5.5.8 muestra los resultados de cierto tipo de
muestreo distinto cuyo tamano es el 10 % del tamano de la poblacion.(muestreo uniforme
y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso
viral constante, en ese orden). En las figuras C0.16, C0.17 y C0.18 del Apéndice C se

pueden ver més detalles de la Figura 5.5.8.
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Figura 5.5.8: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 5. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

Experimento 6.
En el caso del experimento 6 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios de

habla inglés utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de
estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS 1II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.9 y 5.5.10. En la

segunda columna de la Figura 5.5.9 se muestran las aproximaciones del intervalo de
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Figura 5.5.9: Resultados experimento 5 y 6: Graficas de la media muestral del error
relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador,
en donde el eje x representa la proporciéon de la muestra con respecto a N para un
tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el método de
estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada fila varia

el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Figura 5.5.10: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 6. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

confianza de la esperanza del error relativo para el experimento 6. En la Figura 5.5.10
se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del experimento 6.
Cada Gréafica de la Figura 5.5.10 muestra los resultados de cierto tipo de muestreo
distinto cuyo tamano es el 10 % del tamafio de la poblacion.(muestreo uniforme y los
muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso
viral constante, en ese orden). En las figuras C0.19, C0.20 y C0.21 del Apéndice C se

pueden ver més detalles de la Figura 5.5.10.

Experimento 7.
En el caso del experimento 7 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios de

habla francés utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de
estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS 1II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.12 y 5.5.11. En la
primera columna de la Figura 5.5.12 se muestran las aproximaciones del intervalo de
confianza de la esperanza del error relativo para el experimento 7. Cada fila de la figura
5.5.12 corresponde a un tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos
asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante,
en ese orden) y en cada grafica se muestran los resultados de los distintos estimadores.
En la Figura 5.5.11 se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo
del experimento 7. Cada Grafica de la Figura 5.5.11 muestra los resultados de cierto
tipo de muestreo distinto cuyo tamano es el 10 % del tamano de la poblacion.(muestreo

uniforme y los muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico
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y proceso
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Figura 5.5.11: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 7. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

viral constante, en ese orden). En las figuras C0.23, C0.24 y C0.25 del Apéndice C se

pueden ver mas detalles de la Figura 5.5.11.

Experimento 8.
En el caso del experimento 8 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios de

habla sur coreano utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos
de estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II).

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.12 y 5.5.13. En la
segunda columna de la Figura 5.5.12 se muestran las aproximaciones del intervalo de

confianza de la esperanza del error relativo para el experimento 8. En la Figura 5.5.13

se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del experimento 8.

Cada Gréafica de la Figura 5.5.13 muestra los resultados de cierto tipo de muestreo
distinto cuyo tamano es el 10 % del tamafio de la poblacion.(muestreo uniforme y los
muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso
viral constante, en ese orden). En las figuras C0.26, C0.27 y C0.28 del Apéndice C se

pueden ver més detalles de la Figura 5.5.13.

Experimento 9.
En el caso del experimento 9 se realizaron estimaciones para la cantidad de usuarios de

habla japonés utilizando las muestras aleatorias almacenadas y los diferentes tipos de
estimadores de tamano de grupo (PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II).

0.2
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Figura 5.5.12: Resultados experimento 7 y 8: Graficas de la media muestral del error
relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador,
en donde el eje x representa la proporciéon de la muestra con respecto a N para un
tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el método de
estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada fila varia

el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Figura 5.5.13: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 8. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.
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Figura 5.5.14: Graficas que ilustran la distribucion del error relativo, considerando un
tamano de muestra del 10 % del tamano total de la poblacion que muestra los resultados
del experimento 9. Cada columna representa un tipo de muestreo distinto: muestreo
uniforme, muestreo basado en caminata aleatoria, muestreo mediante proceso viral
probabilistico y muestreo constante, en ese orden.

Los resultados de este experimento se muestran en las figuras 5.5.15 y 5.5.14. En la
Figura 5.5.15 se muestran las aproximaciones del intervalo de confianza de la esperanza
del error relativo para el experimento 9. Cada fila de la figura 5.5.15 corresponde a un
tipo de muestreo distinto (muestreo uniforme y los muestreos asociados a una caminata
aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso viral constante, en ese orden) y en cada
grafica se muestran los resultados de los distintos estimadores. En la Figura 5.5.14
se muestra la aproximacion de la distribucion del error relativo del experimento 9.

Cada Gréafica de la Figura 5.5.14 muestra los resultados de cierto tipo de muestreo
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distinto cuyo tamano es el 10 % del tamano de la poblacion (muestreo uniforme y los
muestreos asociados a una caminata aleatoria, proceso viral probabilistico y proceso

viral constante, en ese orden).
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Figura 5.5.15: Resultados experimento 9: Graficas de la media muestral del error
relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador,
en donde el eje = representa la proporcién de la muestra con respecto a N para un
tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el método de
estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada fila varia
el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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En las figuras C0.30, C0.31 y C0.32 del Apéndice C se pueden ver mas detalles de la

Figura 5.5.14.

Analisis de los resultados de los experimentos.

De la Figura 5.5.2 se puede ver que los estimadores con mejor rendimiento general es
el RDS II y el MLE. Algunas veces los tipos de muestreos aleatorios que sobresalen
son el uniforme y otras veces el asociado a una caminata aleatoria, ademas si sobresale
el muestreo aleatorio asociado a una caminata aleatoria entonces también tiene buen
rendimiento el muestreo aleatorio asociado a un proceso viral constante. Ademas, la
proporcién ideal de la muestra es 10 %, pues centra las aproximaciones de la distribucion
del error relativo a su media de la muestra de proporciéon superior. De la Figura 5.5.3
podemos ver que la esperanza del error relativo en el caso de las estimaciones es general
son cercanas a cero, pero el intervalo de confianza del estimador RDS I sigue siendo
amplio, lo que implica que la estimaciéon de la esperanza es de mala calidad para el
estimador RDS 1.

Los estimadores PIMLE y MLE en los experimentos del 1 al 9 tienen media no nula
pero esta cerca de este. De las estimaciones de la distribuciéon de la densidad del error
relativo para los estimadores PIMLE y MLE en los experimentos del 1 al 9 se puede
ver que la varianza es muy pequena cuando el tamano de la muestra aleatorio supera o
iguala al 10 % de la poblacion, lo que implica que las estimaciones de estos estimadores
son muy parecidos para distintas muestras con igual proporciéon. Los mejores resultados
con estos estimadores se obtienen utilizando un muestreo aleatorio asociado a una
caminata aleatoria. Cabe destacar que el rendimiento del estimador MLE es superior al

estimador PIMLE, pero comparten muchas caracteristicas.

El estimador GNSUM tiene una estimacion de la distribucién de densidad bastante
buena para los experimentos del 1 al 9, en estos casos la media se podria considerar nula
cuando se utiliza una proporcion de muestreo del 10 % o superior. En general, para los
experimentos del 1 al 9 el modelo GNSUM tiene los mejores resultados cuando se utiliza
un muestreo aleatorio asociado a una caminata aleatoria, luego le sigue el muestreo
aleatorio asociado a un proceso viral constante. La aproximacion de la distribucién de
densidad del error relativo para los experimentos del 1 al 9 muestra que no existe una

cantidad considerable de varianza en las estimaciones.

El estimador RDS I tiene una estimacion de la distribuciéon de densidad bastante buena y

la media se podria considerar nula para los experimentos del 1 al 9 cuando la proporcion
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del tamano del muestreo es como minimo del 10 %. En general, para los experimentos
del 1 al 9 el muestreo aleatorio asociado a una caminata aleatoria y el asociado a un
proceso viral probabilistico tiene los mejores resultados. De la aproximacion del intervalo
de confianza podemos notar que la varianza de este estimador en los experimentos del 1
al 9 es bastante grande y que la estimacion de la esperanza del error relativo podria no
ser tan precisa como los estimadores PIMLE, MLE 6 GNSUM.

El estimador RDS II tiene una estimacion de la distribucion de densidad bastante buena
para los experimentos del 1 al 9, en estos casos la media es nula cuando se utiliza una
proporcion de muestreo del 10 % o superior. En general, para los experimentos del 1 al
9 el estimador RDS II cuando utiliza el muestreo aleatorio uniforme con repeticiéon se
obtienen los mejores resultados posibles. La aproximacion de la distribucion de densidad
del error relativo para los experimentos del 1 al 9 muestra que no existe una cantidad

considerable de varianza en las estimaciones.

Sorprendentemente los estimadores PIMLE y MLE funcionan mucho mejor con el grafo
de twitch que con los grafos generados. La precision de estos estimadores es muy superior
a los otros estimadores pero definitivamente su error relativo no tiene media nula. El
estimador que les sigue en rendimiento es el RDS II pues tiene méas precision que el
GNSUM y el RDS I, y la media del error relativo del estimador RDS II es nula.
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Capitulo 6
Conclusiones

De la etapa de experimentaciéon en donde estudiamos la distribuciéon de grados de la
muestra con su respectiva distribuciéon de grados esperada, en los experimentos con
grafos generados y grafos reales, vimos que la proporcion del tamano de muestra debe
ser como minimo del 10 % del tamano de poblacién para obtener buenos resultados con
los estimadores propuestos. Esto se puede ver considerando el hecho que una muestra
aleatoria para que sea representativa a la poblacion muestreada debe tener cierto
tamano, y para cumplir esto, la muestra aleatoria debe por lo menos parecerse a su
distribucion esperada. Un ejemplo de esto podria ser el hecho obtener una aproximacion
del promedio de notas de un curso a través de un muestreo aleatorio uniforme con
repeticion. Si la muestra es muy pequena podemos sélo considerar alumnos con notas

bajas o alumnos con notas altas, lo que implica una mala estimacion.

En el caso de la experimentacion con grafos generados, el estimador con mejor calidad
en estimacion es el GNSUM, el que le sigue es el RDS II, luego el RDS I y por tltimos
los MLE y PIMLE, en un sentido general. Ademés, en los estimadores PIMLE y MLE
su rendimiento no se ve afectado por el tipo de muestreo utilizado. GNSUM, RDS 1
tiene un rendimiento superior cuando se utiliza con los muestreos de tipo asociados a
una caminata aleatorio o un proceso viral constante. Mientras que el estimador RDS II
sus mejores estimaciones se obtienen cuando se utiliza un muestreo aleatorio uniforme

con repeticion.

En el caso de la experimentaciéon con el grafo de Twitch, los estimadores con mejor
calidad de estimacion son el MLE, el PIMLE y el RDS II, en ese orden. Sin embargo,

los estimadores PIMLE y MLE no tienen media nula, pero si muy cercano a este
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valor. Lo que hace que los estimadores MLE y PIMLE sean buenos estimadores es su
baja varianza de su estimacion, es decir para muestras aleatorias distintas de igual
proporcioén sus estimaciones son muy cercanas. El alto rendimiento de los estimadores
MLE y PIMLE puede deberse a la distribuciéon de grados de H en comparaciéon con la
distribucién de grados de la poblacién. Cuando generamos los grafos y los conjuntos
H a estimar su tamano, notamos que cuando H se generaba a partir de un muestreo
proporcional al grado e inversamente proporcional al grado la media del error relativo
negativo y positivo respectivamente, esto es debido a que el modelo PIMLE y MLE fija
una ponderacion de estimaciéon mas alta para los nodos de alto grado. De esta forma, si
las comunidades de Twitch podrian ser formados por una seleccion de tipo uniforme
con respecto al grado, entonces se explicaria el alto rendimiento de los modelos PIMLE
y MLE.

El estimador RDS II también obtuvo buenos resultados, pues su media de error relativo
en los experimentos con el grafo de Twitch fue nula. El rendimiento superior del RDS
IT por sobre el GNSUM se puede deber a que la proporcion de la cantidad de aristas
y cantidad de nodos al cuadrado era mucho méas pequena que en los experimentos
con grafos generados. El modelo GNSUM se basa en la extraccion de informacion de
los nodos vecinos de los nodos muestreado, como el grafo de Twitch tiene nodos de
bajo grado entonces no se puede extraer mucha informacion de la vecindad de los
nodos muestreados, haciendo que la estimacion del modelo GNSUM se vea afectada

negativamente.

Recordando las definiciones de encuesta directa, encuesta indirecta y encuesta indirecta
exclusiva, los estimadores que utilizan encuestas indirectas exclusiva son el PIMLE
y el MLE, los modelos GNSUM y RDS I utiliza una encuesta indirecta, y el que
utiliza encuesta de tipo directa es el RDS II. Cabe mencionar que el modelo GNSUM
necesita la informacién de toda la vecindad de cada nodo muestreado, mientras que el
modelo RDS 1 s6lo necesita conocer la informacion de un vecino aleatorio a cada nodo
muestreado. En conclusioén, los métodos asociados a encuestas indirectas exclusiva
estan muy por detras en rendimiento que los métodos asociados a las encuestas directas
e indirecta cuando se trabaja en grafos escala libre. Pero, si trabajamos con un grafo
cuya distribucion de grados es muy parecida a la de un grafo aleatorio, entonces los
modelos indirectos exclusivos son la mejor opcion. Por lo tanto, en el caso de tener que
elegir un método de estimaciéon primero debemos notar si la distribuciéon de grados del

grafo en donde se desea estimar un subconjunto de nodos es como un grafo aleatorio
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o parecido. Si el grafo problema es parecido a un grafo aleatorio, entonces debemos
utilizar una estimaciéon con el modelo MLE, pero si no es el caso entonces debemos
usar el estimador GNSUM o RDS II. Recordar que podemos estudiar la distribucion de
grados de un grafo a través de una muestra. Si la muestra es uniforme con repeticion
debemos graficar la distribuciéon de grados de la muestra y esté tiende a la distribucion
de grados del grafo. Si la muestra aleatoria estd asociada a una caminata aleatoria, un
proceso viral probabilistico o un proceso viral constante, entonces debemos realizar el
ajuste mostrado en la Ecuacion 3.3.2 y luego graficar la distribucion de grados ajustada,
obteniendo una aproximacién de la distribucion de grados del grafo. En el caso que no
se pueda realizar un estudio de la distribuciéon de grados del grafo problema, entonces

el estimador mas confiable para realizar la estimacién seria el modelo RDS II.

La eleccion del tipo de muestreo a utilizar va a depender del modelo que usaremos. Por lo
tanto, si realizaremos las estimaciones con el modelo PIMLE 6 el MLE entonces debemos
utilizar un muestreo asociado a una caminata aleatoria. En el caso del modelo GNSUM
se debe usar un muestreo asociado a una caminata aleatoria como primera opcién, sino
no disponemos de este podemos utilizar un muestreo aleatorio uniforme con repeticion
o un muestreo aleatorio asociado a un proceso viral constante. Si queremos realizar
estimaciones con el modelo RDS I podemos utilizar todos los muestreos aleatorios
definidos anteriormente a excepcion del muestreo uniforme con repeticién, pues con
este método se obtienen los peores resultados. Por tltimo, el estimador RDS II obtiene

sus mejores resultados con el muestreo aleatorio uniforme con repeticion.

Entre los trabajos que se podrian profundizar seria el estudio de los estimadores cuando
existan en las encuestas falsos positivos, falsos negativos, o incluso una mezcla de falsos
positivos y falsos negativos. También merece la pena realizar un estudio con el objetivo
de relajar las condiciones del método estimador GNSUM con respecto a la informacion
requerida de la vecindad cada nodo muestreado. Para esto podria considerarse sélo
en solicitar informacién de un porcentaje o una cantidad fija de la vecindad de cada
nodo muestreado. Otra cosa interesante, serfa encontrar una mejor aproximacion de la
probabilidad de seleccion de los muestreos asociados al proceso viral probabilistico y
proceso viral constante. También, se podria considerarse el estudiar a mayor profundidad
los contextos en que el modelo MLE y PIMLE obtienen buenas estimaciones y establecer
medidas relacionadas al contexto. Por dltimo, encontrar de mejor manera la proporcion
de nodos ideal para que equilibrar entre la calidad de la estimacion y el costo de realizar

una muestra aleatoria.
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Figura A0.1: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados de
un muestreo uniforme variando su proporcién de tamano y gréaficas de distribucion de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcién de tamano en un grafo aleatorio pesado.
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Figura A0.2: Graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo aleatorio pesado.
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Figura A0.3: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados de
un muestreo uniforme variando su proporcién de tamano y gréaficas de distribucion de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcion de tamano en un grafo escala pesado.
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Figura A0.4: Graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo escala pesado.
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Figura A0.5: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados de
un muestreo uniforme variando su proporciéon de tamano y graficas de distribucion de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcién de tamano en un grafo aleatorio medio.
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Figura A0.6: Graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo aleatorio medio.
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Figura A0.7: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados de
un muestreo uniforme variando su proporcién de tamano y gréaficas de distribucion de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcién de tamaino en un grafo escala medio.
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Figura A0.8: Graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo escala medio.
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Figura A0.9: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados de
un muestreo uniforme variando su proporcién de tamano y gréaficas de distribucion de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcién de tamano en un grafo aleatorio ligero.
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Figura A0.10: Graficas de distribucion de grados de N (V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo aleatorio ligero.
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Dist grados pob v/s dist grados muestreo de prop 1%.
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Figura A0.11: Graficas de distribucion de grados de V(G) v/s distribucion de grados
de un muestreo uniforme variando su proporcion de tamano y graficas de distribuciéon de
grados de N (V(@)) v/s distribucion de grados de una muestra asociado a una caminata
aleatoria variando su proporcién de tamano en un grafo escala ligero.
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Figura A0.12: Graficas de distribucion de grados de N (V(G)) v/s distribucion de
grados de una muestra asociado a un proceso viral probabilistico variando su proporcion
de tamartio y graficas de distribucion de grados de N(V(G)) v/s distribucion de grados
de una muestra asociado a un proceso viral constante variando su proporcion de tamano
de un grafo escala ligero.
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Apéndice B

Resultados de experimentaciéon con

grupos generados

Simbologia de tipos de muestreos aleatorios:
= Tipo de muestreo 5 se refiere al muestreo aleatorio uniforme con repeticion.

= Tipo de muestreo 6 se refiere al muestreo aleatorio asociado a una caminata

aleatoria.

= Tipo de muestreo 7 se refiere al muestreo aleatorio asociado a un proceso viral

probabilistico.

» Tipo de muestreo 8 se refiere al muestreo aleatorio asociado a un proceso viral

constante.
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Figura BO0.1: Experimento 1: Gréficas de la distribucion del error relativo para cada
proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el método estimador.
El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos muestreados del
1%,10%,50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método estimador y cada
columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.2: Muestra las dos

Error relativo

primeras columnas de la figura B0.1.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura B0.3: Muestra las dos tltimas columnas de la figura B0.1.
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IC de la Esp. Er. rel para TM 5
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Figura B0.4: Experimento 1: Gréficas de la media muestral del error relativo e intervalo
de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el eje
x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcién de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcion de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.5: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.4.
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Figura B0.6: Muestra las dos tltimas columnas de la figura B0.4.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.

Err. rel v/s muestra tipo 7.
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Figura BO0.7: Experimento 2: Gréficas de la distribucion del error relativo para cada
proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el método estimador.
El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos muestreados del
1%,10%,50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método estimador y cada
columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura BO0.8: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.7.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura B0.9: Muestra las dos tltimas columnas de la figura B0.7.
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IC de la Esp. Er. rel paraTM 5

IC de la Esp. Er. rel para TM 6

IC de la Esp. Er. rel para TM 7

IC de la Esp. Er. rel paraTM 8
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Figura B0.10: Experimento 2: Graficas de la media muestral del error relativo e
intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el
eje x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcion de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcion de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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IC de la Esp. Er. rel para TM 5
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Figura B0.11: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.10.
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IC de la Esp. Er. rel para TM 7
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Figura B0.12: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.10.
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Err. rel v/s muestra tipo 5. Err. rel v/s muestra tipo 6. Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura B0.13: Experimento 3: Graficas de la distribucion del error relativo para cada
proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el método estimador.
El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos muestreados del
1%,10%,50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método estimador y cada
columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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primeras columnas de la figura B0.13.
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Figura B0.15: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.13.
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Figura B0.16: Experimento 3: Graficas de la media muestral del error relativo e
intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el
eje x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcion de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcion de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.17: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.16.
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Figura B0.18: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.16.
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Figura B0.19: Experimento 4: Graficas de la distribucion del error relativo para cada
proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el método estimador.
El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos muestreados del
1%,10%,50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método estimador y cada
columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.20: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.19.
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Figura B0.21: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.19.




137

IC de la Esp. Er. rel para TM 5 IC de la Esp. Er. rel para TM 6 IC de la Esp. Er. rel para TM 7 IC de la Esp. Er. rel paraTM 8
0.0 0.0 0.0 0.0
— — — —
o 0.2 o -0.2 o -0.2 o -0.24
o o o o
Il —0.4 Il —0.4 4 Il —0.4 Il -0.4 4
b4 z =z b=
Y - — S~
£ —0.6 £ —0.6 £ —0.6- £ —0.6
c : - = . . c : - c - -
o —0.8 Met. estimadores: o —0.8 Met. estimadores: o —0.8- Met. estimadores: o -0.8 Met. estimadores:
v « PIMLE v «  PIMLE v «  PIMLE v « PIMLE
U -1.0 U -1.0 U -1.0- U -1.0
g MLE g MLE g MLE g MLE
c 1] GNSUM o 10l GNSUM c 1] GNSUM C 1] GNSUM
5 « RDS.I o . RDS. o « RDSI 5 . RDS_
-1.4 -« RDS_ll -1.4 « RDS_lI 1.4 -« RDsS_I -1.4 -« RDsS_I
0.0 0.5 L0 0.0 0.5 10 0.0 0.5 L0 0.0 0.5 L0
Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N
IC de la Esp. Er. rel para TM 5 IC de la Esp. Er. rel para TM 6 IC de la Esp. Er. rel para TM 7 IC de la Esp. Er. rel para TM 8
0.1 0.1 0.1 0.1
. 0.0 B I e S — . 004 . 004
- v - - - =
'-TIJ 0.1 'ﬁ' 0.1 'ﬁ' -0.14 'ﬁ 0.1
Z 02 Z 02 Z 024 Z 02
S £ £ £
c —0.3 A c 0.3 A c 0.3 c 0.3 A
8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores:
— —0.4 «  PIMLE — —0.4 +  PIMLE — —0.4+ «  PIMLE — —0.4 «  PIMLE
[ [ [ 1 [
x MLE o4 MLE o MLE o MLE
REth GNSUM o 057 GNSUM o 05 GNSUM o 05 GNSUM
I e £ =
W 6 « RDS_ W 56 + RDS_ W 56 « RDS_I W g6 « RDS_
RDS_I « RDS_II .+ RDS_I - RDS_I
-0.7 = ] ; -0.7 1= ] ; -0.7 1 ; . -0.7 = ] ;
0.0 0.5 Lo 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 L0 0.0 0.5 L0
Prop. de H con resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N
0 1\C de la Esp. Er. rel para TM 5 0 1IC de la Esp. Er. rel para TM 6 Ollc de la Esp. Er. rel paraTM 7 0 {C de la Esp. Er. rel paraTM 8
. 00— . 0.0 . 00— . 00—
N n n n
'-I'IJ —0.1 A 'ﬁ' —0.1 1 'ﬁ' —-0.1 LI:I‘ -0.1 A
Z 021 Z 021 Z 021 £ 021
£ £ £ £
c —0.3 c —0.3 c —0.3- c -03
8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores:
— —0.4 4 «  PIMLE — —0.4 +  PIMLE — —0.4+ «  PIMLE — -0.4 «  PIMLE
& MLE & MLE & MLE & MLE
e 0% GNSUM s 0% GNSUM L 0] GNSUM e 0 GNSUM
0 « RDS.I W 56 + RDSI W 564 « RDSI TR « RDS_
RDS_I « RDS_II .+ RDS_I - RDS_I
0.7 i f -0.7 1+ i f 0.7 f f -0.7 i f
0.0 0.5 Lo 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 L0 0.0 0.5 L0
Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N
IC de la Esp. Er. rel para TM 5 IC de la Esp. Er. rel para TM 6 IC de la Esp. Er. rel para TM 7 IC de la Esp. Er. rel para TM 8
0.1 0.1 0.1 0.1
. 00— . 0.0 F———r——— . 0.0 . 00 F——————
N a N N
'-I'IJ —0.1 1 'ﬁ' -0.1 1 'ﬁ' -0.1 A LI'-I‘ -0.1 1
Z 021 £ 021 Z 02 Z 02
£ S £ £
c —0.3 c —0.3 c -0.3- c -0.3
8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores: 8 Mét. estimadores:
— —0.4 «  PIMLE — 0.4 +  PIMLE — 041 «  PIMLE — 0.4 +  PIMLE
[0 [0 [ [
o MLE o« MLE o MLE o MLE
Eth GNSUM o 057 GNSUM o 051 GNSUM o 05 GNSUM
1 L L 1
W « RDSI W 56 . RDS (T « RDSI W 4 « RDS_
RDS_I « RDS_II .+ RDS_I -« RDS_I
—0.7 1+ : : -0.7 1+ : : -0.7 1+ : : -0.7 1+ : :
0.0 0.5 Lo 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 L0 0.0 0.5 L0
Prop. de Hcon resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de H con resp. a N Prop. de Hcon resp. a N

Figura B0.22: Experimento 4: Graficas de la media muestral del error relativo e
intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el
eje x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcion de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcion de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.23: Muestra las dos primeras de la figura B0.22.
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Figura B0.25: Experimento 5: Graficas de la distribucion del error relativo para cada
proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el método estimador.
El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos muestreados del
1%,10%,50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método estimador y cada
columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.26: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.25.
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Figura B0.27: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.25.
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Figura B0.28: Experimento 5: Graficas de la media muestral del error relativo e
intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada estimador, en donde el
eje x representa la proporcion de H con respecto a N y fijando la proporcion de nodos
muestreados y el tipo de muestreo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia la proporcion de nodos muestreados y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura B0.29: Muestra las dos primeras columnas de la figura B0.28.
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Figura B0.30: Muestra las dos tultimas columnas de la figura B0.28.
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Apéndice C

Resultados de experimentaciéon con

grupos reales

Simbologia de tipos de muestreos aleatorios:
= Tipo de muestreo 5 se refiere al muestreo aleatorio uniforme con repeticion.

= Tipo de muestreo 6 se refiere al muestreo aleatorio asociado a una caminata

aleatoria.

= Tipo de muestreo 7 se refiere al muestreo aleatorio asociado a un proceso viral

probabilistico.

» Tipo de muestreo 8 se refiere al muestreo aleatorio asociado a un proceso viral

constante.
Simbologia de grupos estimados:
= Grupo 0 canales de twitch con menos de 520 suscriptores.
= Grupo 1 canales de twitch que recién comienzan.

» Grupo 2 canales de twitch que tienen tiempo de vida menos de 600 (no especifica
medida).

= Grupo 3 canales de twitch que estédn inactivos.
= Grupo 4 canales de twitch con transmisiones en inglés.

= Grupo 5 canales de twitch con transmisiones en francés.
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= Grupo 6 canales de twitch con transmisiones en sur coreano.

= Grupo 7 canales de twitch con transmisiones en sur japonés.
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Figura CO0.1: Resultados Estimacion general y grupo 0: Graficas de la media muestral
del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada
estimador, en donde el eje x representa la proporcion de la muestra con respecto a N
para un tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada

fila varia el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Figura C0.2: Resultados estimacion grupo en general: Graficas de la distribucion del
error relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo
y el método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporcion de
nodos muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el
método estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura C0.3: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.2.
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Figura C0.4: Muestra las dos tltimas columnas de la figura C0.2.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.
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Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura CO0.5: Resultados estimacion grupo 0: Graficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporcion de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura CO0.6: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.5.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura C0.7: Muestra las dos tltimas

Error relativo

columnas de la figura C0.5.
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IC de la Esp. Er. rel para Est. Grupo 1.
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Figura CO0.8: Resultados estimaciones de los grupos 1 y 2: Graficas de la media
muestral del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para
cada estimador, en donde el eje x representa la proporcion de la muestra con respecto a
N para un tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada

fila varia el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura CO0.9: Resultados estimacion grupo 1: Graficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporcion de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura C0.10: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.9.
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Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura C0.11: Muestra las dos tltimas columnas de la figura C0.9.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura CO0.12: Resultados estimacion grupo 2: Gréficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura C0.13: Muestra las dos primeras

Error relativo

Error relativo

columnas de la figura C0.12.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.
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Figura C0.14: Muestra las dos tltimas

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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columnas de la figura C0.12.
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IC de la Esp. Er. rel para Est. Grupo 3.
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Figura C0.15: Resultados estimaciones de los grupos 3 y 4: Graficas de la media
muestral del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para
cada estimador, en donde el eje x representa la proporcion de la muestra con respecto a
N para un tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada

fila varia el tipo de muestreo y en cada columna varia columna varia el grupo real a

estimar.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura CO0.16: Resultados estimacion grupo 3:
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Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Graficas de la distribucién del error

relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura C0.17: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.16.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.

Error relativo

Error relativo

Figura C0.18: Muestra las dos tltimas columnas de la figura C0.16.
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Err. rel v/s muestra tipo 5. Err. rel v/s muestra tipo 6. Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura CO0.19: Resultados estimacion grupo 4: Gréficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporcion de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Figura C0.20: Muestra las dos primeras

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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columnas de la figura C0.19.
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8

Err. rel v/s muestra tipo 7.

Error relativo

Figura C0.21: Muestra las dos tltimas

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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& 004 — - —
0 k-///”
@ —0.2 1
=
-t
(0]
O 0.4
3
€ o5/
8_ Mét. estimadores:
= 087 «  PIMLE
< -101 MLE
2 +  GNSUM
C 121 - RDS_I
] RDS_II
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Prop. de muestra con resp. a N.
IC de la Esp. Er. rel para Est. Grupo 6.
© 0.1
o
= .
ﬁ 0.0 —E%_ 1
3
€ 01+
o . "
[=} Mét. estimadores:
= -0z +  PIMLE
- MLE
& 5] +  GNSUM
o « RDS_|
L
W — RDS_II
—0.4 T T T f
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Prop. de muestra con resp. a N.
IC de la Esp. Er. rel para Est. Grupo 6.
~. 1009 Mét. estimadores:
’; | «  PIMLE
9 o715 MLE
-
£ os0d - GNSUM
U « RDSI
3
£ 025 RDS_II
o F_
o 0.00-+ ==
[= [ E— .
~ -0.257 T | n
T +/‘v t —
'r. —0.50 |
-
-
W _0.75 M_
T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Prop. de muestra con resp. a N.
IC de la Esp. Er. rel para Est. Grupo 6.

— Mét. estimadores:
°g 0.4 1 +  PIMLE
E MLE
H « GNSUM
v 0.2 + RDS_I
2 RD57II
e _|
[o]
2 0.0+
= .
T —g2 4
& 0.2
o
I.I‘] —

704 1 T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Prop. de muestra con resp. a N.

Figura C0.22: Resultados estimaciones de los grupos 5 y 6: Graficas de la media
muestral del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para
cada estimador, en donde el eje x representa la proporcion de la muestra con respecto a
N para un tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS I y RDS II respectivamente. Cada
fila varia el tipo de muestreo y en cada columna varia columna varia el grupo real a
estimar.
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Figura C0.23: Resultados estimacion grupo 5: Gréficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporcion de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método

estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.

Err. rel v/s muestra tipo 6.
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Figura C0.24: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.23.
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Figura C0.25: Muestra las dos tltimas columnas de la figura C0.23.
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Err. rel v/s muestra tipo 5. Err. rel v/s muestra tipo 6. Err. rel v/s muestra tipo 7. Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura C0.26: Resultados estimacion grupo 6: Gréficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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0.5

Figura C0.27: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.26.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.
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Figura C0.28: Muestra las dos tltimas columnas de la figura C0.26.
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Figura C0.29: Resultados estimacion del grupo 7: Graficas de la media muestral
del error relativo e intervalo de confianza de la esperanza de error relativo para cada
estimador, en donde el eje = representa la proporciéon de la muestra con respecto a N
para un tipo de muestreo fijo. El color azul, naranjo, verde, rojo y morado indica el
método de estimacion PIMLE, MLE, GNSUM, RDS Iy RDS 11 respectivamente.
Cada fila varia el tipo de muestreo y en cada columna varia el grupo real a estimar.
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Err. rel v/s muestra tipo 5.
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Figura C0.30: Resultados estimacion grupo 7: Gréficas de la distribucion del error
relativo para cada proporcion de nodos muestreados fijando el tipo de muestreo y el
método estimador. El color azul, naranjo, verde y rojo es para la proporciéon de nodos
muestreados del 1%, 10 %, 50 % y del 90 % respectivamente. Cada fila varia el método
estimador y cada columna varia el tipo de muestreo.
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Figura C0.31: Muestra las dos primeras columnas de la figura C0.30.
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Err. rel v/s muestra tipo 7.

Err. rel v/s muestra tipo 8.
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Figura C0.32: Muestra las dos tdltimas

Error relativo

columnas de la figura C0.30.
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