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Resumen

En esta tesis se propone una accién tipo Lovelock, a la que llamaremos accién de Einstein-
Lovelock (EL), la cual es escrita en dimensiones impares como una forma Chern-Simons
para el dlgebra tipo Maxwell M, y como una forma tipo Born-Infeld para el dlgebra £M en
dimensiones pares, ambas conduciendo a Relatividad General en cierto limite.

En los capitulos 1 y 2 se introducen los conceptos de semigrupo y dlgebra de Lie, los
cuales juegan un papel muy importante en el desarrollo de este trabajo. Ademads se describen
los mecanismos que permiten obtener nuevas dlgebras a partir de una dada, y en particular
se estudia el método de expansion de dlgebras.

En el capitulo 3 se estudia brevemente Relatividad General, tanto en el formalismo de
Einstein como en el formalismo de primer orden.

En los capftulos 4 , 5 y 6 se revisa gravedad descrita por la accién de Lanczos-Lovelock,
la cual permite construir la teorfa de gravedad ma&s general en D-dimensiones como una
extensién natural de la teoria de Einstein. En particular, en el capitulo 5 se estudia la
teorfa Chern-Simons de la gravedad, la cual corresponde a una caso particular de la teoria
de Lovelock. Ademads, se realiza un estudio detallado del caso en que se permite la presencia
de torsién en el lagrangiano.

En los capitulos 7 y 8 se estudian las dlgebras de Lie tipo Maxwell M y &M, y se
muestra la construccién de la accién de Einstein-Lovelock, la cual es escrita como una accién
CS invariante bajo el dlgebra M, y como una accién tipo BI invariante bajo £M, ambas
conduciendo a Relatividad General en cierto limite.

Finalmente, en el capitulo 9 se considera una generalizaciéon de la teorfa de Einstein-
Lovelock, permitiendo términos torsionales en el lagrangiano y se muestra que es posible

establecer una relacién entre ciertos invariantes topoldgicos.
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Introduccion

Actualmente, la posibilidad de que el espacio-tiempo tenga mds de cuatro dimensiones
es una suposicion estdndar en fisica de altas energfas. Sin embargo, si queremos extender la
dimensién del espacio-tiempo a dimensiones mayores que cuatro, se requiere la reformulacién
de la estructura de las ecuaciones para el campo gravitacional y ademds, se tienen que
examinar detalladamente los requerimientos minimos para tener una teoria consistente de la

gravedad en una dimension arbitraria.

Relatividad General estdndar describe la gravedad como una manifestacién dindmica de
la geometria del espacio-tiempo, la cual es descrita por la métrica g,, (z). Sin embargo, es
posible formular la gravitacién como una teorfa de campo utilizando dos campos independi-
entes para describir las propiedades métrica y afin. En efecto, en el formalismo de primer
orden estos campos son el vielbein y la conexion de spin, respectivamente. Estos campos

pueden ser interpretados como componentes de una conexién para los grupos de Poincaré o
(A)dS.

Las principales suposiciones fundamentales en relatividad general son los requerimien-
tos de covariancia general y que las ecuaciones de campo sean de segundo orden para la
métrica. Basados en los mismos principios, el lagrangiano de Lanczos-Lovelock (LL) [10],[11]
es definido como la D-forma mds general invariante bajo transformaciones locales de Lorentz,
construida a partir del vielbein, la conexién de spin y sus derivadas exteriores, sin usar el
dual de Hodge!. La teorfa de LL se refiere a una familia parametrizada por un conjunto de

coeficientes reales «,, los cuales no son fijados desde primeros principios.

!Evitar el dual de Hodge garantiza que las ecuaciones para los campos que extremizan la accién sean de

primer orden



En Ref.[18] R. Troncoso y J. Zanelli mostraron que estos pardmetros son fijados en
términos de la constante gravitacional y de la constante cosmolégica, a través del requisito de
que la teorfa posea el mayor nimero posible de grados de libertad. En dimensiones impares,
el lagrangiano es una forma Chern-Simons para los grupos (A)dS o Poincaré, mientras que
en dimensiones pares, la accién corresponde a una forma tipo Born-Infeld, invariante sélo
bajo el grupo de Lorentz. Ademads, en Ref.[17] se realiza un estudio detallado del caso en que

se permite la presencia de torsién en el lagrangiano, surgiendo muchas nuevas posiblidades.

Si estas teorfas CS y Bl son efectivamente las teorfas de gauge apropiadas para describir la
interaccién gravitacional, entonces dichas teorfas deben satisfacer el principio de correspon-
dencia, es decir, ellas deben desembocar en determinados limites en Relatividad General.
Un teoria muy interesante fue propuesta en la Ref.[30], en la cual Relatividad General estén-
dar en dimensiones impares (sin constante cosmoldgica) es embebida en una teoria CS para
una cierta algebra de Lie 9. Ademads, recientemente se encontré que Relatividad General
estdndar en dimensiones pares (sin constante cosmolégica) emerge como un limite de una
teorfa tipo Born-Infeld invariante bajo una cierta subdlgebra del dlgebra 8, denotada por
£% [31]. Muy recientemente también fue encontrado que las llamadas slgebras de Lie B,

corresponden a las dlgebras tipo Maxwell 2M,,, [32] .

El objetivo principal de esta tesis es mostrar que el método de S-expansién introducido
en [1], nos permitird construir una accién tipo Lovelock, la cual es escrita como una accién
CS para dimensiones impares, invariante bajo el dlgebra M y como una accién tipo BI
para dimensiones pares, invariante bajo £, ambas conduciendo a RG bajo cierto limite.
Ademis, se generalizard esta accién y permitiremos la presencia de torsién, surgiendo nuevos
términos torsionales los cuales corresponden a invariantes £M que involucran la torsién
explicitamente, ademds de combinaciones que no involucran la torsién explicitamente. Como
veremos, la principal diferencia con el caso libre de torsién es que ahora, ademds de los

lagrangianos de Einstein-Lovelock, se encuentran también clases tipo Pontryagin.

Por 1ltimo, mostraremos que es posible establecer una relacién entre el lagrangiano in-
variante de Lorentz, que depende sélo de la conexién de spin y el lagrangiano obtenido para

el dlgebra Ms, .1, pudiendo relacionar ademads sus invariantes topoldgicos asociados.

2Estas dlgebras también son conocidas como &dlgebras de Poincaré generalizadas P,
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Capitulo 1
Semigrupos y Algebras de Lie

"I am certain, absolutely certain that...these theories
will be recognized as fundamental
at some point in the future”

Sophus Lie

En este capitulo se describen brevemente algunos conceptos relacionados con semigrupos

y algebras de Lie, los cuales serdn necesarios para una mejor comprension de esta tesis.

1.1 Estructuras algebraicas

Una estructura algebraica o sistema algebraico es una clasificacién que depende de las
propiedades que las operaciones cumplen sobre un conjunto dado. Todos las estructuras
algebraicas de interés en fisica y matematica tienen en comin la propiedad asociativa. Un
sistema algebraico dotado de una tnica ley de composicién interna asociativa es conocido
como semigrupo. Mads interesantes que los semigrupos son los sistemas algebraicos aso-
ciativos que tienen un elemento unidad. Las estructuras asociativas dotadas de un elemento
unidad son conocidas como monoides.

Un interesante sistema algebraico es obtenido si ademds aseguramos que cada elemento

del monoide posea un inverso.



Monoides donde cada elemento posee un inverso son llamados grupos. Un grupo es

definido como un conjunto G # 0, junto a una funcién
o . GxXxG—-G
llamada una operacién binaria en G’y que satisface las siguientes propiedades:

i) Clausura: V a,b € G se tiene que a e b € G
i1) Propiedad asociativa: ¥ a,b € G se cumple (aeb)ec=ae (bec)

i71) Elemento identidad: Existe un elemento ¢ € G tal que V a € G, se cumpla ¢ @ a =

aee—=a.

iv) Elemento inverso: V a € G existe un elemento b € G tal que aeb=bea = e.

Un grupo (G, e) es llamado un grupo abeliano si se satisface ademds, la propiedad de
conmutatividad, ab = ba, para todo par de elementos a,b € G. Si introducimos una segunda
ley de composicién interna, obtenemos un sistema algebraico més complicado llamado anillo,
y lo denotamos por (A, +, ¢) donde la primera ley de composicién interna + es la de un grupo
abeliano y la segunda ley ¢ es la ley de composicién interna de un semigrupo. Esta iltima
ley es una ley distributiva sobre +. Tradicionalmente a la primera ley se le llama “adicion”
, v a la segunda ley se le llama “multiplicacién” y se denota por simple juxtaposicion, es
decir, a ¢ b = ab. El elemento identidad de la adicion se denota por 0 y es llamado elemento
cero del anillo. El “inverso aditivo” de x es denotado por (—x) y es llamado el negativo de

x.

Asi, se tiene que si A es un conjunto dotado de dos leyes de composicion, la adicién y la

multiplicacién, entonces el conjunto A es llamado un anillo si:
i) (A,+) es un grupo abeliano.
i1) (A, o) es un semigrupo.

i7i) Los elementos de (A, +,¢) satisfacen la ley distributiva, es decir, V a,b, c € A se tiene

ao(b+c)=aob+acc.



Un conjunto A es llamado un anillo conmutativo si ademds de satisfacer los puntos
anteriores, se satisface la condicién de que la operacién de multiplicacién es conmutativa, es
decir, si a,b € A entonces ab = ba. Ademds, si existe un elemento unidad para la multipli-
cacion, entonces el conjunto A es llamado un anillo con unidad. Denotamos el elemento

unidad con 1, de manera que la = al = a, Va € A.

Un anillo con unidad en el cual todos los elementos (a excepcién del cero) son invertibles,
es llamado un campo. Un campo (F, e, +) es un conjunto en el cual se han definido dos op-

eraciones, e y +, llamadas multiplicacién y adicién, que satisfacen las siguientes propiedades:

i) F es cerrado para la suma y la multiplicacién

Va,be F, a+be FNaebec F

i1) Asociatividad de la suma y la multiplicacion:

Va,beF, a+b=b+aNaeb=beq

i7i) Existencia de un elemento neutro:

31{0} € F, talqueVa € F, a+0=a
{1} # 0€F, talqueVa€eF, ael=a

iv) Existencia de elemento opuesto y de inversos:

Va € F, existe un elemento —a € F, tal que a+ (—a) =0

Va # 0€F, existe un elemento a ' € F, tal que aea ' =1

v) Distributividad de la multiplicacién respecto de la adicién:

Va,bceF, ae(b+c)=(aeb)+ (aec)

Consideremos ahora sistemas que tienen una ley de composicién interna y una ley de
composicién externa. Se define un espacio lineal como un sistema algebraico (M, K, o)

donde M es un grupo abeliano, K es un campo conmutativo, la ley de composicion externa

3



o es una accién de K sobre M, y la ley de composicién interna + en M estd relacionada con

la ley de composicién externa a través de una ley distributiva mixta,

ao(r+y) = aox+aoy, Vae KAVr,yeM
(0+pP)ox = aox+Pox, Yo, e KANVxEM

Tradicionalmente, a los elementos x, v, ... de M se les llama vectores y al espacio lineal se le
denomina espacio vectorial. Los elementos «, 3, ... del campo conmutativo K son llamados

escalares y K es llamado campo de escalares.

Hasta ahora hemos considerado sistemas algebraicos con una y dos leyes de composicién
interna, a saber grupos y anillos respectivamente, y sistemas con una ley interna mas una ley
externa; los espacios lineales. Estudiemos ahora sistemas que tienen dos leyes de composicién
interna y una ley de composicién externa, es decir, sistemas que combinan las propiedades

de un anillo con las de un espacio lineal.

Un &lgebra lineal se define como un sistema algebraico (A, K, o) donde A es un anillo,
K es un campo conmutativo, y o es la ley de composicién externa que define una accién
de K sobre A. La ley de composicién interna aditiva + en A estd relacionada con la ley de
composicion externa o a través de una ley distributiva mixta, y la ley de composicion interna
multiplicativa ¢ en A estd relacionada a la ley de composicién externa o a través de la la ley

asociativa mixta ao (zoy) = (eox)oy =x 0 (aoy),donde a € K, z,y € A.

Otro importante ejemplo de dlgebra, es aquella cuya ley de multiplicacién algebraica
satisface las propiedades de antisimetria y la identidad de Jacobi. Dicha &lgebra es llamada

dlgebra de Lie y serd vista con més detalle en secciones posteriores.



1.2 Semigrupos abelianos

Una estructura algebraica que es de particular importancia para el desarrollo de este trabajo
es la estructura de semigrupo abeliano. A continuacién, se estudiard este concepto y se dardn

algunas definiciones.

Definicién 1 Sea S = {1, \a, ...} un conjunto cualquiera. S serd un semigrupo si satisface

las siguientes propiedades:

a) Clausura: ¥V A, Ay se tiene A\ o Ay € S
b) Asociatividad: ¥ A1, Ao, A3 se tiene A1 ¢ (A2 ¢ A3) = (A1 0 A2) © A3

Trabajaremos con un semigrupo S = {Aa,, Aags -y Aa, } finito y discreto. La propiedad

de clausura expresada por A\, ¢ \g = A\, Ag € 9, es escrita matemdaticamente como

Aas = Ay(a,): (1.1)
Es conveniente reescribir este producto en la forma

Aag = Kag)\p, (1.2)

donde

K. { 1, cuando p = ~(a, f) (1.3)

0, en otro caso.

El simbolo Kag es llamado 2-selector y puesto que trabajaremos con semigrupos abelianos
tenemos que K,; = K,!. Una importante propiedad de los selectores K j es encontrada
haciendo uso de la propiedad asociativa del semigrupo. De la ecuacién (1.2), es directo

probar que la propiedad asociativa y la clausura del producto
()‘a)‘ﬁ) Ay = Aa ()‘B)W> ) (1.4)
es equivalente a la condicién sobre los 2-selectores

KK, = K,0K," = K,5°. (1.5)

«



De los resultados anteriores podemos ver que los 2-selectores Kag pueden proporcionar una
representacién matricial para el semigrupo, en forma andloga a como las constantes de

estructura de un dlgebra de Lie proporcionan la representacién adjunta. En efecto, definiendo

)

[/\04]5 =K/

tenemos

Nll Dl = K8 Dl = Dogan]- (1.6)

Ademads, es posible mostrar que los n-selectores satisfacen

K K, =K, K, . =K 7. (1.7)

Qa1...0p—1 Q10 Qn a1...0n

Esto significa que siempre es posible expresar un n-selector en términos de 2-selectores.
Puesto que estaremos trabajando con semigrupos abelianos, todo n-selector debe ser com-

pletamente simétrico en sus indices inferiores.

Algunos semigrupos estdan dotados de un elemento que tiene un comportamiento especial,

expresado en la siguiente definicién:
Definicién 2 5i S es un semigrupo dotado de un elemento 0; € S que satisface

0sAa = Aa0s = 0g, (1.8)
para todo A\, € S, entonces el elemento Og es llamado el cero del semigrupo.

SiS = {)\a}giol es un semigrupo dotado del elemento Og, entonces asignaremos el ele-

mento Ay, al cero,
An+1 = Os. (1.9)

Los restantes elementos, A\; = 0, ..., N son asignados a los elementos distintos a Og.



1.3 Algebras de Lie

En esta seccion se presenta la definicion y las principales caracteristicas de un importante
sistema algebraico conocido como algebra de Lie. Estas dlgebras fueron introducidas en el
siglo XIX por el matemaético noruego Marius Sophus Lie, y han tenido miiltiples aplicaciones
en fisica.

Consideremos un espacio vectorial finito dimensional g sobre un campo K. Si el grupo
del espacio vectorial es extendido a un anillo, donde la operacién multiplicativa del anillo es
dada por zQy — [z, y], es decir, la multiplicacién algebraica es una operacién antisimétrica,
entonces g es un dlgebra de Lie.

Mis formalmente, un dlgebra de Lie es definida como sigue:

Definicién 3 : Sea g un espacio vectorial en el que hemos definido una operacion:
[.] + gxg—0
(z,y) — [z, Y] (1.10)
que hace de g un dlgebra y que ademds verifica:
1. Antisimetria: [z,y] = — |y, x]
2. Identidad de Jacobi: [z, ]y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0

Se dice entonces que g es un dlgebra de Lie.

Sean M y N dos subconjuntos del dlgebra de Lie g. Denotemos con [M, N] al conjunto
de la forma [z,y] donde x € M ey € N. Si M y N son subespacios lineales de un algebra

g, entonces son véilidas las relaciones

[My + My, N] C [M;,N]+[M,, N]
[M,N] = [N, M] (1.11)
[0, [M,N]] < [M,[N,g]] + [N, g, M]]

Junto con la definicién de algebra de Lie, es importante conocer otras definiciones de

algunos conceptos que serdn mencionados en capitulos posteriores:

7



Definicién 4 : Un subespacio N del dlgebra g es una subdlgebra, si [N, N] C N.

Definicién 5 : Un sub-espacio N del dlgebra g es un ideal, si [g, N] C N. FEsto significa

que un tdeal es una subdlgebra.

Definicién 6 : Un ideal N que satisface la condicion [g, N] = 0 es llamado el centro de g.

Dado que [N, N] = 0 se tiene que un centro es siempre conmutativo.

La existencia de subélgebras o de ideales de un algebra de Lie g es reflejada en ciertas
restricciones sobre las constantes de estructura. Sea {e,...,¢€;, ..., e,} una base del espacio
vectorial del dlgebra g. Si {ey,...,ex} es una base de una subdlgebra N de g, entonces las

constantes de estructura deben satisfacer las relaciones
C.°=0, para i,j <k y s>k (1.12)
Esto es visto del hecho que si N es una subalgebra [N, N| C N, entonces
[Ni, Nj] = Cj* N

de modo que para k < s < n se tiene Cijk = 0. Por otro lado, si {ey, ..., ex} son una base

para un ideal entonces
=0, para i<k ,s>k y jarbitrario (1.13)
Esto se debe a que si N es un ideal entonces [g, N] C N , es decir

[Ni,g;]l =C;’Ny s i=1,...k j=1,...,n

Se cumplird que [g, N] C N sélo si C;;° = 0 para k < s < n.



1.3.1 Algebras de Lie Reducidas

Es interesante notar que dada un &dlgebra de Lie, es posible obtener dlgebras mas pequenas
por medio de un procedimiento que llamaremos reduccién. De la Ref.[1], tenemos la siguiente

definicién,
Definicién 7 : Consideremos un dlgebra de Lie g de la forma
g=Vod WV} (1.14)
donde {T,,} son los generadores de Vo y {T,,} son los generadores de Vy. Si se cumple que
Vo, Vil € 4 (1.15)

es decir, cuando las relaciones de conmutacion tienen la forma general

[Taoa Tbo] N Caob(fo TCO + Caobgl Tcl
[72077%1] — CZmbfljzl (1'16)
(Toy, Tyl = C’albeTcO + Calbfchl

€o

entonces las constantes de estructura C, ,  satisfacen por si mismas la identidad de Jacobi,

por lo cual la relacion de conmutacion

[7L077%0]:: C CO]LO (1.17)

apbo

corresponde por si misma a una dlgebra de Lie y es llamada “dlgebra reducida” del dlgebra

g, y serd denotada por |V,|.

Notemos que en general |Vj| no es una subélgebra de g, sino que es entendida como una

“reduccién” de g, donde V; no necesita ser un ideal.

La relacion entre dlgebras de Lie, la obtencién de nuevas dlgebras a partir de ellas y en
particular la construccién de acciones invariantes bajo estas nuevas dlgebras, es un problema
de gran interés tanto en matemdtica como en fisica. Aparte del conocido problema de
determinar si una algebra es o no una subdlgebra de otra, existen cuatro diferentes maneras
de relacionar y/o obtener nuevas élgebras a partir de una original. Esto serd revisado con

més detalle en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Expansion de algebras de Lie

2.1 Motivacion

Existen diferentes mecanismos para derivar nuevas dlgebras a partir de dlgebras ya conoci-
das. Algunos de estos mecanismos son las contracciones, deformaciones y las extensiones de
algebras. En particular, un tipo de contraccién es el procedimiento conocido como contrac-
cion de Inonii- Wigner (IW) (ver Apéndice A), introducida por Inonii y Wigner [2] en 1953.
La contraccién g. de un algebra de Lie g es realizada con respecto a una subdlgebra £y por
el reescalamiento de los generadores base del coseto g/£y por medio de un pardmetro A, y
luego tomando un limite para este pardmetro. Los generadores en g/ £, se hacen abelianos
en el dlgebra contraida g., y la subédlgebra £y C g. actia sobre ellos. Como un resultado, g.

tiene una estructura semidirecta, y los generadores abelianos determinan un ideal de g..

Otro proceso es la deformacion de dlgebras, y en particular de algebras de Lie [3], el cual
nos permite obtener dlgebras cerradas pero no isomorfas a una dada. Mediante este proceso
es posible obtener por ejemplo, el dlgebra de Poincaré como una deformacién del dlgebra
de Galileo, de manera que la deformacién se puede considerar como una herramienta para
desarrollar una teorfa fisica a partir de otra existente. Un tercer procedimiento para obtener
nuevas algebras de Lie es la extension g de un dlgebra g por medio de otra algebra A [4]. El
algebra extendida g contiene a A como un ideal y g /A ~g, pero g no es necesariamente una
subdlgebra de g. Si la extension es considerada como un problema, los datos del problema

son g, A y una accién de g sobre A. Cuando A es abeliana, el problema siempre tiene
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solucidn, la suma semidirecta g = AWg ( en cuyo caso g es una subélgebra de g ). Ejemplo
de este proceso son las extensiones supersimétricas en las cuales se agranda el grupo de

simetria espacio temporal de manera no trivial.

Todos los métodos mencionados anteriormente comparten la propiedad de conservar la
dimensién del dlgebra original. Sin embargo, se han explorado otras maneras de obtener
nuevas algebras de dimensién mayor, a partir de un dlgebra dada g. Originalmente esta
idea fue considerada por M. Hatsuda y M. Sakagushi [5], y consiste en considerar el dlgebra
g como descrita por las formas Maurer-Cartan (MC) sobre la variedad de su grupo asociado
G, y luego reescalar algunos de los pardmetros del grupo por un pardmetro A, expandiendo
las formas de MC como una serie de A\. Posteriormente, J. A de Azcérraga, J. M. Izquierdo,
M. Picén y O. Varela [6] desarrollaron un método més general que permite generar nuevas
algebras de Lie g (N, ..., V,,) a partir de un dlgebra conocida g, y es llamado el método de
expansion dAIPV.

En el ano 2006, P. Salgado, F. Izaurieta y E. Rodriguez [1] desarrollaron un método de
expansion alternativo al método de expansién en series de potencia, la S-expansiéon. A
continuacion, veremos ambos métodos de expansién y en particular, se describird con més
detalle el método de S-expansién y veremos en los capitulos posteriores su aplicacién en la
construccién de nuevas teorias para describir la gravedad, tanto en dimensiones pares como

impares.

2.2 Meétodo de expansiéon dAIPV

El uso de las formas de MC es conveniente para discutir nuevas dlgebras. La expansién
en formas de MC es un método que destaca de los otros métodos ya mencionados puesto
que aumenta el nimero de generadores del dlgebra de Lie. Estas nos permiten tratar las
algebras de Lie como un caso particular de las dlgebras diferenciales libres (p-formas) y desde
un punto de vista fisico, tener formas invariantes que son usadas para construir acciones.
El método de expansién dAIPV consiste en considerar el dlgebra original g descrita por
sus formas MC, y luego reescalar algunos de los pardmetros por un factor A\, expandiendo
después las formas MC como una serie de potencias en A, la cual debe ser truncada para

asegurar la clausura del dlgebra expandida.
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2.2.1 Reescalamiento de los parametros del grupo y método de
expansién

De la Ref.[6], sea G un grupo de Lie, de coordenadas locales g%, A =1,...,r =dimG. Sea
ahora g su dlgebra de Lie con base {74}, la cual es obtenida por los generadores invariantes
izquierdos (LI) T4 (g) sobre la variedad del grupo. Sea G la correspondiente codlgebra, y sea
{wA (g)} ,A=1,...,r = dim G la base dual determinada por las 1-formas de Maurer-Cartan
sobre G. Entonces, cuando la base {T4} satisface el paréntesis de Lie [T, Tg] = C 45 T4,

se satisfacen las ecuaciones de MC
1
dwc+§CABCwA/\wB:0 (2.1)
Tenemos que la redefinicién
gt — A\ (2.2)

de alguna coordenadad g” producird una expansién de la 1-forma MC w* (g, A\) como una
suma de 1-formas w4 (g) sobre G multiplicados por la potencia correspondiente A* de ),

a saber =
wh(g,)) = Y 2w (g). (2.3)
a=0

El caso mds simple de expansién en serie de potencias se obtiene cuando el dlgebra g se
descompone en la suma de dos subespacios vectoriales.

Sea una descomposicién de g en una suma de dos subespacios vectoriales
g=VooW (2.4)

con Vp, V4 generados por las formas de MC w? (g), w™ (g) de § donde los indices corre-

sponden, respectivamente, a los pardmetros no modificados y modificados, es decir,

gho s gho g s Ag™

Y

. Ag(A) =1,....dimV (dim 1) (2.5)

Este reescalamiento de las coordenadas del grupo, permite expandir las formas de MC en

una serie de potencias en términos del factor A,
W (g,0) = Y AWt (g) (2.6)
a=0
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Insertando (2.6) en (2.1) obtenemos que

o0 1 oo oo
Z/\de((?ﬁ/) + §OABC (ZXXW(AVQ)) A (Z)\ﬁw(&ﬁ)) =0
=0 a=0 8=0

Z)\V [dw G 4 CAE? ZdaJrﬁwAa)/\w(B”B)] =0 (2.7)
=0

Esto implica que los coeficientes 1-formas w4 satisfacen

dw(©M 4 C’ mew(A’Q) AwBB) — (2.8)
0 si o+
CA 5a+6 C : ’ 7& !
CLf5 sia+ =7
o bien,
dw(©) 4 C(Aa r (@), (Aa) A (BB _ (2.9)

que corresponden a las ecuaciones de Maurer-Cartan para el dlgebra expandida. La expan-
sién en serie de potencias para dlgebras de Lie con otras estructuras mas complejas pueden

verse en detalle en Ref.[4].

2.3 Meétodo de S-expansién

El método de expansién de dlgebras de Lie es un procedimiento para obtener nuevas dlgebras
de Lie a partir de una dada. La idea principal de este método es generalizar en una manera
natural el procedimiento de contracciéon de Inonii-Wigner, donde en lugar de multiplicar
los generadores por un pardmetro numérico, dichos generadores sean multiplicados por los
elementos de un semigrupo abeliano.

A continuacidn, se revisaran los principales aspectos del procedimiento de la S-expansion
desarrollado en la Ref.[1]. La S-expansion se basa en la combinacién de las constantes de
estructura de un dlgebra de g con la ley de multiplicacién interior de un semigrupo S, para

definir el paréntesis de Lie de una nueva dlgebra S-expandida & = S X g.

Teorema 1 Sea S = {\,} un semigrupo abeliano finito con el 2-selector Ka; y sea g un

dlgebra de Lie con base {T4} y constantes de estructura C,,5. Denotamos un elemento
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base del producto directo S x g por Tian) = AaTa y consideremos el conmutador inducido
[T(A@),T(Bﬁ)] = Mg [T4, TB]. Luego, S x g también es un dlgebra de Lie con constantes
de estructura

07
Corayzs | =Kag'Cas’ (2.10)

Prueba La prueba de este teorema se puede encontrar en la Ref.[1] m

Junto con este teorema, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 8 : 57 S es un semigrupo abeliano y si g es un dlgebra de Lie, entonces el
dlgebra de Lie definida como & = S x g es llamada “dlgebra expandida de g” o “dlgebra

S-expandida de g”.

En general, para obtener un dlgebra a partir de otra, tal como en el caso de la contraccion
de Inonii-Wigner, lo que se hace es multiplicar los generadores por un cierto pardmetro y
después llevar a cabo un proceso como el de tomar un limite. La S-expansién es vista
como la generalizacién natural de esta idea donde en lugar de multiplicar los generadores
por un parametro numérico, los generadores se multiplican por elementos de un semigrupo
abeliano. Un &lgebra S-expandida es entendida como una copia del dlgebra original g para
cada elemento del semigrupo.

Para poder encontrar estructuras més complejas debemos obtener dlgebras mas pequenas

a partir del dlgebra S-expandida, es decir, subdlgebras y édlgebras reducidas.

2.3.1 Algebras 0,-reducidas

Cuando el semigrupo S estd dotado de un elemento Og, entonces los correspondientes 2-
selectores toman una forma particular, lo cual tiene como consecuencia que el dlgebra S-
expandida tome una forma especial.

Si denotamos con A\yy1 = Og al elemento cero y a los elementos distintos de cero con \;,
donde 7 = 0,1, ..., N, tenemos que de acuerdo con la definicién (1.3) los 2-selectores satisfacen

las condiciones

Jj J _
K',N+1 - KN+1,Z' =0

N — K N =1 (2.11)

Ki,N—H



KN+1,N+1J =0
Kypnn 7 =1 (2.12)

Esto significa que el dlgebra S-expandida & = S X g

[Ttaa) Tp) = Kag Cap” Tica (2.13)
se puede desdoblar como
[Ttan, Tisgp) = KifCuasTiew + K" Cup T (2.14)
[T+ Tiep) = Cas Tiew+y (2.15)
[Tant1), Tipneny] = Cur’ Tien+1) (2.16)

y como se demuestra en ref.[1], el conmutador
[Ttan Te.p)] = Kif Cap” Tiow (2.17)

define un dlgebra reducida de & = S X g, llamada dlgebra de Lie 0g-reducida.
De (2.14),(2.15) y (2.16) resulta evidente que en este caso particular, la reduccién es

equivalente a imponer la condicién
Tianyr) = 0514 =0 (2.18)
Asi, tenemos la siguiente definicién:

Definicion 9 : Sea S un semigrupo abeliano dotado de un elemento cero Og y sea ® = Sx g
un dlgebra S-expandida. FEl dlgebra obtenida imponiendo la condicion 05Ty = 0 sobre g es

llamada dlgebra Og-reducida.

De esta manera, la reduccién implica la extracciéon de un dlgebra mas pequena desde un
dlgebra de Lie g cuando se cumplen ciertas condiciones. Sin embargo, cabe destacar que a
pasar de la similitud superficial de los conceptos, un dlgebra reducida, en general, no es una

subdlgebra de g.
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2.3.2 Subdlgebras Resonantes

En la Ref.[1] fue desarrollado un método para extraer subédlgebras de un dlgebra S-expandida,
en el cual se introduce el concepto de resonancia. Veamos con més detalle dicho proced-
imiento.

Consideremos un élgebra de Lie g provista de una descomposicién en subespacios

g =DV, (2.19)

pel

donde [ es un conjunto de indices. Puesto que el dlgebra es cerrada, para todo p,q € I es
posible definir 7,4 C I, tal que
Ve, Vol © @D Vi (2.20)
T€%(p,q)

Sea ahora S un semigrupo provisto de la siguiente descomposicién

S=US, (2.21)
pel
(donde I es es mismo conjunto que se usé en la descomposicién en subespacios de g), tal que
se satisface
Sp xSy C () Sr (2.22)
T€%(p,q)

donde el producto de subconjuntos es definido como
Sp x Sy ={X, € Stal que Ay = Ay, A, cON Ao, € S, A Ao, € Sy} (2.23)

Cuando esta situaciéon ocurre diremos que la descomposicién (2.21) estd en resonancia con
la descomposicién (2.19).

Tenemos asi el siguiente teorema:

Teorema 2 : Sea g = @V, una descomposicion en sub-espacios de g, con una estructura
pel

dada por
Vo, Vil € SBVr
"S(p,q)

y sea S = |J S, una descomposicion resonante del semigrupo abeliano S, es decir una de-
pel
scomposicion del tipo

S, xS, C NS,

T€%(p,q)
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Si W, =S, xV,, p €I son subespacios de & = S x g, entonces
Gr = @ Wy
pel

es una subdlgebra del dlgebra expandida &.

El algebra de Lie ; = @pe ; W, obtenida es llamada subdlgebra resonante del algebra
S-expandida & = S x g.

El teorema de subdlgebras resonantes es una herramienta de gran interés para generar
nuevas dlgebras partir de g. El problema de encontrar subdlgebras de & = S x g se convierte

en el problema de encontrar una particién resonante de S.

2.3.3 Reduccion Resonante

Hemos visto que no sélo es posible encontrar subdlgebras utilizando la idea de una descom-
posicién resonante sino que también es posible reducir dlgebras tal como queda establecido
en el siguiente teorema:

Teorema 3 : Sea & = PS5, x V, una subdlgebra resonante del dlgebra S-expandida & =

pel
S X g, es decir, sea Br un dlgebra que satisface las condiciones

ViVl ¢ @V (2.24)
T€i(p,q)

Sp xSy < 5, (2.25)
T€%(p,q)

A V
Sea S, = S, U S, una particion de los subconjuntos S, C S que satisface las siguientes

condiciones
VAN

V Vv A A
Sy,NS,=2 ; S,xS,C ) S» (2.26)
"€ip,q)
A Vv \
FEsta descomposicion de los subconjuntos S, = S, U S, induce la descomposicion &r = Spd®

A
Br en la subdlgebra resonante, donde

Gp = L%V, (2.27)

N

A
®R = Sp X ‘/p (228)



Si se cumplen las relaciones (2.26) entonces
\% A A
{@R, @R] C O

\Y
por lo que, de acuerdo con la definicion de dlgebra reducida, tenemos que g es un dlgebra

reducida de la subdlgebra resonante & p.

Prueba : La demostracién de este teorema se puede encontrar en la Ref.[7] m

Una consecuencia del teorema anterior es el hecho que el preocedimiento de Og-reduccién
se puede aplicar sobre subdlgebras resonantes, como se muestra en el siguiente corolario:
Corolario 1 : Sea S un semigrupo dotado de un elemento Og, y sea & = @S, x V, una

pel
subdlgebra resonante de & = S x g, tal que para cada subconjunto S,, Og € S,. Entonces la

AN V A Vv

descomposicion S, = S, U S, con S, ={0s} y S, =S, — {0s} satisface las condiciones ecs.
\%

(2.26) y por lo tanto |Br| corresponde a un dlgebra reducida & que serd llamada dlgebra

0s-reducida de Gg.

Prueba : Ver capitulo 4 de Ref.[7] =

2.3.4 Expansiéon con S = SgEN)

En el caso de la expansién en formas de MC, vimos que el caso mds simple era cuando el
dlgebra de Lie g se descompone en la suma de dos subespacios vectoriales, es decir, cuando
g = Vo® V. En este caso, el Teorema 1 de la Ref.[6] nos dice que las constantes de estructura

del algebra expandida son

Ciaiy B.) (0 = { ((); c S.l Z +]. 7 (2.29)
W5, Sli+j=k
donde los indices i, j, kK = 0, ..., N corresponden a 6rdenes en la expansion en serie, y N es el
orden del truncamiento.
Ahora bien, estas constantes de estructura son reobtenidas en el contexto de la S-
expansion, cuando se hace una eleccién particular del semigrupo, al que llamaremos S(EN), y
aplicando una Og-reduccién.

El procedimiento de S-expansién con S = ng) consiste en
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1. Llevar a cabo una S-expansién haciendo uso del semigrupo S = S;EN)

2. Encontrar una particién resonante para S = SSEN) y construir la subédlgebra resonante
Bp.

3. Aplicar una Og-reduccién a la subdlgebra resonante.

Hemos visto que si S = {Aays Aags -y Aa, } €8 un semigrupo finito y discreto, entonces el

producto en S es escrito como A, © \g = Ay(a,8) = K4 Ay, y donde

K 1, cuando p=v(a,f)
o 0, cuando p # y(a, B)

Denotaremos con S](EN) al semigrupo
SN = Do, AL s Avs Avaat = {Aa,a=0,1,.. N, N + 1},
dotado de la regla de multiplicacién

Moo A — Aotp, Sia+B<N
Ant1, Sta+B>N+1

lo cual significa que

K P—

A i <N
ag{ v | SLOH S (2.30)

Onyhs sia+f>N+1
De la ecuacién A, © A\g = Anii(atp) Podemos ver que Ay corresponde al elemento

cero de SQEN), Ani1 = Og.
Para obtener las constantes de estructura correspondiente a la S](EN)—expansién de un

dlgebra de Lie g, consideremos las constantes de estructura para el dlgebra S-expandida

Cu
C(Ava)(B,,B)( K = Ka WCABC' (231)

A partir de esta ecuacién, tenemos que las constantes de estructura para el dlgebra S](EN)—

expandida corresponden a

PCLS, sia+B<N

C (Cyy) _ 5&4—5
(A,0)(B,8) S iCLf,  sta+B>N+1

19



donde o, 8,7y =0,1,..., N + 1.
El paso siguiente consiste en imponer la condicién de Og-reduccién. En efecto, imponiendo

la condicion A\yy17T4 = 0, las constantes de estructura toman la forma

C O =5, k0§ (2.32)

(A,0)(B.j)

donde 7, j,k = 0,1,..., N, que son exactamente las constantes de estructura (2.29). Por lo
tanto, la Og-reduccion del dlgebra SJ(EN)—eXpandida, 6 = S](EN) X g coincide con la expansién

en formas de MC para un dlgebra g.

2.3.5 Subdlgebras Resonantes con S = S](EN)

Un caso muy interesante ocurre cuando g = V& Vi, siendo Vj una subdlgebra y V; un coseto

simétrico. Sea g = V@ Vi una descomposicién de g en subespacios tal que

Vo, Vo] € W
Vo,Vi] € W (2.33)
Vi,i] ¢ W

Consideremos un dlgebra S-expandida & = ng) x g. Un particién resonante de SEN) es dada

por SJ(EN) = SoU S, con N arbitrario, donde

N
Sy = {)\gm, conm=0,1,..., {E]}U{/\NH}

N-—1
Si = {)\2m+1> conm=0,1,.., {T} } U{)\NJrl}

Esta particion de SSEN) es resonante con respecto a la estructura del dlgebra (2.33) ya que

satisface la condicién
Sp X Sy C ﬂ Sy
T€Lp,q)

que para este caso es escrita explicitamente como

S[) X SO C So (234)
S[) X Sl - Sl (235)
Sy xS C S() (236)

20



Asi, siguiendo el Teorema 2, si Wy = Sg x Vo y Wi = 51 x V] tenemos que
Spr=Wo W,

es un algebra resonante de &. Debe ser notado que es la estructura de los subconjuntos Sy
y 57 la que determina la forma de la subdlgebra resonante &p.

Una vez obtenida la subdlgebra resonante, el tltimo paso para reproducir el resultado
obtenido con el método dAIPV, es realizar una Og-reduccién de &g, con Ay = 0g. Esto

significa que la reduccién es equivalente a imponer la condicién Ay 174 = 0.

2.3.6 Tensores invariantes para dlgebras S-expandidas

Encontrar todos los tensores invariantes para una cierta dalgebra no es solamente un prob-
lema matemdtico importante, sino que también uno fisico. En efecto, un tensor invariante
es un ingrediente clave en la construccion de formas Chern-Simons, las cuales pueden ser
usadas como lagrangianos de gauge para un grupo de simetria dado en una dimensién impar
arbitraria.

Un procedimiento estdndar que nos permite obtener un tensor invariante es hacer uso
de la traza en alguna representacion matricial de los generadores del dlgebra. Sin embargo,
este método tiene limitaciones para el caso de dlgebras 0g-reducidas.

Por otro lado, una de las ventajas del método de S-expansién es que éste nos proporciona
un tensor invariante para el dlgebra S-expandida & = S X g en términos de un tensor

invariante para g [1].

Teorema 4 : Sea S un semigrupo abeliano, g un dlgebra de Lie de base {Ta}, y sea

(T4, -+ Ta,) un tensor invariante para g. FEntonces, la expresion

<T(A110¢1) e T(Anyoén)> = Oé’YKOq-“an 7 <TA1 e TAn> (237)
donde o, son constantes arbitrarias y K, ., 7 es el n-selector para S, corresponde a un

tensor invariante para el dlgebra S-expandida & = S X g.

Prueba La demostracién de este teorema se puede revisar en detalle en la Ref.[1]. =

Por otro lado, dado un tensor invariante para un algebra, sus componentes valuadas en

una subdlgebra son por si mismas un tensor invariante para la subdlgebra. Para el caso
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de subdlgebras resonantes, y siempre que todos los o, ’s sean distintos de cero, el tensor
invariante para la subdlgebra resonante nunca se anula. De hecho, dada una particién

resonante S = | J, .; Sy, y denotando la base de V,, como {Tap}, las componentes & p-valuadas

pel

de (2.37) son dadas por

<T(ap1 70‘171) T T(U‘Pn7apn)> = a’YK T Tapl o Tapn> ) con )\ap € Sp (238)

Qpy ---QApp,

Estas componentes forman un tensor invariante para la subdlgebra resonante &z = @pe 7 SpX
V,. Puesto que S es cerrado bajo el producto (1.1), para cada eleccién de indices oy, , ..., o,

n

7 =1,y asi (2.38) no se anula.

siempre existe un valor de v tal que Ko, ..

Sin embargo, como habiamos mencionado anteriormente un dlgebra 0g-reducida no es
una subdlgebra, y por lo tanto, las componentes valuadas en el dlgebra Og-reducida de las
expresiones (2.37) 6 (2.38), no conducen a un tensor invariante. El siguiente teorema, nos
ofrece una solucién entregdndonos una expresién general para un tensor invariante para un

dlgebra Og-reducida.

Teorema 5 : Sea S un semigrupo abeliano con elementos no nulos N\;, i = 0,...,N, y
Ani1 = 0g. Sea g un dlgebra de Lie de base {Ts}, y sea (T, ---Ta,) un tensor invariante

para g. Entonces, la expresion
(Tearin) - Timin) = K i P (T, -+ Ta,) (2.39)

donde o son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el dlgebra Og-

reducida obtenida desde & = S X g.

Prueba Ver Ref.[1] para una demostracion detallada. m

Para la Og-reduccién de una subélgebra resonante, obtenemos que

<iT(ap1 ,ipl) T T(‘lpnaipn)> = OéjKipl---iziL <ﬂp1 T ﬂpn> ) con Aip S SP (240)

es un tensor invariante para el dlgebra Og-reducida de & = @pe 1 Sp X V.
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2.4 Formulacién dual de la S-expansion

Como vimos en la seccién anterior, el método de expansién de un &dlgebra de Lie implica
encontrar una nueva algebra mdas grande & a través de una serie de pasos bien definidos,
desde un dlgebra de Lie original g. En particular, vimos que la llamada S-expansién involucra
el uso de un semigrupo abeliano finito S para lograr esta tarea. Por otro lado, se estudié
el método de expansion en serie de potencia, en el cual las 1-formas de Maurer-Cartan eran
expandidas en un pardmetro A. En Ref.[8] se estudi6 el procedimiento de S-expansién en
el contexto de la variedad de grupo y de esta manera se desarrolla una formulacién dual del
método de S-expansion.

De Ref.[8] sabemos que para cada semigrupo abeliano S y un dlgebra de Lie g, el producto

® = 5 X g es también un &dlgebra de Lie, con un paréntesis de Lie dado por

[Tia0: Tw) = Kop” Cas” Tico (2.41)
Esto a su vez, significa que debe ser posible interpretar esta algebra de Lie S-expandida &
desde el punto de vista dual de las formas de MC. En efecto,

Teorema 6 : Sea S = {\,,a =1,...,n} un semigrupo abeliano finito y sean w* las formas

A7a)

de MC para un dlgebra de Lie g. Entonces, las formas de MC w' asociadas con el dlgebra

de Lie S-expandida & = S x g estardn relacionadas a w* por

hos b Y (2.42)
Por definicion, estas formas satisfacen las ecuaciones de MC
1
dw(@ + 5 Kas 7C 5w A wBh) = 0. (2.43)

La demostracién de este teorema es directa. En efecto, si multiplicamos (2.43) por A\, y

usamos la definicién del 2-selector Kaﬁv, a saber \,A\g = K 57)‘77 obtenemos

1
Ay dw(cm+§KQB”OABCw<Ava>w<Bﬁ> _— (2.44)

1
d @ @] 4+ 2C 5" Paw™] Paw®P] = 0. (2.45)

Luego, la identificacién requerida es obtenida comparando (2.44) con las ecuaciones de MC

para g.
Notemos que la relacién mostrada en la ecuacion (2.43) es andloga al método de expansion

en serie de potencias desarrollado en [6].
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2.4.1 Og-reduccién en dlgebras de Lie S-expandidas

En ref.[8] se desarrollé ademds, la formulacién dual para el proceso de Og-reduccién en un
dlgebra de Lie S-expandida &, formulada en el lenguaje de las formas de MC.
Sea S ={\,i=1,..., N}U{Ans1 = 0g} un semigrupo abeliano con elemento cero. Las

formas MC expandidas w® son dadas por
w? = X\w + 0504 (2.46)

donde ©* = WANFY,
En la seccién anterior vimos que KZ.J’»“C’ 5 eran las constantes de estructura para el

dlgebra S-expandida Og-reducida &g, cuyos generadores 7|4 ;), satisfacen
[Tai Tw.p)] = Kij Cag Ticm) (2.47)
En el lenguaje de las formas MC, esto es equivalente a lo que establece el siguiente teorema,

Teorema 7 : Sea S = {N\,i=1,..,N} U{Ay1 =05} un semigrupo abeliano con ele-
mento cero y sean {w(A’i),i =1, ...,N} U {w(A’NH) = &JA} las formas MC para el dlgebra
S-expandida & = S x g de g por el semigrupo S. Entonces, {w(A’i),i =1,.., N} son las
formas MC para el dlgebra S-expandida 0g-reducida S .

La demostracion del teorema es vista como sigue: Las formas MC para el dlgebra S-
expandida & satisfacen las ecuaciones de MC (2.43), y considerando las componente v = k,

tenemos que

1
dw(CR) 1 §KaﬁkcA§W(A’a)W(B7ﬁ) —0. (2.48)
Si realizamos la suma sobre o y 8 y notando que Ki,Nfi = KN+1,I; = KN+1,NJ£€1 = 0,
obtenemos
1 . A
dw(CR) 1 §KijkCABCW(A7Z)W(B’]) =0, (2.49)

lo que nos muestra que {w(A’i),i =1,.,.N } son las formas MC para el dlgebra de Lie cuyas

constantes de estructura son K;;*C, .
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Parte 11

Gravedad en altas dimensiones
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Capitulo 3

Formulacion de primer orden de la

gravedad

3.1 Relatividad General en el formalismo de Einstein

La Teorfa de la Relatividad General describe la gravedad como una manifestaciéon dindmica
de la geometria del espacio-tiempo. Pero ;qué se entiende por geometria de espacio-tiempo?.
La geometria es a veces entendida como el conjunto de afirmaciones que pueden ser realizadas
sobre puntos, lineas y subvariedades de dimensién mas alta embebidas en una variedad dada
[9]. Esta idea es usualmente vista como codificada en el tensor métrico g, (x), el cual

proporciona la nocién de distancia entre puntos vecinos z* y x* 4 dx*,
ds* = g, dz"dz” (3.1)

Este es el caso de geometria Riemanniana, en la cual todas las propiedades relevantes
definidas sobre la variedad (longitud, drea, volumen, etc.) pueden ser construidas a par-
tir de la métrica. Las componentes coordenadas de este tensor corresponden al producto

punto entre los vectores 9, de la base coordenada,

G = ap ' au (32)
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La ecuacién (3.2) nos permite conocer el producto punto entre dos vectores arbitrarios A y

B, a través de
A-B = (A"9,)-(B"0,)
= A"BY(0,-0,)
= gu.A'B". (3.3)
Sin embargo, deberfa hacerse una diferencia entre las caracteristicas métrica y afin del
espaciotiempo. Por un lado, la propiedad afin define la nocién de transporte paralelo,

mientras que la nocién de distancia y de como son medidas las distancias en la variedad, son

descritas por la propiedad métrica.

En geometria diferencial, el concepto de paralelismo estd codificado en la conexién afin
'3, (z): un vector § (x + dx; r) serd paralelo al vector £ (r + dx), si sus coordenadas estdn

relacionadas por transporte paralelo,

§ (x+dz;z) = € (v +dr) + da:“Fo‘Mﬁfﬁ (x)
= & (o) + dw [9,6% + T2 58" (2)] - (3.4)

La expresion entre paréntesis en (3.4) corresponde a la derivada covariante de £ con respecto

a la conexién I'}5, a la que denotaremos por
D&% = 0,6 + T8, (3.5)

En la geometria de Riemann, y por lo tanto también en Relatividad General, se requiere que

la conexién afin sea simétrica en sus indices inferiores, es decir,
(o3 _ (63
ws = L gy (3.6)
La ecuacién anterior expresa la anulacién del tensor de torsion,
[e% J— « «
pB — T ub By <3‘7)

La conexién affn I'j satisfaciendo (3.6) es conocida como conexién o simbolo de Christoffel,

y es escrita como

1
s = 59'” (0928 + O9ru — OrGup) - (3.8)
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Asi, en la formulacién original de Relatividad General, Einstein consideré que la métrica
del espaciotiempo deberia ser el tinico campo dindmicamente independiente, mientras que la
conexioén afin deberfa ser una funcién de la métrica, como lo muestra (3.8). Sin embargo,
es importante notar que si consideramos que estas propiedades no son independientes, es
necesario introducir un constraint: el tensor torsién se supone nulo en toda la variedad.
Usando la definicién (3.5) es posible calcular como actia el conmutador de dos derivadas
covariantes sobre un vector %,
[‘Dl“ DV] é’a = aﬁpy€B - Ti\LV‘DASa (39)

(e

5 €8 conocido como el tensor de

donde T 2

curvatura de Riemann, el cual viene dado por

, corresponde al tensor de torsién (3.7) y R

« — a « « A a A
B:U'V = aul_‘ l/ﬁ _— 8VF IU'/B _|_ F /'L)‘F l/ﬁ —— F V)\F /1/6 (310)
Definimos ademaés,
RMV = Roléwcu
R = gm/R;w

los cuales son conocidos como el tensor de Ricci y la curvatura escalar de Ricci, respectiva-

mente.

3.1.1 Accidon de Einstein-Hilbert

Es un hecho bien conocido que las ecuaciones de campo de Einstein (en el vacio)

1
R,uu - §g/wR = 07 (311)

pueden ser obtenidas a partir de un principio variacional
Sy = /d4x£g = /d4x\/—ng. (3.12)

donde g = det (g,,) < 0 es el determinante del tensor métrico. Puesto que las ecuaciones
de campo contienen derivadas de la métrica hasta segundo orden, tenemos que el escalar

L, debe contener sélo a las componentes del tensor métrico g, y sus primeras derivadas a
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través de la conexién affn I',,. No obstante, no es posible construir un escalar invariante a
partir s6lo de g, y I'Y,,. En 1915, este problema fue solucionado por el matemdtico alemén
David Hilbert. Supongamos que L, sea un escalar invariante que ademds de contener g,,
y sus primeras derivadas, contiene también segundas derivadas. De todos los escalares de
curvatura que pueden formarse en cuatro dimensiones, Hilbert escogié la curvatura escalar de
Ricci R, dado que es el dnico lineal en la segunda derivada de g,, y nos provee de ecuaciones

de segundo orden para la métrica. Asi tenemos que
S = / d*z\/—gR. (3.13)

La variacién de la accién nos conduce a las ecuaciones de campo de Einstein (3.11).

Hasta ahora, hemos revisado la formulacién de Relatividad General considerando que
las propiedades métrica y afin no son independientes. Para esto fue necesario introducir
un constraint: el tensor torsién se supuso nulo en toda la variedad. Sin embargo, estas
propiedades pueden ser consideradas como nociones independientes.

En las siguientes secciones se revisard brevemente la formulaciéon de la Teorfa de la
Relatividad General, considerando la independencia de las propiedades de metricidad y
paralelismo. Este formalismo es conocido como gravedad de Cartan (cuando se trabaja

con formas diferenciales) o formalismo de Palatini (en la formulacién tensorial).

3.2 El vielbein y la conexién de spin

Anslogamente a Ref.[9], consideremos el espacio-tiempo como una variedad suave D-dimensional,
M. En cada punto x € M hay definido un espacio tangente plano D-dimensional T}, el cual

es una buena aproximaciéon de la variedad M sobre un conjunto abierto en la vecindad de

x de signatura lorentziana (—, 4+, ...4). Esto significa que hay una manera para representar
tensores en M por tensores en T, y viceversa.

Si consideramos un sistema coordenado z* definido sobre alguna regién de la variedad
que contenga al punto x, entonces dicho sistema coordenado induce una base para el espacio
tangente en X dada por los vectores 0; = 0, (). Estos vectores corresponden a las derivadas
direccionales a lo largo de la curva de pardmetro z' = x# (z), y la base es llamada base

coordenada.

29



Como ya fue mencionado, el producto punto entre dos vectores de la base coordenada es

dado por las componentes coordenadas del tensor métrico (ver ec.(3.2)):
ai . 8j = Gij, (314)

lo que nos muestra que en general una base coordenada no es ortonormal. No obstante, si

consideramos el siguiente cambio de base
eq = €',0; = Og, (3.15)

siempre es posible encontrar una base ortonormal para 7). (M). En efecto, la transformacion
de coordenadas z® = 2% (z# (z)) = 2% (z'), nos conduce de un sistema coordenado arbitrario a
uno que es ortogonal en el punto x, de tal manera que e, = J, es el vector tangente asociado
a la linea coordenada 2. El producto punto de los vectores de la nueva base coordenada es
dado por

Ca- ey = €€ (0, 0;) = €'y gij = 11y (3.16)

donde 7,, corresponde a la métrica de Minkowski y los €, son las matrices de cambio de
base. Asi, la métrica en el sistema coordenado que genera la nueva base coordenada {J,}
es diagonal y es elegida a ser la métrica 7,, en el punto x.

Por otro lado, siempre es posible encontrar las matrices de cambio de base inversa e, tal

que
o=y etipy (3.17)

las cuales satisfacen
e“ieib = 0y, (3.18)
e, = 5; (3.19)

Ademds, estas matrices pueden ser escritas explicitamente como
a _ . ab_j
€ =1 €4Yij> (3.20)

de donde vemos que

9ij = €%€" Ny (3.21)
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Recordemos que en cada punto x € M hemos definido un espacio tangente plano d-dimensional
T, el cual es una buena aproximacioén de la variedad M sobre un conjunto abierto en la vecin-
dad de z. La relacién precisa entre M y la coleccion {T,} es dado por un isomorfismo e, el

que se puede realizar como la transformacion,

0z®
a : 3.22
€ ox’ ( )

Las matrices €%, con a = 1, ..., D = dim M son llamadas vielbein. Notemos que en el
caso de Relatividad General, en la cual consideramos el espacio-tiempo a ser una 4-variedad,
los €% son llamados vierbein o tétradas.

La definicién (3.22) implica que e transforma como un vector covariante bajo difeo-
morfismos sobre M y como un vector contravariante bajo rotaciones locales de Lorentz de
T., SO(D —1,1). En efecto, bajo una transformacién de Lorentz, los vielbein transforman
como

et — e/? = ebi, (3.23)

donde A (z) € SO(D — 1,1). Por definicién del grupo de Lorentz, las matrices A (z) dejan

la métrica en el espacio tangente sin cambios,

AZ (@) AG (2) Doy = Neg. (3.24)

Ademis, tenemos que la ec. (3.21) sigue siendo valida para e'¢ si las matrices A (z) satisfacen
la condicién (3.24). Asi, podemos decir que la métrica g;; es invariante bajo (3.23) si las
matrices de Lorentz Af () satifacen (3.24).

Definimos ahora las 1-forma vielbein como

e’ = e dat. (3.25)
las cuales actian sobre T, (M) y son las 1-formas duales de la base coordenada {0,}. En
cuatro dimensiones (3.25) es llamado vierbein.
Es directo mostrar que las 1-formas e® transforman como un vector bajo transformaciones
locales de Lorentz,
et — e =AY (z)e (3.26)

En cada punto del espacio-tiempo es posible realizar la transformacién (3.26) independien-

temente tal que la métrica g;; permanezca sin cambios.
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Si consideramos la derivada exterior de e*, dada por de®, vemos que ésta transforma bajo

transformaciones locales de Lorentz como
de® — (de®) = dAf (z) e® + AY (x) de” (3.27)

de donde vemos que la transformacion es lineal pero se introduce el término no homogéneo
dAgeb. Luego, podemos postular una derivada covariante exterior , D, y exigimos que De®

transforme covariantemente bajo transformaciones locales de Lorentz,
De” — (De®) = A (z) De® (3.28)
Definimos la derivada covariante exterior para el vielbein como
De = de® + we?, (3.29)

donde w9 es llamada la 1-forma conexién de spin, y presenta la siguiente ley de trans-

formacién

Wl — W' =A% (z) A (@) w + AL (7) dAS (7). (3.30)

3.3 Grupo SO(D —1,1) y tensores invariantes

El grupo SO(D — 1,1) tiene dos tensores invariantes, la métrica de Minkowski, 7., y el
tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico, €,,4,..ap- Estos tensores estdn definidos
por la estructura algebraica del grupo de Lorentz y por lo tanto, son los mismos en cada
espacio tangente. Consecuentemente, éstos deben ser constantes a través de la variedad

M :dn, = 0 = deégyayap- Ademds, como son invariantes deben también ser constantes

covariantemente,
dng, = Dng =10 (3.31)
d€giagap = De€gragan =0 (3.32)
donde
Dnjgy = dngy — WyNae — WMy (3.33)

Esto implica que la conexién de spin satisface las siguientes identidades

nacwcb = _ncbwcaﬂ (334)

b b bp _
€bras-apWa; T€arbyapWi, T+ €agagbpw’D = 0 (3.35)
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Notemos que la relacién (3.34) restringe a la conexién de spin a ser antisimétrica en sus

indices de Lorentz, w.,, = —Wpq-

3.4 Ecuaciones de estructura: Curvatura y Torsién
Se define la 2-forma torsién 7 como la derivada covariante de la 1-forma vielbein,
T = De” = de® + we, (3.36)

la cual involucra tanto al vielbein como a la conexién de spin.

Consideremos ahora la derivada exterior covariante de la 2-forma torsién
DT® = DDe® = d(De*) + w® De.
Después de un simple cédlculo se muestra que
DT® = (dw? + wws) €, (3.37)
donde el factor entre paréntesis es definido como la 2-forma curvatura
% = dwf + wow (3.38)
Asi, podemos reescribir (3.37) como
DT® = R%¢". (3.39)

Las ecuaciones (3.36) y (3.38) definiendo la 2-forma curvatura y la 2-forma torsion, respec-
tivamente, son llamadas ecuaciones de estructura debido a que éstas describen la estructura
geométrica de la variedad M. Es directo ver que estas 2-formas satisfacen las siguientes
1dentidades de Bianchi,

DT* = R%c, (3.40)
DR% = 0. (3.41)

La eleccién de los nombres torsién y curvatura para 7 y R tiene su justificacién, y se puede

ver como sigue. Escribamos las ecuaciones (3.36) y (3.38) en términos de sus componentes
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en la base coordenada {0;},

a 1 a % j
T = §Tijda: A dz? (3.42)
a 1 a 7 j
donde
T = Die% — Djefy = 0% — ;e + w“biebj — w“bjebi (3.44)
Rabij — alwab] - ajwaln + waciwcbj - wacjwcbi (345)

Luego, haciendo uso de la matriz de cambio de base ¢ y su inversa e’;, es posible escribir

lo siguiente,

k ka

Tij = € Tij
o k a k a k b, 6 a k b a
= e, 0% —e, 0;e% +e, e wh — e, W, (3.46)

! _ b pa

Rmij = €€ ity

o I b a a a c a c
= e e (@w b — OjWh; + wiuw,; — wiw bi) (3.47)

De este modo, podemos encontrar una relacién entre estas componentes con la definicién

mds familiar de los tensores de torsién y curvatura del cédlculo tensorial, dados por

le'j = sz‘j = ijz’a (3.48)
l l l l n l n

En efecto, comparando (3.46) con (3.48) vemos que la identificacién
k k a a b
I =e, (@ej +w biej) (3.50)
nos permite igualar el tensor de torsién T’;fj con las componentes sobre la base coordenada
{0;} de la 2-forma torsiéon 7. Ademds, si reemplazamos (3.50) en la expresion del tensor
de curvatura (3.49), es posible mostrar que dicho tensor corresponde exactamente a las

componentes coordenadas de la 2-forma curvatura R9.

Es interesante notar que la expresién (3.50) se puede rescribir en la forma
Vie®, = 0;e" + whe’, — T e = 0, (3.51)

es decir, la identificacién (3.50) equivale a exigir la anulacién de la derivada covariante del

vielbein.
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3.5 Accion de Einstein-Hilbert en el formalismo de

Cartan

En el contexto del formalismo de Cartan la accién de Einstein-Hilbert (EH) es dada por :
Sgll)_l = / eabcdRabeced, (352)
M

donde R® = dw® + ww® es la 2-forma curvatura y e® es el vierbein. Ademds, se ha usado
un sistema de unidades tal que x = 1, con k la constante de acoplamiento gravitacional. La
accion (3.52) es equivalente a la accién de EH en el formalismo tensorial (3.13) (ver Apéndice
B).

Consideremos ahora la variacién de la accién (3.52). La anulacién de 55};}1 para varia-
ciones arbitrarias de e® y w®, nos conducird a las ecuaciones de movimiento. En efecto, sea

la variacién de la accién de Einstein-Hilbert
5SS = / €apead R* e’ + / €apeaR""6 (e°€?) (3.53)
Consideremos la primera integral en (3.53). El integrando se puede escribir como
apcdd R = €gpeaD (5w“b) e“e, (3.54)
donde hemos usado que

SR™ = § (dw™ + ww®)
= d(0w™) + (6w?) w® + w? (dw®)
= D (6w™). (3.55)

Asi,
/ €apedd ReCe? = / €abedD (6w“b) ece?
= /eadeD (&u“beced) — /eabcd&u“bD (eced) (3.56)

Usando (3.32) y el hecho que €g.g0w™ee? es un escalar, podemos reescribir lo anterior como

/ Eabcd(SRabeced — / d (eabcdéwabeced) o / EabcdawabD (eced)
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De esta manera, la expresiéon anterior se puede escribir como (médulo término de borde)
/eabcd5R“beced = — / €apeddw ™D (eced)
= -2 / €abeddOw™ (De) et
= -2 / €abeadw®TCe? (3.57)
Consideremos ahora el integrando de la segunda integral en (3.53)
€aped RO (eced) = 2€4pea R (6¢°) €, (3.58)

lo que nos conduce a

\/Ea,bcclll:iabfS (eced) =2 / 6abcd}%ab (568) ed (359)

Reemplazando (3.57) y (3.59) en (3.53), tenemos que (55%}1 = 0 implica lo siguiente
—2 / eabcdéwached + 2 / EadeRab (568) ed =0. (360)
Como las variaciones dw® y de¢ son arbitrarias, tenemos que

EabcdRabec = 0 (361)
€abeal e’ = 0 (3.62)

La primera de estas ecuaciones es equivalente a las ecuaciones de campo de Einstein (3.11),
como se puede verificar escribiendo explicitamente las bases. La segunda ecuacién expresa

la anulacién de la torsién,
T = de® + w’e =0, (3.63)

la cual se puede resolver para la conexién de spin w%, y asi ésta es escrita en funcién del

vierbein y sus derivadas.
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Capitulo 4
Teoria de Lovelock de la gravedad

"In order to more fully understand
this reality, we must take into account
other dimensions of a broader reality”
John Archibald Wheeler

4.1 Introduccion

Desde hace ya varios anos, la posibilidad de que el espacio-tiempo pueda tener més de
cuatro dimensiones se ha estudiado en el contexto de las teorfas de unificacién y ésta es
actualmente una suposicién estdndar en fisica tedrica. Si asumimos esta hipdtesis como
verdadera, es decir, si deseamos extender la dimensién del espacio-tiempo a dimensiones
mayores que cuatro, se requiere la reformulacién de la estructura de las ecuaciones para el
campo gravitacional.

La geometria del espacio-tiempo es descrita en Relatividad General por la métrica g, .
No obstante, como vimos en el capftulo anterior, es posible formular la gravitacién como
una teorfa de campos, utilizando dos campos independientes para describir las propiedades
métrica y afin, es decir, suponiendo que la nocién de transporte paralelo (propiedad afin)
es independiente de la nocién de distancia (propiedad métrica). Los campos son la base
ortonormal local, usualmente llamado wvielbein, y la conexién para el grupo de rotaciones

locales del espacio tangente, o conexion de spin.
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Como fue estudiado en el capitulo anterior, sobre una variedad diferenciable M, dos 1-
formas naturales son definidas, el vielbein e® y la conexién de spin w®, los cuales dan origen

a las dos-formas de curvatura y torsién, definidas a través de las ecuaciones de estructura de

Cartan
R = dw™ 4 ww® (4.1)
T = De"
= de” + w%e (4.2)

donde D es la derivada covariante en la conexién de spin. Estas son llamadas ecuaciones
de estructura debido a que ellas describen la estructura geométrica de la variedad M.

De (4.1) y (4.2) es directo verificar que se satisfacen las siguientes identidades de Bianchi

DR™ = 0, (4.3)
DT* = R%. (4.4)

La analogia entre la curvatura y la torsién queda de manifiesto si el vielbein y la conexién
de spin se combinan en una 1-forma conexién para el grupo de Poincaré (ver Apéndice C).

A continuacién, se estudiard la gravedad descrita por la llamada accién de Lovelock
[11] (usualmente llamada accién de Lanczos-Lovelock (LL) [10]) la cual permite construir la
teorfa de gravedad mads general en D-dimensiones como una extension natural de la teorfa

de Einstein.

4.2 La accion de Lanczos-Lovelock

Como fue mencionado anteriormente, gravitaciéon en D > 3 es descrita por la accién de
Lanczos-Lovelock, la cual es una generalizacién de la Relatividad General que describe la
dindmica de la gravitacién en términos de los mismos grados de libertad que la teoria de
Einstein.

El teorema de Lovelock [7] afirma que la accién més general para una teorfa métrica de
la gravedad en D-dimensiones que no involucra torsién, que es generalmente covariante y

conduce a ecuaciones de segundo orden para la métrica es dada por
(D/2]

Sg = / >, L, (4.5)
p=0
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donde

L(p) == galv..aDRalaz e Ra2p71a2p€a2p+1 T eaDy (46)

con [D/2] la parte entera de D /2y los a,’s son constantes arbitrarias de dimensién [masa)” .

El lagrangiano (4.5) es el invariante més general construido a partir de la métrica y la
curvatura que conduce a ecuaciones de campo covariantes de segundo orden para la métrica.
La accién (4.5) se puede derivar por lo menos, de otras tres maneras aparentemente

independientes [12]:

1. Esla D-forma mds general invariante bajo rotaciones en el espacio tangente, construida
a partir del vielbein, la conexién de spin y sus derivadas exteriores sin usar del dual
Hodge [13].

2. Es una combinacién lineal de la continuacién dimensional a D-dimensiones de todas
las clases de Euler de dimensién 2p < D [14] [15].

3. Esla teorfa efectiva a baja energia més general para la gravitacién que se puede obtener

a partir de la cuerda [16].

La primera condicién implica que las ecuaciones de campo serfan tensoriales y de segundo
orden en la métrica. En efecto, el uso de las derivadas exteriores restringe las ecuaciones de
campo a ser ecuaciones diferenciales de primer orden para el vielbein y la conexién de spin
(porque d A d = 0); la invariancia de la accién bajo transformaciones de Lorentz garantiza
que las ecuaciones de campo resulten ser tensoriales y por lo tanto deberfan contener sélo a

la métrica, la curvatura y la torsién cuando son expresadas en las componentes coordenadas.

En Ref.[17] A. Mardones y J. Zanelli encontraron todos los lagrangianos que satisfacen
la condicién (1), en una dimensién D dada. En ausencia de torsién, ellos encuentran que

los lagrangianos de Lovelock (4.5) son la tinica posibilidad, a excepcién de los polinomios

Py, = R R --- R R con n par. (4.7)

ay’

los cuales existen sélo en dimensiones pares, y son no nulos sélo si D = 4k, con k entero.
Sin embargo, estos polinomios son formas cerradas, por lo que estos pueden ser escritos

localmente como derivadas totales y de esta manera, no contribuyen a las ecuaciones de
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movimiento. Ademads, en Ref.[17] se realiza un estudio detallado del caso en que se permite

la presencia de torsién, surgiendo muchas nuevas posiblidades.

La teoria de Lanczos-Lovelock se refiere a una familia parametrizada por un conjunto de
coeficientes reales a,’s, p = 0, 1..., [D/2], que no son fijados a partir de primeros principios.
En Ref.[18] R. Troncoso y J. Zanelli mostraron que estos pardmetros son fijados en términos
de la constante gravitacional y de la constante cosmoldgica, a través del requisito de que la

teorfa posea el mayor nimero posible de grados de libertad.

4.3 Problema de los coeficientes

Los dos primeros términos en (4.5) constituyen la accién de Einstein-Hilbert. Sin embargo,
a pesar que relatividad general estd contenida en la accién de Lanczos-Lovelock como un caso
particular, las teorias con potencias mas altas de la curvatura son dindmicamente diferentes
de la teoria de Einstein. Por otro lado, se tiene que las constantes a,’s en (4.5) difieren con
las constantes de la teorfa de Einstein, a saber, la constante gravitacional G y la constante
cosmolégica A.  Ademds, cuando los «,,’s son arbitrarios, la evolucién temporal no queda
completamente determinada por las ecuaciones de movimiento. Veamos brevemente la

solucién a este problema desarrollada en ref.[18].

Consideremos la accién (4.5), como un funcional de la conexién de spin y el vielbein,

S = Sa [w“b, e“}. Al variar la accion con respecto a e?, se tiene que

[D/2]
>y (D = 2p) Capyuty_ R - Ririb2ebnsn bt — (4.8)
p=0
Renombrando
[(D-1)/2]
W Y a(D-me 19
p=0
con
eb = eabl...bD_lele oo Rb2p1b2gbopir ~ebD—1, (4.10)

tenemos la siguiente ecuacién de movimiento

£a = 0. (4.11)
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Consideremos ahora la variacién de la accién con respecto a w®. En este caso obtenemos:

(D-1)/2]
> p(D = 2p) Eapageap RPM -+ RPP10T 001 0042 LD = (), (4.12)
p=1
Renombrando
[(D-1)/2]
Eap = Z ap (D —2p) &b, (4.13)
p=1
con
Ezb — Eabas-ap R34 ... RA2p-1ap/T"02p+1 o02p+2 | eaD’ (414)
tenemos que la correspondiente ecuaciéon de movimiento es
Eab = 0. (415)

Las (D — 1)-formas €, y €4 son tensores de Lorentz independientes y, por lo tanto, se
anulan en forma independiente, lo que significa que la estructura métrica es independiente
de la afin. Ahora bien, si existiera una relacién algebraica entra ambas, significaria que los
campos e y w® estarfan relacionados, es decir, que algunas de las componentes de la torsién
se deberfan anular lo que congelarfa grados de libertad de la teorfa.

Haciendo uso de las identidades de Bianchi (4.3) y (4.4), y luego de un simple cédlculo

llegamos a
[(D+1)/2]
Dea= Y opa(D—2p+2)(D—2p+1)eeh, (4.16)
p=1

ecuacién que debe ser nula por consistencia con la ecuacién de movimiento £, = 0. Multi-

plicando 4, por €°, tenemos

[(D-1)/2]
ePepy = Z app (D — 2p) e’eh | (4.17)
p=1

la cual también se anula por consistencia con la ecuacién e,, = 0. Si los coeficientes «,’s
fuesen genéricos, entonces las ecuaciones (4.16) y (4.17) implicarian, en general, restricciones
adicionales de la forma e’c;, = 0 para algunos p’s. Asi, algunas componentes de la torsién
deben anularse, congelando algunos grados de libertad en la teorfa y ademéds permitiendo
que otras componentes de la curvatura y la torsién queden indeterminadas por las ecuaciones

de campo. De esta manera, podemos decir que diferentes formas de escoger los coeficientes
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a,’s corresponden a diferentes teorfas, con diferente nimero de grados de libertad fisicos que
dependen de cuantos vinculos off-shell adicionales son impuestos sobre la geometria por las
identidades.

Esto significa que debemos escoger los coeficientes o,,’s de modo que €, y €4 sean in-
dependientes, o bien, elegirlos de manera que tengan el méximo nimero de componentes
independientes.

Como se muestra en la ref.[18] existe una eleccién muy especial que ocurre sélo en dimen-
siones impares para las cuales no hay constraints adicionales. En dimensiones pares esta
posibilidad no existe; en efecto, las ecuaciones (4.16) y (4.17) son proporcionales término a
término para D = 2n — 1 pero para D = 2n, ambas ecuaciones tienen diferente niimero de

términos.

4.3.1 D =2n—1: Gravedad Chern-Simons local (A)dS

En dimensiones impares, las ecuaciones (4.16) y (4.17) tienen el mismo nimero de términos
puesto que el dltimo término en (4.16) se anula. Asi, si las ecuaciones (4.16) y (4.17) no
imponen ningtin constraint algebraico adicional sobre R%® y T, las dos series De, y e’ep,

deben ser proporcionales término a término:
Yya,_1 (D —2p+2) (D —2p+1)e’ed = a,p (D — 2p)e’el

lo que implica la siguiente relacién de de recurrencia para los «;,’s

Mp—1 _ p(D — 2p)
! a, (D—2p+2)(D—2p+1) (4.18)

donde 0 < p < n, y v es una constante arbitraria de dimensién [longitud?]. La solucién a

. (2n-1)(2y) (n—-1
vy ) o

de modo que la accién contiene sélo dos constantes fundamentales g y 7, las cuales estan

esta ecuacion es

relacionadas a la constante gravitacional y a la constante cosmoldgica de la siguiente manera

K
“ =

l2
v = —sign(A)E.
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donde [ es un parametro de longitud relacionado a la constante cosmolégica por

(D-1)(D-2)

A=+ 4.20
=2 (420)
y la constante gravitacional G estd relacionada con x a través de
1
K= (4.21)

2(D — 2)10p oG-

Eligiendo los pardmetros a,’s como en (4.19), implica que la accién es invariante no sélo

bajo rotaciones de locales de Lorentz estdndar

set = N4l
dw™ = —DA
sino que también bajo boosts AdS,
0e®* = —D)X®
1
5wab — _d ()\aeb | /\bea)

12
Esto se puede verificar porque el lagrangiano en (4.5) con la eleccién de los coeficientes

(4.19), corresponde a la forma de Euler-Chern-Simons para el grupo SO (D — 1,2), esto es,

su derivada exterior es la forma de Euler en 2n dimensiones Fs,,

AdS _ kil DA1A2 DA2n—1A2n
dLG 2n—1 — %EAlAQnR R R

donde
R 4 Se%e® T/l

RAB —
~T%/1 0

: (4.23)

define la curvatura AdS valuada en el dlgebra de Lie

F= %RABJAB = dA + A?

en términos de la conexiéon AdS

1 - 1 1
A= §WABJAB = §w“bJab + jeaPa.
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4.3.2 D = 2n: Gravedad Born-Infeld

Para dimensiones pares, la ecuacién (4.16) tiene un término mds que la ecuacién (4.17).
Por lo tanto, ambas series no pueden ser comparadas término a término como en el caso de
dimensiones impares y es asi como debemos seguir un camino diferente. Notemos que la

ecuacion (4.15) es una derivada exterior covariante,

Eab = DT, (4.24)
donde
Top = Ra,, = Z 0T}, (4.25)
y
TP = Capagap R*™ - - - R92r-190 2011 ... gD (4.26)

Notemos también que 7}, esta relacionada con e y ¥, a través de

e?Th = eb! (4.27)

Y

DI = (D —2p)ey, (4.28)

paral <p < [%]
Diferenciando ambos lados de (4.27) y usando (4.28), la identidad (4.16) también se

puede escribir para D = 2n como

n—1
De, = szz&p_l (n—p+1)71}
p=1

n—1

—> day_i (n—p+1)(n—p)eep, (4.29)

p=1

Esta ecuacién se puede comparar con la segunda identidad (4.17)

epy = Z 2pa, (n — p) el (4.30)

Ambas ecuaciones (4.24) y (4.30) pueden ser cero si 7% = 0, o 7,;, = 0. Sin embargo, esas

son condiciones excesivas para la anulacién de (4.29). Es suficiente imponer las condiciones
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més débiles 7% 7, = 0, y al mismo tiempo que el segundo término de (4.29) sea proporcional
a la serie en (4.30). Ahora, ambas series tienen igual nimero de términos, y por lo tanto, la
solucion que permite el maximo mimero de grados de libertad es aquella para la cual ambas
series sean igual término a término, salvo un factor global. Asi, uno obtiene la siguiente

relacién de recursién para los o,’s:
2y(n—p+1)ay_1 = pay, (4.31)

para alguin v fijo. Con esta relacién la ecuacién (4.29) toma la forma

1
De, = S (T"Tp — €%eap) =0 (4.32)

y por lo tanto, es aparente que si T es s6lo un vector nulo de 7,,, ambas condiciones de

consistencia son las mismas. La solucién de la relacién de recursion (4.31) es

oy = o (27)° ( " ) , (4.33)

p

con 0 < p<n-—1. Esta férmula se puede extender a p = n sin costo extra, puesto que esto
equivale a la adicién de la densidad de Euler al lagrangiano con el peso a,, = ag (27)".

Al igual que en el caso de dimensiones impares, la accién depende sélo de la constante
gravitacional y de la constante cosmolégica. La eleccion de los coeficientes (4.33) implica
que el lagrangiano toma la forma

K = —
L = ~€qyay, R - - - Ro20-1020 4.34
2n6 1 n ( )

que es el ptaffiano de la 2-forma R* = R + l%eaeb, y se puede escribir formalmente como
la forma tipo Born-Infeld (BI) [19],

1
L=2""1(n- 1)!/<¢\/det (R“b + l—ze“eb) (4.35)

En cuatro dimensiones (4.34) se reduce a una particular combinacién lineal de la densidad

de Euler, la accién de Einstein-Hilbert y la constante cosmoldgica,

K
L) = 7 Cabed (RabRCd +

2 1
l—QR“beced + ﬁeaebeced) (4.36)
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Aunque el primer término no contribuye a las ecuaciones de campo, éste juega un rol funda-
mental en la definicién de cargas conservadas para las teorias de gravitaciéon en dimensiones
2n > 4 [20],[21],[22].

Es importante notar que en dimensiones pares, el lagrangiano (4.34) es invariante sélo
bajo transformaciones de Lorentz y no bajo el grupo completo AdS. Por el contrario, como
fue mostrado anteriormente, es posible construir teorfas de gravedad invariantes de gauge

bajo el grupo completo AdS en dimensiones impares.
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Capitulo 5

Teoria Chern-Simons de la gravedad

5.1 Introduccién

El Modelo Estandar describe tres de las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza,
a saber el electromagnetismo, la interaccion débil y la interaccién fuerte. La estructura
dindmica del modelo es una accién de Yang-Mills, construida sobre la suposiciéon de que la
natualeza deberia ser invariante bajo un grupo de transformaciones actuando independien-
temente en cada punto del espacio-tiempo; una simetria local o de gauge. La teoria de
Yang-Mills tiene su fundamento en la existencia de una estructura métrica background no
dindmica. La métrica de Minkowski 1, = diag (—1,1,1,1) es esencial para la construccién

de una teorfa de gauge, como se puede ver en la accion

1 1
S = -1 / d'zF,, F" = -7 / d*zn,, n,FPF* (5.1)

Esto significa que en la teorfa de Yang-Mills la métrica del espacio-tiempo representa un
background no dindmico de geometria fija.

Por otro lado, gravedad descrita por Relatividad General es invariante bajo transfor-
maciones general de coordenadas. Esta invariancia es una simetria local, andloga a la
invariancia de gauge de las otras tres interacciones, sin embargo, Relatividad General no cal-
ifica como una teorfa de gauge, excepto por un “accidente” en 3 dimensiones. Sin embargo,
debemos notar que existe una gran diferencia, en Relatividad General la métrica es un objeto
dindmico, que tiene grados de libertad independientes y obedece a ecuaciones de movimiento

dindmicas dadas por las ecuaciones de Einstein. Esto nos dice que en la teorfa general de
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la relatividad, la geometria es dindmicamente determinada. Asi, la construccién de una
teorfa de gauge para gravedad requiere de una accién que no considere un espacio-tiempo

background fijo, o dicho en otras palabras, no considere una métrica background fija.

Veremos que la tnica posibilidad de tener una accién para gravedad es considerar una
accién construida en términos de una conexién y que no considere un espacio-tiempo back-
ground fijo.

En dimensiones impares D = 2n + 1, una accién que satisface estas condiciones fue
propuesta por Chamseddine en refs.[23],[24],[25]. En el formalismo de primer orden, la

accion se puede escribir como

n

(2n+1) _ E Ck aiaz A2k —102k ,02k+1 a2n+1
LG = K€qy--asmi1 mR R (& e (52)

k=0
donde

= ATl o

Las constantes x y ¢ son adimensionales y [ es un parametro de longitud.
En este capitulo, se estudiard una teoria caraterizada por una accién independiente de la
métrica: La teorfa Chern-Simons. En efecto, el lagrangiano (5.2) es considerado como una

forma Chern-Simons para el dlgebra AdS.

5.2 Forma de Chern-Simons

Las formas de Chern-Simons (CS) se han estudiado desde diferentes puntos de vista, ver
por ejemplo Refs.[9],[18],[22],[26],]27]. Veamos una breve construccién de estas formas CS:
Sea {14} una base para el dlgebra de Lie g de un grupo G. Sea A la 1-forma conexién de

gauge valuada en el dlgebra de Lie g,
A= AT, (5.4)
cuya 2-forma curvatura es dada por
F=dA+ % [A, A]
Podemos definir la siguiente clase caracteristica como el producto de n + 1 curvaturas

P(2n+2) _ <Fn+1> (55)
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donde (---) denota un tensor invariante simétrico de rango n 4 1 para g y P?"*? es una

2n + 2-forma invariante. Ademsds, se puede demostrar que
dCUQn+1 = <Fn+1> (56)

donde ws, 11 es la forma de Chern-Simons asociada a la clase caracteristica (5.5), y es
una funcién polinomial local de la 1-forma A valuada en el dlgebra de Lie g. Explicitamente

ésta es dada por
1
Wanst = (n+ 1) / dt (A (tdA + 2A%)") | (5.7)
0

Bajo transformaciones de gauge infinitesimales de la forma
A =d\+[A N (5.8)

la forma de Chern-Simons es invariante de gauge médulo términos de borde. Ahora bien,

si efectuamos esta transformacién de gauge a ambos lados de (5.6), encontramos
d(SCUQn_H =0 (59)

y por el lema de Poincaré, dws, 1 es una forma exacta.

Bajo una transformacién de gauge no infinitesimal
A= AY=g 'Ag+ g ldg
la forma de Chern-Simons transforma como

nl(n+ 1)/, 1 \2ntt
g _ n 0t 1) 1
A = e + 8+ (1) ((g7"a)™ "), (5.10)

donde [ es una 2n-forma, que es una funcién de A y depende de g a través de la combinacién
-1
g dg.

De lo anterior, podemos enunciar el siguiente lema [9]:

Lema 1 : Sea P (F') una 2n+2-forma invariante construida con la curvatura F' = dA+ AA,
donde A es la conexion de algin grupo G. Si existe una 2n + 1-forma wa, 11, dependiente
de A y dA, tal que dws, 1 = P, entonces bajo una transformacion de gauge, wo,.1 cambia

por una derivada total (forma exacta), dwani1 = d(---).
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Puesto que la forma de CS cambia por una forma exacta, ésta se puede usar como un
lagrangiano para una teoria de gauge para la conexién de gauge A. Debe ser enfatizado
que way,11 define un lagrangiano no trivial que no es invariante bajo transformaciones de
gauge, pero que cambia por una funcién que sélo depende de los campos en el borde: esto es
cuasi-invariante. Esto es suficiente para definir un lagrangiano fisico tal que el principio de
minima accién considere variaciones de los campos sujetos a condiciones de borde apropiadas.
De esta manera siempre es posible seleccionar la condicién de borde sobre los campos de tal

manera que dwsg, 1 = 0.

Esta construccion se aplica a invariantes P = dLs, 1 los cuales son conocidos como clases
caracteristicas (ver Apéndice E). Algunas clases caracteristicas son las clases de Euler, de

Pontryagin y de Chern con sus correspondientes formas Chern-Simons.

5.3 Accion de Chern-Simons

Como ya hemos visto, las formas de Chern-Simons pueden ser utilizadas para construir
acciones invariantes de gauge. Una accién Chern-Simons quedard completamente carac-
terizada si se conoce el dlgebra de Lie g y el tensor invariante. En un espacio-tiempo

2n + 1-dimensional, la accién Chern-Simons es dada por

S= 1k [ /1 dt (A (tdA + 2A%)") (5.11)

Al variar la accién con respecto a la conexién obtenemos las correspondientes ecuaciones de

movimiento:

(F"T,) =0 (5.12)

No obstante, a pesar de la presencia de potencias de la curvatura mayores que dos en la
accion, las ecuaciones de movimiento son de primer orden en A. A continuacion, se describira
gravedad Chern-Simons haciendo uso del grupo de anti-de Sitter (ver Apéndice D). Ademss,
en los proximos capitulos de la tesis se describird gravedad utilizando grupos obtenidos por

medio de la S-expansién de los grupos AdS y Lorentz.
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5.3.1 Chern-Simons y gravitacién

En esta seccién se considerard una teorfa CS en D = 2n+ 1 dimensiones para el dlgebra anti-
de Sitter, so (D — 1,2). La base candnica para esta algebra estd dada por los generadores

Ju v P, con las siguientes relaciones de conmutacion

[Jalh JCd] = nchad - ncand + dejca - ndaJCb
[Jaln PC] = 7/}(:l;Pa - ncapb (513)
[Paa Pb] = Jab

donde 1, = (—, +, ..., +) es la métrica de Minkowski. La 1-forma conexién de gauge valuada
en el dlgebra AdS toma la forma

A= %eaPa + %w“bJab (5.14)
donde e? es interpretado como el vielbein y w® como la conexién de spin, los cuales corre-
sponden a los campos de gauge asociados a P, y .J,; respectivamente.

La 2-forma curvatura asociada a la conexién (5.14) es

1 a 1 a 1 a
F:zT Pa+§(Rb+l—2€ €b> Jab (515)
donde
R® = dw®™ 1wt w®, (5.16)
T° = de® + e, (5.17)

corresponden a las dos-formas curvatura y torsién, respectivamente.
Para construir un lagrangiano de CS necesitamos un tensor simétrico invariante de rango
n+ 1. Para el dlgebra AdS dicho tensor es dado por el tensor de Levi-Civita
on
(Jaraz *** Jagn_rasn Pagnin ) = S (5.18)
De esta manera, si consideramos la 1-forma conexién de gauge valuada en el dlgebra AdS
(5.14) y el tensor invariante (5.18) en la forma general de una accién Chern-Simons (5.11),

obtenemos

n

(2n+1) Ck aias A2k —102k ,02k+1 a2n+1
Lyis ~ = KEajasmin E WR R e e ’ (5.19)

k=0
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donde

el cual coincide con el lagrangiano (5.2) propuesto por Chamseddine.
Notemos que en el limite [ — oo obtenemos gravedad Chern-Simons para el grupo de

Poincaré,

L = Kqyoay,,, B9 - - - R%2n-102n o241, (5.21)
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Capitulo 6

Gravedad de Lovelock con torsion

6.1 Introduccion

La accion de Lovelock surgié originalmente en la bisqueda de una generalizacién de la
teorfa de Einstein que condujera a ecuaciones de campo de segundo orden para la métrica.
Sin embargo, como fue mencionado en el Capitulo 6, uno podria llegar a la accién (4.5)

requiriendo las siguientes condiciones:

a) Es la D-forma més general invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, con-
struida a partir del vielbein, la conexién de spin y sus derivadas exteriores sin usar del
dual Hodge.

b) La conexion es, por definicién, libre de torsién (el espacio-tiempo es una variedad

Riemanniana).

De esta manera, el teorema de Lovelock asume que la torsién es idénticamente nula. Sin
embargo, si la ecuacién
T = de” +w%e® =0 (6.1)

es asumida como una identidad, significarfa la no independencia de los campos ¢® y w®, lo
que nos conduce a una contradiccién con la suposicion de que estos campos corresponden a
dos caracteristicas independientes de la geometria. Ademads, para D < 4, la ecuacién (4.12)

coincide con (6.1) y por lo tanto, no es necesario imponer el constraint de torsién nula. En
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esos casos, la accién se puede variar con respecto a e® y w® independientemente o no, y el

resultado es el mismo.

No obstante, en dimensiones mas altas, (4.12) no implica (6.1), de tal manera que exigir
torsién nula, impone constraints adicionales sobre la conexién. No estd claro como imponer
aquellos constraints adicionales en una manera natural, sin embargo, en Ref.[17] se estudia
la posibilidad menos restrictiva, a saber, permitiendo en el lagrangiano cualquier D-forma
invariante bajo transformaciones locales de Lorentz, construidos a partir del vielbein, la

curvatura y la torsién de la variedad espacio-tiempo.

6.2 Series torsionales

En esta seccion, consideramos la generalizacion de la acciéon de Lovelock en la cual la torsién
no es asumida a ser nula idénticamente. Como fue mostrado en [17], esta generalizacién
consiste en la adicién de todos los posibles invariantes de Lorentz que involucren la torsién
explicitamente, ademds de combinaciones tipo R%e;, que no involucran la torsién explicita-
mente, pero que se anulan para 7% = 0. Como veremos, la principal diferencia con el caso
libre de torsion es que ahora, ademads de los lagrangianos de Lovelock, se encuentran también
las clases de Pontryagin.
Para el caso de D = 3 dimensiones el tinico término torsional nuevo que no esté incluido
en la familia de Lovelock es
eTy, (6.2)

y en el caso de D = 4 dimensiones existen tres nuevos términos
e’ Ry, T°T,, R®Ryp (6.3)

Ademds, una combinacién lineal de los dos primeros términos da origen a un invariante

topoldgico conocido como la densidad de Nieh-Yan, el cual es dado explicitamente por
Ny =TT, — e“e" Ry (6.4)

De esta manera, los inicos tensores invariantes bajo transformaciones locales de Lorentz
que pueden ser construidos aparte de e, w®, y sus derivadas exteriores son, ademds de

e® por sf mismo, R, T? y productos de ellos. Luego, las combinaciones invariantes
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que pueden ocurrir en el lagrangiano son contracciones entre estos tensores, incluyendo los
tensores invariantes €4, _a,,, N, 1%, sin indices libres. Asf, los siguientes invariantes pueden

ser formados:

L, = €ay. apRM™¥? - RW-192 %41 ... oD (6.5)
Ry = R% .- R (6.6)
Vi = e R - Rye (6.7)
Ty = T,R% - RYT (6.8)
Ky = T, R% - Ry'e (6.9)

Cualquier otro invariante, y en particular el lagrangiano, es escrito como una combinacién
lineal de productos de estas combinaciones de invariantes bdsicos. De esta manera, de

acuerdo a estas suposiciones, el lagrangiano tiene que ser de la forma

[D/2]
LP =30, LiP + 3", LY, (6.10)
p=0
donde los 3’s son constantes, y
L) = Ra, -+ RaTp, -+ TpVe, -+ Vo, Kp, -+ Kp, (6.11)
donde los indices A; = (A, -+, A, By, , By, - - - etc.), son tales que Lffz) sean D-formas.

Como podemos ver de (6.10) la primera suma corresponde al lagrangiano de Lovelock
(4.5).  Las nuevas contribuciones (6.11) se anulan con la torsién, a excepcién del caso

particular ¢t = v = k = 0, que corresponde a las densidades Pontryagin,

Pa, = Ra, -+~ Ry (6.12)

T

donde 2 (A; + Ay +---+A4,) = D.
De Ref.[17], sabemos que existen restricciones sobre las nuevas contribuciones (6.11), los

cuales se anulan idénticamente a menos que se satisfagan las siguientes condiciones

A; = parVi (6.13)
B, = parVi (6.14)
C; = impar Vi (6.15)
Di # Djsiij (6.16)
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En particular, las condicién (6.13) implica que las densidades Pontryagin sélo pueden estar
definidas en D = 4k dimensiones, con k entero.
Ademis, para facilitar algunos célculos es importante destacar que a partir de las iden-

tidades de Bianchi, se puede mostrar que

dRy = 0 (6.17)
AV, = 2K, (6.18)
AT, = 2K (6.19)
dKs = Ta—Van (6.20)

Estas expresiones son herramientas muy ttiles al momento de calcular la derivada exterior

de lagrangianos en dimensiones altas, como veremos en capitulos posteriores.

6.3 Series Chern-Simons torsionales

En la seccién anterior vimos que la generalizacién de la teorfa de Lanczos-Lovelock incluyendo
torsion explicitamente, es obtenida asumiendo que el lagrangiano sea la D-forma més general
construida con el vielbein y la conexién de spin sin usar el dual de Hodge, e invariante bajo
transformaciones locales de Lorentz. Al igual que en el caso del lagrangiano de Lovelock, la
inclusion explicita de términos torsionales tiene como costo extra un niimero de coeficientes

arbitarios analogos a los a,’s, como se puede ver en (6.10).

En Ref.[18], se muestra que en ciertas dimensiones los coeficientes (3’s pueden ser elegidos
de manera tal que la invariancia local de Lorentz se amplia a la simetria de gauge AdS. A
continuacion, veremos esto con méds detalle.

Como es bien sabido, (ver por ejemplo ref.[28]) en 2n dimensiones, las unicas 2n-formas
invariantes bajo SO(N) construidas en términos de la curvatura de SO(N) son la densidad
de Euler, sélo para N = 2n, y los n-ésimos cardcteres de Chern, para cualquier N. Una
diferencia importante entre estos invariantes es la llamada paridad, la cual es definida por
el cambio de signo inducido por una inversién simultdnea de una coordenada en el espacio
tangente y en la variedad base. Asi, la densidad de Euler Ey, = €4,...q,, R**? - - - Rn-192n
es par bajo paridad, mientras que las clases Pontryagin, R --- R, y los invariantes tor-

sionales son de paridad impar. En esta seccién, consideraremos la construccién del sector
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de gravedad pura como una teorfa de gauge que es de paridad impar, siguiendo a [18]. Este
sector es descrito por lagrangianos construidos por productos de los campos y sus derivadas
exteriores, invariantes de Lorentz, sin usar el simbolo de Levi-Civita.

En dimensiones pares, las tinicas D-formas invariantes AdS son, ademads de la densidad

de Euler, combinaciones lineales de productos del tipo
Py, =Ch - Cy, (6.21)

con 2(ny +mng +---+ns) = D. Ademds, se tiene que
C,=Tr(F)" (6.22)

define el n-ésimo cardcter de Chern de SO(N). Ahora, puesto que la 2-forma curvatura F'
estd en la representaciéon vectorial, ésta es antisimétrica en los indices de grupo. De esta
manera, las potencias n; en (6.22) son necesariamente par, y por lo tanto, (6.21) se anula a
menos que D sea un miltiplo de cuatro.

Estos resultados pueden ser resumidos en los siguientes lemas [18]:

Lema 2 :Para D = 4k, las unicas D-formas de paridad impar construidas a partir de e®,

R® y T, invariantes bajo el grupo AdS, son los cardcteres de Chern para SO (D — 1,2).

Lema 3 :Para D = 4k + 2, no existen D-formas invariantes bajo SO (D — 1,2) de paridad

impar, construidas desde e®, R y T°.

Como las expresiones F,,..,, son formas cerradas 4k-dimensionales, éstas son a lo mds
términos de borde los cuales no contribuyen a las ecuaciones de movimiento clésicas. Esto
nos da una luz de porqué los intentos por construir teorfas gravitacionales con invariancia
local AdS en dimensiones pares, no han dado resultados exitosos a pesar de varios intentos.

Es posible mostrar que la 4k-forma P, ...,, se puede expresar localmente como la derivada

exterior de una (4k — 1)- forma,
Pryony = ALY, 1 (A) (6.23)

Esto implica que para cada coleccién {ny,---ns}, L#%, | es un buen lagrangiano para el
grupo AdS SO(4k — 2,2) en 4k — 1 dimensiones. En una dimensién dada, el lagrangiano
més general de este tipo serd una combinacién lineal de todos los posibles L343, ’s.

Asi, tenemos el siguiente teorema [18]:
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Teorema 8 : En dimensiones impares, existen dos familias de lagrangianos gravitacionales

de primer orden L(e,w), invariantes bajo transformaciones locales AdS:

a) La forma de Euler-Chern-Simons La% |, en D = 2n — 1 [paridad par]. Su derivada

exterior es la densidad de Euler en 2n-dimensiones y no involucra torsion explicita-

mente, y

b) Las formas Pontryagin-Chern-Simons L4935, |, en D = 4k — 1 [paridad impar]. Sus
dertvadas exteriores son los cardcteres de Chern en 4k-dimensiones e involucran torsion

explicitamente.

Las teorias para gravedad localmente invariantes bajo AdS existen sélo en dimensiones
impares.  Estas son teorfas de gauge genuinas, cuya accién proviene de un invariante
topoldgico en D + 1 dimensiones. Estos invariantes topolégicos pueden ser escritos como la
traza de un polinomio homogéneo de grado n en la curvatura AdS. En resumen, podemos
concluir que para dimensiones 4k — 1 (3,7,11,...) ambas familias existen, y para D = 4k + 1

(5,9,13,...) sélo la familia a) existe.

6.3.1 Ejemplos para dimensiones pares

En D = 4 dimensiones, las tnicas 4-formas invariantes locales de Lorentz que pueden ser

construidas con las consideraciones anteriores son:

E4 = EabcdRabRCd (624)
Legn = EabcdRabeced (625)
Ly = epegeelece? (6.26)
Cy = RYR, (6.27)
Ly, = R%e.e, 6.28
1
Ly, = T°T, (6.29)

Los primeros tres términos son de paridad par y los demds son de paridad impar. Note-
mos también que los primeros tres términos correponden a distintos valores de p en L,
(ver (6.7)). Ademds, Ly, = Vi, Ly, = Ty y Co = Ry. De estas 4-formas, E; y Cs son

o8



invariantes topolégicos, la densidad de Euler y el segundo caracter de Chern para SO(4), re-
spectivamente. Los otros cuatro términos definen la accién para gravedad pura més general

en cuatro dimensiones,
S == / [ClLEH + CQLA + CgLTl + C4LT2] (630)
My

Los primeros dos términos pueden ser combinados con Fj,, dando lugar a la forma Born-
Infeld en cuatro dimensiones, la cual es localmente invariante bajo Lorentz, pero no bajo
AdS, como fue mencionado anteriormente. Notemos ademds que, si ¢3 = —c¢4, los iltimos
dos términos son combinados en un invariante topolégico, la forma de Nieh-Yan (6.4). De
esta manera, la parte completa impar de la accién se convierte en un término de borde.
Ademis, las formas Cy, Ly, v Ly, pueden combinarse y formar la clase caracterfstica de
Pontryagin (llamado también el segundo cardcter de Chern del grupo AdS),
a pb 2 ra ab A DB
RbRa+l—2(T T, — R%e.ep) = R';RY, (6.31)
La forma (6.31) es el unico invariante AdS construido sélo con el vielbein, la conexién de
spin y sus derivadas exteriores, y por lo tanto, no existen teorfas para gravedad localmente
invariantes bajo AdS en cuatro dimensiones.
A partir de los Lemas 2 y 3, tenemos que los correspondientes funcionales invariantes
AdS en dimensiones més altas pueden ser escritos en términos de la curvatura AdS como

combinaciones lineales de términos tipo

Ly, = / Chy - Ch, (6.32)
M

donde C,, = Tr [(R"}g)n] es el n-ésimo cardcter de Chern para el grupo AdS, y dim (M) =
2(ny + -+ +ng) es un miltiplo de cuatro. Ademds, es importante enfatizar que los fun-
cionales fm...ns se anulan si uno de los r’s es impar, lo que ocurre en el caso de 4k + 2
dimensiones. Asi, concluimos que no existen teorias de gauge torsionales invariantes bajo

AdS en dimensiones pares.
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6.3.2 Ejemplos para dimensiones impares

En D = 3 dimensiones, las inicas 3-formas invariantes locales de Lorentz que pueden ser

construidas con las consideraciones anteriores son:

Lpn = €acR™e (6.33)
Ly = egetele” (6.34)

Ly (w) = widu® + gw‘zwbw (6.35)
Lgoon = e'T, (6.36)

En este caso, existen dos lagrangianos localmente invariantes AdS, y corresponden a com-
binaciones especiales de las 3-formas anteriores, a saber, el lagrangiano de Einstein-Hilbert

con constante cosmoldgica

il eteb
Ads _ ab d
Lg% = ZeabC(R + e o (6.37)
y el lagrangiano “exético” [29],
e — L 2. T" 6.38
T3 — 3(W)+l_26a ) ( )
donde )
L3 (w) = widw®, + Swiwbws,. (6.39)

3
Los lagrangianos (6.37), (6.38) y (6.39) son las formas Chern-Simons de Euler, Pontryagin

y Lorentz, respectivamente. De esta manera, la acciéon més general para gravedad en 3-

dimensiones invariante bajo AdS es la combinacién lineal kLA% + BLA% | la cual es dada

explicitamente por

e%eb 2
32 ) wbwcwa+

KR
LE&am) = 7€abc(Rab 5

e+ [wbdw + 2

2
eaT‘l} (6.40)
cuyo invariante topolégico es

K agh
P — AL 4y = leabc(R“b + — )T+ [R‘;,R’;

2 22 (T“T — eaebRab)]

l
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La siguiente tabla muestra los lagrangianos Chern-Simons en 3-dimensiones con sus re-
spectivos invariantes topoldégicos, a saber, el invariante topolégico de Euler (Ey), el invariante

topoldgico de Pontryagin (Pfore”tz) y el invariante de Nieh-Yan (Ny).

Tabla 1
D = 3 Lagrangianos Chern-Simons | Invariante topologico (P)
L% = Leyo (R + S5 )et By = Yeae( R + 55T
L3 (w) = whdw’, + 2wiwlws, Pferentz — RaRb
[Tersion — co, N, = T°T, — ¢“¢" Ry,

6.3.3 Generalizaciéon a D =4k — 1

Podemos generalizar los resultados anteriores a mayores dimensiones. Recordemos que para
D = 4k — 1, el nimero de posibles formas exéticas crece con el nimero de elementos del
conjunto de particién 7 (k) de k, en correspondencia con el mimero de invariantes de Chern

de la forma:

Ppy= J[ Cn: (6.41)

n;j€emn(k)

De este modo, el lagrangiano més general en 4k — 1 dimensiones es dado por
Léll%il . “Lédfkq + 5{71]-}[/?6[5”} 4k—1 (6.42)

AdS o - . . . .
donde dL% {n;} 4k—1 = Pong, con Yy, ;ny = 4k. A diferencia del caso de dimensiones pares,
estos lagrangianos no son términos de bordes y por lo tanto, tienen dindmica propia.

Notemos adicionalmente que los coeficientes k y 3 {n,;} SON arbitrarios y adimensionales.

En [12] y [18] se muestra que x y B, 3 son cuantizados, respectivamente.

A continuacién, se aplicard todo lo visto hasta ahora y veremos como el proceso de S-
expansiéon del grupo AdS nos permitird construir acciones para describir gravedad en D

dimensiones, las cuales tendran propiedades muy interesantes.
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Capitulo 7

Relatividad (eneral y algebras tipo

Maxwell

7.1 Introduccién

De capitulos anteriores sabemos que las formas de Chern-Simons pueden ser utilizadas para
construir acciones invariantes de gauge. FEn dimensiones impares D = 2n + 1, vimos que
una accién para gravedad fue propuesta por Chamseddine como una forma Chern-Simons
para el grupo AdS. Ademsds, vimos que dicha accién corresponde a la serie de Lovelock
con los coeficientes elegidos de una manera especifica, tal que la accién es invariante no sélo
bajo rotaciones locales de Lorentz, sino que también bajo boost AdS. Por otro lado, lo mas
cercano a las teorfas CS en dimensiones pares son las llamadas teorias de Born-Infeld. Como
fue mencionado anteriormente, el lagrangiano BI es obtenido por una eleccién particular de
los parametros en la serie de Lovelock, tal que el lagrangiano es invariante sélo bajo rotaciones

locales de Lorentz al igual que la accién de Einstein-Hilbert.

Si estas teorfas CS y BI son efectivamente las teorfas de gauge apropiadas para de-
scribir la interaccién gravitacional, entonces dichas teorias deben satisfacer el principio de
correspondencia, es decir, ellas deben desembocar en determinados limites en Relatividad

General.

En la Ref.[30], se mostré que Relatividad General estandar en dimensiones impares (sin

constante cosmolégica) es embebida en una teoria CS para una cierta algebra de Lie B, la
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cual es construida por medio del procedimiento de S-expansién introducido anteriormente.
Ademis, recientemente se encontré que Relatividad General estdndar en dimensiones pares
(sin constante cosmoldgica) emerge como un limite de una teoria tipo Born-Infeld invariante

bajo una cierta subdlgebra del dlgebra 9, denotada por £¥ [31] .

Muy recientemente fue encontrado que las llamadas algebras de Lie 8,,, corresponden a
las dlgebras tipo Maxwell M,,, [32]. Estas dlgebras tipo Maxwell® pueden ser obtenidas por
medio de una S-expansién resonante reducida del dlgebra de Lie AdS cuando usamos SSEN)
= {)\a}giol como semigrupo abeliano. De esta manera, en lo que sigue nos referiremos a las

algebras B y £% como M y £M, respectivamente.

En este capitulo revisaremos brevemente las dlgebras de Lie M y £M, y estudiaremos
la construccién de acciones invariantes bajo estas dlgebras permitiendo describir gravedad

tanto en dimensiones pares como impares.

7.2 Gravedad Chern-Simons y algebras tipo Maxwell

7.2.1 Relatividad General desde gravedad Chern-Simons en D =5

El lagrangiano para gravedad CS AdS 5-dimensional es escrito como (ver ec.(5.19))

1 2 1
Lﬁs = K€abede (illfabRCde6 + ﬁR“becedee + %e“ebeced&) ) (7.1)

De este lagrangiano vemos que ninguno de los limites [ — oo ni [ — 0 conduce al término de
Einstein-Hilbert €404 R*ee?e. Reescalando x apropiadamente, éstos conduciran al término

de Gauss-Bonnet o a un término conteniendo sélo la constante cosmoldgica, respectivamente.

Siguiendo el desarrollo de Ref.[30] consideremos la S-expansién del dlgebra de Lie so (4, 2)
utilizando el semigrupo abeliano SSES). Después de extraer una subélgebra resonante y realizar

su Og-reduccién, encontramos una nueva algebra de Lie a la que denotaremos por Ms, la

3Estas dlgebras también son conocidas como 4lgebras de Poincaré generalizadas P,,
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cual es generada por {Juy, Pa, Zap, Za},

[Po, Bo] = Zav,  [Jab, Pe] = Lo = 10D
[Jav,Jed] = NepJad = Neadod + NapJea — Ngadeb
[abs Ze] = NpeZa = Mo,
(Zavs Pe] = MyeZa — NacZp, (7.2)
[Jav, Zea) = NeyZad = NeaZba + NayZea — NaaZeb
(Zap, Ze) = |Pa, Ze| = [Zay Ze) = [Zap, Zea) = 0.

donde estos nuevos generadores pueden ser escritos como

Jab = Ao ® Jap, (7.3)
Zap = Ao ® Jup, (7.4)
P, = MQPF, (7.5)
Z, = MQP, (7.6)

Aqui Jy y P, corresponden a los generadores originales de so(4,2), y los )\, pertenecen
a un semigrupo abeliano, cuyos elementos {\g, A1, A2, A3, \s} obedecen la siguiente ley de
multiplicacion
Aadg = { Aats) S_i Juf B (7.7)
A4, sia+ (>4
Haciendo uso del Teorema VII.2 de la Ref.[1], vemos que las unicas componentes no nulas

de un tensor invariante simétrico para el dlgebra Ms son dadas por

4
<JachdPe> = glgaleabcdea

4

<Jab<]che> - §l3a3€abcde7 (78)
4

<JachdPe> = ngQBEabcdea

donde oy y a3 son constantes arbitarias independientes de dimensién [longitud) 3.
Con el fin de escribir un lagrangiano CS para el dlgebra M, comenzamos escribiendo la
1-forma conexién de gauge Mjx-valuada
1 1

1 1
A= éw“bJab + 76“13& + 5/&bZab + 7haza, (7.9)
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y la 2-forma curvatura asociada

1 ab 1 a 1 ab 1 a, b 1 a a b
inR Jab+7TPa+§<Dwk +l_26€)Zab+7(DWh +kb€)Za- (710)
Asi, si consideramos la 1-forma conexién de gauge Mjs-valuada (7.9) y las componentes no
nulas (7.8) en el lagrangiano CS

1
LETY = (n+ 1)/ dt (A (tdA+2A%)"), (7.11)

0

con n = 2, es posible escribir el lagrangiano CS en cinco dimensiones para el dlgebra M

como
2
L% 5 = aal’€apeae R R + Qs€apede (gRabeCedee + 22K" RT° + Z2R“bRthe) . (7.12)

Este lagrangiano se divide en dos piezas independientes, una proporcional a «a; y la otra
proporcional a a3. La primera de éstas corresponde a la contraccién de Inonii-Wigner del
lagrangiano (7.1), y por lo tanto este es el lagrangiano para el grupo de Lie de Poincaré
ISO(4,1). La parte proporcional a as contiene el término de EH €gpeq. R%ee%e®, més
acoplamientos no lineales entre la curvatura y los campos de materia bosénicos k., v he.
Estos acoplamientos son proporcionales a 2.

Notemos que en el limite estricto donde la constante de acoplamiento es igual a cero,
obtenemos tnicamente el término de EH en el lagrangiano,

2
L/\gg 5) = 5&3eabcdeRabecedee. (7.13)

De la misma manera, en el limite donde [ = 0 y considerando una solucién libre de materia

(k“b =0, h* = O), la variacién del lagrangiano

SLMs

cS (5) — 2003€abede R €0 + 203€0p04. 00 e €T = 0 (7.14)

nos conduce a la dindmica de Relatividad General en el vacio

€apede R%eCe? = 0 (7.15)
eabcdeecedTe =0 (716)
Este argumento no es s6lo un accidente 5-dimensional, como veremos en la siguiente seccién

en cada dimensién impar, D = 2n + 1, es posible realizar una S-expansién de so(2n,2)

encontrando una nueva dlgebra de Lie Ms,, 1, tomar el lfimite [ = 0 y recobrar gravedad EH.

65



7.2.2 Relatividad General y dlgebra Mo,

Consideremos ahora el lagrangiano CS AdS para gravedad en D = 2n + 1 (ver ec.(5.19))

n

(2n+1) _ Ck aiaz A2k —102k ,02k+1 a2n+1
LAdS — l{gal"'a2n+1 WR . e R e RN , (7_17)

k=0

donde las constantes ¢, son definidas a través de

o = m (Z) (7.18)

De (7.17) vemos que ninguno de los limites [ — oo ni [ — 0 conduce a la gravedad de
Einstein-Hilbert.

Siguiendo el mismo procedimiento de Ref.[30], consideremos la S-expansién del dlgebra de
Lie s0(2n, 2) haciendo uso del semigrupo abeliano S](;"_l) = {0, A1, Aoy Az, Agy As, Agy oo 0 5 Ao by

cuyo producto estd definido por

A = { Aatp, cuando o+ 3 < 2n (7.19)

Ao, cuando a+ 3 > 2n

Los elementos A\, son adimensionales, y pueden ser representados por el conjunto de
matrices 2n x 2n , [)\a]ij = 5ij+a, donde i,j=1,---2n—1,a=0,---,2n,y § corresponde
a la delta de Kronecker.

Luego de extraer una subdlgebra resonante y realizar su Og(= Mg,)-reduccién, encon-
tramos una nueva &lgebra de Lie, llamada dlgebra tipo Maxwell Mo, (también llamada
algebra de Poincaré generalizada Ps,, 1), denominada 9B, 11 en Ref.[30], y cuyos generadores

definidos por

J(ab2r) = Aop @ Tabs (7.20)
Plagk+1) = Aopr1 @ 15@, (7.21)
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con k=0,---,n— 1, satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién

(P P = 25, [abs P = 1y Pa = 0Py (7.22)
[Jab, Jea] = Nepad — NeaJod + NapJea — NaaJeb (7.23)
(o, Z0] = 14, 20 = 0024, (7.24)
28, P.| = 0,20 — . 2", (7.25)
128,20 = myo 2 — 9, 2 (7.26)
T 28| = 1028 — 0028 + 10,28 — 13,25 (7.27)
[Z(EZ),ZE?_ = mbzﬁj) - ncaZlEZl—H) + ndec(Z;”) - ndaZc(ZH) (7.28)
I Z§i>j =20 (20, 29] =z, (7.29)

De acuerdo al Teorema VII.2 de la Ref.[1], las unicas componentes no nulas de un tensor

invariante simétrico de orden n + 1 para el dlgebra Mo, 1 son dadas por

2nl2n—1 )
<J(a1a2,i1) T J(aQn—1a2n,in)P(042n+17in+1)> - n—_‘_lajégﬁr---in“€a1~~a2n+17 (730)
donde i, j =0,...,2n—1, y los ;s son constantes arbitrarias de dimensién [longitud]_2”+1.
La uno-forma conexién de gauge Mo, . 1-valuada A, serd dada por
n—1 1 1
A=>" |:§w(ab’2k)t](ab,2k) + 7e(a’2k+1)P(a,2k+l)1 ;
k=0
mientras que su 2-forma curvatura asociada F' = dA + AA, toma la siguiente forma
n—1 1 1
F=) &F(“b’%wab,%) + 7F<“72’f+1>P<a,2k+1>} : (7.31)
k=0
donde
. ) 1 ) )
F(ab,2k) _ dw(ab,Qk) + nde(acQz)w(de])é‘;:_j + l_26(a727,+1)e(b,2]+l)5§+j+1’ (732)
F(a,2k+1) — de(a,2k+1) + nbcw(ab72i)e(c’2j)5f+j- (733)
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El lagrangiano Chern-Simons (2n + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra Mo, ;1 se

puede escribir explicitamente como [30]

n

L/\g;n(gln-i-l) - Z l2k72€kaj6g1+~"+in+16?1:-1(11 T 5;7;7k+ank
k=1
5a1~~-a2n+1R(a1a2’il) .o« Rlazk—1a2kik) p(azk+1.P1) p(azkt2.q1) | .
oo ela2n—1.Pn—k) p(a2n,an k) o (a2n+15in+1) (7‘34)
donde
R(ab,Qk:) _ dw(ab,Zk) + nde(ac,Qi)w(dej)éiﬂJrj (735)

En el limite [ — 0, el tdnico término no nulo en (7.34) corresponde al caso k = 1, cuya
unica componente ocurre para p = q; = --- = ¢2,_1 = 0 y es proporcional al lagrangiano de

Einstein-Hilbert en dimensiones impares [30]

2n+1) L ajas ,a a
L = 95— 1E€q; . RM%2e%9 ... gf2ntl 7.36
cs =0 27’L _ 1 n ajp-+a2n41 ( )

7.2.3 Lagrangianos Chern-Simons invariantes bajo Mo,

Anteriormente vimos que el método de S-expansién nos permite construir en cada dimensién
impar D = 2n+1, un lagrangiano invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell My, .1 (ver (7.34)).
Sin embargo, ademds de considerar estos lagrangianos, es posible construir en cada dimensién
impar, lagrangianos invariantes bajo las diferentes algebras Ms,, 1. Ademds, como veremos

a continuacién, no todos estos lagrangianos contienen al término de Eistein-Hilbert.

En la Ref.[35] se mostré que una accién Chern-Simons (2p + 1)-dimensional invariante
bajo el dlgebra Ms,,.1 no siempre conduce a la accién de Relatividad General. En efecto,
para ciertos valores de m es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert bajo un cierto
limite en el lagrangiano Chern-Simons (2p + 1)-dimensional invariante bajo Moy, 1. Esto

se debe a que si se desea obtener el término de Einstein-Hilbert en el lagrangiano, se necesita

la presencia de la componente <Ja1a2 Zasas """ Lagy-rasy Fany +1> del tensor invariante, la cual es
dada por
/A Z P - lzp_l@QP_l <J‘11a2 Jogas - Ja2p71a2pPa2p+1>Ads , sim 2> p
< ajaz&azaq """ a2p—10a2p 02p+1>./\/12m+1 - 07 Si m < p
(7.37)
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Estas observaciones nos permiten establecer el siguiente teorema [35]:

Teorema 9 Sea Mo,,1 el dlgebra tipo Mazwell, la cual es obtenida por medio de una
ng_l)-expansio’n resonante reducida del dlgebra AdS. Si L/\ggm(;; 1) €5 un lagrangiano
Chern-Simons (2p + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra Mo, 11, entonces el lagrangiano
Chern-Simons (2p + 1)-dimensional conducird al lagrangiano de Finstein-Hilbert en un cierto

limite de la constante de acoplamiento [, st y solo si m > p.

El teorema anterior nos permite construir la siguiente tabla, en la cual se clasifican los

diferentes lagrangianos Chern-Simons Lﬂggfn(;; +1) invariantes bajo el dlgebra tipo Maxwell

M1, los cuales desembocan en la dindmica de Relatividad General en un cierto limite.

M L/\c/% (3)
Ms LS (3) L'GY (5)
Mz L'gs (3) L' (5) LGy (1)
. (7.38)
Moy L/\gg"@l) L/\é‘;ng L”gg”(}l) L/\ggnéln N
Moy iq L/\ggng) L/\g;”z; L/\gg”z% L/\g;nalnfl) L/\él;nz;nﬂ)

Notemos que los lagrangianos de la diagonal L/\gg 3) L/\gg (5) SO0 aquellos lagrangianos

dados por la expresién (7.34), para cada dimensién impar. Ademds, es interesante observar
que para cada dimensién impar D tenemos que el lagrangiano L/\gfq"&l)) invariante bajo el
algebra M, 11, contiene todos los otros lagrangianos D-dimensionales valuados en un dlgebra
M1 con m < n. De esta manera, siempre es posible obtener una accién invariante bajo

una algebra de orden menor apagando los campos correspondientes.
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7.3 Gravedad Born-Infeld y adlgebras de Maxwell tipo

Lorentz

7.3.1 Relatividad General a partir de gravedad Born-Infeld en
D=4

El lagrangiano para gravedad Born-Infeld en D = 4 dimensiones es escrito como sigue (ver
ec.(4.36))

2 1
Z—QR“beced + —e“ebeced) : (7.39)

L(é} = ggabcd (RabRCd + /4
De este lagrangiano vemos que aparentemente ninguno de los limites [ — oo ni [ — 0
conducirdn al término de Einstein-Hilbert. Reescalando x apropiadamente, estos limites
desembocardn en la densidad de Euler o bien en el término de la constante cosmolégica,
respectivamente. Puesto que la densidad de Euler es un invariante topoldgico, ésta no
contribuye a las ecuaciones de movimiento y asi tenemos que en D = 4 dimensiones y
considerando [ — oo, el término dominante serfa el término de Einstein-Hilbert €,p.q R ee?.
Sin embargo, para dimensiones D > 4 esta afirmacién ya no es vilida y tenemos que ningin
lfmite nos permite obtener el término deseado.

Notemos que el lagrangiano (7.39) es invariante bajo el dlgebra de Lorentz so (3, 1), cuya

ab como la

eleccion es crucial puesto que permite la interpretacion del campo de gauge w
conexion de spin. No obstante, a continuacién se mostrard que existen otras dlgebras de
Lie que también permiten una identificacién similar. Ademads, dichas dlgebras permitirdan
construir un lagrangiano tipo Born-Infeld el cual conducird al lagrangiano de Einstein-Hilbert

en un cierto limite.

Siguiendo el desarrollo de la Ref.[31], consideremos la S-expansién del édlgebra de Lie
50 (3, 1) usando el sub-semigrupo S = {Ag, A2, A¢} del semigrupo S = {Xg, A1, Aa, As, Aa}-
Luego de realizar el proceso de Og-reduccién, se encuentra una nueva dlgebra de Lie, a la
que denotaremos por £5 (llamada £%5 en [31]), la cual es una subdlgebra de la llamada
algebra tipo Maxwell My, cuya estructura es dada por (7.2). Los generadores de esta nueva

algebra de Maxwell tipo Lorentz £5 definidos por J,, = Ao jab, Loy = Ao jab (siendo jab los
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generadores de so (3, 1)), satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién

[Jaba ch] = NepJad — Neadbd + NapJea — NaaJSebs
[Jab, ch] = NeyZad — NeaZbd + NapZea — NaaLebs (7.40)
[Zab7 ch] =0.

Usando el Teorema VII.2 de la Ref.[1], y teniendo en cuenta que

<<]ab<]cd> = Eabed
Lorentz

es posible mostrar que las tnicas componentes no nulas de un tensor invariante para el
algebra £Ms son dadas por
<Jachd>£M5 = CVolzgabah (741)

(JabZed) gms = il Eaped. (7.42)

donde ag y s, son constantes arbitrarias independientes de dimension [longitud] >

Haciendo uso del procedimiento dual de la S-expansion en términos de las formas de
Maurer-Cartan [8], encontramos que el lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el dlgebra

£Ms es dado por
L%/}ASM) _ %eabcdﬁRabRcd + %eabcd (Rabeced + ZQDwkabRcd) ' (743)

Este lagrangiano se divide en dos partes independientes, una proporcional a «q y la otra a
as. La primera de éstas es proporcional al invariante de Euler, y la otra parte contiene al
término de Einstein-Hilbert €q,.qR*e‘e?, mas un término de borde el cual contiene ademas
de la curvatura usual R, un campo de materia bosénico k.

A diferencia del lagrangiano de Born-Infeld (7.39), ahora la constante de acoplamiento
I2 no aparece explicitamente en el término de Einstein-Hilbert. De esta manera, si consid-
eramos el limite estricto donde [ es igual a cero en (7.43), obtenemos unicamente el término
de EH en el lagrangiano,

£Ms a2

Ly = 7€abcdRab€C€d~

La variaciéon del lagrangiano (7.43), médulo términos de borde, es dada por
5L%AIA5(4) = Eubed (agR“bec) de? + eapeq O™ (aQTced + a2l2kCeRed) . (7.44)
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Asi, considerando el caso de una solucién libre de materia (k% = 0), 5[@/}45( 4y = 0 conduce

a la dindmica de Relatividad General,

EapeaR"e® = 0 (7.45)
Eavea T = 0 (7.46)

Notemos que para obtener las ecuaciones de campo de RG, no fue necesario imponer ningin
limite en la constante de acoplamiento. Sin embargo, para recobrar las ecuaciones de campo
de RG en dimensiones pares D > 4, es necesario tomar un limite en [ [31].

Este desarrollo no es sélo un accidente 4-dimensional, andlogamente al caso de dimen-
siones impares, en cada dimensién par D = 2n es posible realizar una S-expansion del dlgebra

de Lorentz s0(2n — 1,2) encontrando una nueva édlgebra de Lie £M27+1 tomar el limite [ = 0

y recobrar gravedad EH.

7.3.2 Relatividad General a partir de gravedad Born-Infeld en
D =2n

Un lagrangiano tipo Born-Infeld para gravedad en D = 2n dimensiones es dado por

L(g?) - Z % <Z> l2p-2n5a1..4a2nRala2 coe RO 002041 L L ea2n7 (747)
p=0

donde e corresponde a la 1-forma vielbein, y R% = dw® + w®w® a la 2-forma curvatura de

Lorentz en el formalismo de primer orden.

La accién (7.47) es invariante off-shell bajo el dlgebra de Lie de Lorentz so(2n — 1,1),

cuyos generadores .J,, satisfacen las relaciones de conmutacion
[jabv jcdi| = ncbjad - ,r]cajbd + ndbjca - 77daij (748)

El simbolo de Levi-Civita &g,...q,, €n (7.47), es la tinica componente no nula del tensor

invariante simétrico de rango n para el dlgebra de Lorentz, a saber

~ ~ 2n—1
<Ja1a2 T Ja2n—1(l2n> = Tear'-azn' (749)
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De (7.47) vemos que ninguno de los limites [ — oo ni [ — 0 conduce a la gravedad de
Einstein-Hilbert.

Siguiendo el mismo procedimiento de Ref.[31], consideremos la S-expansién del dlgebra de
Lie s0(2n —1, 1) usando como semigrupo el sub-semigrupo Sézn_l) = {0, A2, Ay, Ag, -0 5 Ao}
del semigrupo abeliano S](;nfl) = {0, A1, A2, Ag, Ay, A5, A6, -+, Aab. Después de realizar
su 0g(= Agy)-reduccién, encontramos una nueva algebra de Lie, llamada £M27+1, la cual es
una subdlgebra de la llamada dlgebra My, 1. Los generadores definidos por J,, = )\Ojaba

Z ((dl)) =\ jab, Z fj) = )\4jab, e é’;) = )\anab satisface las siguientes relaciones de conmutacion

[Jabﬁ]cd] = NepJad — Neadbd + NapJea — NaaJSebs
|:Jab’Zc(2)] = ncbZ(Z) - ncaZIS(ii) + ndec(tiz) - ndaZ§Z)7 (750)

a

[Z(Z%Z%)] = ncbed“) - ncaZéff” + dezéiﬂ) —Ng Z(Zﬂ)-

a c a“cb

Haciendo uso Teorema VII.2 de la Ref.[1], es posible mostrar que las uinicas componentes no

nulas de un tensor invariante para el dlgebra £2+1 son dadas por

2n—1l2n—2 )
<J(a1a2,i1) T J(QZn—1a2n7ik)> = Taj5g1+--~+z‘k €ay-agn > (7.51)
donde 7, = 0,--- ,2n — 2 y los «a;’s son constantes arbitrarias independientes de dimensién

[longitud] "2,

Con el propésito de construir un lagrangiano Born-Infeld para el dlgebra £M27+1, comen-

zamos escribiendo la 2-forma curvatura

i
L

1
F= §F(“b72"‘)J(ab72k) (7.52)
k=0
donde
F(ab,2k) _ dw(ab,2k) + nde(ac,2i)w(db,2j)57l;€+j
1 ) )
+ Z_Qe(a,%-‘rl)e(b,2]+1)5f+j+l, (753)

Haciendo uso del procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas de Maurer-

Cartan [8], es posible escribir el lagrangiano 2n-dimensional tipo Born-Infeld invariante bajo
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el slgebra £M2n+1 como

n
gMant1 2k—2 L (n 5 lht1 in
Ly, (2n) — § :l %(k a35i1+~~~+in5p1+q1 5pn7k+Qn7k

k=1
6almaan(alawl) . R(CLQk—lanvik)e(a2k+17pl)
elazkr2:a1) | o(a2n—1.Pn—k) o(@2n,9n—k) (7‘54)

Del (7.54) podemos ver que en el limite [ = 0 el dnico término no nulo corresponde al caso
k = 1 cuya tunica componente ocurre para p = q; = --- = @2,—1 = 0 y es proporcional al

lagrangiano de Einstein-Hilbert en dimensiones pares [31]

gMon+1 1 araz,0) (as,l azn,l
LBI (2n) = _a2n*25a1~~a2nR( 1 )e( SRR e( 1)
=0 2
. 1 Ra/la/2 as a2n 7 55
= éagn_gaal...a% e ... e, (7.55)

7.3.3 Lagrangianos Born-Infeld invariantes bajo £V

Hemos visto que el método de S-expansién nos permite construir en cada dimensién par
D = 2n, un lagrangiano invariante bajo el dlgebra tipo Lorentz £M2n+1 (ver (7.54)). Sin
embargo, ademds de considerar estos lagrangianos, es posible construir en cada dimensién
par, lagrangianos invariantes bajo las diferentes dlgebras £M2m+1,  Ademds, como veremos

seguidamente, no todos estos lagrangianos contienen al término de Eistein-Hilbert.

Antes de revisar esto méds detalladamente, es importante mencionar que el dlgebra £Mz2n+1
tiene la propiedad de ser idéntica al dlgebra, £M27. Sin embargo, estas dlgebras difieren en su
origen, a saber, la primera de éstas corresponde a una subdlgebra del dlgebra tipo Maxwell
Mo, i1, la cual es obtenida desde el dlgebra AdS por medio de una Sg"_l)—expansio’n reso-
nante reducida, mientras que £M?" es una subdlgebra de Ms,,, la cual es obtenida por medio

de una Sg"iQ)—eXpansién resonante reducida del dlgebra AdS. Por simple conveniencia,

desde ahora denotaremos al dlgebra de Maxwell tipo Lorentz como £M2n.
Como hemos mencionado anteriormente, en cada dimensién par podemos construir la-

grangianos invariantes bajo las diferentes dlgebras de Maxwell tipo Lorentz. Sin embargo,
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en la Ref.[35] se mostré que un lagrangiano Born-Infeld 2p-dimensional invariante bajo el
algebra £M2m no siempre conduce al lagrangiano de Relatividad General. En efecto, para
ciertos valores de m es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert bajo un cierto
Esto se debe

a que si queremos la presencia del término de Einstein-Hilbert, es necesaria la componente
<Ja1azzasa4 T

limite en el lagrangiano Born-Infeld 2p-dimensional invariante bajo £M2m.

Za2p71a2p> del tensor invariante, la cual es dada por

2p—2
2p oy 2 <Ja1a2 .

0, si m <p.

Ja2p71a2p>£ ) S1.m Z p

<Ja1azza3a4 o Za2p71a2p>£Mzm - {

(7.56)

Esta observacién nos conduce a establecer el siguiente teorema [35]:

Teorema 10 Sea £M2m el dlgebra obtenida desde el dlgebra de Lorentz por medio de una
S(2m—2)
0

-expansion reducida, la cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra Mas,,. Si LEBA;Q("QLP)

es un lagrangiano tipo Born-Infeld (2p)-dimensional invariante bajo el dlgebra £ en-
tonces el lagrangiano tipo Born-Infeld (2p)-dimensional conducird al lagrangiano de Einstein-

Hilbert en un cierto limite de la constante de acoplamiento [, si y sélo st m > p.

Una forma simple de comprender este teorema se expresa mediante la siguiente tabla,
en la cual son clasificados los lagrangianos tipo Born-Infeld en cada dimensién par D = 2n,
invariantes bajo £M2m, los cuales desembocan en la dindmica de Relatividad General bajo

ciertas condiciones.

| B
M M
LM L% | L% e
M M M
LM L£318(4) LEBIS(G) LSBIS(s)
: (7.57)
Moy — Mop— Moy, — Mop—
L£Man-2 L% | Ui | LB L% om2)
Mo, Moy, Moy, Map, Maop
L£Men L2B12(4) LSBI2(6) LSBIZ(S) LSBIZ(sz) L2B12(2n)
Notemos que lo lagrangianos ubicados en la diagonal, LSBA?( 1> LQBJ\;'S(@, ...,,son aquellos la-

grangianos dados por la expresién (7.54), para cada dimensién par.
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Capitulo 8

Gravedad de Einstein-Lovelock

8.1 Introduccion

Hasta ahora hemos visto que el procedimiento de S-expansién permite construir gravedades
Chern-Simons en dimensiones impares invariantes bajo el dlgebra tipo Maxwell M (o dlgebra
de Poincaré generalizada), y gravedades tipo Born-Infeld en dimensiones pares invariantes
bajo el dlgebra £M, ambas conduciendo a Relatividad General en un cierto limite. Estas
gravedades son descritas por la accién de Einstein-Chern-Simons [30],[33] y por la accién de

Einstein-Born-Infeld [31], respectivamente.

Siguiendo con el estudio de estas dlgebras, en este capitulo se desarrollara la construccion
de una accién tipo Lovelock, a la cual llamaremos accién de Einstein-Lovelock (EL), la cual
es escrita como una accién CS para dimensiones impares, invariante bajo el dlgebra M y
como una accién BI para dimensiones pares, invariante bajo £M, ambas conduciendo a RG

bajo cierto limite en la constante de acoplamiento.

Asi, mostraremos que el procedimiento de expansién nos permite escribir un lagrangiano

. . . D—2 D1 . o
tipo Lovelock haciendo uso del semigrupo S](E ) = {A\i}iZ, , el cual bajo el requerimiento de
tener el niimero méaximo de grados de libertad conduce, en el caso de dimensiones impares
D = 2n — 1, al lagrangiano para una teorfa Chern-Simons y en el caso de dimensiones pares

D = 2n, al lagrangiano para una teorfa tipo Born-Infeld.
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La accién de Einstein-Lovelock estd dada por [34]

[D/2]

Ser = / ZA% (8.1)

donde o, y A; son constantes arbitrarias y L(p .’ es dado por
L((‘,'Iz) - lD 252 + i 5a1a2 aDR(amQ’il) s R(G/2p71a2p7ip)€(a2p+l77;p+1) cee G(aD’inp) (8 2)
1 ‘D— ’ :

donde
R(@®D) = @) 4 p g yacd)y(@0) [y (8.3)

La expresion (8.1) se puede usar tanto en dimensiones pares como en dimensiones impares.
Al igual que en el caso de la teoria de LL vista en el Capitulo 4, los coeficientes «, en (8.1),
con p=0,1,---,[D/2], no son fijados desde primeros principios. Como en la Ref.[18], es
posible fijar los coeficientes de acuerdo al criterio de que las condiciones de integrabilidad
para las ecuaciones de campo, no deberian imponer constraints algebraicos adicionales sobre
los tensores curvatura y torsion.

A continuacién, se fijardn estos coeficientes de acuerdo a este criterio y veremos al final

de este capitulo que el proceso de S-expansién no modifica los «,’s fijados en [18].

8.2 Estudio de los coeficientes

En el formalismo de primer orden, la nueva accién de Einstein-Lovelock es escrita en funcién
del vielbein, de la conexién de spin y de nuevos campos de materia bosénicos los cuales surgen
debido a la S%D_Q)—expansién. Asi, consideraremos la accién (8.1) como un funcional de estos
campos, Sgr = Ser [e(“’j),w(“b’j)}. Las correspondientes ecuaciones de campo variando con

respecto a e(®7) y w(®7) vienen dadas respectivamente por:

(D-1)/2]

e — Z Xy (D — 2p) D =0, (8.4)
p=0

| [(D-1)/2

ey = Niayp (D — 2p) B9 = 0, (8.5)
p=1
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donde

pi). _ jD-2gi b1ba,i1 bap—1b2p,i bop+1,ip+1 bp_1,ip—p—1
5& ) =1 6i1+v-~+iD,p,1gabl"'bDflR( ). .. R( P P p)e( p+1aipt1) | . . @( P )7
(8.6)
(p,i) . _ 1D—2gi (azaa,i1) (a2p—1a2p,ip—1)
Eab . — l 5i1+~“+iD_p_1€aba3“'aDR c e R P PP
T(a2p+14p) p(a2pt2,ip+1) | e(“DﬂDfpfl)’ (8.7)

y T@) = del®) 4+ p, wladi )e(c’k)(5§ 41 representa a la 2-forma torsién expandida. Usando la

identidad de Bianchi para la 2-forma curvatura expandida (ver Apéndice F) tenemos

Dgt(lpai) — lD—2 (D — 1= 2p) 5§1+~~-+z’D,p,15ab1~-~bD71R(blb%il) Ce R(b2pflb2pvip)

T G2 1ip41) p(b2ps2,in) . . p(aD-1:iD—p-1) (8.8)

Por otro lado, podemos escribir lo siguiente

b,j (p,k) i _ 1D-2gi aias,i A2p—302p—2,ip—
el J)gba JIE l 6i1+"‘+iD—p—1gaal‘“aD_2R( 1az,i1) | Rlazp-3az2p—2,ip-1)
T(a2p—1,ip) o (a2psip+1) | e(dD—zﬂDpr)’ (8.9)
de donde
b,j (p+1,k) 5i _ 1D—2¢i aias,i 2p—102p,ip—
ey, gk = 1 6i1+"'+iD_p€‘la1"'aD—1R( vozi). . Rlozr-1zpt-)
T(a2p+15ip) p(a2pt2sip+1) | .e(anhinp). (8.10)

Luego, comparando las ecuaciones (8.8) y (8.10) se tiene que
i j +1,k) ci
De®) = (D — 1 — 2p) e®e, W5t

para 0 < p < [(D — 1) /2]. Esto significa que

(D-1)/2]
De," = 3" Noy (D —2p) (D —1—2p)etie, P (8.11)
p=0

Llamando p’ = p + 1 se tiene que
(D+1)/2]

De,™ = 3" Noy1 (D —2p/ +2) (D —2p/ +1) e, PPt (8.12)
p'=1
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lo cual se puede rescribir como

(D+1)/2 | |
> Ny (D—2p+2) (D —2p+1) e, PP50 (8.13)

21Le ., . . ., .o e )
Esta iltima ecuacién debe ser nula por consistencia con la ecuacién de movimiento eV =

(%)

Ademds, multiplicando ¢,, "’ por e(®7) | tenemos

(D-1)/2]

e(b7])€ba k= Z Aiayp (D — 2p) e®Pey, ) j+k (8.14)

la cual también se anula por consistencia con la ecuacién 6((;5) =0.

Al igual que en el caso de la teorfa de LL, diferentes maneras de escoger los coeficientes
a,’s, corresponden en general a diferente teorfas, con diferente nimero de grados de libertad.
Es posible elegir los «,’s de tal manera que a(f)y 6((;2 sean independientes, o bien, elegirlos de

tal manera que estos tengan el maximo niimero de componentes independientes.

8.3 D =2n-—1: Gravedad Chern-Simons M,,,_;

En dimensiones impares, las ecuaciones (8.13) y (8.14) tienen el mismo nimero de términos.
Esto se debe a que el dltimo término de la ec. (8.13) se anula para p = (D +1) /2 = n.
Luego, para D = 2n — 1 la ec. (8.13) toma la forma

(D-1)/2 | |
> Nayr (D —2p+2) (D —2p+1) e, PPgT (8.15)

De modo que estas ecuaciones no imponen ningun constraint algebraico adicional sobre
R(@:) y 7@ De este modo, las dos series De,” y e®e, M si %11 deben ser proporcionales

término a término:

app (D — 2p) e, PR fe =701 (D—2p+2) (D —2p+1)e™e,, p’k)5]+k, (8.16)

a

de donde
ap-1 _ p (D — 2p)
a, (D—-2p+2)(D—-2p+1)

g (8.17)
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donde 1 < p < n y 7 es una constante arbitraria de dimensién [longitud]g. La solucién a
esta ecuacién viene dada por
2n — 1) (29)P (n—1
o, = apt2n= D () , (8.18)
2n—=2p-1)\ p
donde las constantes o y 7 estdn relacionadas a la constante gravitacional y a la constante

cosmoldgica respectivamente en la forma

e L (8.19)

y donde para cualquier dimensién, [ es un pardmetro de longitud relacional a la constante

cosmoldgica por
(D—-1)(D—2)

2[?
Eligiendo los pardametros a,’s como en (8.18), el vielbein expandido y la conexién de spin

A=+ (8.20)

expandida pueden ser acomodados dentro de una conexién para el dlgebra Mo, 1,

n—2

1 1
k=0

permitiendo que el lagrangiano (8.1) se convierta en la forma Chern-Simons

n—1
(n-1) _ 2p—2 v -1\ B4
Lgg = Y 17 m( . ))\z5i1+---+¢2n1p

p=0

5a1a2-~~a2n,1R(a1a2’il) .o« R(a2p—1a2p,ip) o (azpt+1sip+1) |, p(@2n—1/i2n-1-p) (8.22)

Notemos que la (2n — 1)-forma CS (8.22) entrega la misma informacién que el lagrangiano
[30]

n—1
(2n-1)  _ } : 2k—2 i kg1 in—1
LCS - l Ckai5i1+---+in6p1+lh U 6pn—1—k+‘1n—l—k
k=1

Eal.._aQn_lR(ala2’il) PN R(a2k71a2kyik)6(02k+1,p1)

6(02k+27q1) L. 6(a2n—37pn—1—k)6(a2n—27Qn—1—k)e(QZn—lyin). (823)

—2n+3

donde los «;’s son constantes independientes arbitrarias de dimensién [longitud] , vy las

constantes c; vienen definidas por

o, = W (" . 1), (8.24)
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donde
R(@®2) — (@20 |y (ac2d) (dh.28) e (8.25)

Asi, concluimos que en dimensiones impares la eleccién de los coeficientes dados por
(8.18), nos permiten escribir el lagrangiano (8.1) como una forma Chern-Simons para el
algebra tipo Maxwell My, 1, denominado lagrangiano de Einstein-Chern-Simons (EChS)
en [30]. Notemos ademds, que el proceso de S-expansiéon no modificé los coeficientes «, de

Ref.[18] para el caso de dimensiones impares.

8.4 D =2n : Gravedad tipo Born-Infeld £M

Consideremos nuevamente las expresiones (8.13) y (8.14). En dimensiones pares la ec.(8.13)
tiene un término adicional a (8.14). De este modo, ambas series no pueden ser comparadas
término a término y por lo tanto, debemos proseguir de diferente manera.
La variacién del lagrangiano con respecto a R(**") es dada por,
[55]
0L = o, sL®H, (8.26)
p=1

donde
SLPH — lszp 5 s Eavag-ap (5R(a1a2,i1)) -+« Rlazp—1a2p,ip) p(azptsip+1) | . e(aDvinp)
i1+-+ip_p-aiaz--a )

lo cual se puede escribir como

[25]
oL , , .

SRS = 22 NP0y e RO RO ) (8.0)

p=1
elazprip) | o(apsip—p-1) (8.28)

Luego, definiendo
| PO |
T = SR Z Niopp Ty, (8-29)
p=1

con
(pi) _ 1D—2¢i asaq,i A2p—1a2p,0p—1) (a2p11,0 ap,iD_p_
TP =1 5i1+..-+z’D,p,15aba3--~aDR( sasin) || Rlazp—1a2p,ip—1) pazpr1,in) .. . o » 1)7 (8.30)
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y haciendo uso de la identidad de Bianchi, es posible escribir

(i) _ 2p—2 i (azaa,i1) (a2p—1a2p;ip—1)
DTy" = 1"72(D = 2p) 6 iy, _y1Cabagap 1T S R

(De(a2p+lvlp)) elazpt2,ipt1) | e(aD,z‘D,p,l)

y de esta manera, tenemos que

22

Z )\iapp lD72 - 2p) 521+ “+ip—p— 1€aba3--.aDR(a3a4’i1) T R(a2p71a2p,ip71)
Tlazpi1ip) lazprasipin) .. p(apiin—p-1) (8.31)

Comparando con las ecuaciones (8.5) y (8.7) vemos que
ety = DT, " (8.32)
de manera que
DT = (D — 2p)eb? (8.33)
paral <p < [%]

(py)

Por otro lado, 7;(,)73 " se puede relacionar con £, puesto que

8(p 1,8) lD 251 R(blbmil) L R(b2p73b2p727ip)6(b2p717ip+1) . e(bD—zﬂ'D—p—l)

i1t-tip_p_1Eabibpoa

de modo que es posible escribir
A (8.34)
paral <p < [%} Luego tenemos que

D) — TONT IR (D — 2p) NP5 (8.35)

D-1

5 ] se tiene

Definiendo ahora p’ = p+ 1 y considerando 1 < p < [

(D+1)/2 |
Z /\iozp/,l (D — 2p/ + 2) D&f((lp/il’l)
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de modo que

[(D+1)/2]
Dz’fa (@) = Z Aiap—l (D — 2p + 2) D&‘((lp_l’i)
p=2
[(D+1)/2]

= Z Aicp_1 (D —2p +2) [T(b’j),];(bp’k) — (D —2p) e(b’j)ggy’k)] ;‘+k
p=2

Asi, para D = 2n, tenemos

n—1
De, W = \1®9) Z 20p_1 (n —p+1) Ta(bp’k) §'+k
p=1
n—1
“A D dayi (n—p+1) (n—p)eDehNsi (8.36)
p=1

Dicha ecuacién se puede comparar con la identidad (8.14)
n—1
ey, ( )5j+k = A Z 20,p (n — p) e, ) j+k (8.37)
p=1

Tanto la ecuacién (8.32) como la (8.37) son nulas si T = 0 o ’Z;b(i) = 0. No obstante,
esto representan condiciones muy fuertes para (8.36). En realidad es suficiente con imponer
la condicién més débil 7 )’];b(k) = 0 y exigir simultdneamente que el segundo término en
(8.36) sea proporcional a la serie (8.37). Ahora ambas series poseen el mismo nimero de
términos, de modo que la solucién que permite el niimero maximo de grados de libertad se
encuentra al igualar las dos series término a término salvo un factor global.

De este modo, obtenemos la siguiente relacién de recurrencia para los «,,’s:

(p:k)

vda,—1 (n —p+1)(n —p) e(b’j)glﬁ’k) = 2a,p (n — p) e,
la cual se puede escribir como
V20,1 (N —p+1) = app, (8.38)
para alguin v fijo. La solucién a esta relacién de recurrencia es
a, = ag (29)° <Z) (8.39)
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Con la eleccion de estos coeficientes el lagrangiano de Einstein-Lovelock (8.1) es escrito como
[31]

n

gMan k2 1 (1 ih1 in

L, (2n) — § :l mn <k: a16z1+ +zn5p1+q1 ’ 5pn ket n—k
k=1

Eay-am, R(amz,il) . R(GZk—lan:ik)e(an«H’Pl)e(a2k+2:q1) .. €(a2nflvpn7k)e(a2n7ank)7 (840)

donde los ;s son constantes independientes arbitrarias de dimensién [longitud]_2”+2. Este
lagrangiano fue denominado lagrangiano de Einstein-Born-Infeld (EBI) en [31] y es invariante

bajo el dlgebra £M2n, la cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra tipo Maxwell Ma,,.

Asi, concluimos que el procedimiento de S-expansiéon no modifica los coeficientes a,,’s
definidos en Ref.[18]. Lo interesante de la accién (8.1) es que a diferencia de la accién de
Lanczos-Lovelock, ésta nos permite obtener la accién para Relatividad General en un cierto

limite de la constante de acoplamiento [, tanto en dimensiones pares como impares.

Notemos que los lagrangianos de EChS y de EBI (conduciendo a RG en un cierto
limite) los cuales son dados por (8.23) y (8.40), respectivamente, corresponden a aquel-
los lagrangianos de la diagonal en las tablas (7.38) y (7.57). Esta aparente restriccion se
debe a que hemos elegido el semigrupo a ser SSED_Q) = {)\i}f):gl, es decir, la dimensién D del
espacio-tiempo nos restringe a un determinado semigrupo, o sea a una determinada dlgebra.
Sin embargo, como vimos en el capitulo anterior es posible construir otros lagrangianos
(2p + 1)-dimensionales L/\g;"g; 11y, ¥ (2p)-dimensionales LQBIZ’(m los cuales también con-
ducen a la dindmica de RG en un cierto limite, siempre que m > p. Es trivial ver que los

lagrangianos (8.23) y (8.40) corresponden al caso m = p.

En el siguiente capitulo se construird el lagrangiano més general en D dimensiones sin
asumir la condicién de torsién nula. Asi, generalizaremos la accién de Einstein-Lovelock,
permitiendo términos torsionales. Junto con esto, siguiendo a Ref.[34] haremos un estudio

. . . . . . . Momi1
de lo invariantes topoldgicos asociados a los diferentes lagrangianos /¢ (ap+1) > Y Vveremos

como surgen nuevas posibilidades debido al proceso de S-expansion.
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Capitulo 9

Gravedad de Einstein-Lovelock con

torsion

La accién de Einstein-Lovelock es vista como una generalizacion de la accién de Lanczos-
Lovelock, puesto que es escrita como una forma CS en dimensiones impares y como una forma
tipo BI en dimensiones pares, pero con la interesante propiedad de conducir al lagrangiano

de Einstein-Hilbert en un cierto limite de la constante de acoplamiento [.

Andlogamente a las Refs.[17],[18], podemos considerar términos torsionales en el la-
grangiano y asi generalizar el lagrangiano de Einstein-Lovelock, surgiendo muchas nuevas
posibilidades [34]. Veremos que esta generalizacion es posible si asuminos que el lagrangiano
es la D-forma mds general invariante bajo el dlgebra tipo Lorentz £M, construida a partir

a2k+1) - y(ab2k) v sug derivadas

del vielbein, la conexién de spin, los campos expandidos e
exteriores. Ademds, estas D-formas tendran la misma estructura que (6.7), lo que es de-
ducible puesto que estamos trabajando con dlgebras de Lie cuyo origen son las dlgebras de

Lorentz y AdS.

Por tltimo, en este capitulo realizaremos un estudio en diferentes dimensiones de lo
invariantes topolégicos asociados a los lagrangianos L% , invariantes bajo el dlgebra M.
Ademss, mediante la formulacién dual de S-expansién serd posible establecer una relacién
entre el lagrangiano invariante de Lorentz en (2 + 1)-dimensiones, el cual depende sélo de la
conexion de spin, y el lagrangiano invariante bajo el dlgebra Mo, 1, el cual depende de la

conexion de spin, el vielbein y campos bosénicos extra [34].
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9.1 Invariantes bajo £M

El lagrangiano de Einstein-Lovelock (8.1) se puede interpretar como la D-forma més general
invariante bajo una subdlgebra tipo Lorentz £ del dlgebra M, construida a partir del
vielbein, la conexién de spin, los campos expandidos e(®2F+1)  ,(@:2k) (. =1 .. n —1)ysus
derivadas exteriores. No obstante, es posible generalizar el lagrangiano de Einstein-Lovelock
(8.1) agregando explicitamente torsién al lagrangiano de forma andloga a las Refs.[17, 18].
Las tinicas formas invariantes bajo £M que se pueden construir aparte de e(®25+1) ,(ab:2k)
(k=0,...,n—1) y sus derivadas exteriores, son R(@2%) T(@2k+1) v hroductos de ellos.

Luego, los invariantes que se pueden construir aparte de la accién propuesta de Einstein-

Lovelock, son los siguientes [34]:

RY = Ay 1oy B F) o ROAR),

vy = A0 by otk ha st ot 1) Py 2) .. RO ’(QkA)edf%”ﬁl)@b’(%“?“)7 (9.1)
Tf(xl) _ )‘iéé(kl+-~-+kA+kA+1+kA+2+1 Ra1 (2k1) | RaéA ,(QkA)Ta,l(QkA+1+1)Tb,(2kA+2+1)7

KX) - )\i(sé(kl+“'+kA+kA+1+kA+2+1 REEF . . SR ’(%A)Ta’l(%AHH)eb’(%AHH)’

donde los \;’s son constantes arbitrarias del semigrupo S( ) = {\ }NJrl y N dependera del
algebra, £M con la que estemos trabajando. Por ejemplo, si queremos saber las formas
invariantes bajo £M4, entonces tendremos que \; € Sg), y si queremos conocer las formas

invariantes bajo £M¢ entonces \; € Sg)

Luego, cualquier lagrangiano invariante bajo £ se puede escribir como una combinacién
lineal de productos de estos invariantes. De esta forma, andlogamente a la Ref.[17], tenemos

que el lagrangiano es de la forma

[D/2]

Zmp +Z»yj LW (9.2)

donde los a’s y 7’s son constantes. Como podemos ver de (9.2), la primera suma corresponde

al lagrangiano de Einstein-Lovelock (8.1) y los indices A; = (A, -+, A,, By,--- , By, - - - etc.)

D,(i)

son tales que L A, sean D-formas,

D,(3 % ) ) % % 7 % )
L7O =RY .. ROTY . TV VK KD (9.3)

J
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9.2 Gravedad de Lovelock con torsién invariante bajo

el dlgebra tipo Maxwell Ms,

De (9.2), vemos que cuando permitimos términos torsionales en el lagrangiano, tenemos que
introducir ciertos coeficientes arbitrarios ;. Andlogamente a lo que realizamos la Seccién
8.3, es posible elegir los coeficientes 7’s de tal manera que la invariancia bajo £M es ampliada

a la simetria de gauge tipo Maxwell M.

Seguidamente veremos que en D = 4k dimensiones, las tinicas D-formas invariantes bajo
el dlgebra tipo Maxwell M construidas a partir de e(®2++1) | R(b:2k) y pa2kt1) (. — 0 ... n —1),
son D-formas tipo Pontryagin P. Dichas formas invariantes pueden ser escritas localmente

como la derivada exterior de una (4k — 1)-forma,

9.2.1 Ejemplo para D =3

Consideremos un lagrangiano (2 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell
M. De la Ref.[30], sabemos que el dlgebra tipo Maxwell M; es obtenida mediante una
S-expansion del dlgebra AdS.

Siguiendo las definiciones de la Ref. [1], consideremos la S-expansién del dlgebra de
Lie AdS so0(2,2) usando SS)COIHO semigrupo abeliano. Después de extraer una subdlgebra
resonante y realizar una Og-reduccién, uno encuentra el dlgebra tipo Maxwell M, la cual

fue identificada como dlgebra B5 en la Ref. [30]. Los nuevos generadores son escritos como

Jab = )\o & jaln (95)
Zay = Ao ® Ju, (9.6)
P, = M®P, (9.7)
Zy = MQP,. (9.8)
La 1-forma conexién de gauge valuada en el dlgebra Mj, es dada por
1 1 1 1
A= éw“bJab + e Pt §l<:“bZab + 7" Za, (9.9)
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con la 2-forma curvatura asociada

1 1 1
F==-R®J,+-T"P, +

1 ab 1 a b a a b
9 I a 5 <Dwk -+ l—2€ (& ) Zab -+ 7 (th -+ k p€ ) Za. (910)
Por otro lado, haciendo uso del teorema VII.2 de la Ref. [1], es posible mostrar que las

unicas componentes no nula de un tensor invariante simétrico para el dlgebra de Lie Mj

vienen dadas por

<Jab<]cd>M5 = @0 (MadMe — Naclba) » (9.11)
<Jachd>M5 = a2 (MagMbe — Naclba) » (9.12)
(PaFe) pts = @2Macs (9.13)
(Japr P >M5 = Q1€gpc, (9.14)
(JapZe >M5 = Q3€gpc; (9.15)
(Zap P, >M5 = (3€gpc; (9.16)

donde ag, a1, as, ag son constantes arbitrarias sin dimension.
Usando el procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas de MC [8],
encontramos que el lagrangiano CS 3-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell

M5 es dado por

1 1
L/\éirl) = /;5,11)6 [R“bec + T —e%bef + R®hC + k2T° — §d (w“bhc — k% + w“bec)]
122 gt gwawbwc + widkb + k3dw® + 2wl kS + ze“l (9.17)
2 W a 3 b c* a b a b a b ca l2 :

_ M Y2 (M
= 5 (1%) + 3 (15" )
donde hemos elegido oy = a3 = v, y @1 = ag = k. La derivada exterior de dicho lagrangiano

nos entrega el siguiente polinomio invariante

1
Pyt = 7 {eabc (Rach 5T+ R (Dl 4 ke ge) + Dwk“ch)}

2 [R%Rb z

22 (T°T, — e*€"Rap) + 2R“bDwkba}
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o bien

Pt = 7 {eabc (Rach +

1
l _eaech T Rabrzc + %abTC>:|

l2

2
+% {RabRba +3 (T°T, — e“€"Ry) + 2R, mba] (9.18)
donde hemos definido la 2-forma curvatura para el campo k% y la 2-forma torsién expandida

COo1mo

R = D,yk™, (9.19)
T = Dyh" + ke’ (9.20)

Los parametros x, 7, son constantes arbitrarias cuyo origen radica en la existencia de dos
posibles tensores invariantes independientes para el dlgebra M5 y que aparecen de forma
manifiesta debido al proceso de expansion. No obstante, dependiendo de los valores que
adquieran las constantes k, 7y, se obtendrén teorfas para gravedad en tres dimensiones con
un contenido fisico muy distinto.

Podemos resumir este resultado en la siguiente tabla,

Tabla 2
D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topolégico
M M
LE 5(3L E4 5
Lorents = % dw, + Zwiwlw, Py = RYR"
Lgorsien _ eaTa N4 _ TaTa o eaebRab
Ly (k) = widk®, + k4dw’, + 2030hkS | Py (k) = 2R, R,

donde ademés de la densidad de Maxwell-Euler E{* vemos que aparece el usual Pontryagin
Py, el invariante de Nieh-Yan N4 y una densidad tipo Pontryagin Py (k) cuyo origen se debe
a los nuevos campos k%. Notemos también que es posible combinar los invariantes Pj,
Ny y Py (k) en un invariante para el grupo Ms. En efecto, cuando hacemos la eleccién
ap = Qg = 75, tenemos que es posible definir

2
FAF5 = RYRY + 7 (T°T, — "€’ Ry) + 2R, R, (9.21)
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el cual serd llamado invariante tipo Maxwell-Pontryagin. Ademds, tenemos que
R™ + (R + Fee®) T + 1 (Dyh® + k2e®)
FAB = : (9.22)

—3T" — 7 (Db’ + ke°) 0

define la curvatura F' valuada en el dlgebra de Lie M5

1

F = 5FABJAB = dA + A%, (9.23)
en términos de la conexién
1 1 1 1 1
A=W ] p = —wJy+ e Py + k™ Zy, + ~h"Z,, (9.24)
2 2 ) 2 l
donde
wab + k.ab %ea + %ha
WAB = : (9.25)
0 —hb 0

Notemos ademds que el término torsional acompanando a la constante 7y, en (9.17) se puede

escribir como

WdW+WWWC

2
T, + widkb + k% dw®, + 2wiwb kS (9.26)

2
= widu® + = 2

3wbwcwa+

cuyo invariante topolégico correspondiente es dado por (9.21).

Veamos ahora como cambian estos resultados para el mismo caso de gravedad en 3-
dimensiones, pero considerando el dlgebra tipo Maxwell My [34]. En tres dimensiones,
esta dlgebra es obtenida como una S-expansién resonante reducida del dlgebra AdS so (2,2),

usando Sg’) = {0, A1, A2, A3, Ay, A5, Ag} como semigrupo abeliano.
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[Paa Pb] =

[Jab,ch] =
[Jaba Zc(l)] =
" a -
_Zc(zb)7 Pc_ =
[Z(lla)’ Zc(l)- =

Jan ZW| =

28| =
2] =
29,29 -
2073 =
[Z(l) Z(l)] _

a c

Ztgi)’ [Jab7 PC] = nbcPa - nach
- 77daJCb

|:<]ab7 Zc(2)] = 77ch(2) - %ch§2)

a

ncb‘]ad - nca‘]bd + 77deCa
anZ( ) — naCZ( )7

a

nch( ) — nacZ( )7 |:Z(2) PC] = nch(2) - 77(102152)

a ab a

77ch((12) - 7711ch§2)7 |:Pl17 Zél)} - Z(Sz)

1 1 1
ncch(Ld) - ncaZlSd) + 77de¢(1) - ndaZc(b)
2 2 2
ncbzéd) - ncaZtEd) + 022 — ndaZc(b)
2

anZ(gd ncaZIEd + a2 — ndaZc(b)

2
07 |:Zc(tb)7 Zc(2)} — 07 liZc(Lb)7 Z(Q)] = 07

[P, ZP] =0
[z, 2] =0

a Ci

0, [2!,zP] =0,

1 2
0, [2928] =0,

Haciendo uso del Teorema VII.2 de la Ref.[1], es posible mostrar que para D = 2 + 1, las

unicas componentes no nulas de un tensor invariante para el dlgebra M vienen dados por

(128

<Jachd>M7 = Qo (nadnbc - nacnbd) )

= 2 (MadMoe — Macba) »

Mz

2028 —(122) - _ |
< ab “cd Mo b%cd Mo Oy (nadnbc nacnbd)

<PGPC>M7 = 275
1
<PU«ZC( )>M7 = a4nac7

<Jach>M7 = (1€gpc;

1) _ (1) _
<4uQM;w%ﬂcnh—%%m

(#i'h)
M

1
- <Z((zb)Zt£1)>M - <Jach(2)>M7 = Q5€apc-

(9.38)

(9.39)

(9.45)

donde «g, oy, g, ag,aq ¥ a5 son constantes arbitrarias independientes y sin dimension.
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La 1-forma conexién de gauge A Mgr-valuada, es dada por

1 1 1
A= §w“bJab + 76apa —+ §k(ab»1)Z(§2) +

1

z . (9.46)

panz0 4 Ly 70 | Lyae ze)
a 2 a l a

con su 2-forma curvatura asociada

1 1 1 1 1 .
F o= SR™Ju+ TPt 5 (Dwk(“b’l) + Z—Qeaeb> Z + 7 (thfa’l) +k b(l)eb> ZW

2 [

1
+7 (DA™ + k@) e 4 g V) pled)) 22, (9.47)

_{_1 (Dwk(“baQ) + kac(l)kd’(l) + 12 [eah(b,l) + h(a,l)eb}) Zéi)

Luego, haciendo uso del procedimiento dual de la S-expansién, encontramos que el la-
grangiano Chern-Simons 3-dimensional invariante bajo el dlgebra M es dado, médulo tér-

mino de borde, por [34]

{ 3[2 12
_‘_%(ab,l)h(c,l) + m(ab,Z) ec]

1 1 1
LGy = Keaber KR“” + —eaeb) e + <R“b + —e“eb) Rlel) 4 Rabp(e2) 4 glabl)ee

2
_i_% (Lgorentz + l_2€aTa + L?[;orentz (k(l)) + Lgorentz (k(l)k(Q))

2 a a
35 [T+ h T }) \ (9.48)
donde hemos definido

m(ab,l) _ Dwk(ab’l), ( )

m(ab,Q) _ le{?(ab’2) + ]{;(JLC(l)k:cb(l)7 ( )

T = Dyh@V + ko M e, (9.51)

Léorentz (k’(l)) _ wabdk)ba(l) + ki (waba + 2wabwbckca(1) ( )

Léorentz (k(l)k,(2)) _ wabdk?ba(2) + k‘z (Q)dwba + 2wabwbckc(l(2) ( )
_|_k‘2 (l)dl{?ba(l) + 2wabkbc(1)kca(l) ’

y donde hemos elegido ag = ag = a4 = 75 y g = a3 = as = k. Del lagrangiano (9.48)
inmediatamente vemos que al aumentar el orden del dlgebra, aparecen nuevos términos que

no aparecfan en (9.17).
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La derivada exterior de (9.48) nos entrega el siguiente polinomio invariante:

1 1 1 2
73/2;1)7 — ngabcj |:(Rab + l_2€aeb> T¢ + <Rab + l_2€aeb) T(c,l) + l_2h(a,1) ech + Rabz(c,?)

_i_m(ab,l)Tc + m(ab,l)g(c,l) + %(ab,Q)Tc}

P .
+'§ {R“bRba + 5 (T°T, — e*¢®Ryp) + 2R, RV + 2R, /0 @ Vgt

2
+l—2 (ZT‘ZS(CLI) — e“eb%g? — 2e“h(b’1)Rab>}

Este resultado nos permite construir la siguiente tabla en la cual se clasifican las distintas

formas CS con sus correspondientes invariantes, [34]

Tabla 3
D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topolégico
Ly By
Lierentz — % dw® + 2wiwbws, Py = R4RY,
[Torsion — caT, N, = T°T, — e®" Ry,
Léorentz (k;(l)) _ wabdk'ba(l) + k;ab(l)dwba P, (k;(l)) _ 2Rabiﬁb ((11)
+2w“bwbckca(l)
LLerentz (k(l)k(2)) — w“bdkba@) K (Z)dwba P, (k:(l)k@)) _ 2R“bi)"tba(2)
+2w“bwbckca(2) +k6;(1)dkba(1) +mab(1)mbc(ll)
+2wabkbc(l)kca(1)
LSTorsion (h(l)) _ eag(a,l) 4 ha(l)Ta N, (h(l)) _ 2T“T(clb) _ eaebm&) — 2eehDR .

Notemos que en la tabla anterior aparecen algunos de los invariantes topolégicos asociados
a las 3-formas Chern-Simons del ejemplo anterior (Ver Tabla 2). Sin embargo, ademéds de
los invariantes tipo Maxwell-Euler y Maxwell-Pontryagin, aparece ahora un invariante tipo
Maxwell-Nieh-Yan, el cual no estaba presente en el caso del dlgebra Mjs. Andlogamente al
caso anterior, es posible combinar los invariantes Py, P, (k), Ny y Ny (h) en un invariante
tipo Maxwell-Pontryagin para el grupo My;. Asi, con la eleccion ag = s = ay = 74

tenemos que

2 .
FRFS = RYR, 4+ 5 (T°T, — 'Ryy) + 2R R + 2R R, 4 RIRY

2
+ <2Tas<;> — et — Qeah(b’l)Rab) , (9.54)
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donde

Rab 4 (m(abﬂ) 4 l%eaeb)

lTa + lz(avl) + lfz(a‘12)
+ (m(ab,Q) "‘z% [eah(b,l) _i_h(a,l)ebD ! ! !

FAB _
—%Tb — %g(a,l) — %‘z(aﬂ) 0
y donde hemos definido
T@d — p e 4 e @) ey o () pled),

La matriz FAZ define la curvatura F valuada en el dlgebra de Lie M7

1
F= 5FABJAB = dA + A% (9.55)
en términos de la conexién
1 AB 1 ab 1 a
A= §W Jap = §w Jap + 76 P,, (956)
donde
Cuab T k(ab,l) s k(ab,Q) %ea + %h(a,l) + %h(a,Q)
WAB = . (9.57)
—100 _ %h(b,l) b %h(bz) 0

l

Nuevamente el lagrangiano torsional 3-dimensional se puede escribir como

2
WEAWE + gwgwgwg

2 2
_ Léorentz + l_2€aTa + Léorentz (k,(l)k»@)) + l_2 [eaT(a,l) + ha(l)Ta] (958)

cuya derivada exterior entrega el invariante tipo Maxwell-Pontryagin para el grupo Mj.

9.2.2 Ejemplo para D =7

Consideremos ahora un accién Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invariante bajo el algebra
tipo Maxwell M;. De la Ref.[35] sabemos que el dlgebra M7 se puede obtener como una

Sg)-expansic’)n resonante reducida del dlgebra AdS so (6, 2).
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De [35], sabemos ademds que el lagrangiano Chern-Simons incluyendo términos torsion-

ales, invariante bajo el dlgebra My es dado por

M
L6ty

= a1 l*capedesg R RORY 9 + qscapedery (I'RPRORTROY 4 31* RO BRIV et 4 PR Reecel 9)
+ QU5Eabedefq (Z4RabRCdRefh(g’2) + 3l4Rab%(cd,1)m(ef,l)eg + 3l4RabRcdm(ef,2) e9

+31* R Redsr(er D plol) 4 912 Rabgrled D eeef o9 4 312 R Reeeef plol) gR“beCedeeef )
+ a0{272}l5 [(Rai)Rba) Lém‘entz]

a orentz 2 C a orentz
+ arnl® {(RbRba) (Lg (kD) + GeT ) 12 (RYR, D) Loren

2
12 (TaT Rabea )Lélorentz:|

2
+ a4{272}l5 [(R%Rba) <L§/orentz (k(l)k.(Q)) = ec(zc (1) s % hc T )

2 (R%%ba(l)) (Lgorentz (]{7(1)) l_2€cTC> (mflb(l)%ba(l) + 2R0;7mba(2)) Léorentz

2 a Lorentz 1 2 c

35 (T°T0 = Reqcy) (L3 = (kD) + + e T)
2
l2 < Tag 2Rab€ahb(1) _ %(ab,l)eaeb> Léorentz:|

1
+ ooy lP L7 + appl® {Lim’“z (W) + l_24TaR‘ZRbcec]

+ a4{4}l5 [Lgorentz (l{?(l)]{}(2))
4
5 (LRGRACD + T ORG R + TR, Ve + TG VR e

ll4 2 (Rabeaeb+T“T)Tcec}]. (9.59)

Con el propésito de hacer un estudio de los invariantes topoldgicos y puesto que los a’s

. . . . . ., . -5 . .
son constantes arbitrarias independientes de dimensién [longitud]™°, es conveniente elegir

Qo) = Oap2) = Qugazy = 1775, Qoay = Copgy = gy = 7Py, y o0 = a5 = a5 =

[ °k. Asi, la derivada exterior del término proporcional a & (Lg’”m), nos permite obtener
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el invariante tipo Maxwell-Euler E{;{T para el dlgebra My,

BT = %eabcde so (RPRARITI 4 3R™ RARESVTI 4 3 RebR(ADR( D9
_{_RabRcdRefg(g,l) + gRabRcdm(ef,l)‘z(g,l) + RabRcdRef(z(g,Q)
+3RabRcdm(ef,2)Tg + %RabRcdeeeng + %RabRcdeeh(f,l)Tg

l [
3 6 3
—I—Z—QR“bRCdeeef‘E(g’l) + l—QRabiﬁ(Cd’l)eeeng + ﬁRabecedeeeng> . (9.60)

Por otro lado, considerando el término proporcional a 7, 5, tenemos que su derivada exterior

nos entrega el siguiente invariante tipo Maxwell-Pontryagin
Pian = ((RRL) +4 () (9 42 () CHETERPIERC)

4( abmba(l))2 + = - (Ra Rb) (TCTC o RCdeced)

8 4
25 (R4 (T°T, — Receq) + 5 RGR, (2T“£c(1) — 2R h D — %(Cd’l)eced)
4
+o [(T“T) —2(T°T,) (R*eceq) + (Rabeaeb)ﬂ) : (9.61)
Por 1ltimo, considerando la derivada exterior del tiltimo término proporcional a ~,, tenemos
que
Pl = [R%,Rbc R + 4R R® RSB MW 4 6RG RY R VR (D 4 4R R® R R ()
a c 8 a c 4 a c 8 a C
— 3¢l Rb R%ed — Caltly Rb R Med — Z—QeaRb‘ﬁb DR ed — Z—QeaRbRbCRdh(d’l)
4 8 8 2
+ R TRRT + TR VT 4 STRYRE D — o (epRE,e®)?
8 a 2 a\2
—|—Z4TRde e, + i (T,7)"| . (9.62)

Este resultado nos permite construir las siguientes tablas en las cuales se clasifican las

distintas 7-formas CS con sus correspondientes invariantes.
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Tabla 4

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons

Invariantes topdlogicos

L") B
(RYRS,) Ly (P)* = (B4R,
(RYR") e.T° Py Ny = (R4R") (T°T, — "€’ Ryp)
(T°T, — R*eqep) (e.T°) (Ns)?
(R%Rb) Lyerent= (kM) Py P, (kW) =2 (R%R") R*, R Y
(R%Rba) LLorentz (k(l)k@)) P, P, (kJ(l)/{?(Q)) _ (RabRba) (%cd(l)mci(l)
2R R (2))
(RYR.) (ec5e @ 4+ VT) Py Ny (hV)
= (RyR:) (2005 — ') — 2e°hOV R,

<R%%ba(1)> (Lg,oremtz (k'(l)))

P, L) 2:2 Ramba(l) 2
b

(#3R%7) (e1)

Py (kD) Ny = (R3RV) (T°T. - Retecey)

Tabla 5

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons

Invariantes topdlogicos

L%orentz

Py = RYRLRYRY

L%orentz (k(l) )

Py (k(l)) — 4RabRbc cdmda(l)

L%orentz (k(l)k(2))

Py (k@) = 6% RE R Ve,

+ T, W RE e

+4RY R Re R,
[Forsién _ T, ja b o D0 kO D @0
+ (R%eqey + T°T,) T, +IT = T,RYRVT® — e, R4 RLRC "
HAT R e, T — (e R, a)2 + (T, T“)2
L?orsién 1 _ TaR‘ﬁ,Rbch(c’l) 2T, {r@ _ 2V, {1} (4 + 2T, {I1}(4 2V, {IT}(4
+ TV RYRY e+ T,RAR, Wee |~V = 91, Ry RO 3D — 2¢, R RY Rcdh (@1)

+2T, ReREDTe — 2¢,Re RE R e
—GQR%mbc(l Rcd d

donde TQ{I}(4), 1/}3{[}(4), ‘/3{[]}(4), etc. vienen dadas por las expresiones (9.1).
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Observemos que en cada dimensién espaciotiempo, a medida que aumentamos el orden
del dlgebra se tiene que el nimero de invariantes crece drdsticamente. Ademds, notemos
que es posible combinar los distintos invariantes (sin considerar el invariante tipo Euler) en
un invariante tipo Maxwell-Pontryagin para el grupo My. Asi, eligiendo 29y = o220} =

0201 =1""755 ¥ Oofa} = Ota(a) = Oupay = I~y tenemos que
A B C D M
(FBFA) (FDFC’) - 73(8)7{2,2}7

FRFEFGFD = PR (9.63)

con

R + (%(ab’l) + pete’) 1 1a(a1) | la(a2
T 4 igl@d 4 1g(@?)

(ab,2) 4 1 T ap(b,1) (a,1) )b ! !
pan _ | (REOD 4 g [erh®D 4 peDel) (0.64)

17b _ 1g(al) _ lg(a2
—1iT _Tg(a ) — sz(a ) 0

Del estudio anterior podemos apreciar que a medida que aumentamos tanto la dimensién
del espacio-tiempo, como la del dlgebra, el nimero de términos en los lagrangianos y por
ende la cantidad de invariantes, crece radicalmente. Sin embargo, podemos identificar un
patrén que se repite cada D = 4k — 1 dimensiones. En efecto, los resultados obtenidos nos
permiten generalizar el teorema de la Ref. [18] para el caso del dlgebra M, como veremos a

continuacion.

9.2.3 Generalizaciéon a D =4k — 1

De manera similar a lo que sucede cuando tenemos invariancia AdS (ver Seccién 6.3.3),
podemos generalizar los resultados anteriores a mayores dimensiones. En efecto, el la-
grangiano mas general en (4k — 1)-dimensiones y que es invariante bajo el dlgebra tipo
Maxwell M es dado por

Lf:f}f—l = /ngAzxk—l + ”Y{nj}LJAD/l{nj} 4k—1 (9.65)

M _ L . :
donde dL7, v 44—y = Py, cOR >.;n; = 4k. A diferencia de lo que ocurre en el caso de
dimensiones pares (ver siguiente seccién), estos lagrangianos no son términos de bordes y

por lo tanto, tienen dindmica propia.

De esta manera, los resultados anteriores nos permiten enunciar el siguiente teorema [34]:
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Teorema 11 :  En dimensiones impares, existen dos familias de lagrangianos gravita-

ctonales de primer orden L (e(2k+1), w(zk)), invariantes bajo transformaciones locales M :

e La forma Mazwell-Euler-Chern-Simons Lg’l (2n—1)7 €N D =2n—1. Su derivada exterior

nos entrega la densidad de Mazwell-Euler en 2n dimensiones.

e Las formas Mazwell-Pontryagin-Chern-Simons Lff (4h—1)s €N D = 4k — 1. Sus
derivadas exteriores nos entregan las densidades de Mazwell-Pontryagin 73(/4‘1’1‘1) en 4k

dimensiones.

Una importante observacién es que no todos los lagrangianos L (2n—1) contienen al
lagrangiano de Einstein-Hilbert. En efecto sélo cuando consideramos el caso particular
de invariancia M, _; para el lagrangiano Lg” (2n—1) entonces éste es identificado con el
lagrangiano de Einstein-Chern-Simons (8.23). Mads atin, las formas de Mazwell-Euler-Chern-
Simons Lgbgnl_l) conducirdn al lagrangiano de EH en un cierto limite, si y sélo si, p > n,

como se puede ver claramente de (7.38).

9.2.4 Ejemplo para dimensiones pares

En D = 4 dimensiones, las tnicas 4-formas invariantes bajo el dlgebra £M* que pueden ser

construidas con las consideraciones anteriores son

E4 - EabcdRabRCd

Legn = EabcdRabeced

E, (/f) = GabcdiﬁabRCd

RY = RYR" (9.66)
Rg) = R Rba

Vl(?) —  Rob €aCs

Y = 17T,

donde hemos omitido las constantes \; en las expresiones (9.1). Esto es posible debido a

que las constantes \; son los elementos del semigrupo que estamos usando, y por lo tanto, en
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(9.1) sélo nos ayudan a diferenciar las diferentes posibilidades que existen para cada forma

invariante dependiendo del semigrupo que estamos usando.

Los tres primero términos en (9.66) pueden ser combinados dando lugar al lagrangiano de
Einstein-Born-Infeld en cuatro dimensiones, el cual es invariante bajo £, pero no bajo M,.
Ademsds, las 4-formas R;O) y Rg) son invariantes topolégicos (tipo Pontryagin). Notemos
también que los tltimos dos términos en (9.66) pueden ser combinados en un invariante

topolégico, la forma de Nieh-Yan

Ny =T — vV =T°T, — R%eqe, (9.67)

Cabe destacar que las formas Réo), RéQ), 1(2) y TéQ) pueden combinarse y formar el invariante

de Maxwell-Pontryagin para el dlgebra My,

a 2 a a a
FAFS — RIRY + 2 (T°T, — e“€’Rap) + 2R*, R, (9.68)
donde
FAB A Rab + (mab + llzeaeb) %Ta . (969)
—i7e 0

La forma (9.68) es el tnico invariante M, construido a partir del vierbein, la conexién de

spin, el campo de materia k% y sus derivadas exteriores, por lo que concluimos que no es

posible construir teorias para gravedad invariantes bajo M, en cuatro dimensiones.
Podemos extender este resultado a todas las dimensiones pares y decir que no existen

teorfas de gauge torsionales invariantes bajo Mo, en dimensiones pares.
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9.3 Invariantes de Pontryagin y de Euler

En esta seccidn, siguiendo a [34] mostraremos que es posible establecer una relacién entre el
lagrangiano invariante de Lorentz, que depende sélo de la conexion de spin y el lagrangiano
obtenido para el algebra Mo, 1.

De este modo, mostraremos que mediante el procedimiento dual de la S-expansion [§]
es posible obtener los invariante tipo Maxwell-Euler y Maxwell-Pontryagin a partir de una
densidad Pontryagin.

Consideremos primero el dlgebra de Lorentz (2 + 1)-dimensional £,

[Jaba ch] - nchad - ncajbd + ndeca - T]daJcb (970)

y sean ademds la 1-forma conexién de gauge £-valuada A y su 2-forma curvatura F' asociada,

dadas por
Lo
A = §w” Ja(n (971)
1
F = §R“bJab. (9.72)

Luego, el lagrangiano para el dlgebra de Lorentz £ viene dado por
2
Lo e dub 8 gw%wl’cwca, (9.73)
el cual es obtenido directamente de la expresién
Lorentz 2 3
Ly =2( AdA + §A , (9.74)

donde el tinico tensor invariente simétrico de rango dos no nulo para el dlgebra £ viene dado
por

<Jab‘]0d>£ = Nadve — Naclbd- (975)

Por otro lado, el lagrangiano (2 + 1)-dimensional para el dlgebra Ms

M aq ab _c 1 ab c
Lgg 241) = Teabc [R e —d<§w e )]

a3 ]'abc aby c abrpc 1 aby c ab _c
—l—TSabc[ﬁeee + R¥hE + k*°T —éd(w he —k e)
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requiere que consideremos el dlgebra Mj, con la 1-forma conexién de gauge

1 1 1 1
A= 7eaPa + §w“bJab + 7haZa + §kabzab,

y la 2-forma curvatura asociada

1 1 1 1
F = -R® ST Py + = | Duk™ + e’ ) Z
2R Jab+l a+2( wk +l2€€) ab

~|

+= (D" + k%) Z,.

Antes de inicar la S-expansion del dlgebra de Lorentz es 1til definir

1
a abc
J = —56 me
1
be
Weg = _ieabcw )

de modo que
A=w,J® F=FJ"

con
1 1
F, = —§eabCRbC = dw, — §nabeb0dwcwd.

(9.76)

(9.77)

(9.78)

(9.79)

Consideremos ahora la SS) expansion reducida del dlgebra de Lorentz. Sabemos que el

semigrupo SS’) = { Ao, A1, A2, A3, A4} estd dotado del siguiente producto:

Aatp sia+ <3
AaAg =
Ani1 sia+ (8>3

con \y = 0, el elemento cero del semigrupo.

(9.80)

Luego, de forma andloga a la Ref.[8] es posible definir la conexién de spin y la 2-forma

curvatura S-expandida como

0 1 2 3
We = Aw, + Mw, + daw,” + Asw,;”,

F, = XNF"+ME™!+ME2 4+ M\F,72

donde hemos introducido

(9.83)



y donde

1
Fa’o = dwa’o - §nab€b6d (wc’owd’o) ? (9'84)
Eb o= dwst — e (wlw;h) (9.85)

1
Fa,Z — dwa,Q o §nab€de (W wd + W wd + w wd ) (986)
F? = dw® — 0y (wlw;® +wiw;') (9.87)

De este modo,
0 1 be 1 1
fr,cz7 = _§€abcR ) Pja7 = jTa (988)
1 1
R = g (D4 o) (9.89)
1

F? = = (Duh® + k%" (9.90)

donde se ha identificado e® con el vielbein, R con la curvatura de Lorentz, T con la torsién,
y k% y h® con campos de "materia" bosénica.

Construyamos ahora el lagrangiano Sg')—expandido reducido. Para ello recordemos que
una de las ventajas del método de S-expansién es que nos permite obtener los tensores
invariantes del dlgebra S-expandida en términos de un tensor invariante para el dlgebra
original. Usando el Teorema VIL.2 de la Ref.[1], se tiene que las tunicas componentes no

nulas de un tensor invariante simétrico para el dlgebra Mj son

(JavJed) = 0 (NagMbe = Naclba) - (9.91)
(JanZea) = 2 (NaaThe = NacTlba) (9.92)
(PoPe) = Qo (9.93)
(JwP:.) = o1€ape, (9.94)
(JavZe) = Q3€abe (9.95)
(ZaP:) = as€ape. (9.96)

donde ag, aq, as v a3 son constantes arbitrarias y sin dimension.
Utilizando los tensores invariantes (9.91 —9.96) en la expresiéon general para un la-

grangiano Chern-Simons, y eligiendo oy = as = 7, ¥ @y = a3 = k encontramos el siguiente
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lagrangiano

1 1
LCMS? (241) _ ;€abc |:<Rab 4 @eaeb) ef + Rabhc =+ k,ach - §d (wabhc o kabec + wabec):|

7 a 2 a (& 2 a a a a (&
—1—52 {w L dw’ 4 3w 8l we 4 e T, + widk® + k%dw’ 4 2w bwika] (9.97)

cuyo invariante topolégico es dado por

1
Pl = 3 {eabc (RabTC T+ R (D 4 ke ge) + Dwk“chﬂ

2
+% {RabRba +5 (T°T, — "€’ Ryp) + 2R“bDwk”a}

Tenemos asi dos términos independientes, uno proporcional a ,, el cual corresponde
al lagrangiano cuya derivada nos entrega un invariante tipo Maxwell-Pontryagin, mientras
que el término proporcional a x contiene el lagrangiano de Einstein Hilbert y ademds, su
derivada exterior nos entrega un invariante tipo Maxwell-Euler. Notemos que la presencia

de términos torsionales extras en el lagrangiano aparecen para asegurar la Mjs-invariancia.

Asi, hemos mostrado que es posible establecer una relacién entre el lagrangiano invariante
de Lorentz, que depende sélo de la conexién de spin y el lagrangiano obtenido para el dlgebra
M. No obstante, es posible generalizar este resultado para todas las dlgebras tipo Maxwell
Mo

El lagrangiano (2 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra M, 1, médulo término de

borde, se puede escribir como

Moap
L'6s o
S / ' (ab2i) | L (a2pt1) (b2g+1) elo2h D)
= Z 009, k4104 g1 Eabe {R @ 4 @6 BEPTH 2 } — (9.98)
i,k=0
y es obtenido a partir de
2
Moy,
L'cd' oy = <AdA + §A3> ; (9.99)

donde el tinico tensor invariante simétrico de rango dos no nulo para el dlgebra Mo, 1 viene

dado por
<J(ab,2i)P(c,2j+1)> = ak5§i+2j~+1€abc- (9.100)

104



Este lagrangiano requiere que consideremos el dlgebra M, .1, con la 1-forma conexién de

gauge

n—1

1 I

A= Z {500( b’%)J(ab,zk) + 76( ’2k+1)P(a,2k+1):| ; (9.101)
k=0

y la 2-forma curvatura asociada F' = dA + A?

n—1

1
P [ Frab2k) 7 Jiabak) + 7F(a,2k+1)p(a72k+l)} 7 (9.102)
k=0
donde
1
lab2k) g (ab2k) 1y lac:2d) ,(db.2j) 5f+] B — e(@:2i+1) ,(b,2j+1) 5fﬂ+1’ (9.103)
F2ktl) = gela2ktl) 4 ) (ab20), 023)55+J (9.104)

(2n—1)

Consideremos ahora la S E2 -expansion reducida del dlgebra de Lorentz. Sabemos que el

semigrupo S](;nfl) = {0, A1, ..y Aap } estéd dotado del siguiente producto:

Ao sia+B8<2n—-1
WY R (9.105)
Aon Sta+3>2n-1
donde Ay, = 0; es el elemento cero del semigrupo.
Luego, es posible definir la conexién de spin y la curvatura S-expandidas como
We = Aw,+ Mwit Fhow + -+ Ag1w, (9.106)
F, = MNFE+MF!M 4+ XF2 4+ A 1 27 (9.107)
donde hemos introducido
wa’o = Wg, wa’z = k:a(z)
1 1 2541 _ 1, ()
Wit = e Wil = 7’% (9.108)
coni,j=1,....n—1,y donde
Fa = dwak — 5Mabt dw wdm(sl—l—m?

con k,l,m=0,...,2n — 1.
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)—expandido reducido. Usando el Teorema

Construyamos ahora el lagrangiano Sgn_l
VIL.2 de la Ref.[1], se tiene que las unicas componentes no nulas de un tensor invariante

simétrico para el dlgebra M, 11 son

(J(ab,2i) I (cd2k) ) Monsr = ;6% or, (JapJed) -
= ak6§i+2j (nadnbc - nacnbd) ) (9109)
<P(a,2i+1)P(c,2k+1)>M2n+1 = ozj5j2i+2k+2 (JaJC>£
= aj532i+2k+27]ac) (9110)
<J(ab,2i)P(c,2k+1)>M2n+l = ozjéj%r%+1 <Jach>£
= Oéj(sj2i+2]g+1€abca (9.111)

con i, k,=0,...,n — 1y las constantes a; son arbitrarias y adimensionales.
Utilizando los tensores invariantes (9.109) — (9.111) en la expresién general para un la-

grangiano Chern-Simons, encontramos

Man
Los oy
n—1 1

j i ab,2i a, b,
- Z 093 4 9k 10p 1 g 1€abe [R( b2 4 ﬁe( iRl ayy) l
k=0

€(C’2k+1)
S (9.112)

. , Z. > . ,2
+ Z % 727;+2j+2z5;+q+1 {wab’@)dwba’@]) + gwab’(mwbc’(mwca’(2j) + l_gea’(2p+1)T(a’2q+1)

De esta manera, mediante el procedimiento de S-expansién hemos podido establecer una
relacién entre el lagrangiano invariante de Lorentz en (2 + 1)-dimensiones, el cual depende
s6lo de la conexién de spin, y el lagrangiano invariante bajo el dlgebra M, 1, el cual depende

de la conexién de spin, el vielbein y 2n — 2 campos bosénicos extra.
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Apéndice A

Contraccion de Inonii-Wigner

La contraccion g. de un dlgebra de Lie g en la forma de Intnii y Wigner [2], es llevada a cabo

con respecto a una subdlgebra £y reescalando, por medio de un parametro, los generadores

base del coseto g/ £y y luego tomando un limite singular para este pardmetro. En el dlgebra

contraida g., los generadores en g/£y se convierten en abelianos y la subdlgebra £7 C g.

actia sobre ellos. Como un resultado, g. tiene la misma dimensién de g, tiene una estructura

semidirecta y los generadores abelianos determinan un ideal de g..

Sea g = Vo @ V7 un algebra de Lie, donde:

e 1} es una subalgebra de g generada por {Xio}?éflvo

£o a la mencionada dlgebra V4.

dim V1

e V} es un subespacio de g generado por {Xj, }; =,

dim V4
i1=1 °

generado por {X;, }
El dlgebra de Lie g es descrita por
[Xa, X5] = Cap' Xp

donde A : (X, X;,) : 1,2,...,dim Vy + dim V;.

La contraccién de Inonii-Wigner consiste en
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. Reescalar los generadores de g/£y : {X;} por medio de un pardmetro numeérico A en la

forma
Y, =\ 1X;, = X, = \Y], (A.2)

y luego tomando el limite A — oo.

. Descomponer el dlgebra (A.1) de la siguiente manera

[Xioa on] = CiojOkOXko + Ciojolekl
[Xio» X1l = Cpj® X + Ciy Xy (A.3)

(X, X5, = O "X, +C X,

1171 11J1

. Tener en cuenta que Vp, generado por {X;,} es una subdlgebra, lo cual significa que

las constantes de estructura deben satisfacer la condicién

Qy =) (A.4)

00
. Introducir el reescalamiento (A.2) junto con la condicién (A.4) en (A.3). En efecto,

[Xioano] = C kOXko

10J0
[Xio, \Yj] = C, X, +MC, .MV,

10J1 1071
[AY;J? )\le] - Ci1j1k0XkO + >\Ci1j1k1 Ykl

de donde vemos que

[Xiijo] = (| kOXko

10J0

1
[Xioa }/31] - XciohkoXkO + Ciohklykl
1 1
[Y;iv Y]l] = PoiljlkoXko + XCiljlkIYkl

. Tomar el limite cuando A — oco. En efecto, al tomar el limite obtenemos

[Xim on] = Ciojoko Xko
[(Xio, Y] = Ciojlkl Y, (A.5)
[Yi1 ) }/}1] =0

que corresponde al dlgebra contraida g..
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Apéndice B
Accion de Einstein-Hilbert

Para verificar la equivalencia de las acciones

I / ENI Wit ¥ (B.1)

S — / d*z/—gR, (B.2)

lo primero que debemos hacer es escribir explicitamente las bases de formas diferenciales
en el vierbein. Asf, expandiendo la 2-forma curvatura R en la base de 2-formas {e’e’},

obtenemos

Eapea R = sabcdR“bij e'elecel. (B.3)

Ahora expandimos la ecuacién anterior en la base {dx*},

EapedRPee? = €abcdRab,L-j€l”6]y66p€do datdz” dx’dx’

— 5abcdRabijeiuejyecpedU eMro iy, (B.4)
donde hemos usado el hecho que
datdx” da’da’ = P dx’datdrPda® = e d*s. (B.5)

Usando el conocido resultado

€i1~~~in — eil,ul . ein#ngltl"'#n (det e)_l , (BG)
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podemos escribir
i _j ¢ d _pvpo
e’ el e e €

Por lo tanto, haciendo uso de las identidades

J1-gsis+1-dr

Op,.

"hsjs+1"'j'r -
Jigr phihe
5h1-~~hr B -
se tiene que
5abcdRabeCed
= 6abcd

ijed

= ¢ (det e). (B.7)
(=9
(n — T)!(Shl'--hjs ’ (B-8)
rlBiir (B.9)

= €adeRabijEUCd (det 6) d4$

ab 4
R, (det e) d'x

= 26abin“bij (det e) d'z
= 4Rij.j (det e) d*a,

Por 1ltimo, dado que Rz-j-j = R y que det e = /—g, lo anterior se puede escribir como

EabedR%ee® = 44/—gR d'z.

Asi,

/EabcdRabeced = 4/\/ —gR d4l‘.

(B.10)

(B.11)

Lo que nos muestra la equivalencia entre la accién de Einstein-Hilbert escrita con formas

diferenciales (B.1) con aquella escrita en el lenguaje tensorial (B.2)
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Apéndice C

Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré G = ISO(D — 1,1) es la suma semidirecta del grupo de traslaciones

con el grupo de rotaciones con métrica n,, = diag (—,+...+), cuyos generadores son P, y

Jup, respectivamente. Ademds a = 1,..., D.

El dlgebra de Lie del grupo de Poincaré es

[Ja67 ch] = Tlchad —Nea de + ndbjca - 77da<]cb
[Jaba Pc] 3 Ucha - ncan
[P,,B)] = 0

La 1-forma conexién de gauge A valuada en el dlgebra es

1 1
A= §w“bJab -+ 7€apa

cuya 2-forma curvatura asociada es

F = dA+ AA

1 1
= —R®]J,+ -T"P,
2 bt

(C.1)

(C.2)

(C.3)

donde R® y T son la curvatura y la torsién, respectivamente. De (C.3) vemos que estas

2-formas son las distintas componentes de una tnica curvatura. Si denotamos con D a la

derivada covariante para la conexién A, luego tenemos que

(D,T* — R%€”) P, + % (DWwR™) Jab

1
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es decir, las condiciones de consistencia para las ecuaciones de estructura de Cartan pueden
ser vistas a través de las componentes de la identidad de Bianchi DF' = 0, es decir, a través

de

D,R® = 0 (C.5)
D, T — R%" = 0 (C.6)

Notemos que el grupo de Poincaré se puede obtener como una contraccién del grupo AdS.
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Apéndice D

Grupo AdS

El grupo anti-de Sitter denotado por G = SO (D — 1, 2), es el grupo de rotaciones en D + 1

D+1)
2

dimensiones con métrica 1,5 = diag(—, +...+, —). Este grupo consta de D generadores

Jagp con A,B = 1,....,D + 1. Podemos descomponer estos generadores en J,, y P,, con
a,b = 1,....D, y donde los generadores P, son definidos mediante J,p,; = P,. Asi, el

generador de AdS es escrito en forma matricial como

Jab Pa
Jap = D.1
AB ( 8y o ) (D.1)

Los generadores J4p satisfacen el dlgebra:
[Jas, Jep] = nepJap — Nealsp + MppJep — npates (D.2)

Por lo tanto, los generadores J,;, y P, satisfacen

[Jaba ch] = nchad - nca‘]bd + 77deca - nda‘]cba
[‘]alﬂ PC] = ncha - ncaPlN (DS)
[Fa, ] = Jab. (D.4)

La 1-forma conexién de gauge es dada por A = %WAB Jap y su 2-forma curvatura asociada
es dada por F' =dA + AA = %RABJAB, donde

WAB _ w et/ RAB _ R® + et T/l
—e?/l 0 ) —T"/1 0
donde R y T son la curvatura y la torsién, respectivamente.

113



Apéndice E
Clases Caracteristicas

Una clase caracteristica es entendida como un concepto unificador en matematicas, el cual
conecta la topologia algebraica, la geometria diferencial y la geometria algebraica. La teoria
de las clases caracteristicas explica matematicamente por qué no es siempre posible realizar
una trasformacién de gauge la cual hace que la conexién se anule en todas partes, incluso si
ésta es localmente de gauge. El valor no nulo de una clase caracteristica, también llamada
invariante topolégico, indica una obstruccién a la existencia de una transformacién de gauge
que trivialize la conexién globalmente.

Los dos invariantes més importantes para una teorfa invariante de Lorentz en una var-

iedad de dimensién D = 2n, son dados por:

e La clase de Euler, asociada con los grupos O(D — n,n). Por ejemplo, la clase de
Euler 4-dimensional asociada al grupo SO(3, 1) es dada por

1
E, = avea R R E.l
*T 3n2 /M4 Cabed (E1)

e La clase de Pontryagin, asociada con cualquier grupo semisimple G. En 4-dimensiones

ésta es dada por

1
Py=_— R E.2
4 {72 M bl a ( )
La clase de Pontryagin se puede definir para cualquier grupo de gauge compacto GG, sobre
cualquier variedad compacta de dimensién par,

1

2n+171-n/]\‘/[2n{ }’
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donde F' es la 2-forma curvatura para el grupo G cuyos generadores son normalizados, tal
que Tr{G,Gp} = dap, v los paréntesis {---} indican un producto particular de trazas de
productos de F’s (ver [28]).

Puesto que la 2-forma curvatura R® es antisimétrica, la forma Pontryagin de la var-
iedad, P [SO(D)] esté definida s6lo para D = 4n. Notemos que a diferencia de las formas
Pontryagin, la forma de Euler no se puede definir para un grupo de gauge genérico G.

Invariantes similares a los anteriores, pero construidos usando la 2-forma torsién 7 son

menos conocidos. El invariante torsional de menor dimension es la 4-forma de Nieh-Yan

Ny =TT, — Rype®e” (E.3)

Los invariantes de Nieh-Yan corresponden a la diferencia entre las clases de Pontryagin
para SO(D —1,2) y SO (D — 1,1) en D-dimensiones. En efecto, consideremos la conexién
para SO(3,2)

ab al/l
was_ | < € (E.4)
—e®/l 0

donde a,b=1,..,4y A,B=1,...,5. La 2-forma curvatura construida desde W4? es

RAP = aWAP + WW P
Rab_|_ l%eaeb Ta/l

sy 0 | (£:5)

Asi, es directo verificar que la densidad de Pontryagin para SO(3,2) es la suma de la densidad
de Pontryagin para SO(3,1) y la densidad de Nieh-Yan

B, D, a 2 a a

R4LRB = RARY + i [T°T, — Rupe“e’]
Esto nos muestra que

2
5 [ Na=PF[50(3,2)] = A [SO(3,1)]
2 J,
es un invariante topoldgico, y es la diferencia de dos clases Pontryagin.
Como no existen invariantes similares en dimensiones impares, no es posible construir

acciones Chern-Simons para gravedad en D = 2n, invariante bajo los grupos AdS 6 Poincaré.
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Apéndice F

Identidades de Bianchi

Consideremos la 1-forma conexién A Mr-valuada

A=ty 1 tep 4 L@ngo  Lyango L@ 0 Lieyze gy
2 a l a 2 a l a 2 a l a .
y su 2-forma curvatura F' asociada
1 1 1 | 1
Fo= SR+ TPt (Dwk(“b’” " l—26“eb> Z% + (thwvl) + k“;”eb> Z
—I—l (D E(ab2) | pa (1) geb(1) +l2 [eah(b,l) + h(a,l)eb}) Z(i)
2 w c l a,
1
+5 (DA + ko B e 4 k2 O pleb) 73 (F.2)

Si denotamos como D a la derivada covariante para la conexién A, entonces la identidad

de Bianchi establece que
DF =0 (F.3)

donde
D=d+ A, (F.4)

Luego tenemos que
1 1 1
DF = SDuR™Ju+ 5 (DT = R*) Put 5 (DD + K, WR? + K.V R*) Z,)
(DDA — Reep) 70
l w w C a
1 a a Ci ac 2
+5 (DyD k) 4 k2 PR 4 kb ) gac) 7
- (D,D,h?) — RehP) Z2)
l w w (& a
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De esta manera, las condiciones de consistencia para las ecuaciones de estructura de Cartan
pueden ser vistas a través de las componentes de la identidad de Bianchi DF' = 0, es decir,

a través de

D,R® = 0, (F.5)

D,T* — R, = 0, (F.6)

Dy, D k@Y 4 ke WRe b W Rpee — (F.7)
DD h\»Y — Rpl) = 0, (F.8)
DD,k ke @ RD kP P Ree = 0, (F.9)
DD h\*? — R*p® = 0 (F.10)

Es interesante notar que al considerar la derivada covariante D = d + [A, -| del término

R% ], expandido, tenemos que

(ZAR(“’” ) ZDR(“’”)JQIH, (F.11)

=0

donde \; es un elemento del semigrupo Sg’). Podemos reescribir (£.11) como sigue

5
D (Z Ai-l'%ab’iJab) - A()DRab’OJab 1 AQDRab’zjab 1= )\4DRab’4Jab

ab,0 a ,2 pcb,0 b ,2 pac,0 a 4 ch,0 b 4 pac,0
- DwR Jab,O +wc R Jab,2+wc R Jab,2+wc R Jab,4+wc R Jab,4
b,2 2 b,2 b 2 2 b,4
+D, R Japa + W TR Jgp s + W', TR s + Dy R Japa

Luego identificando

wab,O _ wab’ wab72 _ k(ab,l)’ wab,4 _ k,(ab,2)’

Rab,O _ Rab’ Rab,Q _ Dwk’(ab’l), Rab,4 _ le{}(ab’2) + kac(l)kcb(l)
o = Jabs Juns = 233, Jana = 233,

se tiene que
5
D (Z )\iR(ab,i) Jab) _ DwRabJab + kac(l)RCbZéi) + kbc (I)Racztgll)) + kac (2)Rcbz(512)) + kbc (2)RaCZC(£)

—l—Dwak(ab’l Z ka (1) D, kcbl kb (1) D, k(ac 1)2(2)
+D,, D k(™) wa) + D, ke Wz o — ke WD,k Z
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Reordenando los términos podemos escribir

5
D (Z /\iR(ab,i) Jab) _ DwRabJab + (Dwak(ab’l) + kac(l)RCb + k_bc (I)Rac> Z(EII;)
=0
+ (Dwal{(ab’2) + k,ac (Q)Rcb + kbc (2)Rac) ZC(L?, (F12)

donde identificamos las componentes de la identidad de Bianchi (F.5), (F.7), (£.9). Asi,

tenemos que

5 5
D<§:&RW”@Q::§:&DRWWLw:0 (F.13)
=0

i=0
Notemos ademds que la tinica componente no nula de un tensor invariante simétrico de

rango 4 para el dlgebra My viene dado por

<J(a1a2,i1)‘](a3a4,i2)J(a5a6,i3)P(a7,i4)> = 2l5aj551+i2+i3+i4€a102a3a4a5a6077 (F'14)

donde iy, j = 0,- -+, 5, y los coeficientes a; son constantes arbitrarias de dimensién [longitud]~°.
De modo que al considerar la derivada covariante D = d + [A, -] sobre el lagrangiano CS

7-dimensional para gravedad, tenemos que

4
(n  _ 2k—2 <j kg1 i4
DLOS = El Ckaj5il+i2+i3+i45p1+q1"'5p4_k+q4_k
k=1

€ayapasasasagar D (R(alawl) ..« R(@2k—1a2kik) o (a2k+1,P1) p(azk42,01) | . . e(9714))

n

_ }:2#2 PV il . Sin

- ! Cka95i1+i2+i3+i45p1+q1 5pn7k+qn7k
k=1

Rlabin) . plefir) p (6(02k+1,p1)€(a2k+2741) . 6(971'4)) ’

€aiazasasasagar

donde hemos ocupado las distintas componentes de la identidad de Bianchi (F.12).

Notemos que este mismo procedimiento se puede utilizar en la expresién (8.6), obteniendo

asi

Pi). _ s (b1b2yi1) | .. p(b2p—1b2pip) ,(b2p+1sipt+1) . . . ,(bD-1,tD—p—1
De: = 0 4tip , Eabrbp D (R R\72p=102p:t) 020410t el v-1)

= (D-1-2p)é¢.

7/1+"‘+iD—p71€ab1'“bD—1

R(b1b2si1) | R(bap—1b2p,ip)

T (b2p+15ip+1) p (b2pt2sip) | e(aD—lyiD—p—l)‘
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