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Resumen

Esta Tesis se propone la construcción de una teoría de Einstein-Lovelock de la Gravedad

invariante bajo las álgebras tipo Maxwell M, la cual contiene al Lagrangiano de Einstein-

Hilbert tanto en dimensiones impares como en dimensiones pares.

Para llevar a cabo dicha construcción será necesario introducir ciertas herramientas

matemáticas conocidas como S-expansión. Este mécanismo consiste básicamente en un

método para obtener nuevas álgebras de Lie a partir de una dada mediante un semigrupo

abeliano (Capítulo 2).

En el Capítulo 3 se estudiará Relatividad General en el formalismo de Cartan intro-

duciendo la nociones de vielbein y conexión de spin. En especial, se estudiará la acción de

Einstein-Hilbert y se analizará su invariancia bajo el grupo de Poincaré.

Posteriormente, se introducirá la teoría de Lanczos-Lovelock y se estudiará brevemente

el problema de los coe�ciente introduciendo así las teorías Chern-Simons y Born-Infeld de la

Gravedad (Capítulo 4 y 5).

En el Capítulo 6 y 7 se hará uso del procedimiento de S-expansión para obtener álgebras

tipo MaxwellM y sus respectivas subálgebras LM. Se estudiará bajo que condiciones, las

teorías Chern-Simons y Born-Infeld de la Gravedad invariante bajo las diveras álgebras tipo

Maxwell, conducen al Lagrangianos de Einstein-Hilbert.

Finalmente, en el Capítulo 8 se estudiará una acción de Einstein-Lovelock la cual con-

ducen en dimensiones impares a la teoría de Einstein-Chern-SimonsM-valuada y en dimien-

siones pares a la teoría de Einstein-Born-Infeld LM-valuada.
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Capítulo 1

Introducción

Tanto la electrodinámica como las interacciones débil y fuerte son consistentemente

descritas en el modelo estándar por medio de teorías de Yang-Mills. Estas tres interacciones

han sido cuantizadas exitósamente y son conocidas como teorías renormalizables. No ob-

stante Gravedad descrita por Relatividad General se resiste a la cuantización a pesar de la

invariancia bajo transformacions generales de coordenadas. Sin embargo, la teoría de gauge

convencional, al igual que la teoría de la relatividad especial tiene su fundamento en la ex-

istencia de una estructura métrica "background" no dinámica, mientras que en Relatividad

General, la geométría es dinámicamente determinada. Por lo tanto, la construcción de una

teoría de gauge para la gravedad requiere de una acción que no considere un espacio-tiempo

background �jo, es decir que no considere una métrica background �ja.

Sin embargo, existe una acción para gravedad en dimensiones impares independiente de

la métrica la cual fue propuesta por Chamseddine [18, 19]. Como veremos a lo largo de

la Tesis, la única posibilidad de tener una acción para gravedad es considerar una acción

construida en términos de una conexión y que no considere un espacio-tiempo background-

�jo. Dicha acción es conocida como acción de Chern-Simons y corresponde a un caso

particular de la acción de Lanczos-Lovelock [1, 2, 3, 4].

La acción de Lanczos-Lovelock (LL) corresponde a la acción más general para gravedad en

D > 4 dimensiones construido sobre los mismos principios que Relatividad General, a saber

covariancia general y ecuaciones de segundo orden para la métrica. La teoría de Lanczos-
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Lovelock se re�ere de hecho a una familia parametrizada por un conjunto de coe�cientes

reales �p, p = 0; 1; � � � ; [D=2], los cuales no son �jados desde primeros principios. En la Ref.
[16], se mostró que es posible �jar los coe�cientes en términos de las constantes cosmológica

y gravitacional. Así, en dimensiones impares, la acción es formulada como una teoría Chern-

Simons para el grupo AdS: Por otro lado, bajo una elección particular de los coe�cientes se

obtiene en dimensiones pares el Lagrangiano de Born-Infeld, el cual solo es invariante bajo

rotaciones locales de Lorentz del mismo modo que la acción de Einstein-Hilbert.

Si las teorías Chern-Simons y Born-Infeld son las apropiadas teorías en dimensiones

impares y pares respectivamente para describir gravedad entonces ambas teorías deben sat-

isfacer el principio de corespondencia, es decir, deben estar relacionadas con Relatividad

General.

El propósito de la Tesis es mostrar que se puede obtener Relatividad General desde una

teoría Chern-Simons para una cierta álgebra de LieM en dimensiones impares y desde una

teoría Born-Infeld para una cierta álgebra LM en dimensiones pares [33, 35, 37]. Dichas

álgebras conocidas como álgebas tipo Maxwell, son obtenidas mediante el procedimiento de

S-expansión del álgebra AdS mediante una elección particular de un semigrupo.

Finalmente, construiremos una acción que llameremos acción de Einstein-Lovelock [38].

Dicho Lagrangiano, bajo una elección particular de ciertos coe�cientes, conduce en dimen-

siones impares a la gravedad de Einstein-Chern-Simons y en dimensiones pares a la gravedad

de Einstein-Born-Infeld.
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Capítulo 2

Procedimiento de la S-expansión

2.1 Introducción

La obtención de nuevas álgebras de Lie a partir de otras es un problema de gran interés

en matemática y física. Existen esencialmente cuatro maneras distintas de obtener nuevas

álgebras mediante otras. Es de nuestro interés entender y hacer uso del mecanismo de

expansión de álgebras no obstante es pertinente introducir los distintos métodos existentes

para encontrar nuevas álgebras.

Uno de estos métodos consiste en el procedimiento de contracción. En especial, la

contracción de Inönü-Wigner (IW) [5] gc de un álgebra de Lie g es realizada con respecto a

una subálgebra L0 reescalando los generadores bases del coseto g=L0 mediante un parámetro

y luego considerando algún límite para dicho parámetro. Han habido varias discusiones y

variaciones del procedimiento de contracción de IW sin embargo todos tienen en común de

que g y gc tienen la misma dimensión.

Otro procedimiento es la deformación de álgebras y álgebras de Lie. De un punto de vista

físico, dicho proceso es esencialmente lo opuesto al de contracción (ver [6]). No obstante,

las dimensiones de las álgebras de lie originales y deformadas son nuevamente iguales. A

modo de ejemplo, el álgebra de Poincaré es obtenida desde el álgebra de Galileo mediante un

proceso de deformación. De este modo, el método de deformación es considerado físicamente

como una herramienta para desarrollar una teoría física desde otra existente.
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Un tercer procedimiento para obtener nuevas álgebras de Lie consiste en la extensión �g

de un álgebra g por otra e [7]. El álgebra extendida �g contiene a e como un ideal y �g=e � g,
no obstante g no es necesariamente una subálgebra de �g. Puesto que �g=e � g para una

extensión se tiene que dim �g = dim g+dim e de modo que la dimensión del álgebra resultante

es igual al número total de generadores presente en las álgebras involucradas en obtener el

álgebra extendida.

Ninguno de los procedimientos anteriormente citados nos permite obtener algebras de

mayor dimensión a partir de una dada. Sin embargo, existe un mecanismo que nos permite

obtener nuevas álgebras de mayor dimensión a partir de un álgebra dada g. La idea,

introducida originalmente por Hatsuda y Sakaguchi en [8], consiste en considerar el álgebra

g descrita por las formas de Maurer-Cartan (MC) sobre la variedad de su grupo asociado G

y, despues de reescalar algunos parámetros del grupo por un factor �, en expandir las formas

de MC como series en �. Este procedimiento es conocido como el método de expansión en

serie de potencias [9] y di�ere de los tres anteriores ya que la dimensión del álgebra cambia en

el proceso. las álgebras expandidas son en general de mayor dimensión que la original y no

se pueden relacionar por ningun proceso de contracción o deformación. El uso de las formas

de MC nos permite de un punto de vista físico obtener formas invariantes que son útiles para

construir acciones. Un pequeño enfoque a este método es realizado en el Apendice A.

Sin embargo, existe otro enfoque al método de expansión el cual está basado completa-

mente en operaciones realizadas directamente sobre los generadores del álgebra. En dicho

caso, todos los casos de expansión encontrado en [9] pueden considerarse como proveniente de

una elección particular de un semigrupo. Este último método, conocido como la S-expansión

fue propuesto en [10] y consiste en obtener una nueva álgebra a partir del producto directo de

una representación de un semigrupo dado y los generadores del álgebra de Lie. La álgebra

así obtenida es conocida como álgebra S-expandida. Existe además una formulación dual

del método de S-expansión [11] el cual permite estudiar el procedimiento de la S-expansión

en el contexto de la variedad del grupo.

5



2.2 Conceptos básicos

Antes de estudiar el procedimiento de la S-expansión es necesario introducir ciertos

conceptos y de�niciones útiles para la comprensión de dicho método.

2.2.1 Semigrupo

Un semigrupo es un sistema algebraico dotado de una única ley de composición interna

asociativa. Una de�nición más rigurosa es dada en la Ref. [10] y establece lo siguiente:

De�nición 1 Sea S = f��g un semigrupo �nito, y sean ��1 ; : : : ; ��n 2 S cuyo producto
viene dado por

��1 � � ���n = �
(�1;:::;�n): (2.1)

Luego, el n-selector K �
�1����n es de�nido como

K �
�1����n =

(
1, cuando � = 
 (�1; : : : ; �n)

0, en otro caso.
(2.2)

Puesto que S es asociativo, el n-selector satisface la identidad

K �
�1����n = K

�
�1����n�1K

�
��n = K �

�1�
K �
�2����n : (2.3)

Usando esta identidad, vemos que es siempre posible expresar el n-selector en términos

de 2-selectores. Esto se puede interpretar más intuitivamente escribiendo el producto de

dos elementos del semigrupo como

���� = K
�

�� ��: (2.4)

Una importante propiedad de los selectoresK �
�� es encontrada haciendo uso de las propiedades

de asociatividad y clausura del semigrupo. En efecto, la ley asociativa y clausura del pro-

ducto es expresada como

(����)�
 = �� (���
) = ��(�;�;
) (2.5)

6



lo cual, haciendo uso de la ec. (2:4) es equivalente a escribir

K �
�� K

�
�
 = K �

�� K
�

�
 = K �
��
 : (2.6)

Esto implica que los 2-selectores K �
�� pueden proporcionar una representación matricial para

el semigrupo, en forma análoga a como las constantes de estructura de un álgebra de Lie

proporcionan la representación adjunta. En efecto, de�niendo

[��]
�

 = K

�
�
 (2.7)

tenemos

[��]
�
� [��]

�
� = K

�
�� [��]

�
� =

�
�
(��)

� �
�
: (2.8)

Nos restringiremos de ahora en adelante a semigrupos abelianos, lo cual implica que todo

n-selector debe de ser completamente simétrico en sus índices bajos.

A continuación introduciremos de acuerdo a la Ref. [10] el concepto de subconjuntos de

un semigrupo S.

De�nición 2 Sea Sp y Sq dos subconjuntos de S. El producto Sp � Sq está de�nido como

Sp � Sq =
�
�
 tal que �
 = ��p��q , con ��p 2 Sp y ��q 2 Sq

	
� S: (2.9)

Es decir, Sp �Sq � S es el conjunto que resulta del producto de cada elemento de Sp con cada
elemento de Sq. Puesto que S es abeliano, Sp � Sq = Sq � Sp.

Este producto será útil en las de�niciones de expansión mediante semigrupo. Es impor-

tante enfatizar además que los subconjuntos Sp y Sq no deben ser necesariamente semigrupos.

Algunos semigrupos poseen un elemento particular el cual será de gran utilidad a lo largo

de la tesis.

De�nición 3 Si S es un semigrupo dotado de un elemento denotado por 0S 2 S que satisface
la condición que 8�� 2 S se tiene

0S�� = ��0S = 0S (2.10)

entonces el elemento 0S es llamado el elemento cero del semigrupo.
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Un semigrupo dotado de un elemento 0S no puede ser un grupo puesto que este elemento

no tiene inverso. Dado además que dicho elemento es único cuando existe, se asignará para

efectos efectos practicos el elemento �N+1 del semigrupo S = f��gN+1�=0 al elemento 0S ;

�N+1 = 0S. (2.11)

2.2.2 Álgebras de Lie

De�nición 4 Un álgebra es de�nida como un par (g; �) donde g es un espacio vectorial
de dimensión �nita y � : g � g ! g es una regla de composición de�nida sobre el espacio

vectorial.

De�nición 5 Un álgebra de Lie g es de�nida por el par (g; [; ]), donde g es un espacio

vectorial de dimensión �nita, de base fTAgdim gA=1 , de�nido sobre un campo K; y [; ] es una ley

de composición (TA1 ; TA2)! [TA1 ; TA2 ] 2 g que satisface los siguientes axiomas:

� Linealidad

[�TA1 + �TA2 ; TA3 ] = � [TA1 ; TA3 ] + � [TA2 ; TA3 ] para �; � 2 K:

� Antisimetría

[TA1 ; TA2 ] = � [TA2 ; TA1 ] para todo TA1 ; TA2 2 G.

� Identidad de Jacobi

[[TA1 ; TA2 ] ; TA3 ] + [[TA2 ; TA3 ] ; TA1 ] + [[TA3 ; TA1 ] ; TA2 ] = 0:

La existencia de sub-álgebras o de ideales de un álgebra de Lie g se verá re�ejada sobre las

constantes de estructuras. En efecto, sea fe1; � � � ; ei; � � � ; eng una base del espacio vectorial
del álgebra g y sea fe1; � � � ; ekg una base de una sub-álgebra N de g, entonces las constantes

de estructuras deben satisfacer las relaciones

C s
ij = 0; para i; j � k y s > k: (2.12)

8



Esto se debe al hecho que si N es una sub-álgebra [N;N ] � N entonces

[Ni; Nj] = C
k

ij Nk (2.13)

de modo que para k < s < n se tiene C s
ij = 0: Por otro lado, si fe1; � � � ; ekg es una base

para un ideal entonces

C s
ij = 0, para i � k; s > k, y j arbitrario. (2.14)

Esto proviene del hecho que si N es un ideal [N; g] � N entonces

[Ni; gj] = C
s

ij Ns; i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n

de modo que [N; g] � N solo si C s
ij = 0 para k � s � n.

2.2.3 Álgebras de Lie Reducidas

Dada un álgebra de Lie, es posible obtener álgebras más pequeñas a partir de ella por

medio de un procedimiento que llamaremos "reducción". De la Ref [10], tenemos la siguiente

de�nición,

De�nición 6 Consideremos una (super)álgebra de Lie g de la forma g = V0�V1, con fTa0g
una base para V0 y fTa1g una base para V1. Cuando [V0; V1] � V1, es decir, cuando las

relaciones de conmutación tienen la forma general

[Ta0 ; Tb0 ] = C c0
a0b0

Tc0 + C
c1

a0b0
Tc1 ; (2.15)

[Ta0 ; Tb1 ] = C c1
a0b1

Tc1 ; (2.16)

[Ta1 ; Tb1 ] = C c0
a1b1

Tc0 + C
c1

a1b1
Tc1 ; (2.17)

entonces es directo mostrar que las constantes de estructuras C c0
a0b0

satisfacen la identidad

de Jacobi por sí mismas, y por lo tanto

[Ta0 ; Tb0 ] = C
c0

a0b0
Tc0 (2.18)

corresponde a un álgebra de Lie por sí misma. Esta álgebra, con constantes de estructura

C c0
a0b0

, es llamada un álgebra reducida de g y es simbolizada por jV0j .

9



En efecto, considerando la componente válida en V0 de la identidad de Jacobi

C C
a0b0

C e0
Cd0

+ C C
d0a0

C e0
Cb0

+ C C
b0d0

C e0
Ca0

= 0

la cual es reescrita como

C c0
a0b0

C e0
c0d0

+ C c1
a0b0

C e0
c1d0

+ C c0
d0a0

C e0
c0b0

+ C c1
d0a0

C e0
c1b0

+ C c0
b0d0

C e0
c0a0

+ C c1
b0d0

C e0
c1a0

= 0

podemos ver que la constante de estructura C c0
a0b0

satisface la identidad de Jacobi por sí

misma en dos situaciones:

� C c1
a0b0

= 0, es decir cuando V0 es una subálgebra.

� C c0
a0b1

= 0, es decir cuando [V0; V1] � V1 y por lo tanto jV0j es un álgebra reducida.

Es importante mencionar que en general jV0j no es una subálgebra de g, sino que más bien
corresponde a la "inversa" de un álgebra extendida, con la salvedad de que V1 no requiera

ser un ideal.

2.3 Método de S-expansión

2.3.1 S-expansión para un semigrupo arbitrario S

El procedimiento de expansión de álgebras de Lie consiste en un método para obtener

nuevas álgebras de Lie a partir de una dada. En especial, el método de S-expansión descrito

en la Ref. [10, 11, 12, 13, 14] consiste en hacer uso de semigrupos para expandir un álgebra

original. El siguiente teorema describe la esensia primordial del método de S-expansión.

Teorema 1 Sea S = f��g un semigrupo abeliano con el 2-selector K 

�� y g una (su-

per)álgebra de Lie con base fTAg y constantes de estructura C C
AB . Denotemos un elemento

de la base en el espacio del producto directo S 
 g por T(A;�) = ��TA y consideremos el

conmutador inducido
�
T(A;�); T(B ;�)

�
� ���� [TA; TB]. Entonces, S 
 g es también una

(super)álgebra de Lie, de constante de estructura

C
(C;
)

(A;�)(B;�) = K



��C
C

AB (2.19)
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Para probar en efecto que el álgebra obtenida consiste en un álgebra de Lie es nece-

sario mostrar que se satisface la identidad de Jacobi haciendo uso de las propiedades de los

selectores. El lector encontrará una demostración detallada de este teorema en las Refs.

[10, 12].

El teorema anterior induce de forma natural la siguiente de�nición

De�nición 7 Sea S un semigrupo abeliano y g un álgebra de Lie. El álgebra de Lie G

de�nido por G = S 
 g es llamada álgebra S-expandida de g.

De esta forma, la S-expansión consiste en realizar una copia del álgebra g para cada

elemento del semigrupo. Además, existen por lo menos dos maneras de extraer álgebras

más pequeñas de S
g. La primera da lugar a "álgebras reducidas" mientras que la segunda
produce una "subálgebra resonante". En las siguientes secciones se estudiará con más detalle

estos casos particulares de la S-expansión.

2.3.2 Álgebra 0S-reducida

Consideremos a continuación el caso en que el semigrupo S contiene un elemento 0S 2 S,
el cual juega un rol interesante en el álgebra S-expandida. Separando los elemento de S en

�N+1 = 0S y en elemento no nulos �i; i = 0; : : : ; N se tiene que el 2-selector satisface

K j
i;N+1 = K j

N+1;i = 0; (2.20)

K N+1
i;N+1 = K N+1

N+1;i = 1; (2.21)

K j
N+1;N+1 = 0; (2.22)

K N+1
N+1;N+1 = 1: (2.23)

Por lo tanto, el álgebra S-expandida G = S 
 g es descompuesta como�
T(A;i); T(B;j)

�
= K k

ij C
C

AB T(C;k) +K
N+1

ij C C
AB T(C;N+1); (2.24)�

T(A;N+1); T(B;j)
�
= C C

AB T(C;N+1); (2.25)�
T(A;N+1); T(B;N+1)

�
= C C

AB T(C;N+1): (2.26)
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Notemos que los generadores T(A;N+1) forman una subálgebra del álgebra S-expandida

G = S 
 g, la cual es isomorfa a g. Además, comparando las ecs. (2:24� 2:26) con
(2:15� 2:17) vemos que G tiene la forma G = V0 � V1, con V0 =

�
T(A;i)

	
; V1 =

�
T(A;N+1)

	
y [V0; V1] � V1. Así, la presencia de 0S en el semigrupo implica la posibilidad de extraer un
álgebra reducida del álgebra S-expandida G = S 
 g, la cual viene dada por�

T(A;i); T(B;j)
�
= K k

ij C
C

AB T(C;k): (2.27)

El método de reducción en este caso es equivalente a eliminar la presencia del generador,

T(A;N+1) = 0STA = 0: (2.28)

Por otro lado, el procedimiento de reducción abelianiza un sector del álgebra ya que para

�i�j = 0S se tiene que los generadores T(A;i) y T(B;j) conmutan,�
T(A;i); T(B;j)

�
= 0: (2.29)

Una de�nición más formal es dada en la Ref. [10] y establece lo siguiente:

De�nición 8 Sea S un semigrupo abeliano provisto de un elemento cero 0S 2 S, y sea G =
S
 g un álgebra S-expandida. El álgebra obtenida imponiendo la condición 0STA = 0 sobre
G (o sobre una subálgebra de G) es llamada álgebra 0S-reducida de G (o de la subálgebra).

2.3.3 Subálgebras resonantes

La busquedad de subálgebras desde un álgebra S-expandida G = S 
 g no resulta ser
un problema trivial. Como fue mencionado por los autores de la Ref. [10] es necesario tener

cierta información de la estructura de subespacios del álgebra original g.

Sea g =
M

p2I
Vp una descomposición de g en subespacios Vp, donde I es un conjunto de

índices que rotulan a los elementos del conjunto de subespacios de g. Puesto que el álgebra

g es cerrada se tiene que para todo p; q 2 I es siempre posible de�nir i(p;q) � I tal que

[Vp; Vq] �
M
r2i(p;q)

Vr, (2.30)
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donde la colección de subconjuntos
�
i(p;q)

	
p;q2I almacena la información de la estructura de

subespacios de g.

Analogamente a la descomposición del álgebra g, es posible realizar una descomposición

del semigrupo abeliano S =
[

p2I
Sp, donde Sp � S y donde I representa el mismo conjunto

de índices que el caso anterior. A pesar que esta descomposición es completamente arbitraria,

existe una elección particular de la descomposición que permite la construcción de una

subálgebra con propiedades interesantes.

De�nición 9 Sea g =
M

p2I
Vp una descomposición de g en subespacios, con una estruc-

tura descrita por los subconjuntos i(p;q), como en la ec. (2:30). Sea S =
[

p2I
Sp una

descomposición en subconjuntos del semigrupo abeliano S tal que

Sp � Sq �
\

r2i(p;q)

Sr; (2.31)

donde el producto de subconjunto � es el producto de�nido en la ec. (2:9). Cuando dicha

descomposición en subconjuntos S =
[

p2I
Sp existe, decimos que esta descomposición está

en resonancia con la descomposición de g en subespacios, g =
M

p2I
Vp.

La descomposición en subconjuntos resonante juega un rol importante en la extracción

de subálgebras desde un álgebra S-expandida. En efecto, si de�nimos los subespacios de

G = S 
 g como
Wp = Sp 
 Vp, p 2 I, (2.32)

entonces,

GR =
M
p2I

Wp (2.33)

es una subálgebra del álgebra S-expandida G = S 
 g.

De�nición 10 El álgebra GR =
M

p2I
Wp obtenida es llamada una subálgebra resonante

del álgebra S-expandida G = S 
 g.

13



De esta forma, el problema de encontrar subálgebras de G = S 
 g se convierte en el
problema de encontrar una partición resonante de S.

Es posible encontrar una expresión explicita para las constantes de estructura de la

subálgebra resonante GR haciendo uso de la ec. (2:19) y de la partición resonante de S.

Denotando la base de Vp por
�
Tap
	
, uno puede escribir

C
(cr;
r)

(ap;�p)(bq ;�q)
= K


r
�p�q

C cr
apbq

(2.34)

con �p; �q; 
r tal que ��p 2 Sp, ��q 2 Sq, �
r 2 Sr.

Notemos además que la expansión en serie de potencia de las formas de MC corresponde

a alguna S-expansión resonante con algún tipo de reducción. Dicho procedimiento es estu-

diado con detalle en la siguiente sección.

2.3.4 Reducción resonante

A continuación, siguiendo a la Ref. [10], veremos que es posible combinar el concepto

de subálgebras resonantes con la reducción tal como se muestra en el siguiente teorema,

Teorema 2 Sea GR =
M

p2I
Sp 
 Vp una subálgebra resonante de G = S 
 g, es decir, las

ecs (2:30) y (2:31) son satisfechas simultáneamente. Sea además Sp = Ŝp[ �Sp una partición
de los subconjuntos Sp � S tal que

Ŝp \ �Sp = ?; (2.35)

�Sp � Ŝq �
\

r2i(p;q)

Ŝr: (2.36)

Las condiciones (2:35) y (2:36) induce a su vez la descomposicón GR = �GR � ĜR sobre la
subálgebra resonante, donde

�GR =
M
p2I

�Sp 
 Vp; (2.37)

ĜR =
M
p2I

Ŝp 
 Vp: (2.38)
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Cuando las condiciones (2:35)-(2:36) se cumplen, entoncesh
�GR; ĜR

i
� ĜR; (2.39)

y por lo tanto
�� �GR�� corresponde a un álgebra reducida de GR.

Para la demostración del teorema es necesario considerar las descomposiciones �Wp =

�Sp
Vp y Ŵp = Ŝp
Vp y hacer uso de la condición (2:36). De modo que es posible mostrar
que h

�Wp; Ŵq

i
�
M
r2i(p;q)

Ŵr: (2.40)

Luego, puesto que �GR =
M

p2I
�Wp y que ĜR =

M
p2I
Ŵp, se encuentrah

�GR; ĜR

i
� ĜR;

por lo que, de acuerdo con la de�nición de álgebra reducida, tenemos que
�� �GR�� es un álgebra

reducida de la subálgebra GR.

Por otro lado, usando la ec. (2:34) es posible encontra una expresión explícita para las

constantes de estructura para el álgebra reducida resonante
�� �GR��, la cual viene dada por

C
(cr;
r)

(ap;�p)(bq ;�q)
= K


r
�p�q

C cr
apbq

; (2.41)

con �p; �q; 
r tal que ��p 2 �Sp, ��q 2 �Sq, �
r 2 �Sr:

Es importante mencionar además que la 0S-reducción introducida anteriormente repre-

senta un caso particular del teorema, tal como se muestra en el siguiente corolario,

Corolario 1 Sea S un semigrupo dotado de un elemento 0S, y sea GR =
M

p2I
Sp
Vp una

subálgebra resonante de G = S 
 g, tal que para cada subconjunto Sp, 0S 2 Sp. Entonces,

la descomposición Sp = Ŝp [ �Sp con Ŝp = f0Sg y �Sp = Sp � f0Sg satisface las condiciones
(2:35)-(2:36) y por lo tanto

�� �GR�� corresponde a un álgebra reducida de GR, la cual será
llamada álgebra 0S-reducida de GR.

La demostración de dicho corolario es encontrada en la Ref. [12].
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2.4 Tensores invariantes para álgebras S-expandida

Los tensores invariantes representan un ingrediente primordial en la construcción de

teorías físicas. En efecto, dado un grupo de simetria es posible mediante los tensores

invariantes, construir lagrangianos de gauge. Veremos más adelante, que dada un álgebra,

las componentes no nulas de un tensor invariantes permitirán construir lagrangianos Chern-

Simons, dando origines a diversas teorías.

Determinar las componentes no nulas de un tensor invariante para un álgebra dada

permanece un problema no trivial. No obstante, una de las ventajas del procedimiento de la

S-expansión es que nos entrega un tensor invariante para el álgebra S-expandida G = S 
 g
en términos de un tensor invariante para g. El siguiente teorema nos provee una poderosa

herramienta para encontrar tensores invariantes,

Teorema 3 Sea S un semigrupo abeliano, g una (super)álgebra de Lie de base fTAg, y sea
hTA1 : : : TAni un tensor invariante para g. Entonces, la expresión


T(A1;�1) � � �T(An;�n)
�
= �
K



�1����n hTA1 � � �TAni (2.42)

donde los �
�s son constantes arbitrarias y K 

�1����n es el n-selector para S, corresponde a

un tensor invariante para el álgebra S-expandida G = S 
 g.

Es posible extraer un tensor invariante para cada subálgebra resonante GR. En efecto,

dado un tensor invariante para un álgebra, sus componentes valuadas sobre una subálgebra

representan un tensor invariante para la subálgebra. Dado una descomposición resonante

S =
[

p2I
Sp, y denotando la base de Vp como

�
TAp
	
, las componentes GR-valuada de (2:42)

son dadas por D
T(Ap1 ;�p1)

� � �T(Apn ;�pn )
E
= �
K



�1����n



TAp1 � � �TApn

�
(2.43)

con ��p 2 Sp. Estas componentes forman un tensor invariante para la subálgebra resonante
GR =

M
p2I
Sp 
 Vp.

Por otro lado, el álgebra 0S-reducida no es una subálgebra de modo que en general, las

componentes valuadas sobre un álgebra 0S-reducida no conducen a un tensor invariante. La

solución a este problema es encontrada en la Ref. [10] y es dada por el siguiente teorema,
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Teorema 4 Sea S un semigrupo abeliano con elementos distintos a cero �i, i = 0; : : : ; N;

y �N+1 = 0S. Sea g una (super)álgebra de Lie de base fTAg, y sea hTA1 � � �TAni un tensor
invariante para g. La expresión


T(A1;i1) � � �T(An;in)
�
= �jK

j
i1���in hTA1 � � �TAni (2.44)

donde los �j�s son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el álgebra

0S-reducida obtenida de G = S 
 g.

Por último, es posible determinar las componentes de un tensor invariante valuadas sobre

una subálgebra resonante 0S-reducida de forma análoga a los casos anteriores. Para ello,

consideremos un semigrupo abeliano S provisto de un elemento 0S y
�� �GR�� un álgebra 0S-

reducida de la subálgebra resonante GR =
M

p2I
Sp
 Vp. Sea además

�
TAp
	
un generador

de Vp y sea �ip 2 �Sp = Sp � f0Sg. Luego, un tensor invariante para el álgebra 0S-reducida
de GR viene dado porD

T(Ap1 ;ip1)
� � �T(Apn ;ipn )

E
= �jK

j
ip1 ���ipn



TAp1 � � �TApn

�
: (2.45)

2.5 Formulación dual del método de S-expansión

Existen notorias diferencias entre el método de expansión en serie de potencias y el

procedimiento de S-expansión. El método de S-expansión está de�nida como la acción de

un semigrupo S sobre los generadores TA del álgebra mientras que la expansión en serie de

potencias es realizada sobre las formas de Maurer-Cartan del álgebra original. Además, la

S-expansión está de�nida sobre el álgebra g sin referirse a la variedad del grupo a diferencia

del método de expansión en serie de potencia el cual se basa en un reescalamiento de las

coordenandas del grupo.

No obstante, es posible relacionar ambos mecanismo de expansión de álgebras mediante

la formulación dual del método de S-expansión. Recordemos que para cada semigrupo
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abeliano S y álgebra de Lie g, el producto G = S 
 g es también un álgebra de Lie con el
siguiente bracket de Lie �

T(A;�); T(B;�)
�
= K 


��C
C

AB T(C;
): (2.46)

Luego, siguiendo a la Ref. [11] es posible considerar el álgebra S-expandida G desde el punto

de vista dual de las formas de Maurer-Cartan.

Teorema 5 Sea S = f��; � = 1; : : : ; Ng un semigrupo �nito abeliano y se !A las formas
de MC para un álgebra de Lie g. Entonces, las formas de MC !(A;�) asociadas con el álgebra

de Lie S-expandida G = S 
 g están relacionadas a !A por

!A = ��!
(A;�): (2.47)

Por de�nición, estas formas satisfacen las ecuaciones de MC

d!(C;
) +
1

2
K 

��C

C
AB!

(A;�)!(B;�) = 0: (2.48)

La manera más simple de probar el teorema consiste en multiplicar la ec. (2:48) por �

y luego hacer uso de la de�nición del 2-selector K 


�� .

Es posible además generalizar el teorema al caso particular de la 0S-reducción, proceso

que fue introducido en la sección anterior y que consiste en extraer un álgebra más pequeña

desde un álgebra de Lie g. En efecto, consideremos S = f�i; i = 1; : : : ; Ng [ f�N+1 = 0Sg
un semigrupo abeliano provisto de un elemento 0S. Las formas de MC expandidas !(A;�)

vienen dadas por

!A = �i!
(A;i) + 0S ~!

A; (2.49)

donde ~!A = !(A;N+1). Se puede mostrar que las formas de MC !(A;i) corresponden a un

álgebra de Lie 0S-reducida, de modo que K k
ij C

C
AB son las constantes de estructuras para el

álgebra S-expandida 0S-reducida, la cual es generada por T(A;i),�
T(A;i); T(B;j)

�
= K k

ij C
C

ABT(C;k): (2.50)
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Teorema 6 Sea S = f�i; i = 1; : : : ; Ng [ f�N+1 = 0Sg un semigrupo abeliano provisto de
un elemento 0S y sea

�
!(A;i); i = 1; : : : ; N

	
[
�
!(A;N+1) = ~!A

	
las formas de MC para el

álgebra S-expandida G = S 
 g. Entonces,
�
!(A;i); i = 1; : : : ; N

	
son las formas de MC

para el álgebra S-expandida 0S-reducida.

La demostración del teorema es encontrada en las Refs. [11, 14], al igual que su general-

ización al caso de álgebras diferenciales libres gaugeadas.
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Capítulo 3

La acción de Einstein-Hilbert

3.1 Introducción

Las ecuaciones de campo de Einstein

R�� �
1

2
g��R = �T�� (3.1)

son formuladas a partir de un principio variacional

Sg =

Z
L d4x =

Z p
�gLg d4x: (3.2)

La determinación del escalar Lg es obtenida considerando el hecho que las ecuaciones de

campo de Einstein contienen derivadas de la métrica solo hasta segundo orden. Debido a

que estas deben ser obtenidas variando la acción Sg, se tiene que Lg debe contener solo la

métrica g�� y sus primeras derivadas a través de la conexión � 

�� . No obstante, no es posible

construir un escalar invariante mediante sólo las cantidades g�� y � 

�� .

El problema fue elegantemente solucionado en 1915 por D. Hilbert. Para ello, Hilbert

considero Lg como un escalar invariante que además de contener a g�� y sus primeras

derivadas, contiene segundas derivadas de la métrica. En efecto, si Lg es lineal en las

segundas derivadas de la métrica entonces, haciendo uso del teorema de Gauss, es posible

separar el invariante Lg en una integral de volumen que no contiene segundas derivadas de

g�� y en una integral de super�cie.

Sg =

Z p
�gLg d4x =

Z p
�gL0g d4x+

I p
�gW �

g d��; (3.3)
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luego

�Sg = �

Z p
�gLg d4x = �

Z p
�gL0g d4x: (3.4)

De este modo, Lg debe contener además de g�� , sus primeras derivadas a través de � 

��

y sus segundas derivadas en forma lineal a través del tensor de curvatura de Riemann R����.

En 4 dimensiones existen 14 escalares invariantes algebraicamente independientes que son

construidos a partir de los coe�cientes métricos, sus primeras y segundas derivadas. Sin

embargo, de los 14 invariantes solo uno es lineal en la segunda derivada de los g�� y consiste

en la curvatura escalar R. Luego, tenemos que

Sg =

Z p
�gLg d4x =

Z p
�gR d4x: (3.5)

Al variar la acción

�Sg = �

Z p
�gR d4x = 0 (3.6)

obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein

G�� = R�� �
1

2
g��R = �T�� (3.7)

donde G�� es el tensor de Einstein y satisface las propiedades:

� G�� es un tensor simétrico: G�� = G��;

� G�� depende de la métrica g�� , de sus primeras derivadas y de sus segundas derivadas,

� G�� tiene divergencia nula: G��==� = 0;

� G�� es lineal en las segundas derivadas de g�� .

3.2 Relatividad General en el formalismo de Cartan

3.2.1 Vierbein y conexión de spin

Las formas diferenciales representan una herramienta de gran utilidad al momento de

estudiar teorías de la gravedad en diversas dimensiones. Antes de estudiar la acción de
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Einstein-Hilbert en dicho formalismo es necesario introducir ciertos conceptos útiles para el

desarrollo de la tesis.

En el contexto del formalismo de Cartan, es conveniente describir Relatividad General en

términos de un vierbein eai y de una conexión de spin !
a
bi. Para entender geométricamente

estos objetos requerimos de una variedad diferenciable M de 4 dimensiones conocido como

espacio-tiempo. En cada punto P de la variedad es posible de�nir un espacio tangente

formado por todos los vectores tangentes de�nido en dicho punto. Consideremos un sistema

coordenado x� de�nido sobre alguna región de la variedadM que contenga a P . Luego, una

base para el espacio tangente en P vendrá dado por los vectores @i = @� (P ) que corresponden

a las derivadas direccionales a lo largo de la curva de parámetro xi = x� (P ). Dicha base es

conocida como base coordenanda.

No obstante, esta base no es, en general, ortonormal sino que más bien

@i � @k = gik (3.8)

donde gik = g�� (P ) corresponde a las componentes del tensor métrico en la base coordenada

en el punto P . Sin embargo, mediante un cambio de base

ea = e
i
a@i (3.9)

es posible de�nir una base ortonormal tal que

ea � eb = e ia e kb gik = �ab (3.10)

donde �ab corresponde a la métrica de Minkowski.

Existe además la matriz de cambio de base inversa e ai tal que

@i = e
a
i ea (3.11)

la cual satisface

eaie
i
b = �

a
b , eake

i
a = �

i
k: (3.12)

Esta matriz a su vez permite relacionar la métrica de Minkowski con la métrica gik,

gik = e
a
ie
b
k�ab: (3.13)
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Esta ecuación nos dice que una vez conocidas las componentes de la matriz cambio de

base eai resulta directo determinar la métrica del espacio-tiempo. Por lo tanto, esta matriz

conocida como vierbein resulta ser una interesante alternativa para describir una teoría de

la gravedad. No obstante, la a�rmación recíproca no se cumple. En efecto, dado un tensor

métrico gik, existen varios eai�s que satisfacen (3:13), los cuales vienen dados por

eai ! e�ai = �
�a
be
b
i: (3.14)

De esta forma, la ec. (3:13) viene dada por

e�aie
�b
k�ab = e

c
ie
d
k

�
��ac�

�b
d�ab

�
; (3.15)

donde vemos que la ec. (3:13) se satisface si se cumple la condición

��ac�
�b
d�ab = �cd: (3.16)

Luego, tenemos que si las matrices de rotación �ab satisfacen la condición (3:16) entonces la

métrica gik es invariante bajo las rotaciones (3:14).

Las matrices � que satisfacen (3:16) forman el grupo de Lorentz, el cual consiste en

el grupo de rotaciones del espacio de Minkowski. Los elementos de dichos grupos son

denominados transformaciones de Lorentz. Luego, de la ec. (3:14) podemos decir que el

vierbein se comporta como un vector bajo transformaciones locales de Lorentz.

No obstante, la derivada exterior del vierbein dea no transforma como tensor bajo trans-

formaciones de Lorentz. Para resolver este problema es necesario introducir la derivada

covariante exterior D tal que Dea transforme covariantemente bajo transformaciones locales

de Lorentz, es decir

Dea ! De�a = ��abDe
b: (3.17)

Dea viene dado por

Dea � dea + !abeb; (3.18)

donde !ab es conocida como la 1-forma conexión de spin. Notemos que es posible mostrar

que, con el objetivo de satisfacer la ec. (3:17), la ley de transformación para la conexión !ab

es dada por

!�a�b = �
d
�b�

�a
c!
c
d � �c�bd�

�a
c: (3.19)
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A diferencia de la derivada exterior d, es posible de�nir nuevamente la derivada covariante

exterior sobre Dea;

DDea = d (Dea) + !acDe
c = (d!ab + !

a
c!
c
b) e

b: (3.20)

De�niendo

T a � Dea; (3.21)

Rab � d!ab + !
a
c!
c
b; (3.22)

es posible reescribir (3:20) como

DT a = Rabe
b: (3.23)

Las ecuaciones (3:21) - (3:22) son las llamadas ecuaciones de estructura debido a que ellas

describen la estructura geométrica de la variedad. Las 2-formas T a y Rab son conocidas

como la 2-forma torsión y la 2-forma curvatura respectivamente. Es trivial ver que dichas

formas deben satisfacer la primera y segunda identidad de Bianchi,

DT a = Rabe
b; (3.24)

DRab = 0: (3.25)

La identi�cación de la torsión y de la curvatura no es aleatoria, sino que son relacionadas a

los tensores de torsión y de curvatura de Riemmann mediante

T a =
1

2
T aikdx

i ^ dxk; (3.26)

Rab =
1

2
Rabikdx

i ^ dxk; (3.27)

donde

T aik = @ie
a
k � @keai + !abiebk � !abkebi; (3.28)

Rabik = @i!
a
bk � @k!abi + !aci!cbk � !ack!cbi: (3.29)

Luego la relación con los tensores de torsión y curvatura

T lik = �lik � �lki; (3.30)

Rmnik = @i�
m
kn � @k�min + �mil �lkn � �mkl�lin: (3.31)

es posible haciendo

�lik = e
l
a

�
@ie

a
k + !

a
bie

b
k

�
: (3.32)
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3.2.2 Acción de Einstein-Hilbert con formas diferenciales

En el contexto del formalismo de Cartan, la acción de Einstein-Hilbert (EH) en 4 di-

mensiones es escrita en término del vierbein ea y de la conexión de spin !ab como

S
(4)
EH =

Z
"abcdR

abeced; (3.33)

donde la conexión de spin aparece a través de la 2-forma curvatura Rab.

Para comprobar que dicha acción corresponde efectivamente a la acción de Einstein-

Hilbert escrita en lenguaje tensorial (3:5) es necesario escribir explícitamente las bases de

formas diferenciales en el vierbein. Así, expandiendo primero Rab en la base de 2-formas

fei ^ ejg, se obtiene
"abcdR

abeced = "abcdR
ab
ije

iejeced:

Luego, expandiendo ahora en la base fdx�g, tenemos

"abcdR
abeced = "abcdR

ab
ije

i
�e
j
�e
c
�e
d
� dx

�dx�dx�dx�

= "abcdR
ab
ije

i
�e
j
�e
c
�e
d
� "

����d4x;

donde hemos usado el conocido resultado

dx�dx�dx�dx� = "����dx0dx1dx2dx3 = "����d4x:

Por otro lado, notemos que

"i1���in = ei1�1 � � � e
in
�n
"�1����n (det e)�1 ;

de modo que

ei�e
j
�e
c
�e
d
� "

���� = "ijcd (det e) :

Así, se tiene que

"abcdR
abeced = "abcdR

ab
ij"

ijcd (det e) d4x

= � ijcd
abcd R

ab
ij (det e) d

4x

= 2� ij
ab R

ab
ij (det e) d

4x

= 4R ij
ij (det e) d

4x;
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y puesto que R ij
ij = R y det e =

p�g podemos �nalmente escribir

"abcdR
abeced = 4

p
�gR d4x:

Es decir, Z
"abcdR

abeced = 4

Z p
�gR d4x: (3.34)

De esta manera, hemos mostrado la equivalencia entre la acción de Einstein-Hilbert escrita

con formas diferenciales (3:33) y aquella escrita en el lenguaje tensorial (3:5).

A lo largo de la tesis solo haremos uso de las formas diferenciales ya que, además de facil-

itar los calculos, permitirá trabajar en dimensiones mayores que cuatro de forma abordable

y comprensible.

3.2.3 Ecuaciones de movimiento en el formalismo de Cartan

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos realizar la variación de la acción

asumiendo que �ea y �!ab son variaciones in�nitesimales, así se tiene que

�S =

Z
"abcd

�
�Rabeced +Rab�eced +Rabec�ed

�
=

Z
"abcd

�
�Rabeced + 2Rabec�ed

�
: (3.35)

donde hemos hecho uso de la propiedad antisimétrica del levi-civita "abcd = �"bacd. A

continuación, requerimos expresar �Rab en función de �!ab. De la de�nición de la 2-forma

curvatura podemos escribir

�Rab = d�!ab + �!ac!
cb + !ac�!

cb

= d�!ab + !bc�!
ac + !ac�!

cb

= D
�
�!ab

�
: (3.36)

Luego reemplazando (3:36) en (3:35) encontramos

�S =

Z
"abcd

�
D
�
�!ab

�
eced + 2Rabec�ed

�
;

=

Z
"abcd

�
D
�
�!abeced

�
+ �!abDeced � �!abecDed + 2Rabec�ed

�
;

=

Z
d
�
"abcd�!

abeced
�
+ 2

Z
"abcd�!

abT ced + 2

Z
"abcdR

abec�ed:
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El primer término corresponde a un término de borde y puede depreciarse exigiendo que

la variación de la conexión de spin !ab se anule en el borde del espacio-tiempo. Los dos

otros términos son independientes y entregan las condiciones necesarias para la anulación de

�S. Es decir, �S = 0 requiere que se satisfagan las siguientes ecuaciones de movimiento en

el vacío:

"abcdR
abec = 0; (3.37)

"abcdT
ced = 0: (3.38)

La primera ecuación es en realidad equivalente a las ecuaciones de campo de Einstein,

mientras que la segunda expresa la anulación de la torsión.

3.3 Invariancia de la acción de Einstein-Hilbert

3.3.1 Grupo de Poincaré

Uno de los ejemplos más simple de una teoría de gauge para la gravedad es obtenida

considerando al grupo de Poincaré. Los generadores de dicho grupo vienen dados por

TA = (Pa; Jab)

donde Pa corresponde a los generadores de traslaciones y Jab = �Jba son los generadores de
las rotaciones de Lorentz. Los generadores del grupo de Poincaré satisfacen el álgebra de

Lie:

[Jab; Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb; (3.39)

[Jab; Pc] = �bcPa � �acPb; (3.40)

[Pa; Pb] = 0: (3.41)

En este caso, la teoría tiene dos campos de gauge, la conexión de spin !ab y el vielbein

ea. La observación fundamental es que
�
ea; !ab

	
, considerado como una entidad, constituye
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un multiplete en la representación adjunta del grupo de Poincaré. Esta observación es clave

ya que nos permite escribir la 1-forma conexión como

A = AATA =
1

l
eaPa +

1

2
!abJab: (3.42)

La introducción del parámetro de longitud l es necesaria con el �n de interpretar el

vielbein como el campo de gauge asociado al generador de traslación Pa. En efecto, uno

siempre puede elejir los generadores de un álgebra de Lie TA adimensionales de modo que

la 1-forma conexión A también debe ser adimensional. Sin embargo, el vielbein ea = eaidx
i

debe tener dimensión de longitud al ser relacionado con la métrica del espacio tiempo gik a

través de la ecuación gik = eaie
b
k�ab. De modo que el "verdadero" campo de gauge debe ser

de la forma ea=l, donde l es un parámetro de longitud.

Análogamente es posible escribir la 2-forma intensidad de campo asociada a la 1-forma

conexión A como

F � dA+ A2; (3.43)

F = FATA =
1

l
T aPa +

1

2
RabJab: (3.44)

Es importante notar que en este contexto, la torsión es interpretado como la intensidad

de campo relacionada a las traslaciones y que la curvatura está relacionada con la intensidad

de campo de las rotaciones de Lorentz. Notemos además que las expresiones explicitas

para la torsión y la curvatura dadas en términos de los potenciales de gauge son obtenidas

como una consecuencia directa de las relaciones de conmutación del álgebra de Poincaré.

Este formalismo muestra explicitamente, la estrecha relación existente entre la estructura

geométrica de la variedad y la estructura algebraica del grupo de simetría fundamental.

A continuación, si deseamos saber como transforma la 1-forma conexión A bajo el grupo

de Poincaré, es necesario recordar que la ley de transformación depende de como sea expo-

nenciado el grupo. Sea la exponenciación

U = e�� = e��
ATA : (3.45)

Sabemos que la invariancia de la teoría pasa por de�nir una derivada covariante dada por

D = d+ A
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donde A transforma bajo el grupo como

A! A0 = UAU�1 + UdU�1 (3.46)

Luego haciendo uso de la ec. (3:45) es posible mostrar que

A0 = A+ d�+ [A; �] ;

de modo que la 1-forma conexión transforma como

�A = D�: (3.47)

Consideremos ahora el parámetro de la transformación, el cual se puede escribir como

� = �ATA =
1

l
�aPa +

1

2
�abJab

� 1

l
�aPa +

1

2
�abJab: (3.48)

Luego, si introducimos (3:48) en (3:47) encontramos

�A =
1

l

�
d�a + !ab�

b + ec�
ca
�
Pa +

1

2

�
d�ab + !ac� bc + !

bc�ac
�
Jab

=
1

l
(D�a + ec�

ca)Pa +
1

2
D�abJab: (3.49)

Puesto que

�A =
1

l
�eaPa +

1

2
�!abJab;

tenemos que las componentes ea y !ab de la conexión tienen las siguientes leyes de transfor-

mación

�ea = D�a + ec�
ca; (3.50)

�!ab = d�ab + !ac� bc + !
bc�ac: (3.51)

De manera que bajo traslaciones locales de Poincaré se tiene que

�ea = D�a; (3.52)

�!ab = 0; (3.53)
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y bajo rotaciones de Lorentz

�ea = ec� ac ; (3.54)

�!ab = D�ab: (3.55)

El paso siguiente consiste en estudiar la invariancia de la acción de Einstein-Hilbert bajo

las leyes de transformación encontradas para el grupo de Poincaré. La invariancia de una

acción gravitacional bajo algún grupo de simetría permitiría describir gravedad como una

teoría de gauge. No obstante, veremos a continuación que la acción de EH 4-dimensional

no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré.

3.3.2 Invariancia de la acción de EH bajo el grupo de Poincaré

La acción de Einstein-Hilbert en D = 4 dimensiones

S =

Z
"abcdR

abeeed (3.56)

es, por contrucción, invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo rota-

ciones de Lorentz. Sin embargo, mostraremos a continuación que esta acción no es invariante

bajo traslaciones locales de Poincaré. Consideremos en efecto la variación de la acción,

�tlpS = �

Z
"abcdR

abeced

=

Z
d
�
"abcd�!

abeced
�
+ 2

Z
"abcd�!

abT ced + 2

Z
"abcdR

abec�ed:

Luego, puesto que bajo traslaciones locales de poincaré, el vierbein y la conexión de spin

transforman como

�ea = D�a;

�!ab = 0;

tenemos que

�tlpS = 2

Z
"abcdR

abecD�d

= �2
Z
d
�
"abcdR

abec�d
�
+ 2

Z
"abcdR

abT c�d;
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donde hemos hecho uso de la identidad de bianchi DRab = 0. Luego, salvo términos de

borde, tenemos que

�tlpS = 2

Z
"abcdR

abT c�d 6= 0: (3.57)

De modo que la acción de EH será invariante bajo el grupo de Poincaré solo si im-

ponemos la anulación de la torsión. No obstante, el constraint T a = 0 no es invariante bajo

traslaciones locales de Poincaré. En efecto es posible mostrar que

�T a = � (Dea) = D (�ea) = DD�a

= Rab�b 6= 0:

La no invariancia de la acción de EH 4-dimensional parece extraña debido a que usual-

mente se cree que una traslación es una transformación de coordenadas. En realidad,

una transformación de coordenadas corresponde a una derivada de Lie de modo que las

traslaciones de gauge son completamente distintas de las transformaciones generales de co-

ordenadas. No obstante, en el contexto del formalismo de segundo orden, si imponemos

la condición T a = 0, entonces la traslación de gauge es tratada como una transformación

general de coordenadas. En dicho caso, la componente !ab de la conexión es ahora un campo

dependiente.

Por último, es interesante mencionar que, al considerar la acción de Einstein-Hilbert en

D = 3 dimensiones, la situación es radicalmente distinta. En efecto, bajo traslaciones locales

de Poincaré, se tiene que

�tlpS
(3)
EH = �

Z
"abcR

abec;

=

Z
"abc

�
�Rab

�
ec +

Z
"abcR

ab�ec;

=

Z
"abcd

�
�!abec

�
�
Z
"abc�!

abDec +

Z
"abcR

ab�ec

=

Z
"abcR

abD�c

lo cual se puede rescribir como

�tlpS
(3)
EH =

Z
"abcd

�
Rab�c

�
+

Z
"abcDR

ab�c:
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Luego, salvo un término de borde y haciendo uso de la identidad de Bianchi, se muestra

�nalmente la invariancia de la acción 3-dimensional bajo traslaciones locales de Poincaré,

�tlpS
(3)
EH = 0:

Puesto que dicha acción es, por construcción, invariante bajo rotaciones de Lorentz se

tiene que en 3 dimensiones es posible escribir una acción para Gravedad invariante bajo el

grupo de Poincaré. Es importante mencionar además que dicha invariancia se reproduce en

todas las dimensiones impares, las cuales serán estudiadas más adelante dentro del contexto

de las teorías Chern-Simons de la Gravedad.
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Capítulo 4

Teoría de Lanczos-Lovelock

4.1 Introducción

Nuestra percepción de la "realidad" nos ha hecho pensar durante mucho tiempo que

el espacio está provisto de tres dimensiones. Todos nuestros sentidos nos limitan a de�nir

movimientos en algunas de estas tres dimensiones. No obstante, a lo largo de la historia

varios cientí�cos comenzaron a cuestionar la real dimensionalidad del espacio. Con el

surgimiento de la Relatividad Especial y la genialidad de Minkowski nace el espacio-tiempo

como una entidad única de cuatro dimensiones que hoy conocemos como Espacio-tiempo de

Minkowski.

A principio del siglo XX, Kaluza y Klein propusieron un espacio-tiempo de cinco dimen-

siones con el �n de uni�car gravedad con electromagnetismo. En la actualidad, la posibilidad

que el espacio-tiempo posea más de cuatro dimensiones es una suposición aceptada en física

de altas energías. En efecto, las actuales teorías de uni�cación contemplan espacio-tiempo

de dimensión mucho más alta para describir las cuatros interacciones en una única teoría.

En especial, la teoría de supergravedad contempla un espacio-tiempo de 11 dimensiones el

cual consiste en una teoría de campo que combina elegantemente supersimetría y Relatividad

General [15].

Es necesario entonces estudiar la generalización de Relatividad General a dimensiones

más altas. Una de las vías posibles fue propuesta a través de la acción de Lanczos-Lovelock
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[1, 2, 3, 4] la cual describe la dinámica de la gravitación en términos de los mismos grados

de libertad que la teoría de Einstein.

4.2 Lagrangiano de Lanczos-Lovelock

El lagragiano más general para gravedad en D dimensiones construido sobre los mismos

principios que Relatividad General, a saber covariancia general y ecuaciones de segundo orden

para la métrica, es dado por un polinomio de grado [D=2] en la curvatura conocido como

lagrangiano de Lanczos-Lovelock. La teoría de Lanczos-Lovelock (LL) se re�ere de hecho a

una familia parametrizada por un conjunto de coe�cientes reales �p, p = 0; 1; � � � ; [D=2], los
cuales no son �jados desde primeros principios. La acción de LL es escrita en términos de

la curvatura de Riemann Rab = d!ab + !ac!
cb y del vielbein ea [1, 2, 3, 4] como

S =

Z [D=2]X
p=0

�pL
(p); (4.1)

donde L(p) es dado por

L(p) = "a1a2:::aDR
a1a2 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD : (4.2)

Los dos primeros términos en (4:1) corresponden a la acción de Einstein-Hilbert. A

pesar que Relatividad General está contenida en la acción de Lanczos-Lovelock como un caso

particular, las teorías de mayor potencia en la curvatura son dinámicamente muy distinta de

Einstein-Hilbert, cuya soluciones clásicas no están relacionadas pertuvativamente a aquellas

de la teoría de Einstein. La grán cantidad de constantes �p en la acción de LL contrasta

con las constantes de la teoría General de la Relatividad.

Una vía alternativa para obtener el lagrangiano de LL es exigir que el lagrangiano sea

la D-forma más general invariante bajo rotaciones locales de Lorentz construida a partir del

vielbein, la conexión de spin y sus derivadas exteriores sin hacer uso del dual de Hodge.

Estas condiciones asegurán la invariancia bao transformaciones generales de coordenadas y
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permiten elegir libremente la base ortonormal local en el espacio tangente. Además, la

ausencia del dual de Hodge garantiza que los campos !ab y ea que extremizan la acción

obedecen ecuaciones de primer orden.

4.3 El problema de los coe�cientes

Siguiendo a R. Troncoso y J. Zanelli en la Ref. [16] es posible �jar los �p�s de acuerdo

al criterio que las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de campo no deberían

imponer constraints algebraicos adicionales sobre los tensores curvatura y torsión. De

este modo, los campos alcanzan el número máximo de grados de libertad permitido por la

dimensión del espacio-tiempo.

Las correspondientes ecuaciones de campo obtenidas variando con respecto a los campos

expandidos ea y !ab vienen dados por:

"a =

[(D�1)=2]X
p=0

�p (D � 2p) "pa = 0 (4.3)

"ab =

[(D�1)=2]X
p=1

�pp (D � 2p) "pab = 0 (4.4)

donde

"pa : = "ab1���bD�1R
b1b2 � � �Rb2p�1b2peb2p+1 � � � ebD�1 (4.5)

"pab : = "aba3���aDR
a3a4 � � �Ra2p�1a2pT a2p+1ea2p+2 � � � eaD : (4.6)

Aqui T a = Dea es la 2-forma torsión. Notemos que si existiera una relación algebraica

entre las formas "a y "ab entonces las ecuaciones no serían independientes y tendríamos que

los campos ea y !ab estarían relacionados. Esto implicaría que algunas de las componentes

de la torsión se anularán, congelando así algunos de los grados de libertad de la teoría.

Por otro lado, usando la identidad de Bianchi, a saber DRab = 0, se tiene que

D"pa = (D � 1� 2p) "ab1���bD�1Rb1b2 � � �Rb2p�1b2pT b2p+1eb2p+2 � � � eaD�1 : (4.7)
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Por otro lado podemos escribir

eb"pba = "aa1���aD�2R
a1a2 � � �Ra2p�3a2p�2T a2p�1ea2p � � � eaD�2 : (4.8)

de donde

eb"p+1ba = "aa1���aD�1R
a1a2 � � �Ra2p�1a2pT a2p+1ea2p+2 � � � eaD�1 : (4.9)

Luego, comparando las ecuaciones (4:7) y (4:9) se tiene

D"pa = (D � 1� 2p) eb"
p+1
ba

para 0 � p � [(D � 1) =2]. Esto signi�ca que

D"a =

[(D�1)=2]X
p=0

�p (D � 2p) (D � 1� 2p) eb"p+1ba : (4.10)

llamando p0 = p+ 1 se tiene que

D"a =

[(D+1)=2]X
p0=0

�p0�1 (D � 2p0 + 2) (D � 2p0 + 1) eb"p
0

ba (4.11)

lo cual se puede rescribir como

D"a =

[(D+1)=2]X
p=1

�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) eb"pba: (4.12)

Dicha ecuación debe ser nula por consistencia con la ecuación "a = 0. Además multiplicando

"ba con eb encontramos

eb"ba =

[(D�1)=2]X
p=1

�pp (D � 2p) eb"pba (4.13)

la cual se anula por consistencia con la ecuación "ab = 0.

En general existen diferentes maneras de escoger los coe�cientes �p�s los cuales en general

corresponden a diferente teorías con diferente número de grados de libertad. Es posible elejir

los �p�s de tal manera que "ay "ab sean independientes, o que estos tengan el máximo número

de componentes independientes.

Veremos a continuación que existe una elección muy especial de los coe�cientes �p�s

que ocurre sólo en dimensiones impares y para el cual no hay constraints adicionales. En

dimensiones pares existe un tratamiento distinto debido a que las ecuaciones (4:12) y (4:13)

poseen un número diferente de términos.
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4.3.1 Dimensiones impares

En dimensiones impares, las ecuaciones (4:12) y (4:13) tienen el mismo número. Esto

se debe a que el último término de la ec. (4:12) se anula para p = (D + 1) =2 = n. Luego

para D = 2n� 1, la ec. (4:12) toma la forma

D"a =

[(D�1)=2]X
p=1

�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) eb"pba: (4.14)

De modo que estas ecuaciones no imponen ningún constraint algebraico adicional sobre Rab

y T a. De modo que las dos series D"a y eb"ba deben ser proporcionales término a término:

�pp (D � 2p) eb"pba = 
�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) eb"
p
ba

de donde



�p�1
�p

=
p (D � 2p)

(D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) (4.15)

donde 1 � p � n y 
 es una constante arbitraria de dimensión [longitud]2. La solución a

esta ecuación viene dada por

�p = �0
D (2
)p

(2n� 2p� 1)

�
n� 1
p

�
; (4.16)

donde las constantes �0 y 
 están relacionadas a la constante gravitacional y a la constante

cosmológica respectivamente en la forma

�0 =
�

(lD�1D)
; 
 = �sgn (�) l

2

2
; (4.17)

y donde para cualquier dimensión, l es un parámetro de longitud relacional a la constante

cosmológica por

� = �(D � 1) (D � 2)
2l2

(4.18)

Con estos coe�cientes, el vielbein y la conexión de spin son acomodados dentro de una

conexión para el álgebra AdS, permitiendo que el lagrangeano se convierta en la forma

Chern-Simons (CS). La (2n� 1)-forma CS dada por

L
(2n�1)
CS = �

n�1X
k=0

l�(2n�1�2k)

(2n� 1� 2k)

�
n� 1
k

�
"a1����2n�1R

a1a2 : : : Ra2p�1a2pea2p+1 : : : ea2n�1 : (4.19)
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no solo es invariante bajo rotaciones locales de Lorentz �ea = eb� ab , �!
ab = D�ab, sino que

también bajo boost local AdS;

�ea = D�a;

�!ab =
1

l2
�
ea�b � eb�a

�
: (4.20)

De modo que la elección particular de los coe�cientes �p�s para la acción de Lanczos-

Lovelock nos permite describir una teoría de gauge para la Gravedad mediante las formas

Chern-Simons. En la siguiente sección se realizará un estudio más detallado de la Gravedad

CS.

4.3.2 Dimensiones pares

Considerando nuevamente las expresiones (4:12) y (4:13) es posible ver que la ec. (4:12)

tiene un término adicional a (4:13). Por lo tanto, es necesario seguir un camino distinto al

caso impar. Consideremos primero la variación del lagrangeano con respecto a Rab,

�L =

[D=2]X
p=1

�p�L
(p);

�L(p) = p"a1a2���aD (�R
a1a2)Ra3a4 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD ;

lo cual es escrito como

�L

�Rab
=

[D=2]X
p=1

�pp"aba3���aDR
a3a4 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD : (4.21)

Luego, llamando

Tab =
�L

�Rab
=

[D=2]X
p=1

�ppT pab; (4.22)

con

T pab = "aba3���aDRa3a4 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD : (4.23)

Haciendo uso nuevamente de la identidad de Bianchi es posible escribir

DT pab = (D � 2p) "aba3���aDRa3a4 � � �Ra2p�1a2p (Dea2p+1) ea2p+2 � � � eaD
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lo cual permite escribir

DTab =
[D=2]X
p=1

�pp (D � 2p) "aba3���aDRa3a4 � � �Ra2p�1a2pT a2p+1ea2p+2 � � � eaD : (4.24)

Comparando con las ecuaciones (4:4) y (4:6) vemos que

"ab = DTab (4.25)

de manera que

DT pab = (D � 2p) "
p
ab (4.26)

para 1 � p �
�
D�1
2

�
.

Por otro lado, es posible relacionar T pab con "pa puesto que

"p�1a = "ab1���bD�2R
b1b2 � � �Rb2p�3b2p�2eb2p�1 � � � ebD�2

de modo que es posible escribir

ebT pab = "p�1a (4.27)

para 1 � p �
�
D�1
2

�
. Luego tenemos que

D"p�1a = T bT pab � (D � 2p) eb"
p
ab (4.28)

De�niendo ahora p0 = p+ 1 y considerando 1 � p �
�
D�1
2

�
se tiene

D"a =

[(D+1)=2]X
p0=2

�p0�1 (D � 2p0 + 2)D"p
0�1
a

de modo que

D"a =

[(D+1)=2]X
p=2

�p�1 (D � 2p+ 2)D"p�1a

=

[(D+1)=2]X
p=2

�p�1 (D � 2p+ 2)
�
T bT pab � (D � 2p) eb"

p
ab

�
Así, para D = 2n, tenemos

D"a = T
b

n�1X
p=1

2�p�1 (n� p+ 1) T pab �
n�1X
p=1

4�p�1 (n� p+ 1) (n� p) eb"pab: (4.29)
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Se puede comparar dicha ecuación con la identidad (4:13)

eb"ba =

n�1X
p=1

2�pp (n� p) eb" p
ba (4.30)

Tanto la ecuación (4:25) : "ab = DTab como (4:30) se pueden hacer nulas si T a = 0 o

Tab = 0. No obstante, esto representan condiciones muy fuertes para (4:29) : En realidad es
su�ciente con imponer la condición más debil a saber T aTab = 0 y exigir simultaneamente
que el segundo término en (4:29) sea proporcional a la serie (4:30). De este modo, ambas

series poseen el mismo número de términos de modo que la solución que permite el número

maximo de grados de libertad se encuentra al igualar las dos series término a término salvo

un factor global.

De este modo


4�p�1 (n� p+ 1) (n� p) eb"pab = 2�pp (n� p) eb"
p

ba ;

encontrando así

�p = �0 (2
)
p

�
n

p

�
:

Con estos coe�cientes el lagrangeano de Lanczos-Lovelock toma la forma

L
(2n)
BI =

�

2n
"a1���a2n

�
Ra1a2 +

1

l2
ea1a2

�
� � �
�
Ra2n�1a2n +

1

l2
ea2n�1a2n

�
; (4.31)

el cual corresponde al Pfa¢ ano de la 2-forma �Rab = Rab + 1
l2
eaeb y uede ser formalmente

escrita como la forma Born-Infeld (BI) [16]. La acción tipo Born-Infeld, a diferencia de la

acción Chern-Simons, es invariante solo bajo rotaciones locales de Lorentz.
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Capítulo 5

Gravedad Chern-Simons

5.1 Introducción

Tanto la electrodinámica como las interacciones débil y fuerte son consistentemente

descritas en el modelo estándar por medio de teorías de Yang-Mills. La teoría de gauge

convencional, al igual que la teoría de la relatividad especial tiene su fundamento en la

existencia de una estructura métrica "background" no dinámica. Asi para la construcción

de una acción correspondiente a la de una teoría de Yang-Mills

SYM = � 1

4g2

Z
d4xF��F

�� = � 1

4g2

Z
d4x������F��F�� (5.1)

se requiere la existencia de una métrica background �ja en el espacio sobre el cual están

de�nidos los campos de gauge, que es dada por la métrica de Minkowski ��� = diag (�1; 1; 1; 1).

Sin embargo, gravedad descrita por Relatividad General, no ha podido ser expresada

como una teoría de gauge a pesar de varias decadas de investigación en esta dirección.

En la teoría de la Relatividad General, el espacio-tiempo y el campo gravitacional son la

misma entidad. El espacio-tiempo es un objeto dinámico que tiene grados de libertad

independientes, y es gobernado por ecuaciones dinámicas dadas por las ecuaciones de campo

de Einstein. Esto signi�ca que en Relatividad General, la geométría es dinámicamente

determinada. Por lo tanto, la construcción de una teoría de gauge para la gravedad requiere

de una acción que no considere un espacio-tiempo background �jo, es decir que no considere

una métrica background �ja.
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En el formalismo de primer orden, el vielbein ea y la conexión de espín !ab son consider-

ados como campos independientes. Estos campos son interpretados como componentes de

una conexión para el álgebra de Poincaré o el álgebra (Anti) De Sitter. No obstante, no es

posible formular Relatividad General como una teoría de gauge bajo este formalismo debido

a que la acción de Einstein-Hilbert no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré o

boost AdS.

Sin embargo, existe una acción para gravedad en dimensiones impares independiente de

la métrica la cual fue propuesta por Chamseddine [18, 19]. En el formalismo de primer

orden, el lagrangiano es escrito como

L(2n+1) = �"a1a2���a2n+1

nX
k=0

ck
l2(n�k)+1

Ra1a2 : : : Ra2k�1a2kea2k+1 : : : ea2n+1 ; (5.2)

donde � es una constente sin dimensión, l es un parámetro de longitud, ea corresponde a la

1-forma vielbein y Rab = d!ab+!ac!
cb a la curvatura de Riemann. Para valores particulares

de los coe�cientes ck dados por

ck =
1

2 (n+ k) + 1

�
n

k

�
; (5.3)

obtenemos un caso particular del lagrangiano de Lanczos-Lovelock [1, 2, 3, 4].

El lagrangiano (5:2) con la forma particular de los coe�cientes ck dados por (5:3) es

conocido como una forma Chern-Simons para el álgebra AdS. Notemos que la ausencia de

una métrica background en la de�nición de la forma Chern-Simons nos permite construir

una teoría de gauge para la gravedad. Es posible encontrar diversos ejemplos de gravedad

Chern-Simons en las Refs. [16, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 35]

5.2 Formas de Chern-Simons

Sea TA una base para el álgebra de Lie g de un grupo G. Sea además P (2n+2) (F ) una

2n + 2-forma invariante construída con la 2-forma curvatura F = dA + 1
2
[A;A] = FATA,

donde A es la 1-forma conexión de gauge valuada en el álgebra de Lie g.

A = AATA: (5.4)
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Luego, si existe una 2n+ 1 forma Q(2n+1), que depende de A y dA, tal que

dQ(2n+1) = P (2n+2); (5.5)

entonces tenemos que bajo una transformación de gauge, Q(2n+1) cambia por una derivada

total (forma exacta)

�Q(2n+1) = d (algo) : (5.6)

La 2n + 1-forma Q(2n+1) es conocida como la forma de Chern-Simons (CS), y debido a

que cambia por una forma exacta, es usada como un lagrangiano para una teoría de gauge

para la conexión A. Explícitamente,

Q(2n+1)
CS = (n+ 1)

Z 1

0

dt


A
�
tdA+ t2A2

�n�
; (5.7)

donde h� � � i denota un tensor simétrico invariante bajo g de rango n+1. El lagrangiano de
CS Q(2n+1)

CS es así una (2n+ 1)-forma cuya derivada exterior satisface

dQ(2n+1) = hF ^ � � � ^ F i =


F n+1

�
: (5.8)

Es importante señalar que Q(2n+1)
CS de�ne un lagrangiano no trivial que no es invariante bajo

transformaciones de gauge, sino que su variación entrega una función que sólo depende de

los campos en el borde. De este modo la forma de Chern-Simons es cuasi-invariante de

gauge, es decir, bajo transformaciones in�nitesimales de la forma

�A = d�+ [A; �] ; (5.9)

la forma de CS es invariante de gauge módulo términos de borde. Esto es su�ciente para

de�nir un lagrangiano físico ya que siempre es posible �jar condiciones de borde apropiadas

sobre los campos de tal manera que �Q(2n+1)
CS = 0:

Por otro lado, es posible obtener las ecuaciones de movimiento al variar la acción con

respecto a la conexión

�S = �

Z
M

Q(2n+1)
CS = �

Z
@M

dQ(2n+1)
CS = n

Z
@M

h�F ^ F ni ; (5.10)

pero haciendo uso del hecho de que �F = r (�A) y de la identidad de Bianchi rF = 0,

tenemos

�S = n

Z
@M

hr (�A) F ni = n
Z
@M

d h�A F ni : (5.11)
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Luego, haciendo uso del teorema de Stokes, obtenemos las ecuaciones de movimiento

�S = n

Z
@M

�AA hTAF ni = 0

(5.12)

) hF nTAi = 0: (5.13)

Debe ser enfatizado además que esta construcción no está solamente restringida a un solo

tipo de invariante, generalmente conocido como clase característica. Por ejemplo, algunas

clases características conocidas son las clases de Euler, de Chern y de Pontryagin cada

una con sus correspondientes formas de Chern-Simons. Así, en 3 dimensiones, tenemos las

siguientes formas de CS que de�nen lagrangianos con sus respectivos invariantes topológicos,

Tabla 1

D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topológico Grupo

L
(A)ds
3 = "abc(R

ab � eaeb

3l2
)ec E4 = "abc(R

ab � 1
l2
eaeb)T c SO(2; 2)

LLorentz3 = !abd!
b
a +

2
3
!ab!

b
c!
c
a P4 = R

a
bR

b
a SO(2; 1)

LTorsion3 = eaTa N4 = T
aTa � eaebRab SO(2; 1)

(5.14)

donde Rab corresponde a la curvatura de Lorentz, !ab la respectiva conexión y T a la torsión.

E4 y P4 son las densidades de Euler y Pontryagin mientras que N4 es el invariante Nieh-Yan

[16, 25]. Estos lagrangianos son localmente invariante bajo los correspondientes grupos de

gauge.

Esta teoría de gauge di�ere de la teoría de Yang-Mills en varios aspectos. La principal

diferencia entre formas CS y lagrangianos de YM radica en que las formas CS son escritas

explicitamente como funciones de un conexiónA y sus derivadas exteriores, pero no se pueden

escribir como funciones locales que involucran solo la curvatura F . Además, a diferencia

del lagrangiano de YM, el lagrangiano CS sólo existe en dimensiones impares.

5.3 Gravitación y Chern-Simons

Para describir una teoría Chern-Simons de la gravedad en D = 2n + 1 consideraremos

el álgebra Anti De Sitter, so (2n; 2) : Los generadores Pa y Jab de esta álgebra satisfacen las
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siguientes relaciones de conmutación

[Jab; Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb; (5.15)

[Jab; Pc] = �cbPa � �caPb; (5.16)

[Pa; Pb] = Jab; (5.17)

donde �ab es la métrica de Minkowski. La 1-forma conexión de gauge valuada en el álgebra

toma la forma

A = AATA =
1

l
eaPa +

1

2
!abJab; (5.18)

donde los campos de gauge asociados a Pa y Jab son interpretados como el vielbein ea y

la conexión de spin !ab respectivamente. La 2-forma curvatura asociado a la conexión

(5:18) es

F = FATA =
1

l
T aPa +

1

2

�
Rab +

1

l2
eaeb

�
Jab; (5.19)

donde Rab y T a corresponden a la curvatura de Lorentz y a la torsión respectivamente, las

cuales vienen dadas por

Rab = d!ab + !ac!
cb; (5.20)

T a = Dea = dea + !abe
b: (5.21)

Por otro lado, para poder escribir el lagrangiano CS para el álgebra AdS requerimos de

un tensor simétrico invariante de rango n + 1 para dicha álgebra. Un tensor invariante de

rango n+ 1 para el álgebra AdS es dado por el tensor de Levi-Cevita

Ja1a2 � � � Ja2n�1a2nPa2n+1

�
=

2n

n+ 1
"a1���a2n+1 ; (5.22)

con todas las demás componentes iguales a cero.

Luego, considerando el álgebra AdS (5:15)-(5:17) y el tensor invariante (5:22) en la forma

general del lagrangiano de Chern-Simons (5:7), obtenemos el lagrangiano propuesto origi-

nalmente por Chanseddine (5:2), a saber

L
(2n+1)
CS = �"a1���a2n+1

nX
k=0

1

l2(n�k)+1
1

2 (n+ k) + 1

�
n

k

�
Ra1a2 : : : Ra2k�1a2kea2k+1 : : : ea2n+1 :

(5.23)
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Es importante enfatizar que en general, obtener la forma de CS a partir de la de�nición

(5:7) usando las componentes no nulas de un tensor invariante no es un proceso trivial.

Además, como consecuencia de la estructura del tensor invariante (5:22) se tiene que la

torsión está ausente en el lagrangiano. No obstante, existen ciertas componentes no nulas

del tensor invariante para el álgebra AdS que permiten obtener términos torsionales en el

lagrangiano, los cuales serán estudiados más adelante.

Por otro lado, de la de�nición de la forma de CS sabemos que satisface

dL
(2n+1)
CS = P (2n+2) (5.24)

donde P (2n+2) es la (2n+ 2)-forma invariante y viene dada por

P = hF ^ � � � ^ F i

=


F n+1

�
: (5.25)

Luego, haciendo uso de la 2-forma curvatura (5:19) y de la componente no nula del tensor

invariante para el álgebra AdS (5:22) se obtiene

P = E2n+2 =
�

l
"a1a2���a2n+1

�
Ra1a2 +

1

l2
ea1ea2

�
� � �
�
Ra2n�1a2n +

1

l2
ea2n�1a2n

�
T a2n+1 (5.26)

que corresponde a la densidad de Euler 2n+ 2-dimensional.

5.4 Gravedad con torsión

5.4.1 ¿Por qué Torsión ?

Sabemos que la acción de Lovelock corresponde a la acción mas general para una teoría

métrica de la gravedad en D dimensiones y viene dada por

Sd =

Z [D2 ]X
p=0

�pL
(p)
D (5.27)
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con

L
(p)
D = "a1���aDR

a1a2 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD : (5.28)

Hemos mostrado que al variar la acción con respecto al vielbein se obtiene la siguiente

ecuación de Lovelock

[D2 ]X
p=0

�p (D � 2p) "b1���bD�1Rb1b2 � � �Rb2p�1b2peb2p+1 � � � ebD�1 = 0: (5.29)

En cambio, al variar la acción con respecto a la conexión de spin se obtiene

[D2 ]X
p=0

�pp (D � 2p) "aba3���aDRa3a4 � � �Ra2p�1a2pT a2p+1ea2p+2 � � � eaD = 0: (5.30)

Si uno asume que la torsión se anule identicamente,

T a = dea + !abe
b = 0; (5.31)

entonces la ecuación (5:30) es automaticamente satisfecha. Sin embargo, resolver (5:31)

requiere introducir restricciones adicionales a la conexión de spin !ab [16]. Luego, el la-

grangiano se convierte en una función complicada del vielbein ea. Además en D � 4, la

ecuación (5:30) es equivalente a (5:31) de modo que no es necesario imponer la condición

libre de torsión. Por otro lado, en dimensiones mayores, la ecuación (5:30) no implica que la

torsión sea nula por lo tanto hacer que la torsión sea igual a cero consiste en una restricción

injusti�cada.

Además, si el vielbein y la conexión de spin son combinados en una 1-forma conexión

para el grupo de Lorentz entonces la curvatura y la torsión son las distintas componentes

de una 2-forma curvatura del grupo de gauge. De modo que parece arbitrario hacer que la

torsión sea igual a cero y no hacer lo mismo con la curvatura.

Agregar explicitamente la torsión en el lagrangiano es obtenido asumiendo que el la-

grangiano es la D-forma más general construida mediante el vielbein y la conexión de spin e

invariante bajo transformaciones locales de Lorentz. Existe un algoritmo constructivo para

reproducir todos los posibles invariantes locales de Lorentz a partir de ea; Rab y T a [22]. La

lista detallada de estos invariantes es encontrada en el Apendice B.
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5.4.2 Lagrangiano torsional

Siguiendo a R. Troncoso y J. Zanelli en la Ref. [16], agregar explicitamente términos

torsionales al lagrangiano conlleva un número de coe�cientes arbitrarios �k analogo a los �
0
ps

de los lagrangianos de Lanczos-Lovelock. No obstante, es posible elegir los �0s en ciertas

dimensiones con el �n de extender la invariancia local de Lorentz a simetría de gauge AdS

so (D � 1; 2).

Por otro lado, en dimensiones pares tenemos que las únicas D-formas invariantes AdS

son, a parte de la densidad de Euler, combinaciones lineales de productos del tipo

Pn1���ns = Cn1 � � �Cns ; (5.32)

con 2 (n1 + n2 + � � �+ ns) = D y donde

Cn = Tr (F )
n ; (5.33)

de�ne el n-esimo caracter de Chern de SO (N). Sin embargo, debido a que la 2-formas

curvatura F es antisimétrica en los indices del grupo en su representación vectorial tenemos

que las potencias nj en (5:33) son necesariamente pares. De modo que (5:32) se anula a

menos que D sea un multiplo de cuatro. Así, tenemos los siguientes lemas:

Lema 1 : Para D = 4k, las únicas D-formas impares construidas a partir de ea, Rab y T a,

invariante bajo el grupo AdS, son los caracteres de Chern para SO (D � 1; 2) :

Lema 2 : Para D = 4k + 2, no existen D-formas impares SO (D � 1; 2)-invariantes a
partir de ea, Rab y T a.

Recordemos que podemos escribir localmente la forma invariante Pn1���ns como la derivada

exterior de la (4k � 1)-forma
Pn1���ns = dL

AdS
T 4k�1 (5.34)

donde el subíndice T indica que el lagrangiano involucra términos torsionales. Esto signi�ca

que para cada colección fn1; � � �nsg, el lagrangiano torsional LAdST 4k�1 es un buen candidato
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a lagrangiano para el álgebra AdS en 4k � 1 dimensiones. Podemos clasi�car ahora los

lagrangianos en 2 familias mediante el siguiente teorema [16]:

Teorema 7 : En espacio tiempo de dimensión impar, existen dos familias de lagrangianos

gravitacionales de primer orden L (e; !), invariantes bajo transformaciones locales AdS:

a: La forma Euler-Chern-Simons LAdSE (2n�1), en D = 2n � 1. Su derivada exterior es

la densidad de Euler en 2n dimensiones y no involucra torsión explicitamente.

b: Las formas Pontryagin-Chern-Simons LAdST 4k�1, en D = 4k � 1. Sus derivadas

exteriores son los caracteres de Chern en 4k dimensiones e involucran torsión explicitamente.

El ejemplo más simple en donde las 2 familias de lagrangianos invariante bajo AdS

aparecen es para k = 1, es decir en 3 dimensiones. En la familia a tenemos el lagrangiano

de Einstein-Hilbert con con constante cosmológica, a saber

LAdSE (3) =
1

l
"abc

�
Rabec +

1

3l2
eaebec

�
: (5.35)

Por otro lado, en la familia b tenemos el lagrangiano exotico [20]

Lexotico(3) = LAdST (3) = L
Lorentz
(3) � 2

l2
LTorsi�on(3) ; (5.36)

donde

LLorentz(3) = !abd!
b
a +

2

3
!ab!

b
c!
c
a (5.37)

y

LTorsi�on(3) = eaTa: (5.38)

Los lagrangianos (5:35), (5:36) y (5:37) son las formas Chern-Simons de Euler, Pontryagin

y Lorentz respectivamente. Es interesante analizar la derivada exterior del lagrangiano

exótico la cual viene dada por

dLAdST (3) = dLLor(3) �
2

l2
dLTor(3)

= RabR
b
a �

2

l2
�
T aTa � eaebRab

�
= P4 �

2

l2
N4 = F

A
BF

B
A (5.39)
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donde renocemos las densidades 4-dimensionales de Pontryagin P4 y de Nieh-Yan N4 (ver

tabla 1 5:14).

Para construir la acción más general para gravitación en D = 3 dimensiones, el cual es

invariante bajo el grupo AdS SO (2; 2), se requiere de las dos familias. Así, el lagrangiano

más general viene dado por una combinación lineal de los dos tipos de lagrangianos, a saber

LAdSCS (3) = �LAdSE (3) + �L
AdS
T (3):

= �
1

l
"abc

�
Rabec +

1

3l2
eaebec

�
+ �

�
!abd!

b
a +

2

3
!ab!

b
c!
c
a �

2

l2
eaTa

�
(5.40)

A medida que la dimensión sea mayor podemos ver que la familia de lagrangianos CS

torsional (la familia b) va creciendo. Por ejemplo, en 7 dimensiones tenemos 3 términos CS

torsional dados en la siguiente tabla:

Tabla 2

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons Torsional P
LLorents(7) = !(d!)3 + 8

5
!3(d!)2 + 4

5
! (d!)!2 (d!) + 2!5(d!)+4

7
!7 P8 = R

a
bR

b
cR

c
dR

d
a

LA(7) = (L
Lorentz
3 )RdcR

c
d = (!

a
bd!

b
a +

2
3
!ab!

b
c!
c
a)R

d
cR

c
d (P4)

2 = (RabR
b
a)
2

LB(7) = (L
Torsion
3 )RdcR

c
d = (e

aTa)R
d
cR

c
d (T aTa � eaebRab)RdcRcd

Luego, el lagrangiano más general para gravedad en D = 7 dimensiones invariante bajo el

grupo AdS SO (6; 2) viene dado por una combinación lineal de tres tipos de lagrangianos, a

saber

LAdSCS (7) = �L
AdS
E (7) + �2;2L

AdS
T f2;2g (7) + �4L

AdS
T f4g (7)

LAdSCS (7) = �

�
"abcdefg

�
1

l
RabRcdRefeg +

1

l3
RabRcdeeefeg +

3

5l5
Rabecedeeefeg +

1

7l7
eaebecedeeefeg

��
+�2;2

�
RabR

b
a +

2

l2
�
T aTa �Rabeaeb

���
!cdd!

d
c +

2

3
!cf !

f
g!

g
c +

2

l2
ecT

c

�
+�4

��
!abd!

b
cd!

c
dd!

d
a +

8

5
!ab!

b
c!
c
dd!

d
ed!

e
a +

4

5
!abd!

b
c!
c
d!

d
ed!

e
a (5.41)

+2!ab!
b
c!
c
d!

d
e!

e
fd!

f
a +

4

7
!ab!

b
c!
c
d!

d
e!

e
f!

f
g!

g
a

�
+
1

l2
4TaR

a
bR

b
ce
c +

1

l4
�
2
�
Rabeaeb + T

aTa
�
T cec

��
:
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Se puede generalizar este procedimiento para D = 4k � 1 en el cual el lagrangiano más
general invariante bajo el grupo AdS SO (4k � 2; 2) toma la siguiente forma

LAdSCS (4k�1) = �L
AdS
(4k�1) + �fnjgL

AdS
T fnjg (4k�1) (5.42)

donde dLAdST fnjg (4k�1) = Pn1���ns , con
X

j
nj = 4k. Además, es importante señalar que los

coe�cientes � y �fnjg son arbitrarios y adimensionales.

La generalización de dicho procedimiento a álgebras más grandes, las cuales serán utiles

para el desarrollo de la tesis, es estudiada con detalle en el capítulo 8.
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Capítulo 6

Relatividad General desde Gravedad

Chern-Simons

6.1 Introducción

Las formas Chern-Simons representan buenos candidatos para describir Gravedad en

dimensiones impares puesto que nos entregan una acción cuasi-invariante de gauge. No

obstante si queremos que las teorías CS sean las apropiadas para la interacción gravitacional

entonces estas teorías deben satisfacer el principio de correspondencia, es decir, deben estar

relacionadas con Relatividad General.

En el formalismo de primer orden tenemos que el lagrangiano CS AdS para gravedad

en D = 2n+ 1 dimensiones viene dado por [18, 19]

LAdSCS (2n+1) = �"a1���a2n+1

nX
k=0

1

l2(n�k)+1
1

2 (n+ k) + 1

�
n

k

�
Ra1a2 : : : Ra2k�1a2kea2k+1 : : : ea2n+1 ;

(6.1)

donde ea corresponde a la 1-forma vielbein y Rab = d!ab + !ac!
cb a la 2-forma curvatura

de Riemann. Dicho lagrangiano es invariante o¤-shell bajo el álgebra AdS so (2n; 2), cuyos
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generadores ~Jab y ~Pa satisfacen las siguientes relaciones de conmutaciónh
~Jab; ~Jcd

i
= �cb ~Jad � �ca ~Jbd + �db ~Jca � �da ~Jcb; (6.2)h

~Jab; ~Pc

i
= �bc ~Pa � �ac ~Pb; (6.3)h

~Pa; ~Pb

i
= ~Jab: (6.4)

donde ~Jab y ~Pa son los generadores de transformaciones de Lorentz y de boosts AdS respec-

tivamente.

La acción CS AdS-invariante es construida a partir de la 1-forma conexión

A =
1

2
!ab ~Jab +

1

l
ea ~Pa (6.5)

y de la componente no-nula del tensor invariante simétrico de rango r = n+ 1;D
~Ja1a2 � � � ~Ja2n:�1a2n ~Pa2n+1

E
=

2n

n+ 1
"a1���a2n+1 : (6.6)

Como lo señalan bien los autores de la Ref. [33], con el �n de interpretar el campo

de gauge asociado con un generador de traslación ~Pa como el vielbein, uno está forzado a

introducir un parámetro de longitud l en la teoría. En efecto, dado que la derivada exterior

d = dx�@� es adimensional y que siempre es posible elegir los generadores de un álgebra

de Lie TA adimensionales, se tiene que la 1-forma conexión AA = AA�dx
� debe también ser

adimensional. No obstante, el vielbein ea = ea�dx
� debe tener dimensión de longitud si este

está relacionado con la métrica del espacio-tiempo g�� a través de la ecuación g�� = ea�e
b
��ab.

Esto signi�ca que el "verdadero" campo de gauge debe ser de la forma ea=l, donde l es un

parámetro de longitud.

Notemos que una vez que el parámetro l es introducido en la teoría tenemos que el

lagrangiano CS se descompone en varios sectores, cada uno proporcional a distintas potencias

de l en la ec. (6:1). No obtante, a pesar que gravedad CS es una teoría de gauge bien de�nida,

no existe ningún límite en l que permita recuperar la dinámica de Relatividad General. De

hecho, la presencia de potencias altas de la curvatura en el lagrangiano hace que la dinámica

sea muy diferente a la de Einstein-Hilbert.

Sin embargo, en las Refs. [33, 37], se ha mostrado que Relatividad general (2n+ 1)-

dimensional es embebida en una teoría CS para una cierta álgebra de Lie Bm.
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Recientemente, en la Ref. [39] se ha encontrado que la llamada álgebra de Lie Bm corre-

sponde a las álgebras tipo MaxwellMm. Dichas álgebras, conocidas también como álgebras

de Poincaré Generalizadas P, son obtenidas mediante un procedimiento de S-expansión del
álgebra AdS.

El propósito de este capítulo es mostrar que Relatividad General en dimensiones impares,

surge como un límite de la constante de acoplamiento l de un lagrangiano Chern-Simons

D � (2p+ 1)-dimensional invariante bajo el álgebraM2p+1. Se mostrará además que esto

no es posible para lagrangianos CS D � (2p+ 3)-dimensional invariante bajo el álgebra

M2p+1 [37].

6.2 Álgebra tipo Maxwell M2n+1

Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión

del álgebra de Lie so (2n; 2) usando el semigrupo abeliano S(2n�1)E = f�0; �1; �2; �3; � � � ; �2ng
de�nido por el producto

���� =

(
��+�, cuando �+ � � 2n
�2n, cuando �+ � > 2n

(6.7)

Los elementos �� son adimensionales y son representados por el conjunto de matrices

2n� 2n [��]ij = �
i
j+�, donde i; j = 1; � � � ; 2n� 1; � = 0; � � � ; 2n; y � la delta de Kronecker.

Despues de extraer una subálgebra resonante y realizando su 0S (= �2n)-reducción, uno

encuentra una nueva álgebra de Lie conocida como álgebra tipo Maxwell1 M2n+1 la cual en

la Ref. [33] fue llamada álgebra B2n+1 y cuyos generadores vienen de�nidos como

J(ab;2k) = �2k 
 ~Jab; (6.8)

P(a;2k+1) = �2k+1 
 ~Pa; (6.9)

1También llamadas álgebras de Poincaré Generalizadas P2n+1
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con k = 0; � � � ; n � 1 y donde ~Jab y ~Pa corresponde a los generadores originales el álgebra
so (2n; 2) : Estos nuevos generadores satisfacen las relaciones de conmutación [33]

[Pa; Pb] = Z
(1)
ab ; [Jab; Pc] = �bcPa � �acPb (6.10)

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (6.11)�
Jab; Z

(i)
c

�
= �bcZ

(i)
a � �acZ

(i)
b ; (6.12)h

Z
(i)
ab ; Pc

i
= �bcZ

(i)
a � �acZ

(i)
b ; (6.13)h

Z
(i)
ab ; Z

(j)
c

i
= �bcZ

(i+j)
a � �acZ

(i+j)
b (6.14)h

Jab;Z
(i)
cd

i
= �cbZ

(i)
ad � �caZ

(i)
bd + �dbZ

(i)
ca � �daZ

(i)
cb (6.15)h

Z
(i)
ab;Z

(j)
cd

i
= �cbZ

(i+j)
ad � �caZ

(i+j)
bd + �dbZ

(i+j)
ca � �daZ

(i+j)
cb (6.16)�

Pa; Z
(i)
c

�
= Z

(i+1)
ab ;

�
Z(i)a ; Z

(j)
c

�
= Z

(i+j+1)
ab ; (6.17)

donde hemos de�nido Jab = �0 ~Jab, Z
(i)
ab = �2i ~Jab, Pa = �1 ~Pa y Z

(i)
a = �2i+1 ~Pa con i =

1; � � � ; n� 1.
Notemos que las relaciones de conmutación (6:11), (6:15) y (6:16) forman una subálgebra

del álgebraM2n+1 la cual será denotada como LM2n+1. Dicha subálgebra será de particular

interés en las teorías Born-infeld de Gravedad y será introducida con más detalle en el

siguiente capítulo.

Un estudio detallado del álgebra tipo Maxwell es realizado en la Ref. [39] mostrando

efectivamente que la llamada álgebra de LieBm corresponde a un álgebraMm. Un pequeño

enfoque en esta dirección es realizado en el Apendice C.

6.3 Relatividad General desde lagrangiano CS (2n + 1)-

dimensional invariante bajo el álgebra M2n+1

En la Ref. [33] se ha mostrado que la dinámica de Relatividad General en dimensiones

impares es obtenida desde Gravedad Chern-Simons para una cierta álgebra de LieM2n+1.
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El lagrangiano CS es construido a partir de una 1-forma conexión AM2n+1-valuada,

A =

n�1X
k=0

�
1

2
!(ab;2k)J(ab;2k) +

1

l
e(a;2k+1)P(a;2k+1)

�
; (6.18)

El contenido inducido por M2n+1 incluye el vielbein ea, la conexión de spin !ab y campos

bósonicos adicionales ha(i) = e(a;2i+1) y kab(i) = !(ab;2i). La 2-forma curvatura asociada

F = dA+ A2 viene dada por

F =
n�1X
k=0

�
1

2
F (ab;2k)J(ab;2k) +

1

l
F (a;2k+1)P(a;2k+1)

�
; (6.19)

donde

F (ab;2k) = d!(ab;2k) + �cd!
(ac;2i)!(db;2j)�ki+j +

1

l2
e(a;2i+1)e(b;2j+1)�ki+j+1; (6.20)

F (a;2k+1) = de(a;2k+1) + �bc!
(ab;2i)e(c;2j)�ki+j: (6.21)

Por consistencia con el procedimiento dual de la S-expansión en términos de las formas

de Maurer-Cartan [11] se requiere que los campos ha(i) hereden unidades de longitud desde

el vielbein. De este modo, es necesario introducir nuevamente el parámetro l acompañando

ahora a los campos ha(i).

El lagrangiano CS invariante bajo el álgebra tipo MaxwellM2n+1 es así dado por [33]

L
(2n+1)
CS =

nX
k=1

l2k�2ck�j�
j
i1+���+in+1�

ik+1
p1+q1 � � � �

in
pn�k+qn�k

"a1���a2n+1

�R(a1a2;i1) � � �R(a2k�1a2k;ik)e(a2k+1;p1)e(a2k+2;q1) � � �

� � � e(a2n�1;pn�k)e(a2n;qn�k)e(a2n+1;in+1): (6.22)

donde

ck =
1

2(n� k) + 1

 
n

k

!
En el límite l ! 0, el único término no nulo en (6:22) corresponde al caso k = 1, cuya

única componente occure para p = q1 = � � � = q2n�1 = 0 y es proporcional al lagrangiano de
Einstein-Hilbert en dimensiones impares [33]

L
(2n+1)
CS

���
l=0
=
n�2n�1
2n� 1 "a1���a2n+1R

a1a2ea3 � � � ea2n+1 (6.23)
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6.4 Lagrangiano Chern-Simons invariante bajo el álge-

bra M

En esta sección, siguiendo a Ref. [37], mostraremos que la dinámica de Einstein-Hilbert

para dimensiones impares es obtenida desde un lagrangiano Chern-Simons en D � (2p+ 1)
dimensiones invariante bajo el álgebra M(2p+1). Sin embargo, esto ya no es posible para

Lagrangianos CS en dimensiones D � (2p+ 3) invariante bajo el álgebra M(2p+1) puesto

que el término de EH desaparece.

6.4.1 Lagrangiano CS (2 + 1)-dimensional invariante bajo el álge-

bra M7

Antes de considerar el lagrangiano Chern-Simons (2n+ 1)-dimensional y el álgebra

M(2p+1), estudiaremos el lagrangiano CS (2 + 1)-dimensional invariante bajo el álgebra tipo

Maxwell M7. Dicha álgebra es obtenida mediante una S-expansión del álgebra AdS uti-

lizando S(5)E como el semigrupo abeliano �nito. De hecho, despues de extraer una subálgebra

resonante y de realizar una 0S-reducción, se encuentra el álgebra de LieM7. La nueva ál-

gebra es generadad por
n
Jab; Pa; Z

(1)
ab ; Z

(1)
a ; Z

(2)
ab ; Z

(2)
a

o
, cuyos nuevos generadores pueden ser

escritos como

�0 
 ~Jab = Jab; �2 
 ~Jab = Z
(1)
ab ; �4 
 ~Jab = Z

(2)
ab ; (6.24)

�1 
 ~Pa = Pa; �3 
 ~Pa = Z
(1)
a ; �5 
 ~Pa = Z

(2)
a ; (6.25)

donde ~Jab y ~Pa corresponden a los generadores del álgebra original so (2; 2) y �� pertenecen

al semigrupo abeliano �nito S(5)E . Los nuevos generadores del álgebra M7 satisfacen las
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siguientes relaciones de conmutación

[Pa; Pb] = Z
(1)
ab ; [Jab; Pc] = �bcPa � �acPb (6.26)

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (6.27)�
Jab; Z

(1)
c

�
= �bcZ

(1)
a � �acZ

(1)
b ;

�
Jab; Z

(2)
c

�
= �bcZ

(2)
a � �acZ

(2)
b (6.28)h

Z
(1)
ab ; Pc

i
= �bcZ

(1)
a � �acZ

(1)
b ;

h
Z
(2)
ab ; Pc

i
= �bcZ

(2)
a � �acZ

(2)
b (6.29)h

Z
(1)
ab ; Z

(1)
c

i
= �bcZ

(2)
a � �acZ

(2)
b ;

�
Pa; Z

(1)
c

�
= Z

(2)
ab : (6.30)h

Jab;Z
(1)
cd

i
= �cbZ

(1)
ad � �caZ

(1)
bd + �dbZ

(1)
ca � �daZ

(1)
cb (6.31)h

Jab;Z
(2)
cd

i
= �cbZ

(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb (6.32)h

Z
(1)
ab;Z

(1)
cd

i
= �cbZ

(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb (6.33)h

Z
(2)
ab ; Z

(1)
c

i
=

h
Z
(2)
ab ; Z

(2)
c

i
=
h
Z
(1)
ab ; Z

(2)
c

i
= 0; (6.34)h

Z
(2)
ab;Z

(2)
cd

i
=

h
Z
(1)
ab;Z

(2)
cd

i
=
�
Pa; Z

(2)
c

�
= 0; (6.35)�

Z(1)a ; Z
(1)
c

�
=

�
Z(1)a ; Z

(2)
c

�
=
�
Z(2)a ; Z

(2)
c

�
= 0: (6.36)

Luego, siguiendo la Ref. [37] y haciendo uso del Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver

sección 2.4), es posible mostrar que para D = 2 + 1, las únicas componentes no nulas de un

tensor invariante para el álgebraM7 vienen dados por

hJabJcdiM7
= �0 (�ad�bc � �ac�bd) ; (6.37)D

JabZ
(1)
cd

E
M7

= �2 (�ad�bc � �ac�bd) ; (6.38)D
Z
(1)
ab Z

(1)
cd

E
M7

=
D
JabZ

(2)
cd

E
M7

= �4 (�ad�bc � �ac�bd) ; (6.39)

hPaPciM7
= �2�ac; (6.40)


PaZ
(1)
c

�
M7

= �4�ac; (6.41)

hJabPciM7
= �1�abc; (6.42)D

Z
(1)
ab Pc

E
M7

=


JabZ

(1)
c

�
M7

= �3�abc; (6.43)D
Z
(2)
ab Pc

E
M7

=
D
Z
(1)
ab Z

(1)
c

E
M7

=


JabZ

(2)
c

�
M7

= �5�abc: (6.44)
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donde �0, �1, �2, �3y �5 son constantes arbitrarias independientes y sin dimensión. Con el

�n de escribir un lagrangiano CS para el álgebraM7, consideramos la 1-forma conexión de

gauge AM7-valuada, la cual es dada por

A =
1

2
!abJab +

1

l
eaPa +

1

2
k(ab;1)Z

(1)
ab +

1

l
h(a;1)Z(1)a +

1

2
k(ab;2)Z

(2)
ab +

1

l
h(a;2)Z(2)a ; (6.45)

y la respectiva 2-forma curvatura

F =
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2

�
D!k

(ab;1) +
1

l2
eaeb

�
Z
(1)
ab +

1

l

�
D!h

(a;1) + k
a (1)
b eb

�
Z(1)a

+
1

2

�
D!k

(ab;2) + ka (1)c kcb(1) +
1

l2
�
eah(b;1) + h(a;1)eb

��
Z
(2)
ab

+
1

l

�
D!h

(a;2) + ka (2)c ec + ka (1)c h(c;1)
�
Z(2)a : (6.46)

Luego, usando el procedimiento dual de la S-expansión, encontramos que el lagrangiano

Chern-Simons (2 + 1)-dimensional invariante bajo el álgebraM7 es dado por

LM7

CS (2+1) =
�1
l
"abc

�
Rabec � d

�
1

2
!abec

��
+
�3
l
"abc

�
Rabh(c;1) +R(ab;1)ec +

1

3l2
eaebec � d

2

�
!abh(c;1) + k(ab;1)ec

��
+
�5
l
"abc

�
Rabh(c;2) +R(ab;1)h(c;1) +R(ab;2)ec +

1

l2
eaebh(c;1)

�d
2

�
!abh(c;2) + k(ab;1)h(c;1) + k(ab;2)ec

��
+
�0
2

�
!abd!

b
a +

2

3
!ab!

b
c!
c
a

�
+
�2
2

�
!abdk

b (1)
a + k

a (1)
b d!ba + 2!

a
b!
b
ck
c (1)
a +

2

l2
eaT

a

�
+
�4
2

�
!abdk

b (2)
a + k

a (2)
b d!ba + 2!

a
b!
b
ck
c (2)
a + k

a (1)
b dkb (1)a

+2!abk
b (1)
c kc (1)a +

2

l2
eaT

(a;1) +
2

l2
h (1)a T a

�
: (6.47)

donde hemos rede�nido

R(ab;1) = D!k
(ab;1); (6.48)

R(ab;2) = D!k
(ab;2) + ka (1)c kcb(1) (6.49)

T(a;1) = D!h
(a;1) + ka (1)c ec; (6.50)
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El lagrangiano (6:47) es dividido en seis piezas independientes cada una proporcional

a �1, �3, �5, �0, �2, �4 respectivamente. El término proporcional a �1 corresponde al

lagrangiano CS para el grupo de Poincaré ISO (2; 1) el cual además contiene al término de

Eintein-Hilbert "abcRabec.

Al considerar la variación del lagrangiano (6:47) tenemos módulo término de borde

�LM7

CS (2+1) =
1

l
"abc

�
�1R

ab +
�3
l2
eaeb + �3R

(ab;1) +R(ab;2)
�
�ec

+
1

l
"abc

�
�3R

ab + �5R
(ab;1) +

�5
l2
eaeb

�
�h(c;1)

+
1

l
"abc

�
�5R

ab
�
�h(c;2) +

1

l
"abc�!

ab
�
�1T

c + �3D!h
(c;1) + �5D!h

(c;2)
�

+
1

l
"acd�!

ab
�
�3ebk

(cd;1) + �5h
;(1)
b k(cd;1) + �5ebk

(cd;2)
�

+
1

l
"abc�k

(ab;1)
�
�3T

c + �5D!h
(c;1)
�
+
1

l
"acd�k

(ab;1)
�
2�5k

c;(1)
b ed

�
+
1

l
"abc�k

(ab;2) (�5T
c) +

�0
2

�
�LLorentz3

�
+
�2
2

�
�LLorentz3

�
k(1)
��

+
�4
2

�
�LLorentz3

�
k(2)
��
+
�4
2

�
�LLorentz3

�
k(1)k(1)

��
+ �ea

�
�4
l2
T(a;1) +

2�2
l2
T a
�
+ �!ab

��2
l2
eaeb +

�4
l2
ebh

(1)
a

�
+ �h ;(1)a

�
2�4
l2
T a
�
+ �k(ab;1)

��4
l2
ebea

�
:

donde LLorentz3 = !abd!
b
a +

2
3
!ab!

b
c!
c
a corresponde al lagrangiano invariante bajo so (2; 1).

Al considerar una solución sin materia
�
k(ab;1) = 0; k(ab;2) = 0; h(a;1) = 0; h(a;2) = 0

�
con la

condición �1 = �3 = �5 = �4 = 0 y sin necesidad de imponer torsión nula, obtenemos

�LM7

CS (2+1) =
�0
2

�
�LLorentz3

�
+
�2
l2
�!ab (eaeb) +

2�2
l2
�ea (Ta)

= �0�!
ab (Rab) +

�2
l2
�!ab (eaeb) +

2�2
l2
�ea (Ta)

Puesto que los �0s son arbitrarios podemos elegir �0 = �2 de tal modo que �L
M7

CS (2+1) = 0

conduce a las siguientes ecuaciones de moviemiento [37]

Rab +
1

l2
eaeb = 0; (6.51)

Ta = 0: (6.52)
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las cuales corresponden a las ecuaciones de Relatividad General con constante cosmológica

en (2 + 1) dimensiones. Es interesante notar que el caso �4 = �0 = �2 conduce a las

ecuaciones triviales

Rab = 0; (6.53)

Ta = 0; (6.54)

eaeb = 0: (6.55)

6.4.2 Lagrangiano CS (4 + 1)-dimensional invariante bajo el álge-

bra M7

Estudiemos a continuación el caso del lagrangiano (4 + 1)-dimensional invariante bajo

el álgebraM7. Para su construcción, haremos uso de las componentes no nulas del tensor

invariante para el álgebra deseada las cuales son obtenidas mediante una S(5)E -expansión

resonante y reducida del álgebra so (2; 2). De este modo,paraD = 5, las únicas componentes

no nulas del tensor invariante simétrico están dadas por [37]

hJabJcdPfiM7
=
4

3
l3�1�abcdf : (6.56)

D
JabJcdZ

(1)
f

E
M7

=
4

3
l3�3�abcdf : (6.57)D

JabZ
(1)
cd Pf

E
M7

=
4

3
l3�3�abcdf : (6.58)D

JabJcdZ
(2)
f

E
M7

=
4

3
l3�5�abcdf : (6.59)D

JabZ
(1)
cd Z

(1)
f

E
M7

=
4

3
l3�5�abcdf : (6.60)

donde �1, �3 y �5 son constantes independientes arbitrarias y de dimensión [longitud]
�3.

Usando el procedimiento dual de la S-expansión, encontramos que el lagrangiano Chern-
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Simons en (4 + 1) dimensiones invariante bajo el álgebra tipo MaxwellM7 es dado por

LM7

(4+1) = �1"abcdf
�
l2RabRcdef

�
�3"abcdf

�
l2RabRcdh(f;1) + 2l2RabR(cd;1)ef +

2

3
Rabecedef

�
�5"abcdf

�
l2RabRcdh(f;2) + 2l2RabR(cd;1)h(f;1) + 2l2RabR(cd;2)ef

+l2R(ab;1)R(cd;1)ef + 2Rabecedh(f;1) +
2

3
R(ab;1)ecedef +

1

5l2
eaebecedef

�
Luego, al variar el lagrangiano, tenemos modulo término de borde

�LM7

(4+1) = "abcdf
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2�3l

2ebR
cdk(fg;1) + 2�5l
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b Rcdk(fg;1) + 2�5l

2ebR
cdk(fg;2)

�2�5l2R c;(1)
b k(df;1)eg + 2�5k

c;(1)
b R(df;1)eg + ebk

(cd;1)R(fg;1) + 2�5ebk
(cd;1)efeg

�
Imponiendo una solución sin materia (k(ab;1) = 0; k(ab;2) = 0; h(a;1) = 0; h(a;2) = 0), encon-

tramos que

�LM7

(4+1) = "abcdf

��
�1l

2RabRcd + 2�3R
abeced +

1

l2
�5e

aebeced
�
�ef

+
�
�3l

2RabRcd + 2�5R
abeced

�
�h(f;1) + 2�5l

2�k(ab;2)RcdT f +�5l
2RabRcd�h(f;2)

+�k(ab;1)
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Luego, cuando �1 y �5 se anulan, obtenemos �nalmente [37]

�LM7

(4+1) = "abcdf
�
2�3R

abeced
�
�ef + "abcdf

�
�3l

2RabRcd
�
�h(f;1)

+"abcdf�k
(ab;1)

�
2�3l

2RcdT f
�
+ �!ab

�
2�3e

cedT f
�

(6.61)

Así, si imponemos torsión nula, vemos que en D = 5, el Lagrangeano M7-valuado de-

semboca en las mismas ecuaciones de movimiento que el el lagrangiano M5-valuado [33].

De este modo, al igual que en la Ref. [34], además de satisfacer las ecuaciones de Einstein

también se deben satisfacer ecuación tipo "Gauss-Bonet". Esto representa una restricción

severa en la geometría y no simplemente una correción a Relatividad General. Al igual

que en la Ref. [33], la presencia del paramétro l hace la diferencia. En efecto, en el límite

cuando l ! 0, la restricción geométrica se anula y �LM7

CS (4+1) = 0 conduce a la dinamica de

Einstein-Hilbert en el vacio,

�LM7

CS (4+1) = "abcdf
�
2�3R

abeced
�
�ef + "abcdf�!

ab
�
2�3e

cedT f
�
: (6.62)

Del mismo modo, considerando una solución libre de materia y despreciando la constante

cosmológica, el límite l! 0 nos conduce sólo al término de Einstein Hilbert en el lagrangiano

LM7

CS (4+1) =
2

3
�3"abcdfR

abecedef : (6.63)

6.4.3 Lagrangiano CS (6 + 1)-dimensional invariante bajo el álge-

bra M5

Consideremos a continuación el lagrangiano Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invari-

ante bajo el álgebraM5. Dicha álgebra es obtenida mediante una S
(3)
E -expansión resonante

reducida del álgebra so (6; 2). Los generadores del álgebra de LieM5 satisfacen las siguientes
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relaciones de conmutación

[Pa; Pb] = Zab; [Jab; Pc] = �bcPa � �acPb (6.64)

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (6.65)

[Jab; Zc] = �bcZa � �acZb; (6.66)

[Zab; Pc] = �bcZa � �acZb; (6.67)

[Jab;Zcd] = �cbZad � �caZbd + �dbZca � �daZcb (6.68)

[Zab; Zc] = [Pa; Zc] = [Za; Zc] = [Zab;Zcd] = 0: (6.69)

donde los nuevos generadores pueden escribirse como el producto directo [33]

Jab = �0 
 ~Jab; Zab = �2 
 ~Jab; (6.70)

Pa = �1 
 ~Pa; Za = �3 
 ~Pa: (6.71)

La 1-forma conexión de gauge AM5-valuada es dada por

A =
1

2
!abJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa; (6.72)

y la 2-forma curvatura asociada

F =
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2

�
D!k

ab +
1

l2
eaeb

�
Zab +

1

l

�
D!h

a + kabe
b
�
Za: (6.73)

Usando el procedimiento dual de la S-expansión, es posible mostrar que el Lagrangiano

Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invariante bajo el álgebra tipo MaxwellM5 es dada por

[37]

LM5

CS (6+1) =
�1
l
"abcdefg

�
RabRcdRefeg

�
(6.74)

+
�3
l
"abcdefg

�
RabRcdRefhg + 3RabRcdD!k

efeg +
1

l2
RabRcdeeefeg

�
:

Debido a la estructura del semigrupo, la S(3)E -expansión resonante reducida del álgebra

AdS tiene como consecuencia que el término de Einstein-Hilbert desaparece del lagrangiano

(6 + 1)-dimensional. Del mismo modo, es trivial notar que la variación de dicho lagrangiano

no desemboca en las ecuaciones de Relatividad General y que ningún límite sobre l permite
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recobrar la dinámica de Einstein-Hilbert. En efecto, la variación del lagrangiano modulo

término de borde viene dada por

�LM5

(6+1) =
1

l
"abcdefg

�
�1R

abRcdRef + 3�3R
abRcdD!k

ef +
3

l2
�3R

abRcdeeef
�
�eg

+
1

l
"abcdefg

�
�3R

abRcdRef
�
�hg

+
1

l
"abcdefg�!

ab
�
3�1R

cdRefT g + 3�3R
cdRef D!h

g + 6�3R
cdD!k

efT g

+
6

l2
�3R

cdeeefT g
�
+
1

l
"acdefgh�!

ab
�
3ebR

cdRefkgh
�

+
1

l
"abcdefg�k

ab
�
3�3R

cdRefT g
�
: (6.75)

Luego, imponiendo la condición libre de torsión y considerando el caso donde kab = 0; ha = 0

con �1 = 0 encontramos

�LM5

(6+1) =
�3
l2
"abcdefgR

abRcdeeef�eg +
�3
l
"abcdefgR

abRcdRef�hg; (6.76)

lo cual obviamente no corresponde a la dinámica de Relatividad General.

6.4.4 Relatividad General en dimensiones impares

Hemos visto que las acciones Chern-Simons (2p+ 1)-dimensional invariante bajo el álge-

bra de LieM2m+1 no siempre desembocan en la dinámica de Relatividad General. En efecto,

a pesar que todos estos lagrangianos conducen a ecuaciones tipo Lovelock existen ciertos val-

ores de m para el cual es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert en el lagrangiano

CS (2p+ 1)-dimensional M2m+1-invariante. Esto se debe a que la presencia del término

de Einstein-Hilbert requiere de la presencia de la componente


Ja1a2Za3a4� � �Za2p�1a2pPa2p+1

�
del tensor invariante, la cual viene dada por



Ja1a2Za3a4� � �Za2p�1a2pPa2p+1

�
M2m+1

=

(
l2p�1�2p�1



Ja1a2 � � � Ja2p�1a2pPa2p+1

�
AdS

, si m � p
0, si m < p:

(6.77)

Esta observación permite establecer el siguiente teorema [37]:
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Teorema 8 SiM2m+1 es el álgebra tipo Maxwell, la cual es obtenida del álgebra AdS me-

diante una S(2m�1)E -expansión resonante reducida y si LM2m+1

CS (2p+1) es un lagrangiano Chern-

Simons (2p+ 1)-dimensional invariante bajo el álgebra M2m+1. Entonces, el lagrangiano

Chern-Simons (2p+ 1)-dimensional conducirá al lagrangiano de Einstein-Hilbert en un cierto

límite de la constante de acoplamiento l, si y solo si m � p.

El Teorema 8 nos permite alistar en la siguiente tabla el conjunto de Lagrangianos

Chern-Simons LM2m+1

CS (2p�1) invariante bajo el álgebra de Lie M2m+1, que desemboca en la

dinámica de Relatividad General en un cierto límite de la constante de acoplamiento l:

M3 LM3

CS (3)

M5 LM5

CS (3) LM5

CS (5)

M7 LM7

CS (3) LM7

CS (5) LM7

CS (7)
...

...
...

...

M2n�1 L
M2n�1
CS (3) L

M2n�1
CS (5) L

M2n�1
CS (7) � � � � � � L

M2n�1
CS (2n�1)

M2n+1 L
M2n+1

CS (3) L
M2n+1

CS (5) L
M2n+1

CS (7) � � � � � � L
M2n+1

CS (2n�1) L
M2n+1

CS (2n+1)

(6.78)

Es interesante notar que para cada dimensión D del espacio-tiempo, tenemos que el

Lagrangiano LCS (D) invariante bajo el álgebra tipo Maxwell M2n+1 contiene a todos los

otros lagrangianos D-dimensional evaluados en un álgebra M2m+1 con m < n. De modo

que siempre es posible obtener algún acción de un álgebra menor apagando los campos

correspondientes.
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Capítulo 7

Relatividad General desde Gravedad

Born-Infeld

7.1 Introducción

Un acción Born-Infeld para Gravedad en D = 2n dimensiones es dado por [16, 25]

S =

Z nX
p=0

�

2n

�
n

p

�
l2p�2n"a1���a2nR

a1a2 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � ea2n ; (7.1)

donde ea corresponde a la 1-forma vielbein, y Rab = d!ab+ !ac!
cb a la 2-forma curvatura en

el formalismo de primer orden.

La acción (7:1) es invariante o¤-shell bajo el álgebra de Lie de Lorentz so (2n� 1; 1), cuyos
generadores ~Jab de las transformaciones de Lorentz satisfacen las relaciones de conmutaciónh

~Jab; ~Jcd

i
= �cb ~Jad � �ca ~Jbd + �db ~Jca � �da ~Jcb: (7.2)

El símbolo Levi-Civita "a1���a2n en (7:1) debería ser considerado como la única componente

no nula del tensor invariante simétrico so (2n� 1; 1) de rango n, es decirD
~Ja1a2 � � � ~Ja2n�1a2n

E
=
2n�1

n
�a1���a2n : (7.3)
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Nuevamente, con el �n de interpretar el campo de gauge como el vielbein, uno esta forzado

a introducir un parámetro de longitud l en la teoría. Esto tiene su origen en los siguientes

argumentos: Dado que (i) el operador derivada exterior d = dx�@� es adimensional, y que

(ii) uno elije siempre los generadores TA adimensionales tal que el campo 1-forma conexión

A = AA�TAdx
� debe ser adimensional. No obstante, el vielbein ea = ea�dx

� debe tener

dimensión de longitud si está se relaciona a la métrica del espacio-tiempo g�� a través de la

ecuación usual g�� = ea�e
b
��ab. Esto signi�ca que el "verdadero" campo de gauge debe ser

de la forma ea=l, con l un parámetro de longitud.

Es importante señalar que el lagrangiano Born-Infeld se decompone en varios sectores

cada uno proporcionales a diferentes potencias de l, como podemos ver directamente en la

ecuación (7:1). Sin embargo, ni el límite l ! 1 ni el límite l ! 0 conduce al término de

Einstein-Hilbert.

Si se desea construir un teoria de Lovelock que conduce bajo cierto limite a Relatividad

General, es necesario que tanto la familia Chern-Simons como la familia Born-Infeld sean

capaces de desembocar en las ecuaciones de Einstein. No obstante puesto que la acción

BI es solo invariante bajo rotaciones locales de Lorentz y no bajo boost AdS, no es posible

construir un lagrangiano BI invariante bajo el álgebraM2n+1, la cual se obtiene como una

S-expansión del algebra AdS.

Por otro lado sabemos que el álgebra de Lorentz es una subálgebra del álgebra AdS. De

forma analoga existe una subálgebra del álgebra M2n+1 que posee una esctrura similar al

álgebra de Lorentz y que denotaremos por LM2n+1. En la Ref. [35] se ha mostrado que

Relatividad general 2n-dimensional es embebida en una teoría BI para una cierta álgebra de

Lie LM2n . El proposito de este capítulo es mostrar que Relatividad General en dimensiones

pares surge como un límite de la constante de acoplamiento l de un lagrangiano Born-Infeld

D � 2p-dimensional invariante bajo el álgebra de Lie LM2p . Se mostrará que esto no es

posible para lagrangianos BI D � (2p+ 2)-dimensional invariante bajo el álgebra LM2p [37].
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7.2 Álgebra de Maxwell tipo Lorentz LM2n

Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión

del álgebra de Lie so (2n� 1; 1) usando el semigrupo abeliano S(2n�2)E = f�0; �1; �2; �3; � � � ; �2n�1g
de�nido por el producto

���� =

(
��+�, cuando �+ � � 2n
�2n, cuando �+ � > 2n

(7.4)

Los elementos �� son adimensionales y son representados por el conjunto de matrices

2n� 2n [��]ij = �
i
j+�, donde i; j = 1; � � � ; 2n� 1; � = 0; � � � ; 2n; y � la delta de Kronecker.

Luego, usando un subsemigrupo S(2n�2)0 = f�0; �2; �4; � � � ; �2n�2; �2n�1g del semigrupo
S
(2n�2)
E y realizando una 0S-reducción, uno encuentra una nueva álgebra de Lie2, llamada

LM2n la cual corresponde a una subálgebra del álgebraM2n y cuyos generadores Jab = �0 ~Jab,

Z
(i)
ab = �2i

~Jab con i = 1; � � � ; n� 1satisfacen las relaciones de conmutación [35]

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (7.5)h
Jab;Z

(i)
cd

i
= �cbZ

(i)
ad � �caZ

(i)
bd + �dbZ

(i)
ca � �daZ

(i)
cb (7.6)h

Z
(i)
ab;Z

(j)
cd

i
= �cbZ

(i+j)
ad � �caZ

(i+j)
bd + �dbZ

(i+j)
ca � �daZ

(i+j)
cb (7.7)

Como fue bien mencionado en la Ref. [37], el álgebra LM2n+1 posee la propiedad de ser

identica al álgebra LM2n . Sin embargo, poseen origenes distintos, en efecto, LM2n+1 proviene

directamente del álgebra de LieM2n+1 mientras que LM2n proviene del álgebraM2n. Si bien

en la Ref. [35] se utilizó como notación LM2n+1, para efectos practicos y para no confundir al

lector, se utilizará a lo largo de este capítulo la notación LM2n :

7.3 Relatividad General desde Lagrangiano BI 2n-dimensional

invariante bajo el álgebra LM2n

En esta sección mostraremos como obtener Relatividad General en dimensiones pares

desde gravedad Born-Infeld LM2n -valuada. Antes de escribir el lagrangiano de Einstein-Born-
2También denotada como LB2n o L

P
2n
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Infeld 2n-dimensional estudiaremos con más detalle el caso D = 4 dimensiones.

7.3.1 Lagrangiano BI en D = 4 invariante bajo el álgebra LM4

Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión

del álgebra de Lie so (3; 1) usando como semigrupo el subsemigrupo S(2)0 = f�0; �2; �3g del
semigrupo S(2)E = f�0; �1; �2; �3g : Despues de realizar una 0S-reducción, uno encuentra una
nueva álgebra de Lie que denotaremos LM4 la cual corresponde a una subálgebra del álgebra

de MaxwellM4. La nueva álgebra es generadad por fJab; Zabg cuyos nuevos generadores
pueden escribirse como

�0 
 ~Jab = Jab; (7.8)

�2 
 ~Jab = Zab; (7.9)

donde ~Jab corresponde a los generadores del álgebra original so (3; 1) y �� pertenecen al

semigrupo abeliano �nito S(2)0 . Los nuevos generadores del álgebra LM4 satisfacen las

siguientes relaciones de conmutación

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (7.10)

[Jab;Zcd] = �cbZad � �caZbd + �dbZca � �daZcb (7.11)

[Zab;Zcd] = 0: (7.12)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver sección 2.4) es posible mostrar que las

únicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico para el álgebra LM4 vienen

dadas por

hJabJcdiLM4 = �0l
2"abcd; (7.13)

hJabZcdiLM4 = �2l
2"abcd: (7.14)

donde �0 y �2 son constantes arbitrarias y de dimensión [longitud]
�2.

Luego, usando el procedimiento dual de la S-expansión en términos de las formas de

Maurer-Cartans [11], encontramos que el Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el álgebra
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LM4 es dado por

L
LM4
BI (4) =

�0
4
�abcdl

2RabRcd +
�2
2
�abcd

�
Rabeced + l2D!k

abRcd
�
: (7.15)

Aquí podemos ver que el lagrangiano (7:15) es descompuesto en dos piezas independientes,

uno proporcional a �0 y el otro proporcional a �2. El término proporcional a �0 corresponde

al invariante de Euler mientras que el término proporcional a �2 contiene al término de

Einstein Hilbert "abcdRabeced más un término de borde el cual contiene además de la usual

curvatura Rab, un campo de materia bosónico kab.

A diferencia del lagrangiano BI usual la constante de acoplamiento l2 ya no aparece

explicitamente en el término de Einstein Hilbert sino que acompaña los restantes elementos

del lagrangeano. Esto permite obtener de forma explicita el Lagrangiano de EH al realizar

el límite l = 0 garantizando así que la dinamica obtenida corresponde a la de Relatividad

General.

Sin embargo, la ausencia de la constante cosmológica "abcd 1l4 e
aebeced en el lagrangeano

(7:15) tiene como consecuencia que no es necesario imponer el límite l = 0 para que las

ecuaciones de movimiento resultantes sean las ecuaciones de RG. En efecto al considerar la

variación del lagrangeano modulo término de borde tenemos que [35]

�L
LM4
BI (4) = "abcd

�
�2R

abec
�
�ed + "abcd �!

ab
�
�2T

ced + l2�2k
c
eR

ed
�
: (7.16)

De modo que �LL
M
4

BI (4) = 0 nos conduce a la dynamica de EH siempre que se considere un

solución libre de materia
�
kab = 0

�
. No obstante, veremos más adelante que esto ya no es

posible con lagrangeanos en dimensiones mayores, al menos que se realize un limite sobre la

constante de acoplamiento l.

7.3.2 Lagrangiano BI en D = 2n invariante bajo el álgebra LM2n

Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión

del álgebra de Lie so (2n� 1; 1) usando como semigrupo el subsemigrupo S(2n�2)0 = f�0; �2; �4; � � � ; �2n�1g
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del semigrupo S(2n�2)E = f�0; �1; �2; � � � ; �2n�1g : Despues de realizar una 0S (= �2n�1)-

reducción, uno encuentra una nueva álgebra de Lie que denotaremos LM2n la cual corre-

sponde a una subálgebra del álgebra de MaxwellM2n. La nueva álgebra es generadad porn
Jab; Z

(i)
ab

o
cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

�0 
 ~Jab = Jab; (7.17)

�2i 
 ~Jab = Z
(i)
ab ; (7.18)

donde ~Jab corresponde a los generadores del álgebra original so (2n� 1; 1) y �� pertenecen
al semigrupo abeliano �nito S(2n�2)0 . Los nuevos generadores del álgebra LM2n satisfacen las

siguientes relaciones de conmutación

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb; (7.19)h
Jab;Z

(i)
cd

i
= �cbZ

(i)
ad � �caZ

(i)
bd + �dbZ

(i)
ca � �daZ

(i)
cb ; (7.20)h

Z
(i)
ab;Z

(j)
cd

i
= �cbZ

(i+j)
ad � �caZ

(i+j)
bd + �dbZ

(i+j)
ca � �daZ

(i+j)
cb : (7.21)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver sección 2.4) es posible mostrar que las

únicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico para el álgebra LM2n vienen

dadas por 

J(a1a2;i1) � � � J(a2n�1a2n;in)

�
=
2n�1l2n�2

n
�j�

j
i1+���+in"a1���a2n ; (7.22)

donde ip; j = 0; � � � ; 2n � 2 y �j son constantes arbitrarias de dimensiones [longitud]2�2n.
Con el �n de escribir un Lagrangiano Born-Infeld para el álgebra LM2n , iniciamos con la

2-forma curvatura

F =

n�1X
k=0

1

2
F (ab;2k)J(ab;2k); (7.23)

donde

F (ab;2k) = d!(ab;2k) + �cd!
(ac;2i)!(db;2j)�ki+j

+
1

l2
e(a;2i+1)e(b;2j+1)�ki+j+1 (7.24)
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Usando el procedimiento dual de la S-expansión en términos de las formas de Maurer-

Cartan [11], encontramos que el Lagrangiano BI 2n-dimensional LM2n -invariante es dado por

L
LM2n
BI (2n) =

nX
k=1

l2k�2
1

2n

�
n

k

�
�j�

j
i1+���+in�

ik+1
p1+q1 � � � �

in
pn�k+qn�k

"a1���a2nR
(a1a2;i1) � � �R(a2k�1a2k;ik)e(a2k+1;p1)

e(a2k+2;q1) � � � e(a2n�1;pn�k)e(a2n;qn�k): (7.25)

De (7:25) podemos ver que en el límite l = 0, el único término no nulo corresponde al

caso k = 1, a saber

L
LM2n
BI (2n)

���
l=0
=
1

2
�j�

j
i+k1+���+k2n�2"a1���a2nR

(a1a2;i)e(a3;k1) : : : e(a2n;k2n�2)

=
1

2
�j�

j
2p+2q1+1+���+2q2n�2+1

"a1���a2nR
(a1a2;2p)

e(a3;2q1+1) : : : e(a2n;2q2n�2+1)

=
1

2
�j�

j
2(p+q1+���+q2n�2)+2n�2"a1���a2nR

(a1a2;2p)

e(a3;2q1+1) : : : e(a2n;2q2n�2+1): (7.26)

cuyas únicas componentes distintas de ceros (correspondiente al caso p = q1 = � � � = q2n�2 =
0) es proporcional al Lagrangiano de Einstein-Hilbert:

L
LM2n
BI (2n)

���
l=0
=
1

2
�2n�2"a1���a2nR

(a1a2;0)e(a3;1) � � � e(a2n;1)

=
1

2
�2n�2"a1���a2nR

a1a2ea3 � � � ea2n : (7.27)

7.4 Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el álgebra

LM

En esta sección, siguiendo a Ref. [37], mostraremos que la dinámica de Einstein-Hilbert

para dimensiones pares es obtenida desde un lagrangiano Born-Infeld en D � 2p dimensiones
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invariante bajo la subálgebra LM2p del álgebra de LieM2p. Sin embargo, esto ya no es posible

para Lagrangianos BI en dimensiones D � (2p+ 2) invariante bajo el álgebra LM2p puesto

que el término de EH desaparece.

7.4.1 Lagrangiano BI en D = 4 invariante bajo el álgebra LM6

Antes de considerar el lagrangiano Born-Infeld 2n-dimensional y el álgebra LM2p , estudi-

aremos el lagrangiano BI 4-dimensional invariante bajo el álgebra tipo Maxwell LM6 . Dicha

álgebra es obtenida mediante una S-expansión del álgebra de Lorentz utilizando el subsemi-

grupo S(4)0 = f�0; �2; �4; �5g como el semigrupo abeliano �nito. Luego, despues de realizar
una 0S f= �5g-reducción, se encuentra el álgebra LM6 . La nueva álgebra de Lie es generadad
por

n
Jab; ; Z

(1)
ab ; Z

(2)
ab

o
, cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

�0 
 ~Jab = Jab; �2 
 ~Jab = Z
(1)
ab ; �4 
 ~Jab = Z

(2)
ab ; (7.28)

donde ~Jab corresponden a los generadores del álgebra original so (3; 1) y �� pertenecen al

semigrupo abeliano �nito S(4)0 . Los nuevos generadores del álgebra L
M
6 satisfacen las sigu-

ientes relaciones de conmutación

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (7.29)h
Jab;Z

(1)
cd

i
= �cbZ

(1)
ad � �caZ

(1)
bd + �dbZ

(1)
ca � �daZ

(1)
cb (7.30)h

Jab;Z
(2)
cd

i
= �cbZ

(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb (7.31)h

Z
(1)
ab;Z

(1)
cd

i
= �cbZ

(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb (7.32)h

Z
(2)
ab ; Z

(2)
cd

i
=

h
Z
(1)
ab ; Z

(2)
cd

i
= 0: (7.33)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver sección 2.4) es posible mostrar que las

únicas componentes no nulas de un tensor invariante para el álgebra LM6 vienen dados por

hJabJcdiLM6 = �0"abcd; (7.34)D
JabZ

(1)
cd

E
LM6

= �2"abcd; (7.35)
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D
JabZ

(2)
cd

E
LM6

=
D
Z
(1)
ab Z

(1)
cd

E
LM6

= �4"abcd; (7.36)

donde �0, �2 y �4 son constantes arbitrarias independientes y sin dimensión. Con el �n de

escribir un Lagrangiano Born-Infeld para el álgebra LM6 , iniciamos con la 2-forma curvatura

F =
1

2
RabJab +

1

2

�
D!k

(ab;1) +
1

l2
eaeb

�
Z
(1)
ab

+
1

2

�
D!k

(ab;2) + ka (1)c kcb(1) +
1

l2
�
eah(b;1) + h(a;1)eb

��
Z
(2)
ab (7.37)

la cual es obtenida aplicando el procedimiento de la S-expansión a la 2-forma curvatura usada

en la construcción de la acción Born-Infeld usual. Un estudio más detallado es realizado en

el Apéndice D:

Haciendo uso de las componentes no nulas del tensor invariante simétrico y de la 2-forma

curvatura LM6 -valuada encontramos que el Lagrangiano Born-Infeld 4-dimensional invariante

bajo el álgebra LM6 es dado por [37]

L
LM6
BI (4) =

�0
4
�abcdR

abRcd +
�2
2
�abcd

�
R(ab;1)Rcd +

1

l2
Rabeced

�
+
�4
4
�abcd

�
R(ab;1)R(cd;1) +R(ab;2)Rcd +

2

l2
R(ab;1)eced

+
4

l2
Rabh(c;1)ed +

1

l4
eaebeced

�
; (7.38)

donde

R(ab;1) = D!k
(ab;1); (7.39)

R(ab;2) = D!k
(ab;2) + ka (1)c kcb(1): (7.40)

El Lagrangiano (7:38) es dividido en tres piezas independientes cada una proporcional

a �0, �1 y �4 respectivamente. El término proporcional a �0 corresponde al invariante de

Euler, mientras que �2 acompaña al término de Einstein-Hilbert "abcdRabeced más un término

de borde que contiene, además de la usual curvatura Rab, un campo de materia bosonica

k(ab;1).

80



La variación del Lagrangiano, modulo término de borde, es dado por

�L
LM6
BI (4) = "abcd

��2
l2
Rabec +

�4
l2
R(ab;1)ec +

�4
l2
Rabh(c;1) +

�4
l4
eaebec

�
�ed

+ "abcd

��4
l2
Rabec

�
�h(d;1) + "abcd �!

ab
�
�2k

c ;(1)
e Rde +

�2
l2
T ced +

�4
2
kc ;(2)
e Rde

+
�4
l2
�
D!h

(c;1)ed � h(c;1)T d
��
+ "acde�!

ab
�
�2k

c;(1)
b Rde + �4k

c;(1)
b R(de;1)

+
�4
2
k
c;(2)
b Rde +

�4
l2
k
c;(1)
b edee

�
+ "abcd �k

(ab;1)
��4
l2
T ced

�
+ "acde�k

(ab;1)
�
�4!

c
b R

(de;1) +
�4
2
k
c;(1)
b Rde

�
: (7.41)

Luego, al considerar una solución sin materia, es decir con k(ab;1) = k(ab;2) = h(a;1) = h(a;2) =

0, se tiene

�L
LM6
BI (4) = "abcd

��2
l2
Rabec +

�4
l4
eaebec

�
�ed + "abcd

��4
l2
Rabec

�
�h(d;1)

+ "abcd �!
ab
��2
l2
T ced

�
+ "abcd �k

(ab;1)
��4
l2
T ced

�
; (7.42)

y puesto que los ��s son constantes arbitrarias, tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

"abcdR
abec = 0; (7.43)

"abcdT
ced = 0: (7.44)

De este modo, hemos obtenido la dinámica de Einstein-Hilbert en el vació sin restricción

algúna sobre la constante de acoplamiento.

7.4.2 Lagrangiano BI en D = 6 invariante bajo el álgebra LM4

El Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el álgebra de Lorentz so (5; 1) es dado por

L
(6)
BI =

�

6
�abcdef

�
RabRcdRef +

3

l2
RabRcdeeef +

3

l4
Rabecedeeef +

1

l6
eaebecedeeef

�
: (7.45)

Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión

del álgebra de Lie so (5; 1) usando como semigrupo el subsemigrupo S(2)0 = f�0; �2; �3g del
semigrupo S(2)E = f�0; �1; �2; �3g : Después de realizar una 0S-reducción, uno encuentra el
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álgebra LM4 la cual corresponde a una subálgebra del álgebra de MaxwellM4. La nueva

álgebra es generadad por fJab; Zabg cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

�0 
 ~Jab = Jab; (7.46)

�2 
 ~Jab = Zab; (7.47)

donde ~Jab corresponde a los generadores del álgebra original so (5; 1) y �� pertenecen al

semigrupo abeliano �nito S(2)0 . Los nuevos generadores del álgebra LM4 satisfacen las

siguientes relaciones de conmutación

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (7.48)

[Jab;Zcd] = �cbZad � �caZbd + �dbZca � �daZcb (7.49)

[Zab;Zcd] = 0: (7.50)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver sección 2.4) es posible mostrar que las

únicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico de rango 3 para el álgebra

LM4 vienen dadas por

hJabJcdJefiLM4 =
4

3
�0"abcdef ; (7.51)

hJabJcdZefiLM4 =
4

3
�2"abcdef ; (7.52)

donde �0 y �2 son constantes arbitrarias y sin dimensión. Luego, haciendo uso de la 2-forma

curvatura LM4 -valuada y de las componentes no nulas del tensor invariante encontramos que

el Lagrangiano Born-Infeld 6-dimensional invariante bajo el álgebra LM4 es dado por [37]

L
LM4
BI�(6) =

�0
6
�abcdefR

abRcdRef +
�2
2
�abcdef

�
RabRcdRef +

1

l2
RabRcdeeef

�
; (7.53)

donde Rab = D!k
ab:

Notemos que en este caso, el procedimiento de S-expansión provoca que el término de

Einstein-Hilbert desaparece. Esto signi�ca que la acción BI 6-dimensional invariante bajo

el álgebra LM4 no desemboca a la dinámica de Relatividad General bajo ningún límite.
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7.4.3 Relatividad General en dimensiones pares

Hemos visto que las acciones Born-Infeld 2p-dimensional invariante bajo el álgebra de

Lie LM2m no siempre desembocan en la dinámica de Relatividad General. En efecto, a pesar

que todos estos lagrangianos conducen a ecuaciones tipo Lovelock existen ciertos valores de

m para el cual es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert en el lagrangiano BI 2p-

dimensional LM2m-invariante. Esto se debe a que la presencia del término de Einstein-Hilbert

requiere de la presencia de la componente


Ja1a2Za3a4 � � �Za2p�1a2p

�
del tensor invariante, la

cual viene dada por



Ja1a2Za3a4 � � �Za2p�1a2p

�
LM2m

=

(
l2p�2�2p�2



Ja1a2 � � � Ja2p�1a2p

�
L
, si m � p

0, si m < p:

(7.54)

Esta observación permite establecer el siguiente teorema [37]:

Teorema 9 Si LM2m es el álgebra obtenida del álgebra de Lorentz so (D � 1; 1) mediante una
S
(2m�2)
0 -expansión reducida, la cual corresponde a una subálgebra del álgebra tipo Maxwell

M2m. Si L
LM2m
BI (2p) es un Lagrangiano tipo Born-Infeld 2p-dimensional construida a partir de

la 2-forma curvatura F M2m-valuada, el cual es invariante bajo el álgebra LM2m. Entonces, el

lagrangiano tipo Born-Infeld 2p-dimensional conducirá al lagrangiano de Relatividad General

en un cierto límite de la constante de acoplamiento l, si y solo si m � p.

ElTeorema 9 nos permite alistar en la siguiente tabla el conjunto de Lagrangianos Born-

Infeld LBI (2p) invariante bajo el álgebra LM2m, que desemboca en la dinámica de Relatividad

General en un cierto límite de la constante de acoplamiento l:

LM4 L
LM4
BI (4)

LM6 L
LM6
BI (4) L

LM6
BI (6)

LM8 L
LM8
BI (4) L

LM8
BI (6) L

LM8
BI (8)

...
...

...
...

LM2n�2 L
LM2n�2
BI (4) L

LM2n�2
BI (6) L

LM2n�2
BI (8) � � � � � � L

LM2n�2
BI (2n�2)

LM2n L
LM2n
BI (4) L

LM2n
BI (6) L

LM2n
BI (8) � � � � � � L

LM2n
BI (2n�2) L

LM2n
BI (2n)

(7.55)
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Es interesante notar que para cada dimensión D del espacio-tiempo, tenemos que el

Lagrangiano LBI (D) invariante bajo el álgebra LM2n contiene a todos los otros Lagrangianos

D-dimensional evaluado en un álgebra LM2m con m < n. De modo que siempre es posible

obtener un acción de un álgebra menor apagando los campos apropiados.

Por último, es de interés notar que, analogamente a lo que ocurre en gravedad CS 3-

dimensional, no es necesario en 4 dimensiones realizar el limite l ! 0 para desembocar en

Relatividad General.
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Capítulo 8

Acción de Einstein-Lovelock e

invariancia de gauge tipo Maxwell

8.1 Lagrangiano de Einstein-Lovelock

Si se desea construir un lagrangiano de Einstein-Lovelock cuya elección de los coe�-

cientes nos permita escribir una teoría Chern-Simons (2n� 1)-dimensional y una teoría tipo
Born-Infeld (2n)-dimensional que puedan desembocar en Relatividad General es necesario

considerar una versión expandida del lagrangiano de Lanczos-Lovelock. Recientemente, se

ha mostrado que el semigrupo S(D�2)E = f�igD�1i=0 permite construir una teoría de Einstein-

Chern-Simons y una teoría de Einstein-Born-Infeld. Luego haciendo uso de la ley de mul-

tiplicación del semigrupo es posible escribir un polinomio de grado [D=2] en la 2-forma

curvatura expandida R(ab;i).

Proponemos así la siguiente acción [38]

SEL =

Z [D=2]X
p=0

�i�pL
(p;i)
EL (8.1)

donde �p y �i son constantes arbitrarias y

L
(p;i)
EL = lD�2�ii1+���+iD�p"a1a2���aDR

(a1a2;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip)e(a2p+1;ip+1) � � � e(aD;iD�p); (8.2)
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donde

R(ab;i) = d!(ab;i) + �cd!
(ac;j)!(db;k)�ij+k (8.3)

La expresión (8:1) es usada tanto en dimensiones pares como en dimensiones impares. Al

igual que en el caso de la teoría de LL, los �p, p = 0; 1; � � � ; [D=2], no son �jados desde
primeros principios. Al igual que en la ref. [16], es posible �jar los coe�cientes de acuerdo

al criterio que las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de campo no deberían

imponer constraints algebraicos adicionales sobre los tensores curvatura y torsión.

En el formalismo de primer orden, la nueva acción de LL es escrita en función del vielbein,

de la conexión de spin y de nuevos campos de materia producto de la S(D�2)E -expansión. Las

correspondientes ecuaciones de campo variando con respecto a los campos expandidos e(a;j)

y !(ab;j) vienen dadas por:

"(i)a =

[(D�1)=2]X
p=0

�i�p (D � 2p) "(p;i)a = 0 (8.4)

"
(i)
ab =

[(D�1)=2]X
p=1

�i�pp (D � 2p) "(p;i)ab = 0 (8.5)

donde.

"(p;i)a : = lD�2�ii1+���+iD�p�1"ab1���bD�1R
(b1b2;i1) � � �R(b2p�1b2p;ip)e(b2p+1;ip+1) � � � e(bD�1;iD�p�1) (8.6)

"
(p;i)
ab : = lD�2�ii1+���+iD�p�1"aba3���aDR

(a3a4;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1)

T (a2p+1;ip)e(a2p+2;ip+1) � � � e(aD;iD�p�1) (8.7)

Aqui T (a;i) = de(a;i) + �dc!
(ad;j)e(c;k)�ij+k representa a la 2-forma torsión expandida. Usando

la identidad de Bianchi para la 2-forma curvatura expandida (ver Apendice E) tenemos

D"(p;i)a = lD�2 (D � 1� 2p) �ii1+���+iD�p�1"ab1���bD�1R
(b1b2;i1) � � �R(b2p�1b2p;ip)

T (b2p+1;ip+1)e(b2p+2;ip) � � � e(aD�1;iD�p�1) (8.8)

Por otro lado podemos escribir

e(b;j)"
(p;k)

ba �ij+k = lD�2�ii1+���+iD�p�1"aa1���aD�2R
(a1a2;i1) � � �R(a2p�3a2p�2;ip�1)

T (a2p�1;ip)e(a2p;ip+1) � � � e(aD�2;iD�p�1): (8.9)
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de donde

e(b;j)"
(p+1;k)

ba �ij+k = lD�2�ii1+���+iD�p"aa1���aD�1R
(a1a2;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1)

T (a2p+1;ip)e(a2p+2;ip+1) � � � e(aD�1;iD�p): (8.10)

Luego, comparando las ecuaciones (8:8) y (8:10) se tiene

D"(p;i)a = (D � 1� 2p) e(b;j)" (p+1;k)
ba �ij+k

para 0 � p � [(D � 1) =2]. Esto signi�ca que

D" (i)
a =

[(D�1)=2]X
p=0

�i�p (D � 2p) (D � 1� 2p) e(b;j)" (p+1;k)
ba �ij+k: (8.11)

llamando p0 = p+ 1 se tiene que

D" (i)
a =

[(D+1)=2]X
p0=1

�i�p0�1 (D � 2p0 + 2) (D � 2p0 + 1) e(b;j)" (p0;k)
ba �ij+k (8.12)

lo cual se puede rescribir como

D" (i)
a =

[(D+1)=2]X
p=1

�i�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) e(b;j)" (p;k)
ba �ij+k: (8.13)

Dicha ecuación debe ser nula por consistencia con la ecuación "(i)a = 0. Además multipli-

cando " (k)
ba con e(b;j) encontramos

e(b;j)"
(k)

ba �ij+k =

[(D�1)=2]X
p=1

�i�pp (D � 2p) e(b;j)" (p;k)
ba �ij+k (8.14)

la cual se anula por consistencia con la ecuación "(i)ab = 0.

En general existen diferentes maneras de escoger los coe�cientes �p los cuales en general

corresponden a diferente teorías con diferente número de grados de libertad. Es posible

elejir los �p de tal manera que "
(i)
a y "

(i)
ab sean independientes, o que estos tengan el máximo

número de componentes independientes.
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8.1.1 D = 2n� 1 : Gravedad Chern-Simons M2n�1-valuada

En dimensiones impares, las ecuaciones (8:13) y (8:14) tienen el mismo número. Esto

se debe a que el último término de la ec. (8:13) se anula para p = (d+ 1) =2 = n. Luego

para D = 2n� 1, la ec. (8:13) toma la forma

D" (i)
a =

[(D�1)=2]X
p=1

�i�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) e(b;j)" (p;k)
ba �ij+k: (8.15)

De modo que estas ecuaciones no imponen ningún constraint algebraico adicional sobre R(ab;i)

y T (a;i). De modo que las dos series D" (i)
a y e(b;j)" (k)

ba �ij+k deben ser proporcionales término

a término:

�pp (D � 2p) e(b;j)" (p;k)
ba �ij+k = 
�p�1 (D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) e(b;j)"

(p;k)
ba �ij+k

de donde



�p�1
�p

=
p (D � 2p)

(D � 2p+ 2) (D � 2p+ 1) (8.16)

donde 1 � p � n y 
 es una constante arbitraria de dimensión [longitud]2. La solución a

esta ecuación viene dada por

�p = �0
D (2
)p

(2n� 2p� 1)

�
n� 1
p

�
; (8.17)

donde las constantes �0 y 
 están relacionadas a la constante gravitacional y a la constante

cosmológica respectivamente en la forma

�0 =
�

(lD�1D)
; 
 = �sgn (�) l

2

2
; (8.18)

y donde para cualquier dimensión, l es un parámetro de longitud relacional a la constante

cosmológica por

� = �(D � 1) (D � 2)
2l2

(8.19)

Con estos coe�cientes, el vielbein expandido y la conexión de spin expandida son aco-

modados dentro de una conexión para el álgebraM2n�1, permitiendo que el lagrangeano se

convierta en la forma Chern-Simons (CS).

n�1X
p=0

l2p�2
�

2 (n� p)� 1

�
n� 1
p

�
�i�

i
i1+���+iD�p"a1a2���aDR

(a1a2;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip)e(a2p+1;ip+1) � � � e(aD;iD�p)
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La 2n� 1 forma CS puede escribirse análogamente como [33]

L
(2n�1)
CS =

n�1X
k=1

l2k�2ck�i�
i
i1+���+in�

ik+1
p1+q1 � � � �

in�1
pn�1�k+qn�1�k

"a1���a2n�1R
(a1a2;i1) � � �R(a2k�1a2k;ik)e(a2k+1;p1)

e(a2k+2;q1) � � � e(a2n�3;pn�1�k)e(a2n�2;qn�1�k)e(a2n�1;in): (8.20)

donde los �j�s son constantes independientes arbitrarias de dimensión [longitud]
�2n+3, las

constantes ck vienen de�nidas por

ck =
1

2 (n� k)� 1

�
n� 1
k

�
; (8.21)

y donde

R(ab;2i) = d!(ab;2i) + �cd!
(ac;2j)!(db;2k)�ij+k (8.22)

Es importante mencionar que no todas las álgebrasMm son buenas candidatas para que un

lagrangeano CS D dimensional desemboque en la dinámica de Relatividad General como fue

bien mencionado en la Ref. [37].

8.1.2 D = 2n : Gravedad tipo Born-Infeld LM2n-valuada

Considerando nuevamente las expresiones (8:13) y (8:14) es posible ver que la ec. (8:13)

tiene un término adicional a (8:14). Por otro lado, variando el lagrangeano con respecto a

R(ab;i) tenemos,

�L =

[D=2]X
p=1

�i�p�L
(p;i);

�L(p;i) = lD�2p �ii1+���+iD�p"a1a2���aD
�
�R(a1a2;i1)

�
� � �R(a2p�1a2p;ip)e(a2p+1;ip+1) � � � e(aD;iD�p);

lo cual se puede escribir como

�L

�R(ab;i)
=

[D=2]X
p=1

�i �p p l
D�2�ii1+���+iD�p�1"aba3���aDR

(a3a4;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1) (8.23)

e(a2p+1;ip) � � � e(aD;iD�p�1): (8.24)
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Luego, llamando

T (i)
ab =

�L

�R(ab;i)
=

[D=2]X
p=1

�i�ppT (p;i)ab ; (8.25)

con

T (p;i)ab = lD�2�ii1+���+iD�p�1"aba3���aDR
(a3a4;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1)e(a2p+1;ip) � � � e(aD;iD�p�1): (8.26)

Haciendo uso nuevamente de la identidad de Bianchi es posible escribir

DT (p;i)ab = l2p�2 (D � 2p) �ii1+���+iD�p�1"aba3���aDR
(a3a4;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1)�

De(a2p+1;ip)
�
e(a2p+2;ip+1) � � � e(aD;iD�p�1)

lo cual permite escribir

DT (i)
ab =

[D=2]X
p=1

�i�pp l
D�2 (D � 2p) �ii1+���+iD�p�1"aba3���aDR

(a3a4;i1) � � �R(a2p�1a2p;ip�1)

T (a2p+1;ip)e(a2p+2;ip+1) � � � e(aD;iD�p�1): (8.27)

Comparando con las ecuaciones (8:5) y (8:7) vemos que

"
(i)
ab = DT

(i)
ab (8.28)

de manera que

DT (p;i)ab = (D � 2p) "(p;i)ab (8.29)

para 1 � p �
�
D�1
2

�
.

Por otro lado, se puede relacionar T (p;i)ab con "(p;i)a puesto que

"(p�1;i)a = lD�2�ii1+���+iD�p�1"ab1���bD�2R
(b1b2;i1) � � �R(b2p�3b2p�2;ip)e(b2p�1;ip+1) � � � e(bD�2;iD�p�1)

de modo que es posible escribir

e(b;j)T (p;k)ab �ij+k = "
(p�1;i)
a (8.30)

para 1 � p �
�
D�1
2

�
. Luego tenemos que

D"(p�1;i)a = T (b;j)T (p;k)ab �ij+k � (D � 2p) e(b;j)"
(p;k)
ab �ij+k (8.31)
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De�niendo ahora p0 = p+ 1 y considerando 1 � p �
�
D�1
2

�
se tiene

D" (i)
a =

[(D+1)=2]X
p0=2

�i�p0�1 (D � 2p0 + 2)D"(p
0�1;i)

a

de modo que

D" (i)
a =

[(D+1)=2]X
p=2

�i�p�1 (D � 2p+ 2)D"(p�1;i)a

=

[(D+1)=2]X
p=2

�i�p�1 (D � 2p+ 2)
h
T (b;j)T (p;k)ab � (D � 2p) e(b;j)"(p;k)ab

i
�ij+k

Así, para D = 2n, tenemos

D" (i)
a = �iT

(b;j)

n�1X
p=1

2�p�1 (n� p+ 1) T (p;k)ab �ij+k

��i
n�1X
p=1

4�p�1 (n� p+ 1) (n� p) e(b;j)"(p;k)ab �ij+k: (8.32)

Se puede comparar dicha ecuación con la identidad (8:14)

e(b;j)"
(k)

ba �ij+k = �i

n�1X
p=1

2�pp (n� p) e(b;j)" (p;k)
ba �ij+k (8.33)

Tanto la ecuación (8:28) : "(i)ab = DT (i)
ab como (8:33) pueden hacerse nulas si T (a;i) =

0 o T (i)
ab = 0. No obstante, esto representan condiciones muy fuertes para (8:32) : En

realidad es su�ciente con imponer la condición más debil a saber T (a;j)T (k)
ab = 0 y exigir

simultaneamente que el segundo término en (8:32) sea proporcional a la serie (8:33). Ahora,

ambas series poseen el mismo número de términos de modo que la solución que permite el

número maximo de grados de libertad se encuentra al igualar las dos series término a término

salvo un factor global.

De este modo


4�p�1 (n� p+ 1) (n� p) e(b;j)"(p;k)ab = 2�pp (n� p) e(b;j)" (p;k)
ba ;
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encontrando así

�p = �0 (2
)
p

�
n

p

�
:

Con estos coe�cientes el lagrangeano de Einstein-Lovelock es escrito como [35]

L
(2n)

BI -LM2n
=

nX
k=1

l2k�2
1

2n

�
n

k

�
�j�

j
i1+���+in�

ik+1
p1+q1 � � � �

in
pn�k+qn�k

"a1���a2nR
(a1a2;i1) � � �R(a2k�1a2k;ik)e(a2k+1;p1)

e(a2k+2;q1) � � � e(a2n�1;pn�k)e(a2n;qn�k); (8.34)

donde los �j�s son contantes independites arbitrarias de dimensión [longitud]
�2n+2. El corre-

spondiente lagrangiano fue denominado lagrangiano de Einstein-Born-Infeld y es invariante

bajo el álgebra LM2n el cual corresponde a una subálgebra del álgebraM2n.

8.2 Gravedad con torsion invariante bajo el álgebra

tipo Maxwell

De forma analoga a lo que se realiza con la teoría de Lanczos-Lovelock [16] es posible

generalizar la teoría de Einstein-Lovelock agregando "torsion" explicitamente lo cual es posi-

ble asumiendo que el Lagrangiano es la D-forma más general invariante bajo una subálgebra

tipo Lorentz LM del álgebra de LieM. Dicha D-forma es construida a partir del vielbein, la

conexión de spin, los campos expandidos e(a;2k+1), !(ab;2k) ( k = 1; : : : ; n� 1) y sus derivadas
exteriores.

Analogamente a la Ref. [22], es posible reproducir todos los posibles invariantes locales

bajo la nueva subálgebra tipo Lorentz LM escrito a partir de e(a;2k+1), R(ab;2k) y T (a;2k+1)

(k = 0; 1; : : : ; n� 1). Siguiendo la Ref. [38], la introducción de estos términos torsionales

conlleva un número de coe�cientes arbitrarios 
j. Es interesante notar que en ciertas

dimensiones, se pueden elegir los coe�cientes 
�s de tal manera que es posible ampliar la

invariancia bajo LM a una simetria de gauge tipo MaxwellM. No es casualidad que este

procedimiento sea equivalente a lo realizado para la simetria de gauge AdS puesto que el

álgebra tipo Maxwell consiste en una S-expansión del álgebra AdS.
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A continuación veremos que en D = 4k, las únicas D-formas invariantes bajo el álgebra

tipo MaxwellM construida a partir de e(a;2k+1), R(ab;2k) y T (a;2k+1) (k = 0; 1; : : : ; n� 1) son
D-formas tipo Pontryagin P. Habíamos dicho que es posible escribir localmente dichas

formas como la derivada exterior de una (4k � 1)-forma,

dLMP (4k�1) = P : (8.35)

8.2.1 D = 3 : Gravedad Chern-Simons M5-valuada

A modo de ejemplo, consideremos un Lagrangiano (2 + 1)-dimensional invariante bajo

el álgebra tipo Maxwell M5. Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3),

consideremos la S-expansión del álgebra de Lie AdS usando S(3)E como semigrupo abeliano.

Despues de extraer una subálgebra resonante y realizar una 0s f= �4g-reducción, uno en-
cuentra el álgebra tipo MaxwellM5, la cual fue identi�cada como álgebra B en la Ref. [33].

Los nuevos generadores fJab; Pa; Zab; Zag pueden escribirse como

Jab = �0 
 ~Jab; (8.36)

Zab = �2 
 ~Jab; (8.37)

Pa = �1 
 ~Pa; (8.38)

Za = �3 
 ~Pa; (8.39)

donde ~Jab y ~Pa corresponden a los generadores originales. La 1-forma conexión de gauge A

M5-valuada es dada por

A =
1

2
!abJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa; (8.40)

y la 2-forma curvatura asociada

F =
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2

�
D!k

ab +
1

l2
eaeb

�
Zab +

1

l

�
D!h

a + kabe
b
�
Za: (8.41)

Es interesante notar que Pa no representa más un boost AdS sino que para el álgebra tipo

Maxwell se tiene que [Pa; Pb] = Zab.

94



Por otro lado, haciendo uso del teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver sección 2.4), es posible

mostrar que las únicas componentes no nula de un tensor invariante simétrico para el álgebra

de LieM5 vienen dadas por

hJabJcdiM5
= �0 (�ad�bc � �ac�bd) ; (8.42)

hJabZcdiM5
= �2 (�ad�bc � �ac�bd) ; (8.43)

hPaPciM5
= �2�ac; (8.44)

hJabPciM5
= �1�abc; (8.45)

hJabZciM5
= �3�abc; (8.46)

hZabPciM5
= �3�abc; (8.47)

donde �0, �1, �2, �3 son constantes arbitrarias sin dimensión.

Usando el procedimiento dual de la S-expansión en términos de las formas de MC [11],

encontramos que el lagrangiano CS invariante bajo el álgebra tipo MaxwellM5 es dado por

LM5

CS (2+1) =
�

l
"abc

�
Rabec +

1

3l2
eaebec +Rabhc + kabT c � 1

2
d
�
!abhc � kabec + !abec

��
+

2
2

�
!abd!

b
a +

2

3
!ab!

b
c!
c
a +

2

l2
eaTa + !

a
bdk

b
a + k

a
bd!

b
a + 2!

a
b!
b
ck
c
a

�
(8.48)

= �
�
LM5

E (3)

�
+

2
2

�
LM5

P (3)

�
donde hemos elegido �0 = �2 = 
2 y �1 = �3 = �. La derivada exterior de dicho lagrangiano

nos entrega el siguiente invariante

P (4)M =
�

l

�
�abc

�
RabT c +

1

l2
eaebT c +Rab

�
D!h

c + kc de
d
�
+D!k

abT c
��

+

2
2

�
RabR

b
a +

2

l2
�
T aTa � eaebRab

�
+ 2RabD!k

b
a

�
: (8.49)

Los parámetros �; 
2 son constantes arbitrarias cuyo origen radica en la existencia de

dos posibles tensores invariantes independientes para el álgebraM5 y que aparecen de forma

mani�esta debido al proceso de expansión.
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Podemos resumir nuestro resultado de forma analoga a lo que se hace en la Ref. [25] ,en

la siguiente tabla [38]:

Tabla 3

D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topológico

LM5
E 3 EM5

4

LLorentz3 = !abd!
b
a +

2
3
!ab!

b
c!
c
a P4 = R

a
bR

b
a

LTorsion3 = eaTa N4 = T
aTa � eaebRab

LLorentz3 (k) = !abdk
b
a + k

a
bd!

b
a + 2!

a
b!
b
ck
c
a P4 (k) = 2R

a
bD!k

b
a

donde además de la densidad de Maxwell-Euler EM4 vemos que aparece el usual Pontryagin

P4, el Nieh-Yan N4 y una densidad tipo Pontryagin P4 (k) proveniente directamente de los

nuevos campos kab. Notemos que es posible combinar P4, N4 y P4 (k) en un único invariante

tipo Maxwell-Pontryagin para el grupoM5. Así, con la elección �0 = �2 = 
2 tenemos que

FABF
B
A = R

a
bR

b
a +

2

l2
�
T aTa � eaebRab

�
+ 2RabD!k

b
a; (8.50)

donde es posible escribir

FAB =

0BB@ Rab +
�
D!k

ab + 1
l2
eaeb

�
1
l
T a + 1

l
(D!h

a + kace
c)

�1
l
T b � 1

l

�
D!h

b + kbce
c
�

0

1CCA : (8.51)

La introducción de los nuevos campos de materia
�
kab y ha

�
en el caso 4-dimensional

tiene como consecuencia que las familias de Euler y de Pontryagin se vean ampliadas con

el �n de mantener su invariancia bajo esta nueva simetría M5. Veremos en la siguiente

sección que el número de invariantes crece de forma considerable al considerar Gravedad CS

(6 + 1)-dimensional invariante bajo el álgebra tipo MaxwellM7.

8.2.2 D = 7 : Gravedad Chern-Simons M7-valuada

Consideremos ahora un acción Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invariante bajo el ál-

gebra de Lie tipo Maxwell M7. Habiamos visto en la sección 6.4 que el álgebra M7
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es obtenida mediante una S-expansión del álgebra AdS utilizando S(5)E como el semigrupo

abeliano �nito. De hecho, despues de extraer una subálgebra resonante y de realizar una

0S-reducción, se encuentra el álgebra de Lie M7. La nueva álgebra es generadad porn
Jab; Pa; Z

(1)
ab ; Z

(1)
a ; Z

(2)
ab ; Z

(2)
a

o
, cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

�0 
 ~Jab = Jab; �2 
 ~Jab = Z
(1)
ab ; �4 
 ~Jab = Z

(2)
ab ; (8.52)

�1 
 ~Pa = Pa; �3 
 ~Pa = Z
(1)
a ; �5 
 ~Pa = Z

(2)
a ; (8.53)

donde ~Jab y ~Pa corresponden a los generadores del álgebra AdS.

De la Ref. [37], sabemos que el LagrangianoM7-valuado viene dado por la expresión:

LM7

CS (6+1)

= �1l
4"abcdefgR

abRcdRefeg +�3"abcdefg
�
l4RabRcdRefh(g;1) + 3l4RabRcdR(ef;1)eg + l2RabRcdeeefeg

�
+�5"abcdefg

�
l4RabRcdRefh(g;2) + 3l4RabR(cd;1)R(ef;1)eg + 3l4RabRcdR(ef;2)eg

+3l4RabRcdR(ef;1)h(g;1) + 2l2RabR(cd;1)eeefeg + 3l2RabRcdeeefh(g;1) +
3

5
Rabecedeeefeg

�
+�0f2;2gl

5
��
RabR

b
a

�
LLorentz3

�
+�2f2;2gl

5

��
RabR

b
a

��
LLorentz3

�
k(1)
�
+
2

l2
ecT

c

�
+2
�
RabR

b (1)
a

�
LLorentz3 +

2

l2
�
T aTa �Rabeaeb

�
LLorentz3

�
+�4f2;2gl

5

��
RabR

b
a

��
LLorentz3

�
k(2)
�
+ LLorentz3

�
k(1)k(1)

�
+
2

l2
ecT

c (1) +
2

l2
h (1)c T c

�
+2
�
RabR

b (1)
a

��
LLorentz3

�
k(1)
�
+
2

l2
ecT

c

�
+
�
R
a (1)
b Rb (1)

a

�
LLorentz3

+2
�
RabR

b (2)
a

�
LLorentz3 +

2

l2
�
T aTa �Rabeaeb

��
LLorentz3

�
k(1)
�
+
2

l2
ecT

c

�
+
2

l2

�
2T aT (1)

a � 2Rabeah (1)b �R(ab;1)eaeb

�
LLorentz3

�
+�0f4gl

5
�
LLorentz7

�
+�2f4gl

5

�
LLorentz7

�
k(1)
�
+
1

l2
4TaR

a
bR

b
ce
c

�
+�4f4gl

5
�
LLorentz7

�
k(2)
�
+ LLorentz7

�
k(1)k(1)

�
+
4

l2

�
TaR

a
bR

b
ch
(c;1) + T (1)

a RabR
b
ce
c + TaR

a
bR

b (1)
c ec + TaR

a (1)
b Rbce

c
�

+
1

l4
�
2
�
Rabeaeb + T

aTa
�
T cec

��
: (8.54)
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Luego, con el propósito de realizar un estudio de los invariantes y puesto que los �0s

son constantes arbitrarias independientes de dimensión [longitud]�5 es útil elejir �0f2;2g =

�2f2;2g = �4f2;2g = l�5
2;2, �0f4g = �2f4g = �4f4g = l�5
4 y �1 = �3 = �5 = l�5�. Así,

considerando primero el término proporcional a �, tenemos [38]

EM7

(8) =
�

l
�abcdefg

�
RabRcdRefT g + 3RabRcdR(ef;1)T g + 3RabR(cd;1)R(ef;1)T g

+RabRcdRefT(g;1) + 3RabRcdR(ef;1)T(g;1) +RabRcdRefT(g;2)

+3RabRcdR(ef;2)T g +
3

l2
RabRcdeeefT g +

6

l2
RabRcdeeh(f;1)T g

+
3

l2
RabRcdeeefT(g;1) +

6

l2
RabR(cd;1)eeefT g +

3

l4
RabecedeeefT g

�
:

Luego, considerando el término proporcional a 
2;2, tenemos

PM7

(8) f2;2g =
��
RabR

b
a

�2
+ 4

�
RabR

b
a

� �
RcdR

d (1)
c

�
+ 2

�
RabR

b
a

� �
R
c (1)
d Rd (1)

c

�
+4
�
RabR

b
a

� �
RcdR

d (2)
c

�
+ 4

�
RabR

b (1)
a

�2
+
4

l2
�
RabR

b
a

� �
T cTc �Rcdeced

�
+
8

l2
�
RabR

b (1)
a

� �
T cTc �Rcdeced

�
+
8

l2
RabR

b
a

�
T cT (1)

c �Rcdech
(1)
d

�
� 4
l2
RabR

b
aR

(cd;1)eced +
4

l4

h
(T aTa)

2 � 2 (T aTa)
�
Rcdeced

�
+
�
Rabeaeb

�2i�
:

Por último, considerando el término proporcional a 
4, se tiene

PM7

(8) f4g =
h
RabR

b
cR

c
dR

d
a + 4R

a
bR

b
cR

c
dR

d (1)
a + 6RabR

b
cR

c (1)
d Rd (1)

a + 4RabR
b
cR

c
dR

d (2)
a

� 4
l2
eaR

a
bR

b
cR

c
de
d � 8

l2
eaR

a
bR

b
cR

c (1)
d ed � 4

l2
eaR

a
bR

b (1)
c Rcde

d � 8

l2
eaR

a
bR

b
cR

c
dh
(d;1)

+
4

l2
TaR

a
bR

b
cT

c +
8

l2
TaR

a
bR

b (1)
c T c +

8

l2
TaR

a
bR

b
cT

(c;1) � 2

l4
�
ebR

b
ae
a
�2

+
8

l4
TcR

c
de
deaT

a +
2

l4
(TaT

a)2
�
:

Al igual que en el caso 3-dimensional podemos alistar nuestros resultados en las siguientes

tablas, lo cual nos entrega una visión más clara de los invariante que existen en 8 dimensiones
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para el álgebra tipo MaxwellM7.

Tabla 4

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons Invariantes topólogicos

LM7

E (7) EM7

(8)�
RabR

b
a

�
LLorentz3 (P4)

2 =
�
RabR

b
a

�2�
RabR

b
a

�
ecT

c P4 N4 =
�
RabR

b
a

� �
T aTa � eaebRab

��
T aTa �Rabeaeb

�
(ecT

c) (N4)
2�

RabR
b
a

� �
LLorentz3

�
k(1)
��

P4 P4
�
k(1)
�
= 2

�
RabR

b
a

�
RabR

b (1)
a�

RabR
b
a

� �
LLor3

�
k(2)
�
+ LLor3

�
k(1)k(1)

��
P4 P4

�
k(2)
�

=
�
RabR

b
a

� �
2RcdR

d (2)
c +R

c (1)
d R

d (1)
c

�
�
RabR

b
a

� �
ecT

c (1) + h
(1)
c T c

�
P4 N4

�
h(1)
�

=
�
RabR

b
a

� �
2T aT

(1)
a � eaebR(1)

ab � 2eah(b;1)Rab
�

�
RabR

b (1)
a

� �
LLorentz3

�
k(1)
�� �

P4
�
k(1)
��2

= 2
�
RabR

b (1)
a

�2�
RabR

b (1)
a

�
(ecT

c) P4
�
k(1)
�
N4 =

�
RabR

b (1)
a

� �
T cTc �Rcdeced

�

Tabla 5

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons Invariantes topólogicos

LLorentz7 P8 = R
a
bR

b
cR

c
dR

d
a

LLorentz7

�
k(1)
�

P8
�
k(1)
�
= 4RabR

b
cR

c
dR

d (1)
a

LLorentz7

�
k(1)k(1)

�
+ LLorentz7

�
k(2)
�

P8
�
k(1)k(1)

�
+ P8

�
k(2)
�

= 6RabR
b
cR

c (1)
d R

d (1)
a + 4RabR

b
cR

c
dR

d (2)
a

LTorsi�on7 = TaR
a
bR

b
ce
c T2 � V3 + 4K1K0 � V1V1 + T0T0

+
��
Rabeaeb + T

aTa
�
T cec

�
= TaR

a
bR

b
cT

c � eaRabRbcRcded

+4TcR
c
de
deaT

a �
�
ebR

b
ae
a
�2
+ (TaT

a)2

L
Torsi�on (1)
7 = TaR

a
bR

b
ch
(c;1) 2T

(1)fIg
2 � 2V (1)fIg

3 + 2T
(1)fIIg
2 � 2V (1)fIIg

3 � V (1)fIIIg3

+T
(1)
a RabR

b
ce
c + TaR

a
bR

b (1)
c ec = 2TaR

a
bR

b
cT

(c;1) � 2eaRabRbcRcdh(d;1)

+TaR
a (1)
b Rbce

c +2TaR
a
bR

b (1)
c T c � 2eaRabRbcR

c (1)
d ed

�eaRabR
b (1)
c Rcde

d
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De esta forma es trivial ver que a medida que la dimensionalidad del espacio-tiempo y

la del álgebra crece, se tiene que el número de invariantes aumenta drásticamente. Es in-

teresante notar además que despreciando el invariante de Maxwell-Euler es posible combinar

los distintos invariantes en un único invariante tipo Maxwell-Pontryagin para el grupoM7.

Así, con la particular elección �0f2;2g = �2f2;2g = �4f2;2g = l�5
2;2 tenemos que�
FABF

B
A

� �
FCDF

D
C

�
= PM7

(8) f2;2g; (8.55)

mientras que eligiendo �0f4g = �2f4g = �4f4g = l�5
4 se tiene

FABF
B
CF

C
DF

D
A = PM7

(8) f4g; (8.56)

donde

FAB =

0BBBB@
Rab +

�
R(ab;1) + 1

l2
eaeb

�
+
�
R(ab;2) + 1

l2

�
eah(b;1) + h(a;1)eb

�� 1
l
T a + 1

l
T(a;1) + 1

l
T(a;2)

�1
l
T b � 1

l
T(a;1) � 1

l
T(a;2) 0

1CCCCA (8.57)

y donde hemos de�nido

R(ab;1) = D!k
(ab;1) (8.58)

R(ab;2) = D!k
(ab;2) + ka (1)c kcb(1) (8.59)

T(a;1) = D!h
(a;1) + ka (1)c ec (8.60)

T(a;2) = D!h
(a;2) + ka (2)c ec + ka (1)c h(c;1): (8.61)

A pesar del aparente desorden al aumentar la dimensión del espacio-tiempo y la del

álgebra, existe un patrón evidente que se repite en D = 4k� 1 como veremos en la siguiente
sección.

8.2.3 Generalización a D = 4k � 1

Consideremos �nalmente el Lagrangiano más general en (4k � 1) dimensiones invariante
bajo algún álgebra de Lie tipo MaxwellMm. Siguiendo las de�niciones de la Ref. [10] (ver

100



sección 2.3), consideremos la S-expansión del álgebra de Lie AdS usando S(N)E como semi-

grupo abeliano. Despues de extraer una subálgebra resonante y realizar una 0s-reducción,

uno encuentra el álgebra tipo MaxwellMm.

Luego, el Lagrangiano más general en (4k � 1) dimensionesMm-valuado toma la forma

�LMm

E (4k�1) + 
fnjgL
Mm

P fnjg (4k�1); (8.62)

donde dLMm

P fnjg (4k�1) = Pn1���ns , con
X

j
nj = 4k.

Los resultados obtenidos hasta ahora nos permiten de esta manera generalizar el teorema

de la Ref. [16] para el caso de las álgebras de Lie tipo Maxwell:

Teorema 10 : En espacio tiempo de dimensión impar, existen dos familias de lagrangianos

gravitacionales de primer orden L
�
e(2k+1); !(2k)

�
, invariantes bajo transformaciones locales

M:

� La forma Maxwell-Euler-Chern-Simons LME (2n�1), enD = 2n�1. Su derivada exterior
nos entrega la densidad de Maxwell-Euler en 2n dimensiones.

� Las formas Maxwell-Pontryagin-Chern-Simons LMP (4n�1), en D = 4k � 1. Sus

derivadas exteriores nos entregan las densidades de Maxwell-Pontryagin PM(4n) en 4n
dimensiones.

Por último, debe ser enfatizado que a pesar que dichos Lagrangianos CS (2p+ 1)-dimensional

son invariantes bajo algún grupo de simetría de gaugeM2m+1, solo conducirán al lagrangiano

de Einstein-Hilbert en un cierto límite de la constante de acoplamiento l, si y solo si m � p.
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Apéndices

"All things are di¢ cult

before they are easy"

Thomas Fuller.
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Apéndice A

Método de expansión en serie de

potencias de las formas de MC

En este apéndice se estudia brevemente el método de expansión en serie de potencias

de las formas de Maurer-Cartan desarrollado por Azcárraga, Izquierdo, Picón y Varela en la

Ref. [9]. Dicho método consiste en resumen en expandir las formas de MC de un álgebra

de Lie g en series de potencias de un parámetro real � el cual rescala las coordenadas del

grupo de Lie G:

Siguiendo a Ref. [9], sea G un grupo de Lie, de coordenadas local gA, A = 1; : : : ; r =

dimG. Sea g el álgebra de Lie de base fTAg, la cual es obtenida por los generadores invariantes
izquierdos (LI) TA (g) sobre la variedad del grupo. Sea también g� la coálgebra, y sea�
!A (g)

	
; A = 1; : : : ; r = dimG la base determinada por las 1-formas de MC sobre G.

Entonces, cuando la base fTAg satisface el paréntesis de Lie [TA; TB] = C C
ABTC , se satisfacen

las ecuaciones de Maurer-Cartan

d!C (g) = �1
2
C C
AB !

A (g) ^ !B (g) : (A.1)

Sea además �, la 1-forma canónica invariante izquierda sobre G;

� (g) = g�1dg = e�g
ATAdeg

ATA � !ATA (A.2)

Haciendo uso del teorema de Baker-Campbell-Hausdor¤, uno obtiene las expansiones de � (g)
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y de las formas de MC !A (g) como polinomios en las coordenadas gA del grupo:

� (g) =

�
�AB +

1

2!
C A
BC g

C +
1

3!
C D1
BC1

C A
D1C2

gC1gC2 (A.3)

+
1

4!
C D1
BC1

C D2
D1C2

C A
D2C3

gC1gC2gC3 + : : :

�
dgBTA ; (A.4)

!A (g) =

�
�AB +

1

2!
C A
BC g

C (A.5)

1

+
X
n=2

1

(n+ 1)!
C D1
BC1

C D2
D1C2

: : : C
Dn�1

Dn�2Cn�1
C A
Dn�1Cn g

C1gC2 : : : gCn�1gCn

#
dgB :

De (A:5) es evidente que la rede�nición

gL ! �gL (A.6)

de alguna coordenadad gL producirá una expansión de la 1-forma MC !A (g; �) como una

suma de 1-formas !A;� (g) sobre G multiplicados por la potencia correspondiente �� de �, a

saber

!A (g; �) =
1X
�=0

��!A;� (g) : (A.7)

Un ejemplo sencillo de expansión en serie de potencias es aquel cuando g� se descompone

en la suma de dos subespacios vectoriales

g� = V �0 � V �1 ; (A.8)

siendo V �0 , V
�
1 generados por las formas de MC !

A0 (g) ; !A1 (g) de g� con los índices corre-

spondientes a los parámetros no modi�cados y modi�cados respectivamente,

gA0 ! gA0 ; gA1 ! �gA1 ; A0 (A1) = 1; : : : ; dimV0 (dimV1) : (A.9)

En general, las series de !A0 (g; �) 2 V �0 y !A1 (g; �) 2 V �1 involucrará todas las potencias
de �,

!Ap (g; �) =

1X
�=0

��!Ap;� (g) ; p = 0; 1 (A.10)

= !Ap;0 (g) + �!Ap;1 (g) + �2!Ap;2 (g) + : : : (A.11)
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Con esta notación, las ecuaciones de MC despues del reescalamiento pueden rescribirse como

d!Cs = �1
2
C Cs
ApBq

!Ap ^ !Bq ; p; q; s = 0; 1 (A.12)

o explicitamente

d!C0 = �1
2
C C0
A0B0

!A0 ^ !B0 � C C0
A0B1

!A0 ^ !B1 � 1
2
C C0
A1B1

!A1 ^ !B1 (A.13)

d!C1 = �1
2
C C1
A0B0

!A0 ^ !B0 � C C1
A0B1

!A0 ^ !B1 � 1
2
C C1
A1B1

!A1 ^ !B1 : (A.14)

Luego, insertando ahora las expansiones (A:10) en las ecuaciones de MC (A:12) y usando la

identidad  1X
�=p

��!Ap;�

!
^
 1X
�=q

��!Bq ;�

!
=

1X
�=p+q

��
��qX
�=p

!Ap;� ^ !Bq ;��� (A.15)

es posible mostrar lo siguiente

1X
�=0

��d!Cs;� =
1X
�=0

��

"
�1
2
C Cs
ApBq

�X
�=0

!Ap;� ^ !Bq ;���
#

(A.16)

Esto requiere la igualdad de los coe�cientes de igual potencias ��. De este modo, los

coe�cientes 1-formas !Ap;� satisfacen las identidades

d!Cs;� = �1
2
C Cs
ApBq

�X
�=0

!Ap;� ^ !Bq ;��� ; p; q; s = 0; 1 (A.17)

Las condiciones bajo las cuales podemos usar los coe�cientes de expansión !A0;�0 y

!A1;�1 hasta ciertos órdenes N0 � 0; N1 � 0; � = 0; 1; : : : ; N0; � = 0; 1; : : : ; N1; tal que (A:17)
determine las ecuaciones de Maurer-Cartan de una nueva álgebra de Lie vienen dadas en el

siguiente teorema:

Teorema 11 Sea g un álgebra de Lie y g = V0 � V1. Sea
�
!A
	
;
�
!A0
	
;
�
!A1
	
( A =

1; : : : ; dim g; A0 = 1; : : : ; dimV0; A1 = 1; : : : ; dimV1 ) respectivamente, las bases de g�, V �0 y

V �1 espacios vectoriales duales. Entonces, el espacio vectorial generado por�
!A0;0; !A0;1; : : : ; !A0;N ; !A1;0; !A1;1; : : : ; !A1;N

	
(A.18)
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junto con las ecuaciones de MC

d!Cs;� = �1
2
C Cs;�
Ap;� Bq ;


!Ap;�!Bq ;
; (A.19)

C Cs;�
Ap;� Bq ;


=

(
0 si � + 
 6= �
C Cs
ApBq

si � + 
 = �
(A.20)

determina un álgebra de Lie g (N) para cada orden de la expansión N � 0 de dimensión

dim g (N) = (N + 1) dim g.

La prueba de este teorema es encontrada en la Ref. [9], además de los casos en que V0
es una subálgebra, en que V1 es un coseto simétrico y cuando g = V0 � � � � � Vn satisface las
condiciones de Weimar-Woods.
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Apéndice B

Invariantes locales de Lorentz

El lagrangiano de Lanczos-Lovelock corresponde a la D-forma más general que satisface

las siguientes dos condiciones:

� El lagrangiano de LL debe ser invariante bajo transformaciones locales de Lorentz,
construido a partir del vielbein ea, de la conexión de spin !ab, de sus derivadas exteriores

y productos de ellos, sin hacer uso del dual de Hodge.

� El espacio-tiempo es una variedad Riemaniana, es decir libre de torsión.

Es claro que la primera condición implica que las ecuaciones de campo sean de segundo

orden en la métrica. No obstante, es posible agregar torsión a la generalización del la-

grangiano de Einstein-Hilbert despreciando simplemente la segunda condición.

Siguiendo a Ref. [22], los únicos tensores bajo transformaciones locales de Lorentz que se

pueden construir aparte de ea, !ab, y sus derivadas exteriores son, además de e
a por sí mismo,

Rab, T
a, y productos de ellos. Luego, las combinaciones invariantes que pueden ocurrir en

el lagrangiano son contracciones entre estos tensores, incluyendo los tensores invariantes
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"a1:::aD ,�ab, �
ab. Así, los invariantes que se pueden construir son los siguientes

L(p) = "a1:::aDR
a1a2 � � �Ra2p�1a2pea2p+1 � � � eaD ; (B.1)

RA = Ra1a2 � � �R
aA
a1
; (B.2)

VA = ea1R
a1
a2
� � �RaAb eb; (B.3)

TA = Ta1R
a1
a2
� � �RaAb T b; (B.4)

KA = Ta1R
a1
a2
� � �RaAb eb: (B.5)

Cualquier otro invariante, en particular el lagrangiano, es escrito como una combinación

lineal de productos de estas combinaciones de invariantes locales de Lorentz.

En especial, las respectivas derivadas exteriores de estos invariantes son

dRA = 0 (B.6)

dVA = 2KA (B.7)

dTA = 2KA+1 (B.8)

dKA = TA � VA+1 (B.9)

cuyos resultados pueden resultar util en la construcciones de teorías Chern-Simons que im-

pliquen torsión.
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Apéndice C

Álgebras de Maxwell Generalizadas

En este apéndice, siguiendo a la Ref. [39], mostraremos que las contracciones de Inönü-

Wigner generalizadas [40] de las álgebras AdS-Maxwell generalizadas proveen de las álgebras

tipo Maxwell Mm las cuales corresponden a las llamadas álgebras Bm de�nidas por los

autores de la Ref. [33].

Para obtener el álgebra de LieAdS-Maxwell generalizada consideremos la S-expansión del

álgebra AdS con S(N)M como semigrupo abeliano. El semigrupo S(N)M = f��; � = 0; � � � ; Ng
satisface la siguiente ley de multiplicación

���� =

(
��+� si �+ � � N
��+��2[N+12 ]

si �+ � > N
(C.1)

donde [�] representa la parte entera. Notemos que para N impar, S(N)M , corresponde al grupo

cíclico de (N + 1) elementos ZN+1.

Consideremos a modo de ejemplo la expansión con el semigrupo S(3)M . Así, siguiendo las

de�niciones de la Ref. [10] (ver sección 2.3), consideremos la S-expansión del álgebra de Lie

AdS usando como semigrupo S(3)M = Z4 = f�0; �1; �2; �3g con la ley de multiplicación

���� =

(
��+� si �+ � � 3
��+��4 si �+ � > 3:

(C.2)

Después de extraer una subálgebra resonante, uno encuentra el álgebra AdS�M5, cuyos
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generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Pa; Pb] = Zab; [Jab; Pc] = �bcPa � �acPb (C.3)

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (C.4)

[Jab; Zc] = �bcZa � �acZb; (C.5)

[Zab; Pc] = �bcZa � �acZb; (C.6)

[Jab;Zcd] = �cbZad � �caZbd + �dbZca � �daZcb (C.7)

[Zab; Zc] = �bcPa � �acPb (C.8)

[Pa; Zc] = Jab; [Za; Zc] = Zab (C.9)

[Zab;Zcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb: (C.10)

Luego mediante una contracción de Inönü-Wigner generalizada [40], es decir reescalando

Pa ! �Pa, Zab ! �2Zab, Za ! �3Za y al realizar el limite �!1 obtenemos el álgebra tipo

MaxwellM5

[Pa; Pb] = Zab; [Jab; Pc] = �bcPa � �acPb (C.11)

[Jab;Jcd] = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb (C.12)

[Jab; Zc] = �bcZa � �acZb; (C.13)

[Zab; Pc] = �bcZa � �acZb; (C.14)

[Jab;Zcd] = �cbZad � �caZbd + �dbZca � �daZcb (C.15)

[Zab; Zc] = [Pa; Zc] = [Za; Zc] = [Zab;Zcd] = 0; (C.16)

la cual coincide con la conocida álgebra B5 [33] obtenida mediante S
(3)
E -expansion resonante

reducida del álgebra AdS.

Este proceso es generalizado por los autores de la Ref. [39] a todas las álgebras Bm

las cuales son obtenidas mediante una contracción de Inönü-Wigner generalizada del álgebra

AdS-Maxwell generalizada mostrando así la equivalencia entre las álgebrasBm y las álgebras

de Maxwell generalizadas4 que denotaremosMm.

4También llamadas álgebras de Poincaré Generalizadas Pm
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Apéndice D

S-expansión de la curvatura de

Lorentz

Consideremos a modo de ejemplos el álgebra LM6 , la cual es obtenida mediante una

S
(4)
0 -expansión reducida del álgebra de Lorentz. Para ello, consideramos el semigrupo S(4)0
= f�0; �2; �4; �5g con la siguiente ley de multiplicación

���� =

(
��+� si �+ � � 5
�N+1 si �+ � > 5

(D.1)

con �5 � 0S:
Los generadores de la nueva álgebra vienen dados por fJab;0; Jab;2; Jab;4g =

n
Jab; Z

(1)
ab ; Z

(2)
ab

o
los

cuales satisfacen

[Jab; Jcd]M = [�0Jab; �0Jcd]V0 = �cbJad � �caJbd + �dbJca � �daJcb;h
Jab; Z

(1)
cd

i
M

= [�0Jab; �2Jcd]V0 = �cbZ
(1)
ad � �caZ

(1)
bd + �dbZ

(1)
ca � �daZ

(1)
cb ;h

Z
(1)
ab ; Z

(1)
cd

i
M

= [�2Jab; �2Jcd]V0 = �cbZ
(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb ;h

Jab; Z
(2)
cd

i
M

= [�0Jab; �4Jcd]V0 = �cbZ
(2)
ad � �caZ

(2)
bd + �dbZ

(2)
ca � �daZ

(2)
cb ;h

Z
(2)
cd ; Z

(2)
cd

i
M

=
h
Z
(1)
ab ; Z

(2)
cd

i
M
= �5 [Jab; Jcd]V0 = 0: (D.2)

Es interesante notar que el semigrupo S(5)0 = f�0; �2; �4g corresponde a una descomposi-
ción del semigrupo S(4)E usado para obtener el álgebra M6. Esta coincidencia tiene como

consecuencia que el álgebra LM6 corresponde a una subálgebra tipo Lorentz del álgebraM6.

112



Por otro lado, sea la 2-forma curvatura de Lorentz

~F =
1

2

�
Rab +

1

l2
eaeb

�
Jab; (D.3)

la cual nos permite construir la acción invariante Born-Infeld 6-dimensional invariante bajo

el grupo de Lorentz

L
(6)
BI =

�

6
�abcdef

�
Rab +

1

l
eaeb

��
Rcd +

1

l
eced

��
Ref +

1

l
eeef

�
: (D.4)

Luego, la 2-forma curvatura expandida es obtenida de la siguiente forma

F = �� ~F
�

=
1

2
�0R

ab;0Jab +
1

2

�
�2R

ab;2 +
1

l2
�2
�
eaeb

�;2�
Jab

+
1

2

�
�4R

ab;4 +
2

l2
�4
�
eaeb

�;4�
Jab

=
1

2
Rab;0Jab;0 +

1

2

�
Rab;2 +

1

l2
�
eaeb

�;2�
Jab;2

+
1

2

�
Rab;4 +

2

l2
�
eaeb

�;4�
Jab;4:

Recordemos que la curvatura de Riemann Rab es dada por Rab = d!ab + !ac!
cb. Esto

signi�ca que la expansión de la curvatura Rab es obtenida expandiendo la conexión de spin

!ab. Por ejemplo R(ab;4) es obtenido haciendo

�4R
(ab;4) = �4d!

ab;4 + �2�2!
a ;2
c !

cb;2 + �4�0!
a ;4
c !

cb;0 + �0�4!
a ;0
c !

cb;4:

Luego de�niendo !ab;4 = k(ab;2), !ab;2 = k(ab;1), !ab;0 = !ab se tiene que

R(ab;4) = dk(ab;2) + ka ;(1)
c k(cb;1) + ka ;(2)

c !cb + !ack
(cb;2)

= dk(ab;2) + !ack
(cb;2) + !bcka ;(2)

c + ka ;(1)
c k(cb;1)

= D!k
(ab;2) + ka ;(1)

c k(cb;1): (D.5)

Por otro lado, es posible de�nir el campo h(a;1) a partir del vielbein ea expandido de la

siguiente manera:

�1�3e
(a;1)e(b;3) = �4e

ah(a;1)
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Notemos además que la combinación �5h(a;1)h(b;1) no está permitida debido a que �5 corre-

sponde al elemento cero del semigrupo.

De modo que la 2-forma curvatura,

F =
1

2
Rab;0Jab;0 +

1

2

�
Rab;2 +

1

l2
�
eaeb

�;2�
Jab;2 +

1

2

�
Rab;4 +

2

l2
�
eaeb

�;4�
Jab;4

puede rescribirse como

F =
1

2
RabJab+

1

2

�
D!k

(ab;1) +
1

l2
eaeb

�
Z
(1)
ab +

1

2

�
D!k

(ab;2) + ka (1)c kcb(1) +
1

l2
�
eah(b;1) + h(a;1)eb

��
Z
(2)
ab :

(D.6)

donde R(ab;0) = Rab; R(ab;2) = D!k
(ab;1);

�
eaeb

�;2
= eaeb; R(ab;4) = D!k

(ab;2) + k
a (1)
c kcb(1);�

eaeb
�;4
= eah(b;1). De esta forma, se muestra explicitamente que los campos k(ab;1); k(ab;2) y

h(a;1) aparecen como consecuencia del procedimiento de la S-expansión. De forma análoga,

se puede mostrar que al considerar un semigrupo S(N)E de orden mayor, se obtendrá un

número mayor de campos de materia k(ab;i) y h(a;i).
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Apéndice E

La identidad de Bianchi para álgebras

tipo Maxwell

Consideremos a modo de ejemplo el álgebra M7 la cual es obtenida mediante una S-

expansión del álgebra AdS utilizando S(5)E como el semigrupo abeliano (ver sección 6.4).

Sea la 1-forma conexión AM7-valuada

A =
1

2
!abJab +

1

l
eaPa +

1

2
k(ab;1)Z

(1)
ab +

1

l
h(a;1)Z(1)a +

1

2
k(ab;2)Z

(2)
ab +

1

l
h(a;2)Z(2)a ; (E.1)

y la 2-forma curvatura F M7-valuada

F =
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2

�
D!k

(ab;1) +
1

l2
eaeb

�
Z
(1)
ab +

1

l

�
D!h

(a;1) + k
a (1)
b eb

�
Z(1)a

+
1

2

�
D!k

(ab;2) + ka (1)c kcb(1) +
1

l2
�
eah(b;1) + h(a;1)eb

��
Z
(2)
ab

+
1

l

�
D!h

(a;2) + ka (2)c ec + ka (1)c h(c;1)
�
Z(2)a (E.2)

Luego la identidad de Bianchi establece que

DF = 0 (E.3)

donde

D = d+ [A; �] (E.4)
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Luego tenemos que

DF =
1

2
D!R

abJab +
1

l
(D!T

a �Racec)Pa +
1

2

�
D!D!k

(ab;1) + ka (1)c Rcb + kb (1)c Rac
�
Z
(1)
ab

+
1

l

�
D!D!h

(a;1) �Rach(1)c
�
Z(1)a

+
1

2

�
D!D!k

(ab;2) + ka (2)c Rcb + kb (2)c Rac
�
Z
(2)
ab

+
1

l

�
D!D!h

(a;2) �Rach(2)c
�
Z(2)a

lo cual implica que cada componente satiface [38]

D!R
ab = 0 (E.5)

D!T
a �Racec = 0 (E.6)

D!D!k
(ab;1) + ka (1)c Rcb + kb (1)c Rac = 0 (E.7)

D!D!h
(a;1) �Rach(1)c = 0 (E.8)

D!D!k
(ab;2) + ka (2)c Rcb + kb (2)c Rac = 0 (E.9)

D!D!h
(a;2) �Rach(2)c = 0 (E.10)

las cuales corresponde a las distintas componentes de la identidad de Bianchi.

Es interesante notar que al considerar la derivada covariante exterior D = d+[A; �] a una
suma de RabJab expandidos tenemos

D

 
5X
i=0

�iR
(ab;i)Jab

!
=

5X
i=0

�iDR
(ab;i)Jab (E.11)

donde �i es un elemento del semigrupo S
(5)
E . Luego es posible reescribir (E:11) como

D

 
5X
i=0

�iR
ab;iJab

!
= �0DR

ab;0Jab + �2DR
ab;2Jab + �4DR

ab;4Jab

= D!R
ab;0Jab;0 + !

a ;2
c Rcb;0Jab;2 + !

b ;2
c Rac;0Jab;2 + !

a ;4
c Rcb;0Jab;4 + !

b ;4
c Rac;0Jab;4

+D!R
ab;2Jab;2 + !

a ;2
c Rcb;2Jab;4 + !

b ;2
c Rac;2Jab;4 +D!R

ab;4Jab;4

Luego identi�cando

!ab;0 = !ab, !ab;2 = k(ab;1), !ab;4 = k(ab;2);

Rab;0 = Rab; Rab;2 = D!k
(ab;1); Rab;4 = D!k

(ab;2) + ka (1)c kcb(1);

Jab;0 = Jab, Jab;2 = Z
(1)
ab , Jab;4 = Z

(2)
ab ,
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se tiene que

D

 
5X
i=0

�iR
(ab;i)Jab

!
= D!R

abJab + k
a (1)
c RcbZ

(1)
ab + k

b (1)
c RacZ

(1)
ab + k

a (2)
c RcbZ

(2)
ab

+kb (2)
c RacZ

(2)
ab +D!D!k

(ab;1)Z
(1)
ab + k

a (1)
c D!k

(cb;1)Z
(2)
ab

+kb (1)
c D!k

(ac;1)Z
(2)
ab +D!D!k

(ab;2)Z
(2)
ab

+D!k
a (1)
c kcb(1)Z

(2)
ab � ka (1)c D!k

cb(1)Z
(2)
ab

lo cual corresponde a las componentes de la identidad de Bianchi (E:5) ; (E:7) ; (E:9)

D

 
5X
i=0

�iR
(ab;i)Jab

!
= D!R

abJab +
�
D!D!k

(ab;1) + ka (1)c Rcb + kb (1)
c Rac

�
Z
(1)
ab

+
�
D!D!k

(ab;2) + ka (2)
c Rcb + kb (2)

c Rac
�
Z
(2)
ab (E.12)

Notemos además que la única componente no nula de un tensor invariante simétrico de

rango 4 para el álgebraM7 viene dado por

J(a1a2;i1)J(a3a4;i2)J(a5a6;i3)P(a7;i4)

�
= 2l5�j�

j
i1+i2+i3+i4

"a1a2a3a4a5a6a7 ; (E.13)

donde ip, j = 0; � � � ; 5, los coe�cientes �i son constantes arbitrarias de dimensión [longitud]�5.
De modo que al considerar la derivada covariante exterior D = d+[A; �] sobre el lagrangiano
CS 7-dimensional para gravedad, tenemos que

DL
(7)
CS =

4X
k=1

l2k�2ck�j�
j
i1+i2+i3+i4

�
ik+1
p1+q1 � � � �

i4
p4�k+q4�k

"a1a2a3a4a5a6a7 D
�
R(a1a2;i1) � � �R(a2k�1a2k;ik)e(a2k+1;p1)e(a2k+2;q1) � � � e(g;i4)

�
=

nX
k=1

l2k�2ck�j�
j
i1+i2+i3+i4

�
ik+1
p1+q1 � � � �

in
pn�k+qn�k

"a1a2a3a4a5a6a7 R
(ab;i1) � � �R(ef;ik)D

�
e(a2k+1;p1)e(a2k+2;q1) � � � e(g;i4)

�
;

donde hemos ocupado las distintas componentes de la identidad de Bianchi (E:12).

Notemos que este mismo procedimiento es utilizado en la expresión (8:8) obteniendo así

D"(p;i)a : = �ii1+���+iD�p�1"ab1���bD�1D
�
R(b1b2;i1) � � �R(b2p�1b2p;ip)e(b2p+1;ip+1) � � � e(bD�1;iD�p�1)

�
= (D � 1� 2p) �ii1+���+iD�p�1"ab1���bD�1R

(b1b2;i1) � � �R(b2p�1b2p;ip)

T (b2p+1;ip+1)e(b2p+2;ip) � � � e(ad�1;iD�p�1):
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