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Resumen

Esta Tesis se propone la construccién de una teorfa de Einstein-Lovelock de la Gravedad
invariante bajo las dlgebras tipo Maxwell M, la cual contiene al Lagrangiano de Einstein-
Hilbert tanto en dimensiones impares como en dimensiones pares.

Para llevar a cabo dicha construcciéon serd necesario introducir ciertas herramientas
matemdticas conocidas como S-expansién. Este mécanismo consiste bdsicamente en un
método para obtener nuevas dlgebras de Lie a partir de una dada mediante un semigrupo
abeliano (Capitulo 2).

En el Capitulo 3 se estudiard Relatividad General en el formalismo de Cartan intro-
duciendo la nociones de vielbein y conexién de spin. En especial, se estudiara la accién de
Einstein-Hilbert y se analizard su invariancia bajo el grupo de Poincaré.

Posteriormente, se introducird la teoria de Lanczos-Lovelock y se estudiard brevemente
el problema de los coeficiente introduciendo asf las teorfas Chern-Simons y Born-Infeld de la
Gravedad (Capitulo 4 y 5).

En el Capitulo 6 y 7 se hard uso del procedimiento de S-expansion para obtener dlgebras
tipo Maxwell M y sus respectivas subdlgebras £M. Se estudiard bajo que condiciones, las
teorfas Chern-Simons y Born-Infeld de la Gravedad invariante bajo las diveras dlgebras tipo
Maxwell, conducen al Lagrangianos de Einstein-Hilbert.

Finalmente, en el Capitulo 8 se estudiard una accién de Einstein-Lovelock la cual con-
ducen en dimensiones impares a la teorfa de Einstein-Chern-Simons M-valuada y en dimien-

siones pares a la teorfa de Einstein-Born-Infeld £M-valuada.
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Capitulo 1

Introduccion

Tanto la electrodindmica como las interacciones débil y fuerte son consistentemente
descritas en el modelo estandar por medio de teorfas de Yang-Mills. Estas tres interacciones
han sido cuantizadas exitésamente y son conocidas como teorfas renormalizables. No ob-
stante Gravedad descrita por Relatividad General se resiste a la cuantizacién a pesar de la
invariancia bajo transformacions generales de coordenadas. Sin embargo, la teorfa de gauge
convencional, al igual que la teoria de la relatividad especial tiene su fundamento en la ex-
istencia de una estructura métrica "background" no dindmica, mientras que en Relatividad
General, la geométria es dindmicamente determinada. Por lo tanto, la construccién de una
teorfa de gauge para la gravedad requiere de una acciéon que no considere un espacio-tiempo

background fijo, es decir que no considere una métrica background fija.

Sin embargo, existe una accién para gravedad en dimensiones impares independiente de
la métrica la cual fue propuesta por Chamseddine [18, 19]. Como veremos a lo largo de
la Tesis, la tnica posibilidad de tener una accién para gravedad es considerar una accién
construida en términos de una conexién y que no considere un espacio-tiempo background-
fijo.  Dicha accién es conocida como accién de Chern-Simons y corresponde a un caso

particular de la accién de Lanczos-Lovelock [1, 2, 3, 4].

La accién de Lanczos-Lovelock (LL) corresponde a la acciéon mds general para gravedad en
D > 4 dimensiones construido sobre los mismos principios que Relatividad General, a saber

covariancia general y ecuaciones de segundo orden para la métrica. La teorfa de Lanczos-



Lovelock se refiere de hecho a una familia parametrizada por un conjunto de coeficientes
reales a,, p = 0,1,--- ,[D/2], los cuales no son fijados desde primeros principios. En la Ref.
[16], se mostré que es posible fijar los coeficientes en términos de las constantes cosmolégica
y gravitacional. Asi, en dimensiones impares, la accién es formulada como una teoria Chern-
Simons para el grupo AdS. Por otro lado, bajo una eleccién particular de los coeficientes se
obtiene en dimensiones pares el Lagrangiano de Born-Infeld, el cual solo es invariante bajo

rotaciones locales de Lorentz del mismo modo que la accién de Einstein-Hilbert.

Si las teorfas Chern-Simons y Born-Infeld son las apropiadas teorfas en dimensiones
impares y pares respectivamente para describir gravedad entonces ambas teorfas deben sat-
isfacer el principio de corespondencia, es decir, deben estar relacionadas con Relatividad

General.

El propésito de la Tesis es mostrar que se puede obtener Relatividad General desde una
teorfa Chern-Simons para una cierta dlgebra de Lie M en dimensiones impares y desde una
teorfa Born-Infeld para una cierta dlgebra £M en dimensiones pares [33, 35, 37].  Dichas
algebras conocidas como dlgebas tipo Maxwell, son obtenidas mediante el procedimiento de

S-expansion del dlgebra AdS mediante una eleccién particular de un semigrupo.

Finalmente, construiremos una accién que llameremos accién de Einstein-Lovelock [38].
Dicho Lagrangiano, bajo una eleccién particular de ciertos coeficientes, conduce en dimen-
siones impares a la gravedad de Einstein-Chern-Simons y en dimensiones pares a la gravedad
de Einstein-Born-Infeld.






Capitulo 2

Procedimiento de la S-expansién

2.1 Introduccién

La obtencién de nuevas dlgebras de Lie a partir de otras es un problema de gran interés
en matemdtica y fisica. Existen esencialmente cuatro maneras distintas de obtener nuevas
algebras mediante otras. Es de nuestro interés entender y hacer uso del mecanismo de
expansion de dlgebras no obstante es pertinente introducir los distintos métodos existentes

para encontrar nuevas algebras.

Uno de estos métodos consiste en el procedimiento de contraccion. En especial, la
contraccion de Inonii-Wigner (IW) [5] g. de un dlgebra de Lie g es realizada con respecto a
una subdlgebra £y reescalando los generadores bases del coseto g/£y mediante un pardmetro
y luego considerando algin limite para dicho pardmetro. Han habido varias discusiones y
variaciones del procedimiento de contraccién de IW sin embargo todos tienen en comiin de

que g y g. tienen la misma dimension.

Otro procedimiento es la deformacidn de dlgebras y dlgebras de Lie. De un punto de vista
fisico, dicho proceso es esencialmente lo opuesto al de contraccién (ver [6]). No obstante,
las dimensiones de las algebras de lie originales y deformadas son nuevamente iguales. A
modo de ejemplo, el dlgebra de Poincaré es obtenida desde el dlgebra de Galileo mediante un
proceso de deformacién. De este modo, el método de deformacién es considerado fisicamente

como una herramienta para desarrollar una teoria fisica desde otra existente.
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Un tercer procedimiento para obtener nuevas dlgebras de Lie consiste en la extension g
de un &lgebra g por otra ¢ [7]. El dlgebra extendida g contiene a ¢ como un ideal y g/e ~ g,
no obstante g no es necesariamente una subalgebra de g.  Puesto que g/e¢ ~ g para una
extension se tiene que dim g = dim g+ dim ¢ de modo que la dimensién del dlgebra resultante
es igual al nimero total de generadores presente en las dlgebras involucradas en obtener el

algebra extendida.

Ninguno de los procedimientos anteriormente citados nos permite obtener algebras de
mayor dimensién a partir de una dada. Sin embargo, existe un mecanismo que nos permite
obtener nuevas &dlgebras de mayor dimensién a partir de un algebra dada g. La idea,
introducida originalmente por Hatsuda y Sakaguchi en [8], consiste en considerar el algebra
g descrita por las formas de Maurer-Cartan (MC) sobre la variedad de su grupo asociado G
y, despues de reescalar algunos pardmetros del grupo por un factor A\, en expandir las formas
de MC como series en A. Este procedimiento es conocido como el método de expansion en
serie de potencias [9] y difiere de los tres anteriores ya que la dimensién del dlgebra cambia en
el proceso. las dlgebras expandidas son en general de mayor dimensién que la original y no
se pueden relacionar por ningun proceso de contraccién o deformacion. FEl uso de las formas
de MC nos permite de un punto de vista fisico obtener formas invariantes que son titiles para

construir acciones. Un pequeno enfoque a este método es realizado en el Apendice A.

Sin embargo, existe otro enfoque al método de expansion el cual estd basado completa-
mente en operaciones realizadas directamente sobre los generadores del dlgebra. En dicho
caso, todos los casos de expansién encontrado en [9] pueden considerarse como proveniente de
una eleccién particular de un semigrupo. Este tiltimo método, conocido como la S-expansién
fue propuesto en [10] y consiste en obtener una nueva dlgebra a partir del producto directo de
una representacion de un semigrupo dado y los generadores del dlgebra de Lie. La &dlgebra
asf obtenida es conocida como dlgebra S-expandida. Existe ademés una formulaciéon dual
del método de S-expansién [11] el cual permite estudiar el procedimiento de la S-expansién

en el contexto de la variedad del grupo.



2.2 Conceptos basicos

Antes de estudiar el procedimiento de la S-expansién es necesario introducir ciertos

conceptos y definiciones ttiles para la comprensién de dicho método.

2.2.1 Semigrupo

Un semigrupo es un sistema algebraico dotado de una tnica ley de composicion interna

asociativa. Una definicién més rigurosa es dada en la Ref. [10] y establece lo siguiente:

Definicién 1 Sea S = {\,} un semigrupo finito, y sean Ao, ..., s, € S cuyo producto

n

viene dado por
Xy = o =M1, 00)- (2.1)

n

P es definido como

Luego, el n-selector K, ..,

1, cuando p =y (aq, ..., ay,
Koo = & . ) (2.2)
" 0, en otro caso.
Puesto que S es asociativo, el n-selector satisface la identidad
Kal---anp = Kal---ana;l OQin P = Kalo pKag---anU‘ (23)

Usando esta identidad, vemos que es siempre posible expresar el n-selector en términos
de 2-selectores. Esto se puede interpretar mds intuitivamente escribiendo el producto de

dos elementos del semigrupo como
Aag = K, 53N, (2.4)

Una importante propiedad de los selectores K, g es encontrada haciendo uso de las propiedades
de asociatividad y clausura del semigrupo. En efecto, la ley asociativa y clausura del pro-

ducto es expresada como
(AaAg) Ay = Ao (AgAy) = Apa,8y) (2.5)
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lo cual, haciendo uso de la ec. (2.4) es equivalente a escribir

K"K, " =K, K, " =K,."°. (2.6)

p
« ap By o

Esto implica que los 2-selectores K g pueden proporcionar una representacion matricial para
el semigrupo, en forma andloga a como las constantes de estructura de un dlgebra de Lie

proporcionan la representacion adjunta. En efecto, definiendo
[)‘a]’yp = KO/; (27)

tenemos

v

u

Dol Psly = Kog Mol = [Mes)]

Nos restringiremos de ahora en adelante a semigrupos abelianos, lo cual implica que todo

(2.8)

n-selector debe de ser completamente simétrico en sus indices bajos.
A continuacién introduciremos de acuerdo a la Ref. [10] el concepto de subconjuntos de
un semigrupo S.
Definicién 2 Sea S, y S, dos subconjuntos de S. El producto S, - S, estd definido como
Sp - Sq= {)\7 tal que Ay = Ao, Aoy, CON Ao, € Sp Y Ao, € Sq} CS. (2.9)

FEs decir, S,-S, C S es el conjunto que resulta del producto de cada elemento de S, con cada

elemento de S,. Puesto que S es abeliano, S, - Sy = S, - S,.

Este producto serd 1itil en las definiciones de expansién mediante semigrupo. Es impor-

tante enfatizar ademds que los subconjuntos S, y S, no deben ser necesariamente semigrupos.
Algunos semigrupos poseen un elemento particular el cual serd de gran utilidad a lo largo

de la tesis.

Definicién 3 St .S es un semigrupo dotado de un elemento denotado por0g € S que satisface
la condicion que Y\, € S se tiene
0sAa = Aa0s = Og (2.10)

entonces el elemento Og es llamado el elemento cero del semigrupo.
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Un semigrupo dotado de un elemento 0g no puede ser un grupo puesto que este elemento

no tiene inverso. Dado ademds que dicho elemento es inico cuando existe, se asignard para

efectos efectos practicos el elemento Ay del semigrupo S = {/\a}gjol al elemento Og

Ant1 = Og. (2.11)

2.2.2 Algebras de Lie

Definicién 4 Un dlgebra es definida como un par (g,-) donde g es un espacio vectorial
de dimension finita y - : g X g — g es una regla de composicion definida sobre el espacio

vectorial.

Definicién 5 Un dlgebra de Lie g es definida por el par (g,[,]), donde g es un espacio

vectorial de dimension finita, de base {TA}fflg, definido sobre un campo K ; y [,] es una ley

de composicion (Ta,, Ta,) — [Ta,, Ta,] € g que satisface los siguientes axiomas:
e Linealidad

[OzTAl + 571427 TAB] = [TAI,TA3] + ﬁ [TszTAs] para «, 6 c K.

e Antisimetria

[Ta,,Ta,) = — [Ta,, Ta,] paratodo Ta,,Ta, € G.

e Identidad de Jacobi

HTAUTAz] 7TA3} + HTA27TA3] 7TA1] + HTA37TA1] >TA2] =0.

La existencia de sub-dlgebras o de ideales de un dlgebra de Lie g se verd reflejada sobre las
constantes de estructuras. En efecto, sea {e1, -+ ,e;,--- ,e,} una base del espacio vectorial
del dlgebra g y sea {ey,- - , e, } una base de una sub-dlgebra N de g, entonces las constantes
de estructuras deben satisfacer las relaciones

C,7=0

ij )

para i,j <k y s>k. (2.12)



Esto se debe al hecho que si N es una sub-algebra [N, N| C N entonces

[Ni, N;] = Cijka (2.13)
de modo que para k < s < n se tiene C;;* = 0. Por otro lado, si {e1,--- ,exr} es una base
para un ideal entonces

C,;>=0, para 1<k, s>k, 'y j arbitrario. (2.14)

Esto proviene del hecho que si N es un ideal [V, g] C N entonces
[Nl,g]]:C”st, 221,,]{}, jzl,,n

de modo que [N, g] C N solo si C;;* = 0 para k < s < n.

2.2.3 Algebras de Lie Reducidas

Dada un édlgebra de Lie, es posible obtener dlgebras mas pequenas a partir de ella por
medio de un procedimiento que llamaremos "reduccién". De la Ref [10], tenemos la siguiente

definicién,

Definicién 6 Consideremos una (super)dlgebra de Lie g de la forma g = Vo @ Vi, con {T,,}
una base para Vo y {T,,} una base para V. Cuando [Vo, V1] C Vi, es decir, cuando las

relaciones de conmutacion tienen la forma general

[Tao’ Tbo] = Caob(fOTCO + CaobngCu (2'15)
[Ta07 Tbl] = aoblcchU (216)
[Tm ) Tbl] = CalblcoTco + Calblcchlﬂ (2'17)

entonces es directo mostrar que las constantes de estructuras C, ,*° satisfacen la identidad

de Jacobi por si mismas, y por lo tanto

[T Too] = Clpys® Ty (2.18)

agbo
corresponde a un dlgebra de Lie por si misma. FEsta dlgebra, con constantes de estructura

Coons’s €8 llamada un dlgebra reducida de g y es simbolizada por Vol -

9



En efecto, considerando la componente védlida en Vj, de la identidad de Jacobi

C e C ) C ey __
Cuovy Ccas’ + Cagag Cang” T Crody Coag’ =

obo 0

la cual es reescrita como

CoC i+ C.

aobo "~ codo

ClC EO_I_Cd COC €O+Cd CIC’ eO_I_C’b

apbo ~c1dp oao ~ cobo oao ~c1bo

COC €0 + Cb

odo ~coao

ClC EOZO

odo —c1ao0

podemos ver que la constante de estructura C, ,* satisface la identidad de Jacobi por sf

misma en dos situaciones:

° C’aobgl = 0, es decir cuando Vj es una subdlgebra.

o C,,* =0, es decir cuando [V, V1] C V1 y por lo tanto V5| es un dlgebra reducida.

Es importante mencionar que en general || no es una subdlgebra de g, sino que més bien
corresponde a la "inversa" de un dlgebra extendida, con la salvedad de que Vi no requiera

ser un ideal.

2.3 Meétodo de S-expansién

2.3.1 S-expansién para un semigrupo arbitrario S

El procedimiento de expansién de dlgebras de Lie consiste en un método para obtener
nuevas dlgebras de Lie a partir de una dada. En especial, el método de S-expansién descrito
en la Ref. [10, 11, 12, 13, 14] consiste en hacer uso de semigrupos para expandir un &élgebra

original. FEl siguiente teorema describe la esensia primordial del método de S-expansion.

Teorema 1 Sea S = {\.} un semigrupo abeliano con el 2-selector K, 5 y g una (su-
per)dlgebra de Lie con base {T4} y constantes de estructura C 5. Denotemos un elemento
de la base en el espacio del producto directo S ® g por Taa) = AoT'a y consideremos el
conmutador inducido [T( Aa), I Ng)] = Ao [T, TB]. Entonces, S @ g es también una

(super)dlgebra de Lie, de constante de estructura
C,
Cormyns) =K, JCuE (2.19)

10



Para probar en efecto que el dlgebra obtenida consiste en un dlgebra de Lie es nece-
sario mostrar que se satisface la identidad de Jacobi haciendo uso de las propiedades de los

selectores. El lector encontrara una demostraciéon detallada de este teorema en las Refs.
[10, 12].

El teorema anterior induce de forma natural la siguiente definicién

Definicién 7 Sea S un semigrupo abeliano y g un dlgebra de Lie. El dlgebra de Lie &

definido por & = S ® g es llamada dlgebra S-expandida de g.

De esta forma, la S-expansion consiste en realizar una copia del dlgebra g para cada
elemento del semigrupo. Ademds, existen por lo menos dos maneras de extraer algebras
mas pequenas de S®g. La primera da lugar a "dlgebras reducidas" mientras que la segunda
produce una "subdlgebra resonante". En las siguientes secciones se estudiard con mas detalle

estos casos particulares de la S-expansion.

2.3.2 Algebra 0g-reducida

Consideremos a continuacion el caso en que el semigrupo S contiene un elemento Og € .5,

el cual juega un rol interesante en el dlgebra S-expandida. Separando los elemento de S en

Ani1 = 0g y en elemento no nulos \;,2 = 0,..., N se tiene que el 2-selector satisface
Ki,NJ{I = KN+{,1 =0, (2-20)
Ki,NA—fi-—iil - KN-i]-Vl—;l =1, (2:21)
Kyang = 1 (2.23)

Por lo tanto, el dlgebra S-expandida & = S ® g es descompuesta como

[Tiai). Ty = KijkCABCT(C,k) + KijNJrlCABCT(C,N—&-I)? (2.24)
[Tan+: Tmp] = Cag Tien+, (2.25)
[Tan+1), e+ = Cuf Tien+1)- (2.26)
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Notemos que los generadores T4 y4+1) forman una subdlgebra del dlgebra S-expandida
® = S ®g, la cual es isomorfa a g. Ademds, comparando las ecs. (2.24 —2.26) con
(2.15 — 2.17) vemos que & tiene la forma & = Vi & V1, con Vj = {T(A,i)} , V= {T(A,N+1)}
y [Vo, V1] C V4. Asi, la presencia de Og en el semigrupo implica la posibilidad de extraer un

dlgebra reducida del dlgebra S-expandida & = S ® g, la cual viene dada por
[Ty Tipy| = K" Cas T (2.27)
El método de reduccién en este caso es equivalente a eliminar la presencia del generador,
Tian+1) = 05Ty = 0. (2.28)

Por otro lado, el procedimiento de reduccién abelianiza un sector del dlgebra ya que para

AiAj = Og se tiene que los generadores T(4 ;) y 1(p ) conmutan,
[Tta., Tipg)) = 0- (2.29)

Una definicién més formal es dada en la Ref. [10] y establece lo siguiente:

Definicién 8 Sea S un semigrupo abeliano provisto de un elemento cero Og € S, y sea & =
S ® g un dlgebra S-expandida. El dlgebra obtenida imponiendo la condicion 05Ty = 0 sobre

& (o sobre una subdlgebra de &) es llamada dlgebra Og-reducida de & (o de la subdlgebra).

2.3.3 Subadlgebras resonantes

La busquedad de subdlgebras desde un dlgebra S-expandida & = S ® g no resulta ser
un problema trivial. Como fue mencionado por los autores de la Ref. [10] es necesario tener

cierta informacién de la estructura de subespacios del dlgebra original g.

Sea g = @ o V, una descomposicién de g en subespacios V),, donde I es un conjunto de
p
indices que rotulan a los elementos del conjunto de subespacios de g. Puesto que el dlgebra

g es cerrada se tiene que para todo p,q € I es siempre posible definir i(,, C I tal que

V.V c @ v, (2.30)

T€%(p,q)
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donde la coleccién de subconjuntos{i(p,q)}pqE ; almacena la informacién de la estructura de

subespacios de g.

Analogamente a la descomposicién del dlgebra g, es posible realizar una descomposiciéon
del semigrupo abeliano S = Upel Sp, donde S, C Sy donde I representa el mismo conjunto
de indices que el caso anterior. A pesar que esta descomposicién es completamente arbitraria,
existe una eleccién particular de la descomposicién que permite la construccién de una

subdlgebra con propiedades interesantes.

Definicién 9 Sea g = @ i V, una descomposicion de g en subespacios, con una estruc-
pe

tura descrita por los subconjuntos i, q), como en la ec. (2.30). Sea S = U o Sy una
p

descomposicion en subconjuntos del semigrupo abeliano S tal que

-4 e (2.31)
T€i(p,q)
donde el producto de subconjunto - es el producto definido en la ec. (2.9). Cuando dicha

descomposicion en subconjuntos S = U , Sy existe, decimos que esta descomposicion estd
pe

en resonancia con la descomposicion de g en subespacios, g = @ ; Vp.
peE

La descomposicion en subconjuntos resonante juega un rol importante en la extraccion
de subdlgebras desde un dlgebra S-expandida. FEn efecto, si definimos los subespacios de
6 =5®g como

W,=58YV, pel, (2.32)

entonces,

6r=EPW, (2.33)

pel

es una subdlgebra del dlgebra S-expandida & = S ® g.

Definicién 10 El dlgebra & = @ . W, obtenida es llamada una subdlgebra resonante
p

del dlgebra S-expandida & = S ® g.
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De esta forma, el problema de encontrar subdlgebras de & = S ® g se convierte en el

problema de encontrar una particién resonante de S.

Es posible encontrar una expresiéon explicita para las constantes de estructura de la
subdlgebra resonante &x haciendo uso de la ec. (2.19) y de la particién resonante de S.

Denotando la base de V, por {Tap}, uno puede escribir

(crve) Vr cr
(ap,ap)(bq,,@q) o Kapﬁqcapbq <234)

con ayp, By, 7, tal que Ao, € Sp, Ag, € Sg, Ay € 55

Notemos ademds que la expansién en serie de potencia de las formas de MC corresponde
a alguna S-expansioén resonante con algin tipo de reduccién. Dicho procedimiento es estu-

diado con detalle en la siguiente seccion.

2.3.4 Reduccién resonante

A continuacién, siguiendo a la Ref. [10], veremos que es posible combinar el concepto

de subalgebras resonantes con la reduccién tal como se muestra en el siguiente teorema,

Teorema 2 Sea & = @ . Sp ® V, una subdlgebra resonante de & = S ® g, es decir, las
p

ecs (2.30) y (2.31) son satisfechas simultaneamente. Sea ademds S, = S, U S, una particion

de los subconjuntos S, C S tal que

S,NS, = @, 2.35)
S8, ¢ ) S (2.36)
T€i(p,q)

Las condiciones (2.35) y (2.36) induce a su vez la descomposicon G = G & G5 sobre la

subdlgebra resonante, donde

6, = PV, (2.37)
pel

6 = PS,aV,. (2.38)
pel
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Cuando las condiciones (2.35)-(2.36) se cumplen, entonces
[@R, QSR] C QAjR, (239)

y por lo tanto |Q3R‘ corresponde a un dlgebra reducida de Bp.

Para la demostracién del teorema es necesario considerar las descomposiciones W, =
S,®@V,y Wp = Sp ® V}, y hacer uso de la condicién (2.36). De modo que es posible mostrar
que

[Wp, Wq] c P w. (2.40)
r€iy.q)

Luego, puesto que & = @pel W,y que 6 = @pel W,, se encuentra
[653, QBR] C &p,
por lo que, de acuerdo con la definicién de dlgebra reducida, tenemos que }@5 R’ es un dlgebra

reducida de la subalgebra & p.

Por otro lado, usando la ec. (2.34) es posible encontra una expresién explicita para las

constantes de estructura para el dlgebra reducida resonante |(’3 R‘, la cual viene dada por

" ] (2.41)

L B Vr
(ap7ap)(b¢hﬁq) [ aP’Bqupbq ’
con ay, 3,7, tal que A,, € Sp, As, € Sq, W S,.

Es importante mencionar ademds que la Og-reduccién introducida anteriormente repre-

senta un caso particular del teorema, tal como se muestra en el siguiente corolario,

Corolario 1 Sea S un semigrupo dotado de un elemento Og, y sea &r = @pel S, @V, una
subdlgebra resonante de & = S ® g, tal que para cada subconjunto S,, Og € S,. Entonces,
la. descomposicion S, = S, U S, con S, = {0s} y S, = S, — {0s} satisface las condiciones
(2.35)-(2.36) y por lo tanto ‘@R| corresponde a un dlgebra reducida de &g, la cual serd

llamada dlgebra Og-reducida de Gg.

La demostracién de dicho corolario es encontrada en la Ref. [12].
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2.4 Tensores invariantes para dlgebras S-expandida

Los tensores invariantes representan un ingrediente primordial en la construccién de
teorfas fisicas. En efecto, dado un grupo de simetria es posible mediante los tensores
invariantes, construir lagrangianos de gauge. Veremos més adelante, que dada un &lgebra,
las componentes no nulas de un tensor invariantes permitiran construir lagrangianos Chern-

Simons, dando origines a diversas teorfas.

Determinar las componentes no nulas de un tensor invariante para un dlgebra dada
permanece un problema no trivial. No obstante, una de las ventajas del procedimiento de la
S-expansién es que nos entrega un tensor invariante para el dlgebra S-expandida & = S® g
en términos de un tensor invariante para g. El siguiente teorema nos provee una poderosa

herramienta para encontrar tensores invariantes,

Teorema 3 Sea S un semigrupo abeliano, g una (super)dlgebra de Lie de base {Ta}, y sea

(T4, ...Ta,) un tensor invariante para g. Entonces, la expresion

(Taron) *** Tianon)) = O Koy (Tay - - Ta,,) (2.42)
donde los o, ’s son constantes arbitrarias y K, .7 es el n-selector para S, corresponde a

un tensor invariante para el dlgebra S-expandida & = S ® g.

Es posible extraer un tensor invariante para cada subédlgebra resonante 5. En efecto,
dado un tensor invariante para un dlgebra, sus componentes valuadas sobre una subdlgebra
representan un tensor invariante para la subdlgebra. Dado una descomposicién resonante
S = Upel Sp, y denotando la base de V,, como {TAp}> las componentes & g-valuada de (2.42)
son dadas por

(Tay, o) Tetpn) ) = OFepecad (Tay, - T, (2.43)
con A\, € Sp. Estas componentes forman un tensor invariante para la subdlgebra resonante

Gp = @pg S, @ V.

Por otro lado, el dlgebra Og-reducida no es una subédlgebra de modo que en general, las
componentes valuadas sobre un dlgebra Og-reducida no conducen a un tensor invariante. La

solucién a este problema es encontrada en la Ref. [10] y es dada por el siguiente teorema,
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Teorema 4 Sea S un semigrupo abeliano con elementos distintos a cero A\;, © = 0,..., N,
Y Av+1 = 0s. Sea g una (super)dlgebra de Lie de base {Ta}, y sea (T, ---Ta,) un tensor

mvariante para g. La expresion
(Tiarin) - Tianin)) = Ky (Tay -+ Ta,) (2.44)

donde los o ’s son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el dlgebra
Og-reducida obtenida de ® = S ® g.

Por 1iltimo, es posible determinar las componentes de un tensor invariante valuadas sobre
una subdlgebra resonante Og-reducida de forma andloga a los casos anteriores. Para ello,
consideremos un semigrupo abeliano S provisto de un elemento Og y ’@5 R} un algebra 0Og-
reducida de la subédlgebra resonante & = EBPGI Sp ® V. Sea ademds {TAP} un generador
de V, y sea \;, € S, = 5, — {0g}. Luego, un tensor invariante para el dlgebra 0g-reducida

de By viene dado por

(Tapyipy) Tt ) = 5o it (Tt -+ T, ) (2.45)

2.5 Formulacion dual del método de S-expansién

Existen notorias diferencias entre el método de expansién en serie de potencias y el
procedimiento de S-expansién. El método de S-expansion estd definida como la accién de
un semigrupo S sobre los generadores T4 del dlgebra mientras que la expansién en serie de
potencias es realizada sobre las formas de Maurer-Cartan del dlgebra original. Ademads, la
S-expansion estd definida sobre el dlgebra g sin referirse a la variedad del grupo a diferencia
del método de expansién en serie de potencia el cual se basa en un reescalamiento de las

coordenandas del grupo.

No obstante, es posible relacionar ambos mecanismo de expansién de dlgebras mediante

la formulaciéon dual del método de S-expansién.  Recordemos que para cada semigrupo
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abeliano S y élgebra de Lie g, el producto & = S ® g es también un &dlgebra de Lie con el
siguiente bracket de Lie
[Ta0): Tw.)] = Ko Cas Ticy- (2.46)

Luego, siguiendo a la Ref. [11] es posible considerar el dlgebra S-expandida & desde el punto

de vista dual de las formas de Maurer-Cartan.

Teorema 5 Sea S = {\,, a =1,..., N} un semigrupo finito abeliano y se w* las formas
de MC para un dlgebra de Lie g. Entonces, las formas de MC w) asociadas con el dlgebra

de Lie S-expandida & = S ® g estdn relacionadas a w? por
wh = Nqw @), (2.47)
Por definicion, estas formas satisfacen las ecuaciones de MC

1
dw©M 4 §KagC’Agw(A"’)w(B’5) —0. (2.48)

La manera mds simple de probar el teorema consiste en multiplicar la ec. (2.48) por A,

y luego hacer uso de la definicién del 2-selector Kag.

Es posible ademds generalizar el teorema al caso particular de la Og-reduccién, proceso
que fue introducido en la seccién anterior y que consiste en extraer un dlgebra mas pequena

desde un dlgebra de Lie g. En efecto, consideremos S = {\;, i=1,..., N} U{Ay.1 = 0g}

un semigrupo abeliano provisto de un elemento Og. Las formas de MC expandidas w®)
vienen dadas por

w = Nw) 4 0904, (2.49)
donde @ = wA N+t Se puede mostrar que las formas de MC w(*? corresponden a un

dlgebra de Lie 0g-reducida, de modo que K;*C,§ son las constantes de estructuras para el

dlgebra S-expandida Og-reducida, la cual es generada por T( 4,

[Ty i) = K" CaGTicm.- (2.50)
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Teorema 6 Sea S = {\;, i=1,...,N}U{Ays1 = 0g} un semigrupo abeliano provisto de
un elemento Og y sea {w™), i=1,... N} U {wN+D) = &4} las formas de MC para el
dlgebra S-expandida & = S ® g. Entonces, {w(A’i), 1=1,... ,N} son las formas de MC

para el dlgebra S-expandida 0g-reducida.

La demostracién del teorema es encontrada en las Refs. [11, 14], al igual que su general-

izacion al caso de dlgebras diferenciales libres gaugeadas.
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Capitulo 3

La acciéon de Einstein-Hilbert

3.1 Introduccion

Las ecuaciones de campo de Einstein

1
g — §9uvR = KT (3.1)

son formuladas a partir de un principio variacional
Sy = /[, diz = /\/—ng d'z. (3.2)

La determinacién del escalar L, es obtenida considerando el hecho que las ecuaciones de
campo de Einstein contienen derivadas de la métrica solo hasta segundo orden. Debido a
que estas deben ser obtenidas variando la accién S, se tiene que L, debe contener solo la
métrica g,,, y sus primeras derivadas a través de la conexion I' 7. No obstante, no es posible

construir un escalar invariante mediante s6lo las cantidades g,,, y I',J.

El problema fue elegantemente solucionado en 1915 por D. Hilbert. Para ello, Hilbert
considero L, como un escalar invariante que ademds de contener a g,, y sus primeras
derivadas, contiene segundas derivadas de la métrica. En efecto, si L, es lineal en las
segundas derivadas de la métrica entonces, haciendo uso del teorema de Gauss, es posible
separar el invariante L, en una integral de volumen que no contiene segundas derivadas de

g ¥y en una integral de superficie.
Sy = /\/—ng d*z = /\/—gL’g d*z + ]{\/—gWg“dEw (3.3)
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luego
38, = 5/\/—ng d'r = 5/\/—gL'g d*z. (3.4)

De este modo, L, debe contener ademds de g,,,, sus primeras derivadas a través de I' 7

A
pvp*

En 4 dimensiones existen 14 escalares invariantes algebraicamente independientes que son

y sus segundas derivadas en forma lineal a través del tensor de curvatura de Riemann R

construidos a partir de los coeficientes métricos, sus primeras y segundas derivadas. Sin
embargo, de los 14 invariantes solo uno es lineal en la segunda derivada de los g, y consiste

en la curvatura escalar R. Luego, tenemos que

Sy = / V—gL, d'z = / V—gR d'z. (3.5)

Al variar la accién
S 5/\/—_5;3 d‘z =0 (3.6)
obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein
R8N, < %gwR = KT, (3.7)
donde G, es el tensor de Einstein y satisface las propiedades:
e G, es un tensor simétrico: G, = Gy,
e G, depende de la métrica g, de sus primeras derivadas y de sus segundas derivadas,

e G, tiene divergencia nula: G" 1 =0,

e (G, es lineal en las segundas derivadas de g, .

3.2 Relatividad General en el formalismo de Cartan
3.2.1 Vierbein y conexién de spin

Las formas diferenciales representan una herramienta de gran utilidad al momento de

estudiar teorfas de la gravedad en diversas dimensiones. Antes de estudiar la accién de
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Einstein-Hilbert en dicho formalismo es necesario introducir ciertos conceptos titiles para el

desarrollo de la tesis.

En el contexto del formalismo de Cartan, es conveniente describir Relatividad General en
términos de un vierbein e% y de una conexién de spin w9,;. Para entender geométricamente
estos objetos requerimos de una variedad diferenciable M de 4 dimensiones conocido como
espacio-tiempo. En cada punto P de la variedad es posible definir un espacio tangente
formado por todos los vectores tangentes definido en dicho punto. Consideremos un sistema
coordenado x* definido sobre alguna regién de la variedad M que contenga a P. Luego, una
base para el espacio tangente en P vendra dado por los vectores 9; = 9, (P) que corresponden
a las derivadas direccionales a lo largo de la curva de pardmetro 2 = z# (P). Dicha base es

conocida como base coordenanda.
No obstante, esta base no es, en general, ortonormal sino que més bien
0; - Ok = Gik (3.8)

donde g;x = g, (P) corresponde a las componentes del tensor métrico en la base coordenada

en el punto P. Sin embargo, mediante un cambio de base
ea = €0, (3.9)
es posible definir una base ortonormal tal que
Ca €= €€y Gik = Nay (3.10)
donde 7, corresponde a la métrica de Minkowski.
Existe ademds la matriz de cambio de base inversa e,* tal que
0; = ee, (3.11)

la cual satisface

el =60F,  ehel =0}, (3.12)

Esta matriz a su vez permite relacionar la métrica de Minkowski con la métrica g;,
__a_ b
Gik = €€ kMap- (3.13)
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Esta ecuacién nos dice que una vez conocidas las componentes de la matriz cambio de
base e% resulta directo determinar la métrica del espacio-tiempo. Por lo tanto, esta matriz
conocida como vierbein resulta ser una interesante alternativa para describir una teoria de
la gravedad. No obstante, la afirmacién reciproca no se cumple. En efecto, dado un tensor

métrico g, existen varios e%’s que satisfacen (3.13), los cuales vienen dados por

e — % = N%el (3.14)

A 7 I

De esta forma, la ec. (3.13) viene dada por
eaiegknab = ¢ (AacABdnab) , (3.15)
donde vemos que la ec. (3.13) se satisface si se cumple la condicién
AacAEdnab = Nea- (3.16)

Luego, tenemos que si las matrices de rotacién A% satisfacen la condicién (3.16) entonces la

métrica g, es invariante bajo las rotaciones (3.14).

Las matrices A que satisfacen (3.16) forman el grupo de Lorentz, el cual consiste en
el grupo de rotaciones del espacio de Minkowski. Los elementos de dichos grupos son
denominados transformaciones de Lorentz. Luego, de la ec. (3.14) podemos decir que el

vierbein se comporta como un vector bajo transformaciones locales de Lorentz.

No obstante, la derivada exterior del vierbein de® no transforma como tensor bajo trans-
formaciones de Lorentz. Para resolver este problema es necesario introducir la derivada
covariante exterior D tal que De® transforme covariantemente bajo transformaciones locales
de Lorentz, es decir

De® — De® = A% De. (3.17)

De“ viene dado por
De® = de® + w'e’, (3.18)

donde w® es conocida como la 1-forma conexién de spin. Notemos que es posible mostrar

que, con el objetivo de satisfacer la ec. (3.17), la ley de transformacién para la conexién w®

es dada por

= ALA W — AGdAY. (3.19)

C

-~ &

w
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A diferencia de la derivada exterior d, es posible definir nuevamente la derivada covariante

exterior sobre De®,

DDe" = d(De®) + w® De® = (dw’, 4 w®w",) €. (3.20)

Definiendo
T = De*, (3.21)
R = dw’ + wiws, (3.22)

es posible reescribir (3.20) como

DT* = R%¢". (3.23)
Las ecuaciones (3.21) - (3.22) son las llamadas ecuaciones de estructura debido a que ellas
describen la estructura geométrica de la variedad. Las 2-formas 7% y R® son conocidas
como la 2-forma torsién y la 2-forma curvatura respectivamente. Es trivial ver que dichas

formas deben satisfacer la primera y segunda identidad de Bianchi,
DT* = R%c, (3.24)
DR% = 0. (3.25)

La identificacién de la torsién y de la curvatura no es aleatoria, sino que son relacionadas a

los tensores de torsién y de curvatura de Riemmann mediante

, AR %T‘gkda:i A da, (3.26)
R = %R“bikdxi A da*, (3.27)
donde
9 = 0 — Ope® + whiel, — wh el (3.28)
bik = O — Oy + wiwy, — Winw (3:29)

Luego la relacién con los tensores de torsién y curvatura

Ty = T —Th (3.30)
mo = O — QI 4Tt — T (3.31)
es posible haciendo
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3.2.2 Accion de Einstein-Hilbert con formas diferenciales

En el contexto del formalismo de Cartan, la accién de Einstein-Hilbert (EH) en 4 di-

mensiones es escrita en término del vierbein e® y de la conexién de spin w¢ como
4) _ ab c d
Sphy = [ €abcaR* €€, (3.33)
donde la conexién de spin aparece a través de la 2-forma curvatura R%.

Para comprobar que dicha accién corresponde efectivamente a la accién de Einstein-
Hilbert escrita en lenguaje tensorial (3.5) es necesario escribir explicitamente las bases de
formas diferenciales en el vierbein. Asf, expandiendo primero R® en la base de 2-formas

{e" N e}, se obtiene

EapeaReced = 5adeRabijeZe] ece.

Luego, expandiendo ahora en la base {dz"}, tenemos

Rabcd_ Rabijcddpdudpda

EabcaR€°€" = EqpealR i€, €0, €€ drtda”dxldx
ab i i ¢ _d wpo g4
= Eacalt™€ 00 565 €7 d T,

donde hemos usado el conocido resultado

WAV P 40— ~pvpo 7.0 1 243 _ _pvpo j4

dxtdx’dzPdx’ = ¢ dr dr dz dz® = ¢ d*x.

Por otro lado, notemos que

B1vin 01 L i Sty -1
£ =€, e, e (det €)™,

de modo que
i . j ¢ . d _pvpo __ _ijcd
e’ el el e, € =" (det e).

Asi, se tiene que
Eapea RPeCed = 5abcdR“bij5ide (det e) d*z
ijed pab 4
= ey B7;(det e) d'x
= 2(5a;jRabij (det e) d'z
_ ij 4
= 4R (det e) d'x,
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y puesto que Ri;-j = Ry dete = \/—g podemos finalmente escribir
Eapea R = 4/—=gR d'z.

Es decir,
/6abcdR“beced = 4/\/—gR dz. (3.34)

De esta manera, hemos mostrado la equivalencia entre la accién de Einstein-Hilbert escrita

con formas diferenciales (3.33) y aquella escrita en el lenguaje tensorial (3.5).

A lo largo de la tesis solo haremos uso de las formas diferenciales ya que, ademés de facil-
itar los calculos, permitird trabajar en dimensiones mayores que cuatro de forma abordable

y comprensible.

3.2.3 Ecuaciones de movimiento en el formalismo de Cartan

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos realizar la variacién de la accién

asumiendo que de® y 6w son variaciones infinitesimales, asf se tiene que

0SS = /5abcd (6R“beced + R™§ee? + R“becéed)

— /5abcd (5R“beced + ZR“becéed) ) (3.35)

donde hemos hecho uso de la propiedad antisimétrica del levi-civita cupeq = —Epaca- A
continuacién, requerimos expresar  R% en funcién de éw®. De la definicién de la 2-forma

curvatura podemos escribir
SR™ = déw™ + 0w’ w® + w®ow®
= dow™ + wb S + W Sw?
= D (&u“b) : (3.36)
Luego reemplazando (3.36) en (3.35) encontramos
0SS = /eabcd (D (5w“b) ece + 2R“bec(56d) ,
= /aabcd (D ((5wabeced) + dw™Dece? — §w™eC Det + 2Rabec§ed) ,

= /d (5abcd5w“beced) + 2/€abcd5wabT66d + 2/5abcdR“beC(56d.
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El primer término corresponde a un término de borde y puede depreciarse exigiendo que

b

la variacién de la conexién de spin w® se anule en el borde del espacio-tiempo. Los dos

otros términos son independientes y entregan las condiciones necesarias para la anulacién de
0S. Es decir, 5 = 0 requiere que se satisfagan las siguientes ecuaciones de movimiento en
el vacio:
Eapea RS = 0, (3.37)
Eaveale® = 0. (3.38)

La primera ecuacién es en realidad equivalente a las ecuaciones de campo de Einstein,

mientras que la segunda expresa la anulacién de la torsion.

3.3 Invariancia de la accion de Einstein-Hilbert

3.3.1 Grupo de Poincaré

Uno de los ejemplos méas simple de una teorfa de gauge para la gravedad es obtenida

considerando al grupo de Poincaré. Los generadores de dicho grupo vienen dados por
Ty = (Pa, Jab)

donde P, corresponde a los generadores de traslaciones y J,;, = —Jp, son los generadores de
las rotaciones de Lorentz. Los generadores del grupo de Poincaré satisfacen el dlgebra de
Lie:

[Japs Jeal = NepyJad = Neadbd + NapTea — NaaJebs (3.39)
[Jabv PC] = chPa - nacpbv (340)
[Fa, P) = 0. (3.41)

En este caso, la teorfa tiene dos campos de gauge, la conexién de spin w® y el vielbein

e®. La observacion fundamental es que {e“, w“b}, considerado como una entidad, constituye
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un multiplete en la representacion adjunta del grupo de Poincaré. Esta observacion es clave

ya que nos permite escribir la 1-forma conexién como

1 1
A= AT, = 7eapa + §w“bJab. (3.42)

La introducciéon del pardametro de longitud [ es necesaria con el fin de interpretar el
vielbein como el campo de gauge asociado al generador de traslacién P,. En efecto, uno
siempre puede elejir los generadores de un &lgebra de Lie Ty adimensionales de modo que
la 1-forma conexién A también debe ser adimensional. Sin embargo, el vielbein e® = e%dx’
debe tener dimensién de longitud al ser relacionado con la métrica del espacio tiempo g a
través de la ecuacion g; = e%e%n,,- De modo que el "verdadero" campo de gauge debe ser

de la forma e®/l, donde [ es un pardmetro de longitud.

Anédlogamente es posible escribir la 2-forma intensidad de campo asociada a la 1-forma

conexién A como

F

dA + A% (3.43)

1 1
F = FAT, = 7T P+ §R“bJab. (3.44)

Es importante notar que en este contexto, la torsién es interpretado como la intensidad
de campo relacionada a las traslaciones y que la curvatura estd relacionada con la intensidad
de campo de las rotaciones de Lorentz. Notemos ademds que las expresiones explicitas
para la torsién y la curvatura dadas en términos de los potenciales de gauge son obtenidas
como una consecuencia directa de las relaciones de conmutacion del dlgebra de Poincaré.
Este formalismo muestra explicitamente, la estrecha relacién existente entre la estructura

geométrica de la variedad y la estructura algebraica del grupo de simetria fundamental.

A continuacién, si deseamos saber como transforma la 1-forma conexién A bajo el grupo
de Poincaré, es necesario recordar que la ley de transformacién depende de como sea expo-

nenciado el grupo. Sea la exponenciacion
U=e? =N, (3.45)
Sabemos que la invariancia de la teoria pasa por definir una derivada covariante dada por
D=d+ A
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donde A transforma bajo el grupo como
A— A =UAU ' +UdU! (3.46)
Luego haciendo uso de la ec. (3.45) es posible mostrar que
A'=A+d\+ AN,
de modo que la 1-forma conexién transforma como
0A = DA. (3.47)

Consideremos ahora el pardmetro de la transformacion, el cual se puede escribir como

1 1
A= \MT, = 7/\“Pa + 5/\“”Jab
1 1
7M&+§#Um (3.48)

Luego, si introducimos (3.48) en (3.47) encontramos

A = = (dp* + w'%p’ + e.s) Py + 1 (dr®™ + W™k} + WK% Ju

2
1
(Dp* + e.k) P, + 5zm#bJab. (3.49)

Puesto que
1
1

tenemos que las componentes e? y w® de la conexién tienen las siguientes leyes de transfor-

1
SA = Z8eP, + §5wa"Jab,

macion

de = Dp®+ e.k“, (3.50)

Sw? = dr™ + Wk} + WK (3.51)
De manera que bajo traslaciones locales de Poincaré se tiene que

de* = Dp°, (3.52)
sw® = 0, (3.53)
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y bajo rotaciones de Lorentz
de" = e°r/, (3.54)
dw® = Dr®. (3.55)
El paso siguiente consiste en estudiar la invariancia de la accién de Einstein-Hilbert bajo
las leyes de transformacion encontradas para el grupo de Poincaré. La invariancia de una
acciéon gravitacional bajo algiin grupo de simetria permitirfa describir gravedad como una

teorfa de gauge. No obstante, veremos a continuaciéon que la accién de EH 4-dimensional

no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré.

3.3.2 Invariancia de la accién de EH bajo el grupo de Poincaré

La accién de Einstein-Hilbert en D = 4 dimensiones
S:/@MR%%d (3.56)

es, por contruccién, invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo rota-
ciones de Lorentz. Sin embargo, mostraremos a continuacién que esta accién no es invariante

bajo traslaciones locales de Poincaré. Consideremos en efecto la variacién de la accién,

OoupS = 0 / Eapea Rl

= /d (5abcd5wabeced) + 2/5abcd5w“bTCed + 2/5adeR“bec5ed.

Luego, puesto que bajo traslaciones locales de poincaré, el vierbein y la conexién de spin

transforman como
a _ Qa
oe® = Dp“,
Sw® = 0,

tenemos que

5tlpS = 2/€abcdRabechd
= —2/d (5abcdRabede) + 2/5adeR“bTC d
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donde hemos hecho uso de la identidad de bianchi DR® = 0. Luego, salvo términos de

borde, tenemos que
S1pS = 2 / Eavea R Tp? # 0. (3.57)

De modo que la acciéon de EH sera invariante bajo el grupo de Poincaré solo si im-
ponemos la anulacién de la torsién. No obstante, el constraint 7'* = 0 no es invariante bajo

traslaciones locales de Poincaré. En efecto es posible mostrar que

0T = 0 (De") = D (6e*) = DDp*®
= R™p, #0.

La no invariancia de la accién de EH 4-dimensional parece extrana debido a que usual-
mente se cree que una traslaciéon es una transformacién de coordenadas. En realidad,
una transformaciéon de coordenadas corresponde a una derivada de Lie de modo que las
traslaciones de gauge son completamente distintas de las transformaciones generales de co-
ordenadas. No obstante, en el contexto del formalismo de segundo orden, si imponemos
la condicién T* = 0, entonces la traslaciéon de gauge es tratada como una transformacién
general de coordenadas. En dicho caso, la componente w® de la conexién es ahora un campo

dependiente.

Por tltimo, es interesante mencionar que, al considerar la accién de Einstein-Hilbert en
D = 3 dimensiones, la situacion es radicalmente distinta. En efecto, bajo traslaciones locales

de Poincaré, se tiene que
6 5(3) _ 5/ Rab c
tipP EH T Eabe €,
— / Eabe (5R“b) e + / Eape R*5eC,
= /gabcd (&u“bec) — /5abc&u“bDec + /sabcR“béec
_ /SabCRaprc
lo cual se puede rescribir como
5tlpS(E:‘))[){ = /5abcd (Rabpc) + 8abc-D-Rapr'
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Luego, salvo un término de borde y haciendo uso de la identidad de Bianchi, se muestra

finalmente la invariancia de la accién 3-dimensional bajo traslaciones locales de Poincaré,
3 _

Puesto que dicha accién es, por construccion, invariante bajo rotaciones de Lorentz se
tiene que en 3 dimensiones es posible escribir una accién para Gravedad invariante bajo el
grupo de Poincaré. Es importante mencionar ademds que dicha invariancia se reproduce en
todas las dimensiones impares, las cuales serdn estudiadas méds adelante dentro del contexto

de las teorias Chern-Simons de la Gravedad.
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Capitulo 4

Teoria de Lanczos-Lovelock

4.1 Introduccion

Nuestra percepcién de la "realidad" nos ha hecho pensar durante mucho tiempo que
el espacio estd provisto de tres dimensiones. Todos nuestros sentidos nos limitan a definir
movimientos en algunas de estas tres dimensiones. No obstante, a lo largo de la historia
varios cientificos comenzaron a cuestionar la real dimensionalidad del espacio. Con el
surgimiento de la Relatividad Especial y la genialidad de Minkowski nace el espacio-tiempo

como una entidad inica de cuatro dimensiones que hoy conocemos como Espacio-tiempo de
Minkowski.

A principio del siglo XX, Kaluza y Klein propusieron un espacio-tiempo de cinco dimen-
siones con el fin de unificar gravedad con electromagnetismo. En la actualidad, la posibilidad
que el espacio-tiempo posea més de cuatro dimensiones es una suposicion aceptada en fisica
de altas energias. En efecto, las actuales teorfas de unificacién contemplan espacio-tiempo
de dimensién mucho més alta para describir las cuatros interacciones en una tnica teorfa.
En especial, la teorfa de supergravedad contempla un espacio-tiempo de 11 dimensiones el
cual consiste en una teorfa de campo que combina elegantemente supersimetria y Relatividad
General [15].

Es necesario entonces estudiar la generalizaciéon de Relatividad General a dimensiones

més altas. Una de las vias posibles fue propuesta a través de la accién de Lanczos-Lovelock
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[1, 2, 3, 4] la cual describe la dindmica de la gravitacién en términos de los mismos grados

de libertad que la teoria de Einstein.

4.2 Lagrangiano de Lanczos-Lovelock

El lagragiano mds general para gravedad en D dimensiones construido sobre los mismos
principios que Relatividad General, a saber covariancia general y ecuaciones de segundo orden
para la métrica, es dado por un polinomio de grado [D/2] en la curvatura conocido como
lagrangiano de Lanczos-Lovelock. La teoria de Lanczos-Lovelock (LL) se refiere de hecho a
una familia parametrizada por un conjunto de coeficientes reales a,,, p = 0,1, - ,[D/2], los
cuales no son fijados desde primeros principios. La accién de LL es escrita en términos de

la curvatura de Riemann R® = dw® + w?w® y del vielbein e [1, 2, 3, 4] como

[D/2

]
S = / >, L®), (4.1)
p=0

donde L® es dado por

LP) — Earag.ap R1%2 - - - R92p-192p 02041 . 0D (4.2)

Los dos primeros términos en (4.1) corresponden a la accién de Einstein-Hilbert. A
pesar que Relatividad General estd contenida en la accién de Lanczos-Lovelock como un caso
particular, las teorfas de mayor potencia en la curvatura son dindmicamente muy distinta de
Einstein-Hilbert, cuya soluciones clésicas no estdn relacionadas pertuvativamente a aquellas
de la teorfa de Einstein. La gran cantidad de constantes «,, en la accién de LL contrasta

con las constantes de la teorfa General de la Relatividad.

Una via alternativa para obtener el lagrangiano de LL es exigir que el lagrangiano sea
la D-forma més general invariante bajo rotaciones locales de Lorentz construida a partir del
vielbein, la conexién de spin y sus derivadas exteriores sin hacer uso del dual de Hodge.

Estas condiciones asegurdn la invariancia bao transformaciones generales de coordenadas y
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permiten elegir libremente la base ortonormal local en el espacio tangente. Ademds, la
ausencia del dual de Hodge garantiza que los campos w® y e que extremizan la accién

obedecen ecuaciones de primer orden.

4.3 El problema de los coeficientes

Siguiendo a R. Troncoso y J. Zanelli en la Ref. [16] es posible fijar los a,,’s de acuerdo
al criterio que las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de campo no deberfan
imponer constraints algebraicos adicionales sobre los tensores curvatura y torsion. De
este modo, los campos alcanzan el niimero méximo de grados de libertad permitido por la

dimensién del espacio-tiempo.

Las correspondientes ecuaciones de campo obtenidas variando con respecto a los campos

expandidos e® y w® vienen dados por:

[(D-1)/2]
ce = > ap(D-2p)eh =0 (4.3)
p=0
(D-1)/2]
b = 3. ap(D=2p)eh, =0 (4.4)
p=1
donde
el = sabl...bD_lele oo Rbzo-1bzppb2oa L obDa (4.5)
€t = Eapagrapy RIS -+« RUP-1020 024160242 . 60D (4.6)

Aqui T® = De* es la 2-forma torsién. Notemos que si existiera una relacién algebraica
entre las formas ¢, y €4, entonces las ecuaciones no serfan independientes y tendriamos que
los campos e® y w? estarfan relacionados. Esto implicarfa que algunas de las componentes

de la torsién se anulardn, congelando asi algunos de los grados de libertad de la teorfa.
Por otro lado, usando la identidad de Bianchi, a saber DR = 0, se tiene que

Dgz = (D -1- 2]9) 3’5abl~~-l)Df1Rblb2 te szPflbszb%Jrlepr’LQ R (47)
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Por otro lado podemos escribir

ebgfa = Cgayap_p R - RT3 2 02102 L o0D=2 (4.8)
de donde
b _p+1 aia as,—10a a a ap_
€’cpn = Caarap R? - ROIPTIP 204 02082 L gD (4.9)

Luego, comparando las ecuaciones (4.7) y (4.9) se tiene
Del = (D — 1 — 2p) ebel ™

para 0 < p < [(D — 1) /2]. Esto significa que
[(D-1)/2]
De,= Y o, (D—2p)(D—1-2p)eep™. (4.10)
p=0

llamando p’ = p + 1 se tiene que

(D+1)/2]
De, = Z ay_1 (D —2p' +2) (D —2p' +1) e, (4.11)
p'=0
lo cual se puede rescribir como
[(D+1)/2]
De, = Z ap1 (D —2p+2)(D—2p+1)eel . (4.12)
p=1
Dicha ecuacién debe ser nula por consistencia con la ecuacién €, = 0. Ademés multiplicando
£pa cOn €’ encontramos
[(D-1)/2]
epy = Z app (D — 2p) e’e}, (4.13)
p=1

la cual se anula por consistencia con la ecuacion €4, = 0.

En general existen diferentes maneras de escoger los coeficientes ay,’s los cuales en general
corresponden a diferente teorfas con diferente niimero de grados de libertad. Es posible elejir
los a;,’s de tal manera que €,y €4, sean independientes, o que estos tengan el maximo nimero

de componentes independientes.

Veremos a continuaciéon que existe una eleccién muy especial de los coeficientes a,,’s
que ocurre sélo en dimensiones impares y para el cual no hay constraints adicionales. En
dimensiones pares existe un tratamiento distinto debido a que las ecuaciones (4.12) y (4.13)

poseen un nimero diferente de términos.
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4.3.1 Dimensiones impares

En dimensiones impares, las ecuaciones (4.12) y (4.13) tienen el mismo nimero. Esto
se debe a que el dltimo término de la ec. (4.12) se anula para p = (D + 1) /2 =n. Luego
para D = 2n — 1, la ec. (4.12) toma la forma

~1)/2]
Z —2p+2)(D—2p+1)eel . (4.14)

De modo que estas ecuaciones no imponen ningtin constraint algebraico adicional sobre R

y T De modo que las dos series De, y €’cy, deben ser proporcionales término a término:
a,p (D —2p) el = ~ya, 1 (D —2p+2) (D —2p+1)ee,

de donde (D — 2p)
ap—l p — 4p

2L 4.15

T,  (D—-20+2)(D-2p+1) (4.15)

donde 1 < p < n y 7 es una constante arbitraria de dimensién [longitud]2. La solucién a

esta ecuacién viene dada por
D (27)* n—1
g & : 4.16
PR den -2 - 1) N & (4.16)
donde las constantes ag y 7 estdn relacionadas a la constante gravitacional y a la constante

cosmoldgica respectivamente en la forma

K 2

R (A) 5, (4.17)

y donde para cualquier dimensién, [ es un pardmetro de longitud relacional a la constante

Qo =

cosmoldgica por
(D—-1)(D-2)

A=+ 212

(4.18)

Con estos coeficientes, el vielbein y la conexién de spin son acomodados dentro de una
conexién para el dlgebra AdS, permitiendo que el lagrangeano se convierta en la forma
Chern-Simons (CS). La (2n — 1)-forma CS dada por

2 ) n—1  ;_(opn—1-2k) n—1
Rz; 2n — 1 — 2k) ( k )6“1"'azn_1R 102 ROm10m et | et (4.19)
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no solo es invariante bajo rotaciones locales de Lorentz de® = bk, dw® = Dk, sino que
también bajo boost local AdS,

de* = Dp",
1
Sw® = 2 (e"p” —€’p"). (4.20)

De modo que la eleccién particular de los coeficientes «y,’s para la accién de Lanczos-
Lovelock nos permite describir una teorfa de gauge para la Gravedad mediante las formas

Chern-Simons. En la siguiente seccién se realizard un estudio més detallado de la Gravedad

CS.

4.3.2 Dimensiones pares

Considerando nuevamente las expresiones (4.12) y (4.13) es posible ver que la ec. (4.12)
tiene un término adicional a (4.13). Por lo tanto, es necesario seguir un camino distinto al
caso impar. Consideremos primero la variacién del lagrangeano con respecto a R,

[D/2]

ol = Z a, 6 LP)

5L(P) = DEarasap (5Ra1a2) R%3a4 .. RA2p—102p o02p+1 , eaD7

lo cual es escrito como

5L [D/2]
SRab = Z QpDEabag-ap R%304 ... R42p—102p o02p+1 . . . o@D (421)
Luego, llamando
5L [D/2]
Tov = Spus Z T, (4.22)
con
/];g) - 5aba3~~-aDRa3a4 R & e e (423)

Haciendo uso nuevamente de la identidad de Bianchi es posible escribir
DI];II)J = (D - 2]7) 5aba3~--aDRaga4 R A (D€a2p+1) ewrtE .. eth
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lo cual permite escribir

[D/2]
DTy = Z app (D — 2p) Eabag-ap R4 - - - R¥Pp1920 0204102052 . 0D

p=1

Comparando con las ecuaciones (4.4) y (4.6) vemos que
Eab = DTop

de manera que

D’]Zz)) = (D - 2p) 521;

paral <p < [%]
Por otro lado, es posible relacionar 7 con e puesto que

eP

-1 b1 b bap—3bop—2 bop— bp_
p :6ab1me_2R12,,_R2p32p262p1,,,€D2

de modo que es posible escribir
PTh = et
paral <p < [%] Luego tenemos que
Def ' =T"T;, = (D —2p)eey,

Definiendo ahora p’ = p+ 1 y considerando 1 < p < [%] se tiene

(D+1)/2]
Dea= > oy (D—2p +2) Dl
p'=2

de modo que

(D+1)/2]
Des = Y api(D—2p+2)Del!

p=2
[(D+1)/2]
= D a4 (D=2p+2)[T'T} — (D —2p)e’ely)

p=2
Asi, para D = 2n, tenemos

n—1 n—1

De, =T" Z 20,1 (n—p+1)TH — Z4Ozp_1 (n—p+1)(n—p)ee,.

p=1 p=1
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Se puede comparar dicha ecuacién con la identidad (4.13)

n—1

epy = Z 2a,p (n — p) ee,, P (4.30)
p=1

Tanto la ecuacién (4.25) : e, = D7, como (4.30) se pueden hacer nulas si 7% = 0 o
T. = 0. No obstante, esto representan condiciones muy fuertes para (4.29) . En realidad es
suficiente con imponer la condicién més debil a saber T%7,, = 0 y exigir simultaneamente
que el segundo término en (4.29) sea proporcional a la serie (4.30). De este modo, ambas
series poseen el mismo mimero de términos de modo que la solucién que permite el niimero
maximo de grados de libertad se encuentra al igualar las dos series término a término salvo

un factor global.

De este modo

Y4a,_1 (n—p+1)(n—p) ebegb = 2a,p (n — p) ebsba P

a, = ap (27) (Z)

Con estos coeficientes el lagrangeano de Lanczos-Lovelock toma la forma

encontrando asf

1 1
Lg?) = %%1---@2” (Ral@ E 1_26‘11&2) <Ra2n1a2n + l_2€a2n1a2n) 7 (4.31)

el cual corresponde al Pfaffiano de la 2-forma R = R + llze“eb y uede ser formalmente
escrita como la forma Born-Infeld (BI) [16]. La accién tipo Born-Infeld, a diferencia de la

accién Chern-Simons, es invariante solo bajo rotaciones locales de Lorentz.
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Capitulo 5

Gravedad Chern-Simons

5.1 Introduccién

Tanto la electrodindmica como las interacciones débil y fuerte son consistentemente
descritas en el modelo estdndar por medio de teorias de Yang-Mills. La teorfa de gauge
convencional, al igual que la teorfa de la relatividad especial tiene su fundamento en la
existencia de una estructura métrica "background" no dindmica. Asi para la construccion
de una accién correspondiente a la de una teorfa de Yang-Mills

1 4 1 4,
Sym = —4—92 gL, S —4—92/d P FL (5.1)
se requiere la existencia de una métrica background fija en el espacio sobre el cual estdn

definidos los campos de gauge, que es dada por la métrica de Minkowski ,,, = diag (—1,1,1,1).

Sin embargo, gravedad descrita por Relatividad General, no ha podido ser expresada
como una teorfa de gauge a pesar de varias decadas de investigaciéon en esta direccion.
En la teorfa de la Relatividad General, el espacio-tiempo y el campo gravitacional son la
misma entidad. El espacio-tiempo es un objeto dindmico que tiene grados de libertad
independientes, y es gobernado por ecuaciones dindmicas dadas por las ecuaciones de campo
de Einstein. Esto significa que en Relatividad General, la geométria es dindmicamente
determinada. Por lo tanto, la construccién de una teorfa de gauge para la gravedad requiere
de una accién que no considere un espacio-tiempo background fijo, es decir que no considere

una métrica background fija.
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ab son consider-

En el formalismo de primer orden, el vielbein e* y la conexién de espin w
ados como campos independientes. Estos campos son interpretados como componentes de
una conexion para el dlgebra de Poincaré o el dlgebra (Anti) De Sitter. No obstante, no es
posible formular Relatividad General como una teorfa de gauge bajo este formalismo debido

a que la accién de Einstein-Hilbert no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré o
boost AdS.

Sin embargo, existe una accién para gravedad en dimensiones impares independiente de
la métrica la cual fue propuesta por Chamseddine [18, 19]. En el formalismo de primer

orden, el lagrangiano es escrito como
n
c
(2n+1) _ k a1a2 A2k —102k ,02k+1 a2n+1
L = K€ayas-asmis l2(nfk)+1R .. R e N (5.2)
k=

donde x es una constente sin dimensién, [ es un pardmetro de longitud, e* corresponde a la
1-forma vielbein y R%* = dw® +w® w® a la curvatura de Riemann. Para valores particulares

de los coeficientes ¢, dados por

=R o

obtenemos un caso particular del lagrangiano de Lanczos-Lovelock [1, 2, 3, 4].

El lagrangiano (5.2) con la forma particular de los coeficientes ¢; dados por (5.3) es
conocido como una forma Chern-Simons para el dlgebra AdS. Notemos que la ausencia de
una métrica background en la definicién de la forma Chern-Simons nos permite construir
una teorfa de gauge para la gravedad. Es posible encontrar diversos ejemplos de gravedad
Chern-Simons en las Refs. [16, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 35]

5.2 Formas de Chern-Simons

Sea T4 una base para el dlgebra de Lie g de un grupo G. Sea ademds P?"*2) (F) una
2n + 2-forma invariante construida con la 2-forma curvatura F' = dA + 1[A, A] = FAT},

donde A es la 1-forma conexién de gauge valuada en el dlgebra de Lie g.
A= ATy, (5.4)
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Luego, si existe una 2n + 1 forma Q"9 que depende de A y dA, tal que
dQ(2n+1) _ })(271-4-2)7 (55)

entonces tenemos que bajo una transformacién de gauge, Q"+ cambia por una derivada
total (forma exacta)

5Q@+ — (] (algo) . (5.6)

La 2n 4 1-forma Q"1 es conocida como la forma de Chern-Simons (CS), y debido a

que cambia por una forma exacta, es usada como un lagrangiano para una teorfa de gauge

para la conexiéon A. Explicitamente,
1
Q) _ (4 1) / dt (A (tdA + £A%)"Y, (5.7)
0

donde (- --) denota un tensor simétrico invariante bajo g de rango n + 1. El lagrangiano de

CS Q (271 o5 asf una (2n + 1)-forma cuya derivada exterior satisface
dQP™ = (FA--- ANF) = (F™1). (5.8)

+3
Es importante senalar que QC" ) define un lagrangiano no trivial que no es invariante bajo
transformaciones de gauge, sino que su variaciéon entrega una funcién que sélo depende de
los campos en el borde. De este modo la forma de Chern-Simons es cuasi-invariante de

gauge, es decir, bajo transformaciones infinitesimales de la forma
JA =d\+ [A )], (5.9)

la forma de CS es invariante de gauge médulo términos de borde. Esto es suficiente para

definir un lagrangiano fisico ya que siempre es posible fijar condiciones de borde apropiadas

sobre los campos de tal manera que dQ g @ntl) _

Por otro lado, es posible obtener las ecuaciones de movimiento al variar la accién con

respecto a la conexién

55 — 5/Q2n+1 _5

pero haciendo uso del hecho de que 6F = V (JA) y de la identidad de Bianchi VF = 0,

tenemos

dQlrt — p / (0F A F™), (5.10)
oM

oM

59 — n/aM (V (5A4) F") = n/aMd (GA Y. (5.11)
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Luego, haciendo uso del teorema de Stokes, obtenemos las ecuaciones de movimiento

58 = n/ SAM(TAF™) =0
oM

= (F"T,) = 0. (5.13)

Debe ser enfatizado ademds que esta construccién no esta solamente restringida a un solo
tipo de invariante, generalmente conocido como clase caracteristica. Por ejemplo, algunas
clases caracterfsticas conocidas son las clases de Euler, de Chern y de Pontryagin cada
una con sus correspondientes formas de Chern-Simons. Asi, en 3 dimensiones, tenemos las

siguientes formas de CS que definen lagrangianos con sus respectivos invariantes topolégicos,

Tabla 1
D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topolégico Grupo
[ o (R & e By = eqe(R® £ Fe%e®)T¢ | SO(2,2) (5.14)
Liorents — adub 4 28b e P, = R4R® SO(2,1) (0.
[Torsion — eaT, Ny =T°T, — e’ R, SO(2,1)

donde R corresponde a la curvatura de Lorentz, w,;, la respectiva conexién y T la torsion.
E4 y Py son las densidades de Euler y Pontryagin mientras que Ny es el invariante Nieh-Yan
[16, 25]. Estos lagrangianos son localmente invariante bajo los correspondientes grupos de

gauge.

Esta teoria de gauge difiere de la teoria de Yang-Mills en varios aspectos. La principal
diferencia entre formas CS y lagrangianos de YM radica en que las formas CS son escritas
explicitamente como funciones de un conexién A y sus derivadas exteriores, pero no se pueden
escribir como funciones locales que involucran solo la curvatura F. Ademds, a diferencia

del lagrangiano de YM, el lagrangiano CS sélo existe en dimensiones impares.

5.3 Gravitacién y Chern-Simons

Para describir una teorfa Chern-Simons de la gravedad en D = 2n + 1 consideraremos

el algebra Anti De Sitter, so (2n,2). Los generadores P, y J,;, de esta dlgebra satisfacen las
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siguientes relaciones de conmutacién

[Jabs Jed] = NepJad — Neadod + NapTea — NaaSeb, (5.15)
[Jaba Pc] = ncha - ncana (516)
[Pm Pb] - Jaba (517)

donde 7, es la métrica de Minkowski. La 1-forma conexién de gauge valuada en el dlgebra
toma la forma

1 1
A= AT, = 7eaPa + §w“bJab, (5.18)

donde los campos de gauge asociados a P, y J,, son interpretados como el vielbein e* y

la conexién de spin w® respectivamente. La 2-forma curvatura asociado a la conexién

(5.18) es

1 1 1
F = FATA = iTaPa ol 5 (Rab = l—2€a€b> Jab; (519)

donde R®™ y T corresponden a la curvatura de Lorentz y a la torsién respectivamente, las

cuales vienen dadas por

R® = dw™+ ww®, (5.20)
LT3Nz De= de* fuwie. (5.21)

Por otro lado, para poder escribir el lagrangiano CS para el dlgebra AdS requerimos de
un tensor simétrico invariante de rango n + 1 para dicha &dlgebra. Un tensor invariante de
rango n + 1 para el dlgebra AdS es dado por el tensor de Levi-Cevita

2/”/
<Ja1a2 Tt ‘]a2n71a2npa2n+1> = n—Hgar"aan’ (522)

con todas las demds componentes iguales a cero.

Luego, considerando el dlgebra AdS (5.15)-(5.17) y el tensor invariante (5.22) en la forma
general del lagrangiano de Chern-Simons (5.7), obtenemos el lagrangiano propuesto origi-

nalmente por Chanseddine (5.2), a saber

2n+1 ala a9 —1a a a2n
LEJS )= KREay--agni1 Z [2(n—k)+1 9 (n + k) +1 (/{:)R L et el
k=0

(5.23)
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Es importante enfatizar que en general, obtener la forma de CS a partir de la definicién
(5.7) usando las componentes no nulas de un tensor invariante no es un proceso trivial.
Ademads, como consecuencia de la estructura del tensor invariante (5.22) se tiene que la
torsiéon estd ausente en el lagrangiano. No obstante, existen ciertas componentes no nulas
del tensor invariante para el dlgebra AdS que permiten obtener términos torsionales en el

lagrangiano, los cuales serdn estudiados més adelante.
Por otro lado, de la definicién de la forma de CS sabemos que satisface
arGeth — pen+?) (5.24)
donde P?"*2) es la (2n + 2)-forma invariante y viene dada por

P = (FA---AF)
= (. (5.25)

Luego, haciendo uso de la 2-forma curvatura (5.19) y de la componente no nula del tensor

invariante para el dlgebra AdS (5.22) se obtiene

1 1
P = E2n+2 — %5a1a2~~a2n+1 <Ra1a2 . l_2€111€a2> . (Ra2n—1a2n + l_2€a2n1a2n> Ta2n+1 (526)

que corresponde a la densidad de Euler 2n + 2-dimensional.

5.4 Gravedad con torsién
5.4.1 ; Por qué Torsion ?

Sabemos que la accién de Lovelock corresponde a la accién mas general para una teoria

métrica de la gravedad en D dimensiones y viene dada por

(5]
Sy = / > oL (5.27)
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con

LD(p) = 5a1...aDRa1a2 o RA2p-1920 002041 L L L 00D (528)

Hemos mostrado que al variar la accién con respecto al vielbein se obtiene la siguiente

ecuacion de Lovelock

7]
Z ay (D —2p) ey, RP2 - - RPr-1banebonin o gboos — (5.29)
p=0
En cambio, al variar la accién con respecto a la conexién de spin se obtiene
(3]
app (D — 2p) €apag.ap RBP3PM - - - RWPP-1020T 02041 02042 .. 00D — (), (5.30)
p=0

Si uno asume que la torsién se anule identicamente,
T° = de® + w’e’ =0, (5.31)

entonces la ecuacién (5.30) es automaticamente satisfecha. Sin embargo, resolver (5.31)
requiere introducir restricciones adicionales a la conexién de spin w® [16]. Luego, el la-
grangiano se convierte en una funcién complicada del vielbein e®. Ademds en D < 4, la
ecuacion (5.30) es equivalente a (5.31) de modo que no es necesario imponer la condicién
libre de torsién. Por otro lado, en dimensiones mayores, la ecuacién (5.30) no implica que la
torsién sea nula por lo tanto hacer que la torsion sea igual a cero consiste en una restriccion

injustificada.

Ademis, si el vielbein y la conexién de spin son combinados en una 1-forma conexién
para el grupo de Lorentz entonces la curvatura y la torsién son las distintas componentes
de una 2-forma curvatura del grupo de gauge. De modo que parece arbitrario hacer que la

torsién sea igual a cero y no hacer lo mismo con la curvatura.

Agregar explicitamente la torsién en el lagrangiano es obtenido asumiendo que el la-
grangiano es la D-forma més general construida mediante el vielbein y la conexién de spin e
invariante bajo transformaciones locales de Lorentz. Existe un algoritmo constructivo para
reproducir todos los posibles invariantes locales de Lorentz a partir de e, R%* y T [22]. La

lista detallada de estos invariantes es encontrada en el Apendice B.
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5.4.2 Lagrangiano torsional

Siguiendo a R. Troncoso y J. Zanelli en la Ref. [16], agregar explicitamente términos
torsionales al lagrangiano conlleva un niimero de coeficientes arbitrarios 3, analogo a los aj,s
de los lagrangianos de Lanczos-Lovelock. No obstante, es posible elegir los 3's en ciertas

dimensiones con el fin de extender la invariancia local de Lorentz a simetria de gauge AdS
so (D —1,2).

Por otro lado, en dimensiones pares tenemos que las tnicas D-formas invariantes AdS

son, a parte de la densidad de Euler, combinaciones lineales de productos del tipo
P, =Cp - Cy, (5.32)
con 2(ny+ng+---+mns) =Dy donde
C,=Tr(F)", (5.33)

define el n-esimo caracter de Chern de SO (V). Sin embargo, debido a que la 2-formas
curvatura F' es antisimétrica en los indices del grupo en su representacién vectorial tenemos
que las potencias n; en (5.33) son necesariamente pares. De modo que (5.32) se anula a

menos que D sea un multiplo de cuatro. Asi, tenemos los siguientes lemas:

Lema 1 : Para D = 4k, las tinicas D-formas impares construidas a partir de e®, R™® y T,

invariante bajo el grupo AdS, son los caracteres de Chern para SO (D — 1,2).

Lema 2 : Para D = 4k + 2, no ezisten D-formas impares SO (D — 1,2)-invariantes a
partir de e, R y T°.

Recordemos que podemos escribir localmente la forma invariante P, ...,, como la derivada

exterior de la (4k — 1)-forma

donde el subindice T indica que el lagrangiano involucra términos torsionales. Esto significa
que para cada coleccién {ni,---n,}, el lagrangiano torsional L4#%%, | es un buen candidato
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a lagrangiano para el dlgebra AdS en 4k — 1 dimensiones. Podemos clasificar ahora los

lagrangianos en 2 familias mediante el siguiente teorema [16]:

Teorema 7 : En espacio tiempo de dimension impar, existen dos familias de lagrangianos

gravitacionales de primer orden L (e,w), invariantes bajo transformaciones locales AdS:

a:  La forma FEuler-Chern-Simons Léd%n_l), en D =2n—1. Su derivada exterior es

la densidad de Fuler en 2n dimensiones y no involucra torsion explicitamente.

b:  Las formas Pontryagin-Chern-Simons L#{%,, |, en D = 4k — 1.  Sus derivadas

exteriores son los caracteres de Chern en 4k dimensiones e involucran torsion explicitamente.

El ejemplo més simple en donde las 2 familias de lagrangianos invariante bajo AdS
aparecen es para k = 1, es decir en 3 dimensiones. En la familia a tenemos el lagrangiano

de Einstein-Hilbert con con constante cosmolégica, a saber

LfEldL?:s) = %gabc <Rabec + %6 e’e’ ) (5.35)
Por otro lado, en la familia b tenemos el lagrangiano exotico [20]
Leggtico = JAMS _ [ Lorentz 4 122 LTgsion, (5.36)
donde
LR = Wy, + St (537
y
LTE)g)sio’n — T, (5.38)

Los lagrangianos (5.35), (5.36) y (5.37) son las formas Chern-Simons de Euler, Pontryagin
y Lorentz respectivamente. Es interesante analizar la derivada exterior del lagrangiano

exoético la cual viene dada por

2
AdS _ Lor Tor
2
a b a b
= RYR, lz(TT—eeRab)
= Pty N4 F4F% (5.39)
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donde renocemos las densidades 4-dimensionales de Pontryagin P, y de Nieh-Yan N, (ver
tabla 1 5.14).

Para construir la accién més general para gravitacion en D = 3 dimensiones, el cual es
invariante bajo el grupo AdS SO (2,2), se requiere de las dos familias. Asi, el lagrangiano

més general viene dado por una combinacion lineal de los dos tipos de lagrangianos, a saber

LeS 5 = sl + 8L,
1 Rabc+1abc _{_5 adb+2abc:|:2aT (540)
= K~Eabe e+ ——ee’e whdw’, + -wiw W, £ —eT, .
[ 312 b 37" 2
A medida que la dimensién sea mayor podemos ver que la familia de lagrangianos CS
torsional (la familia b) va creciendo. Por ejemplo, en 7 dimensiones tenemos 3 términos CS

torsional dados en la siguiente tabla:

Tabla 2
D = 7 Lagrangianos Chern-Simons Torsional P
Ligrems = w(dw)® + 8w (dw)® + fw (dw)w? (dw) + 2wP (dw)+2w™ | Py = R4RY R4 RY
Ly = (Lge*) RLRG = (widwl, 4 3wk RIRG (Pa)} = (B3R
Lg) = (LIorsiom)RARS, = (e“T,) RLRS (T°T, — e*e’Ry) RARS

Luego, el lagrangiano mds general para gravedad en D = 7 dimensiones invariante bajo el
grupo AdS SO (6,2) viene dado por una combinacioén lineal de tres tipos de lagrangianos, a

saber

L&Y oy = L™ + BaoLt ooy o + BaL?% (0

1 1 3 1
Léflgsm = K [5abcdefg (7RabRCdRefeg + l—gRabRCdeeefeg + ﬁRabecedeeefeg + ﬁe“ebecedeeefeg)]

2 2 2
+ﬁ2,2 |:RabRba + l_2 (TaTa - Rabeaeb)] (wcddwdc + gwcf W];Wgc + Z—ZGCTC)
a b c d 8 a, b, c d e 4 a b,c, d e
+08, | | whdw’,dwdw, + FWHW W Jdw S dws, + i pdw” w W dws, (5.41)

4
+2w‘§)wbcwcdwiwefdwfa + ?w%wbcwcdwiwefwf;wga>
1 a pb ¢ 1 ab a c
+ AT R R + [2 (R™eser + TT,) T%.] | -
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Se puede generalizar este procedimiento para D = 4k — 1 en el cual el lagrangiano maés

general invariante bajo el grupo AdS SO (4k — 2,2) toma la siguiente forma

Lég*s (4k—1) = "fLA&SILU + ﬁ{nj}Léd?nj} (4k—1) (5.42)

donde dLéd*?nj} (h—1) = P, .., con Z.nj = 4k. Ademds, es importante senalar que los
J

coeficientes K + son arbitrarios y adimensionales.
{nJ}

La generalizacién de dicho procedimiento a dlgebras méds grandes, las cuales seran utiles

para el desarrollo de la tesis, es estudiada con detalle en el capitulo 8.
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Capitulo 6

Relatividad General desde Gravedad

Chern-Simons

6.1 Introduccion

Las formas Chern-Simons representan buenos candidatos para describir Gravedad en
dimensiones impares puesto que nos entregan una accién cuasi-invariante de gauge. No
obstante si queremos que las teorfas CS sean las apropiadas para la interaccién gravitacional
entonces estas teorias deben satisfacer el principio de correspondencia, es decir, deben estar

relacionadas con Relatividad General.

En el formalismo de primer orden tenemos que el lagrangiano CS AdS para gravedad

en D = 2n + 1 dimensiones viene dado por [18, 19]

- 1 1 n ala a, a a a
Lé%5(2n+1) = KEay--asni1 Z 2(n—k)+1 5 (n n k) 1 (k)R 102 | RA2k-102k p02k41 | oA2nt1
k=0
(6.1)
donde ¢® corresponde a la 1-forma vielbein y R® = dw® + ww® a la 2-forma curvatura

de Riemann. Dicho lagrangiano es invariante off-shell bajo el dlgebra AdS so (2n,2), cuyos
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generadores J,;, y P, satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

|:jab7 Jd| = ncbjad - Wcajbd + Udbjca - Udajcb, (6.2)
|:jab7 pc - nbcpa - nacﬁ)ba (63)
[15@, Bl = Ju (6.4)

donde J,, y P, son los generadores de transformaciones de Lorentz y de boosts AdS respec-

tivamente.

La accién CS AdS-invariante es construida a partir de la 1-forma conexién

1 ~ 1, =
A= §wabJab + 7€aPa (65)
y de la componente no-nula del tensor invariante simétrico de rango r =n + 1,
<Ja1a2 " Ja2n.—1a2n Pa2n+1> = n—H€a1'~'a2n+1' (66)

Como lo senalan bien los autores de la Ref. [33], con el fin de interpretar el campo
de gauge asociado con un generador de traslacién P, como el vielbein, uno estd forzado a
introducir un pardmetro de longitud [ en la teorfa. En efecto, dado que la derivada exterior
d = da"0, es adimensional y que siempre es posible elegir los generadores de un algebra
de Lie T4 adimensionales, se tiene que la 1-forma conexién A4 = Aﬁda:“ debe también ser
adimensional. No obstante, el vielbein e = e, dz" debe tener dimension de longitud si este
estd relacionado con la métrica del espacio-tiempo g, a través de la ecuacién g, = eaﬂebynab.
Esto significa que el "verdadero" campo de gauge debe ser de la forma e®/l, donde [ es un

pardmetro de longitud.

Notemos que una vez que el pardmetro [ es introducido en la teorfa tenemos que el
lagrangiano CS se descompone en varios sectores, cada uno proporcional a distintas potencias
delenlaec. (6.1). Noobtante, a pesar que gravedad CS es una teorfa de gauge bien definida,
no existe ninglin limite en [ que permita recuperar la dindmica de Relatividad General. De
hecho, la presencia de potencias altas de la curvatura en el lagrangiano hace que la dindmica

sea muy diferente a la de Einstein-Hilbert.

Sin embargo, en las Refs. [33, 37], se ha mostrado que Relatividad general (2n + 1)-

dimensional es embebida en una teorfa CS para una cierta dlgebra de Lie ®B,,.
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Recientemente, en la Ref. [39] se ha encontrado que la llamada algebra de Lie B, corre-
sponde a las dlgebras tipo Maxwell M,,,. Dichas dlgebras, conocidas también como &lgebras

de Poincaré Generalizadas P, son obtenidas mediante un procedimiento de S-expansiéon del

algebra AdS.

El propésito de este capitulo es mostrar que Relatividad General en dimensiones impares,
surge como un lfmite de la constante de acoplamiento [ de un lagrangiano Chern-Simons
D < (2p + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra My,.;. Se mostrard ademds que esto

no es posible para lagrangianos CS D > (2p + 3)-dimensional invariante bajo el algebra

My [37].

6.2 Algebra tipo Maxwell M,

Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansion
del dlgebra de Lie so (2n, 2) usando el semigrupo abeliano SS”‘” = {0, A1, A2, Az, o+ Ao}
definido por el producto

(6.7)

N — Aotpy  cuando a+ 8 < 2n
o Aop, cuando a+ 3 > 2n

Los elementos A\, son adimensionales y son representados por el conjunto de matrices

2n X 2n [)\a]ij = (5ij+a, dondei,j=1,---.,2n—1, a=0,---,2n, y ¢ la delta de Kronecker.

Despues de extraer una subdlgebra resonante y realizando su Og (= Ay, )-reduccién, uno
encuentra una nueva dlgebra de Lie conocida como &dlgebra tipo Maxwell! Mo, la cual en

la Ref. [33] fue llamada slgebra 9B,,,1 y cuyos generadores vienen definidos como

Javzk)y = Aok @ Jup, (6.8)
Plaokst)y = Aapy1 ® P, (6.9)

!También llamadas dlgebras de Poincaré Generalizadas Pay, 1
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conk =0,---,n—1y donde Jy, y P, corresponde a los generadores originales el dlgebra

50 (2n,2). Estos nuevos generadores satisfacen las relaciones de conmutacion [33]

PP = 23, b P = P = 1125, (6.10)
[Jab,Jeal = NepSad — NeaJba + NapTea — NaaTeb (6.11)
[Jans Z8] = 0y 28 =102y, (6.12)
28R = .20 = 0.2, (6.13)
128,29 = 0 Z0 =, 20 (6.14)
|:Jab,Zc(zii)_ = ncbZzgi) - ncaZlEji) + ndec(Z) - ndaZc(l? (6.15)
28079 = 028 = a2 4 0028 - 04,257 (6.16)
I Z§i>j =zt (20, 20] = Z4HY, (6.17)

donde hemos definido J,; = )\Ojab; ZC(LZ) = Azijab, PP Alf’a y Z(Si) = )\2i+1pa con i =
1,---,n—1

Notemos que las relaciones de conmutacién (6.11), (6.15) y (6.16) forman una subalgebra
del dlgebra My, la cual serd denotada como £M27+1. Dicha subdlgebra serd de particular
interés en las teorfas Born-infeld de Gravedad y serd introducida con méds detalle en el

siguiente capitulo.

Un estudio detallado del dlgebra tipo Maxwell es realizado en la Ref. [39] mostrando
efectivamente que la llamada dlgebra de Lie B,,, corresponde a un algebra M,,. Un pequeno

enfoque en esta direccion es realizado en el Apendice C.

6.3 Relatividad General desde lagrangiano CS (2n + 1)-

dimensional invariante bajo el dlgebra M,

En la Ref. [33] se ha mostrado que la dindmica de Relatividad General en dimensiones

impares es obtenida desde Gravedad Chern-Simons para una cierta dlgebra de Lie Ma, .
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El lagrangiano CS es construido a partir de una 1-forma conexién A M, -valuada,

n—1

1 . 1.,

A= Z {5‘*’( ") Tt 21y + 76( 72k+1)P(a,2k+1)1 ; (6.18)
k=0

El contenido inducido por M, ; incluye el vielbein e?, la conexién de spin w® y campos
bésonicos adicionales h*?) = (@2t v Lab) — (,(ab2) — Tga 2 forma curvatura asociada
F = dA + A? viene dada por

n—1
1 1
F= {éF@b’?k)J(ab,%) - YF(“’%“)P(@%H)} , (6.19)
k=0
donde
F(ab,2k) _ dw(ab,Qk) + Ude(acQz)w(db,Q])&Z_j + l_2€(a,27,+1)e(b,?]+1)5§+j+l’ (620)
F(a,2k+1) — de(a,2k+1) + nbcw(ab,Qi)e(cﬂj)(SiLj. (621)

Por consistencia con el procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas
de Maurer-Cartan [11] se requiere que los campos h*? hereden unidades de longitud desde
el vielbein. De este modo, es necesario introducir nuevamente el pardmetro [ acompanando

ahora a los campos h*®),

El lagrangiano CS invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell Mo, 1 es asi dado por [33]

n

L(g;”d) — Z l2k72cka 5] 6ik+1 A 6271

I+ i1 Pt Q1 p7sz+Qn7k€a1ma2”+1
k=1

> R(awz,il) . R(a2k71a2k7ik)6((12k+17p1)e(a2k+27fh) .

. 6(a2n—1apnfk')e(aénﬂnfk)e(a2n+1yin+1)' (622)

B 1 n
ok 1\

En el limite [ — 0, el dnico término no nulo en (6.22) corresponde al caso k = 1, cuya

donde

unica componente occure para p = q; = - -+ = @2,_1 = 0 y es proporcional al lagrangiano de

Einstein-Hilbert en dimensiones impares [33]

L(2n+1) _ no2n—1
“5 o 2n-—1

Eayagy g ROL92€ - . gf2nt1 (6.23)
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6.4 Lagrangiano Chern-Simons invariante bajo el alge-

bra M

En esta seccién, siguiendo a Ref. [37], mostraremos que la dindmica de Einstein-Hilbert
para dimensiones impares es obtenida desde un lagrangiano Chern-Simons en D < (2p + 1)
dimensiones invariante bajo el dlgebra M ,,1). Sin embargo, esto ya no es posible para
Lagrangianos CS en dimensiones D > (2p + 3) invariante bajo el dlgebra M s,1) puesto

que el término de EH desaparece.

6.4.1 Lagrangiano CS (2 + 1)-dimensional invariante bajo el dlge-

bra My

Antes de considerar el lagrangiano Chern-Simons (2n + 1)-dimensional y el dlgebra
M 2p+1), estudiaremos el lagrangiano CS (2 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo
Maxwell M7. Dicha dlgebra es obtenida mediante una S-expansién del dlgebra AdS uti-
lizando Sg’) como el semigrupo abeliano finito. De hecho, despues de extraer una subdlgebra
resonante y de realizar una Og-reduccion, se encuentra el dlgebra de Lie M7. La nueva &l-
gebra es generadad por {Jab, P, Z (511)), Zél), Z sz), ZCSZ)}, cuyos nuevos generadores pueden ser

escritos como

), (6.24)
2) (6.25)

a )

)\0®ij = Jab7 /\2®jab:ZL(li)a >\4®jab:ZC(L
/\1®]5a - Pm )\3®1f)a: (1)7 )‘5®Pa: (

a

donde J,, v P, corresponden a los generadores del algebra original so (2,2) y A\, pertenecen

al semigrupo abeliano finito 51(35). Los nuevos generadores del dlgebra M satisfacen las
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siguientes relaciones de conmutacién

[Paa Pb] = Z(gi)a [Jab7 PC] = nbcPa - nach

[Jab,ch] = nchad - nca‘]bd + 7f/dl)‘]ca - 77daJCb

[Jaba Zc(l)] = anZ( ) — naCZ( )7 [Jabv Zc(2)] = 77ch(2) - %ch§2)

a a

Z9.R) = n 2 - 0,20, [79.P] =020 - 0.2
[Z-éi),Zc(”: = 0 2P =20, [P 20 =25

_Jab,Zc(;)_ = ncch(Lil) - ncaZlScll) + 77de¢(1) - ndaZc(l})

—Jab,Zc(fl)— = UCbZSi) - mazﬁ) + deZ(EQ) - Wdazg)

-Zézly,)Zc(il)- = Ucch(Ld ncaZIEd +77de(2)—77(1@2¢(1?)

22,20 = (23,22} = [a8:22) =0

2929] - [2929] = [P 2®] =0,

(zM,z0] = [ZzW,ZP] = [z®,ZP] =o.

Luego, siguiendo la Ref. [37] y haciendo uso del Teorema VII.2 de la Ref.

[10] (ver

seccién 2.4), es posible mostrar que para D = 2 + 1, las unicas componentes no nulas de un

tensor invariante para el dlgebra My vienen dados por

<Jachd>M7 = 0 (MadMbe — NacMlba) -

1
<JabZ£d)>M7 = (nadnbc - nacnbd) )

202y = (128 - _ |
< ab “cd Mo b%cd Mo Oy (nadnbc nacnbd)
<PGPC>M7 = 274,
<PGZC(1)>M7 = a477ac7
<Jach>M7 = (1€gpc,

1
<Zc(zb)PC>M7 = <JabZ£1)>M7 = Q3€ahc;)
2
(#r)
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donde ag, oy, ag, a3y as son constantes arbitrarias independientes y sin dimensién. Con el
fin de escribir un lagrangiano CS para el dlgebra My, consideramos la 1-forma conexién de

gauge A Mz-valuada, la cual es dada por

1 1 1 1 1 1
A= §Wabt]ab + 7eapa + 5k(ab,l)z{(ﬂl)) + Th(a’l)Z(gl) + 5k,(ab,Q)Zc(Li) 4 ih(a,2) Z§2)7 (645)

y la respectiva 2-forma curvatura

1 1 1 1 1
F = §RabJab + YTQP“ + 3 (Dwk(abvl) + ﬁe“eb) ZS)) + 7 (th(a,l) i kab(1)6b> Zm
1 1
_{_5 (Dwk(ab,Q) + k,ac(l)kcb(l) + l_2 [Cah(b’l) + h(a’l)eb}) Z(EIZ))
1
+7 (th(aa) + k,ac(Q) ¢ 4 kac(l) h(c,l)) 2(52)' (6.46)

Luego, usando el procedimiento dual de la S-expansién, encontramos que el lagrangiano

Chern-Simons (2 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra M es dado por

M o 851 ab ¢ 1 ab ¢
ch(%l) = Teabc<R e —d(§w e))

1 d
"’%5(11;0 <R“bh(c’1) + mabee | gagbec 5 (w“bh(c’l) + k(“b’l)ec))

I 312
+%€ab6 <Rabh<c’2> + RPN RDee 1 zlzeaebhm

_g (wabh(c,Q) + kb plel) o k(ab,z)ec)) + % <Wabdwba + gwabwbcwca>

2
+22 (w;,dkba(l) + k2 Wb 4+ 20wwb ke W 4 —eaT“)

2 12
+ 50 (kD 4k Pt + 2000t ke D + I, Dk, O
2 2
+2w% k° WEe D 4 ﬁeaw” + l—zha(l)T“) : (6.47)

donde hemos redefinido

R p_plab]) (6.48)
m(abﬂ) — Dwk(ab72) + ]{,’ac(l)kd)(l) (649)
g(ml) — th(a71) + kac(l) 66, (650)
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El lagrangiano (6.47) es dividido en seis piezas independientes cada una proporcional
a a1, az, a5, g, (g, a4 respectivamente. El término proporcional a a; corresponde al
lagrangiano CS para el grupo de Poincaré 150 (2, 1) el cual ademds contiene al término de
Eintein-Hilbert €,;.R%e°.

Al considerar la variacién del lagrangiano (6.47) tenemos moédulo término de borde

1
M ab b ab ab 2 c
0L 0§ (241) = = 7 Cabe (QIR 12 aeb 4 R 4 Rl ) Se
1
+ jgabc <Q3Rab + 0459%(“1)’1) —+ %eaeb> 5h(071)
1 1
+ Jeae (a5R®) 6hP 4 Zepedu® (anT° + aa D) + as D1 )
1
+ ~eacadw™ ((azepk ™ + ash W ppled1) 4 asepk Y
l b
1 1 .
i 7€ab65k(ab7l) (a3TC + O‘5th(c’1)) T 7€acd5k(ab71) (2045]% 7(1)6(1)
1 (07
+ lgabcak (ab,2) (Oé Tc) o ? (5LLorentz) + ?2 (5L§/orentz (k(l)))

_4 (5L§/o7"entz (k(Z))) + _4 (5L?[;orentz (k(l)k(1)>)

20
a,l 2 ab
+ de, < 2 tglal) 4 222 B ) + dw <_l2 €afl —I— 2 ebh )

2
+ 6hy ™ (%T) + §k(abD) (l—2ebea).

donde L{orents = w%dwb + 2w%w’ w’, corresponde al lagrangiano invariante bajo so (2, 1).
Al considerar una solucién sin materia (k®) =0, k(@2 =0, (D) =0, h(®? = 0) con la

condicién oy = a3 = a5 = a4 = 0 y sin necesidad de imponer torsién nula, obtenemos

M Oéo Lorentz Qg ab 20
0L cG e+ T o (5L ' ) + l—25w (eqep) + l—2(56 (T%)
o} 2
= apow™ (Rap) + l—225wab (eqtp) + l—2256a (T%)
Puesto que los a/s son arbitrarios podemos elegir ay = vy de tal modo que 6L ploy 8 (241) = 0
conduce a las siguientes ecuaciones de moviemiento [37]
R4 Lead — (6.51)
12 - '

T, = 0. (6.52)



las cuales corresponden a las ecuaciones de Relatividad General con constante cosmolégica
en (2+ 1) dimensiones. Es interesante notar que el caso ay = ap = ay conduce a las

ecuaciones triviales

R® = 0, (6.53)
T, = 0, (6.54)
e’e® = 0. (6.55)

6.4.2 Lagrangiano CS (4 + 1)-dimensional invariante bajo el dlge-

bra My

Estudiemos a continuacién el caso del lagrangiano (4 + 1)-dimensional invariante bajo
el dlgebra M. Para su construccién, haremos uso de las componentes no nulas del tensor
invariante para el dlgebra deseada las cuales son obtenidas mediante una Sg’)—expansi(’)n
resonante y reducida del algebra so (2,2). De este modo,para D = 5, las tinicas componentes

no nulas del tensor invariante simétrico estan dadas por [37]

4

(JabTeaPy) oy, = §z3aleab0df. (6.56)
S =B orsarens (6.57)
M; 3
<Jab2§;’Pf>M7 - %l?’ageabcdf. (6.58)
(JlaZ?) = §z3a5eab0df. (6.59)
<Jab2§;’2}”>M7 - §l3a5eabcdf. (6.60)

donde a4, a3 y a5 son constantes independientes arbitrarias y de dimensién [longitud]f?’.

Usando el procedimiento dual de la S-expansién, encontramos que el lagrangiano Chern-
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Simons en (4 + 1) dimensiones invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell M7 es dado por
M ab ped
Ly = Oacabeds (PR™R ef)
2
OU3E abedf (lQRabRth(f’l) + 212 Rebsg(cd ) of gRabecedef)
OU5E abedf (Z2RabRcdh(f,2) + 2[2Rab%(0d’1)h(f’l) + 2l2Rab%(Cd’2)€f

2R b Dg(ed ) | g Rabeeedp (1) 4 29{(“1”1)ecedef + %e“ebecedef>
3 5l
Luego, al variar el lagrangiano, tenemos modulo término de borde

5[/./\(1:_1) = Eabedr (QIZZRabRcd + 2a3l2Rab%(cd,1) + 2a3Rabec€d + 2a5l2Rab%(cd,2)
1
+a5l2m(ab,1)m(cd,1) + 4a5R“bech(d’1) + 2a5m(ab,1)eced + l_2a5ea€bec€d> 6€f

+Eabedf (03523“17}%"‘1 + 2a5l2 RSB (e 4 2a5R“beced) ShUD
+eapearsl> R RSAY?) + 2e gyegp s>k P RTT

+Eapedr 0P (203 ROTY + 205> R Dy h YY) + 2cusece T

+20512D kDT 4 gy, 0D <4a5l2kbc,(1)Rdf€g n 2a5lszck(df,1)Tg>
+5abcdf6wab [2a1l2R‘3de + 2032 R DAY 4 205 2R DTS
—20631216(“[’1)ng69 + 2azee? T + 20 12RD, 1D 4+ 2 12D p_p D)
—2a512k(0d71)nghg’(l) + 2a5l2Dwk(cd,2)Tf > 2a5l2k(0d’2)ngeg
+4a5l29%cg’(1)k(gd’1)€f + 2a5l2kcg,(1)k(gd,1)Tf L 4a5eCTdh(f’1) n 2a5ecedth(f»1)]
+€acdfg<5w“b (2a3126bR0dk(fg’1) + 2a5l2hb’(1)RCdk(fg’1) + 2a51%e, R 92

—2a52R, kDI 4 205k, WRED eI 4 ¢ fledDRUSD 4 2a5ebk(6d’1)efeg>

Imponiendo una solucién sin materia (k@Y = 0, k(@2 = 0, p(@Y) = 0, (=2 = (), encon-

tramos que
1
5L/\(111) = Eabedf KallQR“bRCd + 2a3R% e + l—2a5e“ebeced) set

+ (asl? R R + 20 R%ee?) ShY + 205126k “>) RUTT + aus1* R R5 U2
+6k“P (2032 BT + 205" T7) + 6w™ (200, PRTT + 2003¢€"TV) |
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Luego, cuando o y as se anulan, obtenemos finalmente [37]

SLM

(4+1) T Cabedf (203" ece”) de! + Eapea (asl?R*R) ShD

+Eabear0k ™Y (20312 RTT) + 6w™ (20e3ee?TT) (6.61)

Asi, si imponemos torsién nula, vemos que en D = 5, el Lagrangeano M-valuado de-
semboca en las mismas ecuaciones de movimiento que el el lagrangiano Mj-valuado [33].
De este modo, al igual que en la Ref. [34], ademds de satisfacer las ecuaciones de Einstein
también se deben satisfacer ecuacién tipo "Gauss-Bonet". Esto representa una restriccién
severa en la geometria y no simplemente una correcién a Relatividad General. Al igual
que en la Ref. [33], la presencia del paramétro [ hace la diferencia. En efecto, en el limite

cuando [ — 0, la restriccién geométrica se anula y 5ch\/g7 (4t1) = 0 conduce a la dinamica de

441
Einstein-Hilbert en el vacio,
5Lé’g(4+1) = Eabedf (2a3R“beced) sel + €abcdf6wab (2a3€C€de) . (6.62)

Del mismo modo, considerando una solucién libre de materia y despreciando la constante

cosmoldgica, el limite [ — 0 nos conduce sélo al término de Einstein Hilbert en el lagrangiano

2
Lé’g@lﬂ) — gagsabcde“becedef. (6.63)

6.4.3 Lagrangiano CS (6 + 1)-dimensional invariante bajo el dlge-
bra M5

Consideremos a continuacién el lagrangiano Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invari-
ante bajo el dlgebra Ms. Dicha dlgebra es obtenida mediante una SS)—expansi(’)n resonante

reducida del dlgebra so0 (6,2). Los generadores del algebra de Lie M satisfacen las siguientes
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relaciones de conmutacion

(P, Bo] = Zap,  [Jaby Pe] = myePa = 10 P (6.64)
[Jav,Jed] = NepJad = Neadbd + NapJea — Naaeb (6.65)
[Javs Ze] = MpeZa = NacZbs (6.66)
(Zavs Pe] = MeZa — NacZs, (6.67)
[Jab, Zea) = NeyZad — NeaZba + NayZea — NaaZeb (6.68)
(Zavs Ze) = [Pu, Ze] = [Za, Ze] = [ Zab, Zea) = 0. (6.69)

donde los nuevos generadores pueden escribirse como el producto directo [33]

Jab == )\O®jaba
P, = M®P,

Zab = >\2 X jabv (670)
Zo =23 R P,. (6.71)

La 1-forma conexién de gauge A Ms-valuada es dada por

1 1 1 1
A= §w“bJab + e"Py §k:“bZab + 71" Za, (6.72)

y la 2-forma curvatura asociada

1 1 1 1 1
F= §R“bjab + 5T Fat 5 <Dwkab + Z—Qeaeb> Zor + 7 (Duh® + k*,e") Z,. (6.73)

Usando el procedimiento dual de la S-expansion, es posible mostrar que el Lagrangiano
Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell M; es dada por
[37]

«
LJC\’/}S?(G-i-l) = 71€abcdefg (RabRCdRefeg) (6.74)
1
+%gabede tg (R"“bRCdRef h9 + 3R™R“ D,k e9 + ﬁRabRcdeeef eg> :

Debido a la estructura del semigrupo, la SS’)—eXpansién resonante reducida del &dlgebra
AdS tiene como consecuencia que el término de Einstein-Hilbert desaparece del lagrangiano
(6 + 1)-dimensional. Del mismo modo, es trivial notar que la variacién de dicho lagrangiano

no desemboca en las ecuaciones de Relatividad General y que ningtin limite sobre [ permite
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recobrar la dindmica de Einstein-Hilbert. En efecto, la variacién del lagrangiano modulo

término de borde viene dada por

1 3
SLg,, = 7 Cabedefg (alRabRcdRef +3a3R®RD, kT + ﬁagR“bRCdeeef) Se9

1
+ Sabedesg (a3 R™R“R) 69

1
+7 Eabede t90w™ (3an RRYITY + 3a3 R R Dy,h? + 603 R“D, kI T?

6 1
+l—2a3Rcdeeef Tg) + 7sacdefgh5w“b (3ep R R k")

1
+75abcdefg(5kab (3azR“RITY) . (6.75)

Luego, imponiendo la condicién libre de torsién y considerando el caso donde k% = 0, h® = 0

con «; = 0 encontramos

a3

o
5L/E/613-1) = l—zﬁabcdeng“bRCdeeecheg N

I E‘:abcdefg-Rab}%Cd}%ef(Shg, (676)

lo cual obviamente no corresponde a la dindmica de Relatividad General.

6.4.4 Relatividad General en dimensiones impares

Hemos visto que las acciones Chern-Simons (2p + 1)-dimensional invariante bajo el dlge-
bra de Lie M, 1 no siempre desembocan en la dindmica de Relatividad General. En efecto,
a pesar que todos estos lagrangianos conducen a ecuaciones tipo Lovelock existen ciertos val-
ores de m para el cual es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert en el lagrangiano

CS (2p + 1)-dimensional My, -invariante. Esto se debe a que la presencia del término

de Einstein-Hilbert requiere de la presencia de la componente <J arasbiazas”* Lasy 102y Pas, +1>
del tensor invariante, la cual viene dada por
l2p_la2p—1 <<]a1a2 e Jagpflagppa2p+1>AdS 9 sim Z p
(Tara:Zasa - Za?ﬁ*la2pP“2p+l>M2m+1 - 0, sim < p.
(6.77)

Esta observacién permite establecer el siguiente teorema [37]:
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Teorema 8 Si My, 1 es el dlgebra tipo Mazwell, la cual es obtenida del dlgebra AdS me-
)

. . . Mom .
-expansion resonante reducida y si Lyg (2; 1+1) es un lagrangiano Chern-

diante una S
Simons (2p + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra Moy, 1. Entonces, el lagrangiano
Chern-Simons (2p + 1)-dimensional conducird al lagrangiano de Finstein-Hilbert en un cierto

limite de la constante de acoplamiento [, si y solo si m > p.

El Teorema 8 nos permite alistar en la siguiente tabla el conjunto de Lagrangianos

Chern-Simons Lg’?’(’g‘f_l) invariante bajo el dlgebra de Lie Mas,,11, que desemboca en la

dindmica de Relatividad General en un cierto limite de la constante de acoplamiento I:

Ms L/\gg (3)
Mo L% @ | DS )
Mz L/\gg (3) Lj\gg’ (5) L/\g; (7)
‘ (6.78)
Mo, L/\g;”(gl) L/\gg"g) Lﬂg?(}l) Lj\c/‘t;n(;n—n
M | ey [ Por [ Beve [ [ [F8 G [ Foth

Es interesante notar que para cada dimensiéon D del espacio-tiempo, tenemos que el
Lagrangiano Lcg (py invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell My, 1 contiene a todos los
otros lagrangianos D-dimensional evaluados en un dlgebra Mo, .1 con m < n. De modo
que siempre es posible obtener algin accién de un &dlgebra menor apagando los campos

correspondientes.
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Capitulo 7

Relatividad General desde Gravedad
Born-Infeld

7.1 Introducciéon

Un accién Born-Infeld para Gravedad en D = 2n dimensiones es dado por [16, 25]

n
_ i "\ 12p—2n ajaz | RA2p—1a2p ,A2p+1 ., , ,42n
S—/;Qn (p)l Eay-an B RA2r—192p o020+ et (7.1)

donde e corresponde a la 1-forma vielbein, y R? = dw® + w?w® a la 2-forma curvatura en

el formalismo de primer orden.

La accién (7.1) es invariante off-shell bajo el dlgebra de Lie de Lorentz so (2n — 1, 1), cuyos

generadores J,, de las transformaciones de Lorentz satisfacen las relaciones de conmutacién

[jab’ de} = ncbjad - ncajbd + T}dbjca - ndaJCb' (72)

El simbolo Levi-Civita &g,...q4,, €n (7.1) deberia ser considerado como la unica componente

no nula del tensor invariante simétrico so (2n — 1,1) de rango n, es decir

- N 2n—1
<Ja1a2 T Ja2n71a2n> - Tear'-azn' (73)
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Nuevamente, con el fin de interpretar el campo de gauge como el vielbein, uno esta forzado
a introducir un pardmetro de longitud [/ en la teorfa. Esto tiene su origen en los siguientes
argumentos: Dado que (7) el operador derivada exterior d = dz*0,, es adimensional, y que
(7i) uno elije siempre los generadores T4 adimensionales tal que el campo 1-forma conexién
A= A‘LTAd:c“ debe ser adimensional. ~No obstante, el vielbein e* = ¢ dz" debe tener
dimensién de longitud si estd se relaciona a la métrica del espacio-tiempo g, a través de la
ecuacién usual g, = e“#ebl,nab. Esto significa que el "verdadero" campo de gauge debe ser

de la forma e/l, con [ un pardmetro de longitud.

Es importante senalar que el lagrangiano Born-Infeld se decompone en varios sectores
cada uno proporcionales a diferentes potencias de [, como podemos ver directamente en la
ecuacion (7.1). Sin embargo, ni el limite [ — oo ni el limite I — 0 conduce al término de

Einstein-Hilbert.

Si se desea construir un teoria de Lovelock que conduce bajo cierto limite a Relatividad
General, es necesario que tanto la familia Chern-Simons como la familia Born-Infeld sean
capaces de desembocar en las ecuaciones de Einstein. No obstante puesto que la accién
BI es solo invariante bajo rotaciones locales de Lorentz y no bajo boost AdS, no es posible
construir un lagrangiano Bl invariante bajo el dlgebra M, 1, la cual se obtiene como una

S-expansion del algebra AdS.

Por otro lado sabemos que el dlgebra de Lorentz es una subdlgebra del dlgebra AdS. De
forma analoga existe una subdlgebra del dlgebra Mo, 1 que posee una esctrura similar al
dlgebra de Lorentz y que denotaremos por £5%.;.  En la Ref. [35] se ha mostrado que
Relatividad general 2n-dimensional es embebida en una teoria Bl para una cierta dlgebra de
Lie £2%.  El proposito de este capitulo es mostrar que Relatividad General en dimensiones
pares surge como un limite de la constante de acoplamiento [ de un lagrangiano Born-Infeld
D < 2p-dimensional invariante bajo el dlgebra de Lie 29{,‘. Se mostrard que esto no es

posible para lagrangianos BI D > (2p + 2)-dimensional invariante bajo el dlgebra Sé\;‘ [37].
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7.2 Algebra de Maxwell tipo Lorentz M

Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansion
del algebra de Lie so (2n — 1, 1) usando el semigrupo abeliano S](;"d) = {0, A1, Ao, Az, o, Ao}
definido por el producto

Nk = { Aatps  cuando a+ 8 < 2n (7.4)

A2n, cuando a+ 3 > 2n

Los elementos A, son adimensionales y son representados por el conjunto de matrices
2n X 2n [)\a]ij =" dondei,j=1,---,2n—1,a =0,---,2n, y ¢ la delta de Kronecker.

jta
Luego, usando un subsemigrupo Séznﬂ) = {0, A2, A\, -+, Aap—2, Adap—1} del semigrupo
Sg”_m y realizando una Og-reduccién, uno encuentra una nueva dlgebra de Lie?, llamada

Sé‘ﬁ la cual corresponde a una subédlgebra del dlgebra M, y cuyos generadores J,;, = )\Ojab;

Z ((ZZ) = NojJpcOni=1, - ,n — lsatisfacen las relaciones de conmutacién [35]
[Jab,Jed) = TNepTad = NeaSbd + NapTea — Naa et (7.5)
[Jab,Zc((ii)] = Ucbzgi) B ncaZ(l) + N2 — UdaZc(;) (7.6)
2029 = naZ%? — naZs? + 02 - 14,25 (7.7)

Como fue bien mencionado en la Ref. [37], el dlgebra £5!. | posee la propiedad de ser
identica al dlgebra £!. Sin embargo, poseen origenes distintos, en efecto, £ 41 proviene
directamente del dlgebra de Lie My, ; mientras que £5/! proviene del dlgebra M, . Si bien
en la Ref. [35] se utiliz6 como notacién £, ,, para efectos practicos y para no confundir al

lector, se utilizard a lo largo de este capitulo la notacién £4!

7.3 Relatividad General desde Lagrangiano BI 2n-dimensional

invariante bajo el dlgebra 2%

En esta seccién mostraremos como obtener Relatividad General en dimensiones pares

desde gravedad Born-Infeld £4/-valuada. Antes de escribir el lagrangiano de Einstein-Born-

2También denotada como £3, o £5
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Infeld 2n-dimensional estudiaremos con més detalle el caso D = 4 dimensiones.

7.3.1 Lagrangiano BI en D = 4 invariante bajo el dlgebra £}

Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansion
del &dlgebra de Lie so (3,1) usando como semigrupo el subsemigrupo SSZ) = {0, Ag, A3} del
semigrupo S](;) = { Ao, A1, A2, A3} . Despues de realizar una 0g-reduccién, uno encuentra una
nueva slgebra de Lie que denotaremos £ la cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra
de Maxwell M,. La nueva dlgebra es generadad por {Ju, Z»} cuyos nuevos generadores

pueden escribirse como

M@ Jw = Jup, (7.8)
)\2®jab = Zab7 (79)

donde J,; corresponde a los generadores del dlgebra original so (3,1) y Ay pertenecen al
semigrupo abeliano finito 582). Los nuevos generadores del dlgebra £}! satisfacen las

siguientes relaciones de conmutacién

[Jab,Jed) = Nepad — NeaSod + NapSea — Naaed (7.10)
[Jab,Zed] = NeyZad = NeaZbd + NavZea — NaaLeb (7.11)
Zs 7] = 0. (7.12)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver seccién 2.4) es posible mostrar que las
tinicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico para el dlgebra £11 vienen
dadas por

<Jachd>£iV1 = a0l25ab0d7 (713)
<Jachd>gi\4 = a2125abcd- (714)

donde ag y a; son constantes arbitrarias y de dimensioén [longitud] >

Luego, usando el procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas de

Maurer-Cartans [11], encontramos que el Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el algebra
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£1 es dado por

Ly 0 = %eabcdlzRabRCd + %eabcd (R®e%e? + 12D k™ R*) . (7.15)

Aqui podemos ver que el lagrangiano (7.15) es descompuesto en dos piezas independientes,
uno proporcional a ag y el otro proporcional a a,. El término proporcional a g corresponde
al invariante de Euler mientras que el término proporcional a s contiene al término de
Einstein Hilbert e,.4R%e? més un término de borde el cual contiene ademds de la usual

curvatura R®, un campo de materia bosénico k.

A diferencia del lagrangiano BI usual la constante de acoplamiento [?> ya no aparece
explicitamente en el término de Einstein Hilbert sino que acompana los restantes elementos
del lagrangeano. Esto permite obtener de forma explicita el Lagrangiano de EH al realizar
el limite | = 0 garantizando asi que la dinamica obtenida corresponde a la de Relatividad

General.

a,b

Sin embargo, la ausencia de la constante cosmolégica 5abcdll46 ebeced

en el lagrangeano
(7.15) tiene como consecuencia que no es necesario imponer el limite | = 0 para que las
ecuaciones de movimiento resultantes sean las ecuaciones de RG. En efecto al considerar la

variacion del lagrangeano modulo término de borde tenemos que [35]

M
5L§,4] (4) = Eabed (aQRabeC) B e (agTCed + l2a2kceRed) . (7.16)
M
De modo que 5[/;41 @ = 0 nos conduce a la dynamica de EH siempre que se considere un
solucion libre de materia (k:ab = 0). No obstante, veremos mas adelante que esto ya no es
posible con lagrangeanos en dimensiones mayores, al menos que se realize un limite sobre la

constante de acoplamiento /.

7.3.2 Lagrangiano BI en D = 2n invariante bajo el dlgebra £}/

Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansion

del dlgebra de Lie so (2n — 1, 1) usando como semigrupo el subsemigrupo 552"72) ={ o, A2, Agy -, Aon1}
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del semigrupo Sgn_2) = { Ao, A1, Ao, -+, Aon_1}. Despues de realizar una Og (= Ay, _1)-
reduccién, uno encuentra una nueva &lgebra de Lie que denotaremos £3! la cual corre-
sponde a una subdlgebra del dlgebra de Maxwell M,,,. La nueva dlgebra es generadad por

{Jab, Z (EZ)} cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

Ao ® b = Jab, (7.17)
Aoy @ Joy = Z,S)), (7.18)

donde J,, corresponde a los generadores del dlgebra original so (2n —1,1) y A\, pertenecen

S(an_2) .

al semigrupo abeliano finito Los nuevos generadores del dlgebra £51 satisfacen las

siguientes relaciones de conmutacién

[Jab,ch] - nchad - nca‘]bd + ndb‘]ca - ndaJdn (719)
[J“b’Zgl)] - chng) - UcaZzS;) + ndeéi) N ndaZc(lZ))7 (7.20)
{Z(EZ),Zﬁfz)] - ncbZL(fdﬂ) - ncaZlEZl+j) + ndec(i”) - ndaZc(Zﬂ)- (7.21)

Usando el Teorema VIL.2 de la Ref. [10] (ver seccién 2.4) es posible mostrar que las

tinicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico para el dlgebra £5! vienen

dadas por
2n—ll2n—2 )
<J(f11t12,i1) e J(a2n71a2n,in)> = - ajag1+~~~+in€al"'a2n’ (7'22)
donde i,, j = 0,---,2n — 2 y a; son constantes arbitrarias de dimensiones [longitud]2_2".

Con el fin de escribir un Lagrangiano Born-Infeld para el dlgebra £37, iniciamos con la

2-forma curvatura

i
L

F= FE28) o on, (7.23)

T
o
N | —

donde
F(ab,Qk) _ dw(ab,2k) + ,’,Ide(ac,%)w(db,Qj)(S;:_j

1 . .
+ l_ge(a,2z+1)6(b,23+1)5£€+j+1

(7.24)
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Usando el procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas de Maurer-
Cartan [11], encontramos que el Lagrangiano BI 2n-dimensional £3-invariante es dado por

n
oM o1 (n - ‘ .
LBQI’L (2 - l2k 2_ aj(;j +otg 6’%-:,1 tet 5Z7L 4
n) 2 : m\k (31 in~ P1Hq1 Pn—ktTdn—k
k=1

€ay--an R(a1a27i1) . R(azk—mzk,ik)6(a2k+17p1)
aon

ela2kr2:q1) | o(a2n—1.Pn—k) o(@20,Gn k) (7_25)

De (7.25) podemos ver que en el limite [ = 0, el unico término no nulo corresponde al

caso k =1, a saber

o _1 o (a102,0) (k1) (aznkan—2)
LBI (2%) =0 - §aj6i+k1+-'~+k2n,28a1"'a2nR € ... €

v | (a1a2,2p)

= 204352p+2q1+1+m+2q2n_2+15a1-~a2nR

e(a3,2q1+1) A e(aznﬂqgn,z-&-l)

_ 10& 57 e R(a102,2p)

9 7 2(ptq1+-+q2n—2)+2n—27 01" 02n

e(@2a1+1)  (a20.205, 5 1) (7.26)

cuyas unicas componentes distintas de ceros (correspondiente al casop =¢q; = -+ = qop_2 =

0) es proporcional al Lagrangiano de Einstein-Hilbert:

£M 1 aia Qa, a
LB2In (2n) 1=0 - §a2n—25a1~-a2nR( ! 270)6( SRR 6( 2n:1)
1
= 50&271_25@1...@2”}%&1&2 e ... e, (7.27)

7.4 Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el dlgebra

2/\/1

En esta seccién, siguiendo a Ref. [37], mostraremos que la dindmica de Einstein-Hilbert

para dimensiones pares es obtenida desde un lagrangiano Born-Infeld en D < 2p dimensiones
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invariante bajo la subdlgebra Sé\;‘ del algebra de Lie My,. Sin embargo, esto ya no es posible
para Lagrangianos BI en dimensiones D > (2p + 2) invariante bajo el dlgebra SQ{} puesto

que el término de EH desaparece.

7.4.1 Lagrangiano BI en D = 4 invariante bajo el dlgebra £}

M

5y » estudi-

Antes de considerar el lagrangiano Born-Infeld 2n-dimensional y el dlgebra £
aremos el lagrangiano BI 4-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell £}1. Dicha
dlgebra es obtenida mediante una S-expansién del dlgebra de Lorentz utilizando el subsemi-
grupo Sé4) = {0, A2, Ay, A5} como el semigrupo abeliano finito. Luego, despues de realizar
una Og {= A5 }-reduccion, se encuentra el dlgebra £31. La nueva édlgebra de Lie es generadad

1 2 _
por {Jab, 2 C(Lb), A éb)}, cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

Mo ® Jap = Japy M ®Jap =25, M ® Ju =22, (7.28)

ab

donde J,; corresponden a los generadores del slgebra original so (3,1) y A\, pertenecen al
semigrupo abeliano finito S(()4). Los nuevos generadores del dlgebra £31 satisfacen las sigu-

ientes relaciones de conmutacién

[Jab, Jed] = NeySad = Neadod + NapTea — NaaJeb (7.29)
[Jab,Zc(clz)_ = ncch(L;) 7 ncaZlgall) + ndec(i) - UdaZc(;) (7.30)
[Jab,Zc(?_ = ncngi) - ncaZlE? + Udec(g) - ndaZc(l?) (7.31)
2320 = 128 = a2+ 022 = 0025 (7.32)

28.28] = [29.28] =0 (7.33)

Usando el Teorema VIL.2 de la Ref. [10] (ver seccién 2.4) es posible mostrar que las

tinicas componentes no nulas de un tensor invariante para el dlgebra £ vienen dados por
<Jab‘]cd>£é\/1 = Oo€abeds (734)

<JabZ§;)>£M = (X2Egbed s (735)

6
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<Jach(§)>£M = <Zt§ll>)Zc(cll)>£M = O4Eqbcd; (736)
6 6

donde ay, as y a4 son constantes arbitrarias independientes y sin dimensién. Con el fin de

escribir un Lagrangiano Born-Infeld para el dlgebra £, iniciamos con la 2-forma curvatura

1,1 1
_ T pa - (ab,1) a b (1)
F= SR+ <Dwk +—pee)Zab

1 1
+5 (Dwk(“b’2) + ke DR 4 2 [eth O 4 h(“’l)eb]) Z% (7.37)

la cual es obtenida aplicando el procedimiento de la S-expansién a la 2-forma curvatura usada
en la construccién de la accion Born-Infeld usual. Un estudio més detallado es realizado en
el Apéndice D.

Haciendo uso de las componentes no nulas del tensor invariante simétrico y de la 2-forma

curvatura £4'-valuada encontramos que el Lagrangiano Born-Infeld 4-dimensional invariante
bajo el dlgebra £4* es dado por [37]

M o o 1

Ly, ) = ZoeabcdRabRCd &= EQGabcd <§}{(ab’1) R 4 = Rob e ed)

+ %Eabcd <%(ab’1)iﬁ(0d71) + 9R(@b2) ped l%m(ab,l)eced

4ab((‘1)d 1abcd
+l_2R hi“"e +l—46€ee R (7.38)
donde

srabl) _ Dwk(“b’l), (7.30)
R@2) = p_fab2) 4 k.ac(l)kcb(l). (7.40)

El Lagrangiano (7.38) es dividido en tres piezas independientes cada una proporcional
a ag, a1 y oy respectivamente. FEl término proporcional a «q corresponde al invariante de
Euler, mientras que ay acompana al término de Einstein-Hilbert ¢ 5. R%ee? més un término

de borde que contiene, ademés de la usual curvatura R, un campo de materia bosonica
L (ab1)
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La variacién del Lagrangiano, modulo término de borde, es dado por

(SLéé;! @ = Eubed (%Rab c B m(ab 1) l2 Rabh c1) lf eaebec) 5ed

+ Canea (5 R ) O+ Cuna 0 ok, VRS + 20+ Sk (O R
D, h c, 1 o h(c,l)Td + 5acde(5wab agk C,(l)Rde + auk C,(l)m(de,l)
12 b
de | (1) d (ab,1) c d
+ S R 4 Th e ete ) + ey SR (TET)
+ Cacde 6k (a4wb Rded) 1 O;“k Rde) (7.41)

Luego, al considerar una solucién sin materia, es decir con k(@1 = k@2 = plal) = p(e.2) =

0, se tiene
OLy 4y = Caen (T2 R + Theeler) be! + upea (3 B ) R
+ Eabed (5(4) (l2 T d) + Eabed (Sk(ab b (12 TCe d) ) (742)

y puesto que los a’s son constantes arbitrarias, tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

Eapca R = 0, (7.43)
Eavedl %€® = 0. (7.44)

De este modo, hemos obtenido la dindmica de Einstein-Hilbert en el vacié sin restriccién

algina sobre la constante de acoplamiento.

7.4.2 Lagrangiano BI en D = 6 invariante bajo el dlgebra £}

El Lagrangiano Born-Infeld invariante bajo el dlgebra de Lorentz so (5, 1) es dado por

3 3 1
Lg} = geabcdef <R“bRCdR€f + l—QR“bRCdeeef + l—4R“beCedeeef + 6 e“ebecedeeef) . (7.45)

Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansion
del élgebra de Lie so (5,1) usando como semigrupo el subsemigrupo Séz) = {0, Ag, A3} del

semigrupo Sg) = { )Xo, A1, A2, A3} . Después de realizar una Og-reduccién, uno encuentra el
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lgebra £41 la cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra de Maxwell M,. La nueva

algebra es generadad por {Ju, Zap} cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

Mo ® Ty = Jup, (7.46)
)\2®jab - Zaln (747)

donde J,;, corresponde a los generadores del dlgebra original so (5,1) y Ay pertenecen al
semigrupo abeliano finito 582). Los nuevos generadores del dlgebra £}! satisfacen las

siguientes relaciones de conmutacién

[Jab, Jeal = NapJad = Neabd + NapJea — Naa e (7.48)
[Jab,ch] = NeZad = Nealbd + NagpLea — NaaLch (7.49)
(Zaw. Zea) = 0. (7.50)

Usando el Teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver seccién 2.4) es posible mostrar que las
Unicas componentes no nulas de un tensor invariante simétrico de rango 3 para el dlgebra

£ vienen dadas por

4

<Jab<]cdl]ef>££/l — ga()gabcdefv (751)
4

<JachdZef>£i\/l - §a25abcdef7 (752)

donde «g y as son constantes arbitrarias y sin dimensién. Luego, haciendo uso de la 2-forma
curvatura £}4-valuada y de las com t las del t i iant t
A y ponentes no nulas del tensor invariante encontramos que

el Lagrangiano Born-Infeld 6-dimensional invariante bajo el dlgebra £/ es dado por [37]

1
L;i;/l_(e) = %eabcdefRabRCdRef + %ancdef (%abRCdRef + ﬁRabRCdeeef) s (753)
donde R® = D, k®.

Notemos que en este caso, el procedimiento de S-expansién provoca que el término de
Einstein-Hilbert desaparece. Esto significa que la accién BI 6-dimensional invariante bajo

el dlgebra £} no desemboca a la dindmica de Relatividad General bajo ningtin lfmite.
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7.4.3 Relatividad General en dimensiones pares

Hemos visto que las acciones Born-Infeld 2p-dimensional invariante bajo el dlgebra de
Lie £5% no siempre desembocan en la dindmica de Relatividad General. En efecto, a pesar
que todos estos lagrangianos conducen a ecuaciones tipo Lovelock existen ciertos valores de
m para el cual es imposible obtener el término de Einstein-Hilbert en el lagrangiano BI 2p-
dimensional £5 -invariante. Esto se debe a que la presencia del término de Einstein-Hilbert

requiere de la presencia de la componente <Ja1a2 Lagay " 2.

a2p71a2p> del tensor invariante, la

cual viene dada por

52p72042p—2 <‘]a1a2 T Ja2p71a2p>2 ) sim zp
<Ja1a22a3a4 e Zazp—la2p>£§‘fn - 0 st m<p
(7.54)

Esta observacién permite establecer el siguiente teorema [37]:

Teorema 9 Si £9% es el dlgebra obtenida del dlgebra de Lorentz so (D — 1,1) mediante una
SéQm*Z)—expansz’o’n reducida, la cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra tipo Mazwell
Moy, Si Lz%f"(gp) es un Lagrangiano tipo Born-Infeld 2p-dimensional construida a partir de
la 2-forma curvatura F' Ma,,-valuada, el cual es invariante bajo el dlgebra £57% . Entonces, el
lagrangiano tipo Born-Infeld 2p-dimensional conducird al lagrangiano de Relatividad General

en un cierto limite de la constante de acoplamiento [, si y solo si m > p.

El Teorema 9 nos permite alistar en la siguiente tabla el conjunto de Lagrangianos Born-
M

Infeld Lp; (2p) invariante bajo el dlgebra £57,

que desemboca en la dindmica de Relatividad

General en un cierto limite de la constante de acoplamiento [:

g | [ L%
v Lsé\; (4) Lsé\; (6)
vy Lﬂé\; (4) LE}SNII (6) L£§1 (8)
: (7.55)
b AL Al IRl
2%‘ ngé (4) LSE% (6) LS}:‘%’\?} ® 1 - L%\ff (2n—2) LSB?A:IIL (2n)
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Es interesante notar que para cada dimensiéon D del espacio-tiempo, tenemos que el
Lagrangiano Lp; (py invariante bajo el dlgebra £21 contiene a todos los otros Lagrangianos
D-dimensional evaluado en un &lgebra £5% con m < n. De modo que siempre es posible
obtener un accién de un dlgebra menor apagando los campos apropiados.

Por dltimo, es de interés notar que, analogamente a lo que ocurre en gravedad CS 3-
dimensional, no es necesario en 4 dimensiones realizar el limite [ — 0 para desembocar en
Relatividad General.
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Capitulo 8

Accion de Einstein-Lovelock e

invariancia de gauge tipo Maxwell

8.1 Lagrangiano de Einstein-Lovelock

Si se desea construir un lagrangiano de FEinstein-Lovelock cuya eleccién de los coefi-
cientes nos permita escribir una teorfa Chern-Simons (2n — 1)-dimensional y una teoria tipo
Born-Infeld (2n)-dimensional que puedan desembocar en Relatividad General es necesario
considerar una versién expandida del lagrangiano de Lanczos-Lovelock. Recientemente, se
ha mostrado que el semigrupo SgED_z) = {)\i}i’:)l permite construir una teoria de Einstein-
Chern-Simons y una teorfa de Einstein-Born-Infeld. Luego haciendo uso de la ley de mul-
tiplicacién del semigrupo es posible escribir un polinomio de grado [D/2] en la 2-forma

curvatura expandida R,

Proponemos asi la siguiente accién [38]

D/2

[D/2]
SggZ/ Z/\iapngl) (81)

p=0

donde «, y A; son constantes arbitrarias y

(p,i) __1D-2¢1 (a1a2,i1) (a2 _1a2p,t ) (ag 41,8 +1) ap,ip_
Lep” = 17704 4 yipy_ Earazap 1t - Rlom-1amip)lomiipi) o p), (8.2)

86



donde
R(ab,i) — dw((lb,i) + ,r]cdw(acyj)w(db’k) ;+k‘ (8.3)

La expresion (8.1) es usada tanto en dimensiones pares como en dimensiones impares. Al
igual que en el caso de la teorfa de LL, los «y,, p = 0,1,---,[D/2], no son fijados desde
primeros principios. Al igual que en la ref. [16], es posible fijar los coeficientes de acuerdo
al criterio que las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de campo no deberfan

imponer constraints algebraicos adicionales sobre los tensores curvatura y torsion.

En el formalismo de primer orden, la nueva accién de LL es escrita en funcién del vielbein,

. . . D—2 s
de la conexion de spin y de nuevos campos de materia producto de la S;E )—expansmn. Las
correspondientes ecuaciones de campo variando con respecto a los campos expandidos e(®7)

y w(®7) vienen dadas por:

 o-yy |
el = Z Aia, (D — 2p) e®) =0 (8.4)
p=0
| [(D=1)/2 |
e = Niayp (D —2p) el =0 (8.5)
p=1
donde.
eff’” D= lD7257Z,:1+---+iD—p—1g(zbl...bD71R(b1b27i1) oo+ R2p=1b2pip) o (b2pt1sipin) e<bD‘1’iD_p_l) (8.6)

(pd). _ jD-24i
€ab - T ! 6i1+~“+iD_p—1€aba3"'aD

Rlasasin) . plazp—1a2p,ip-1)

T(azp+15ip) plazpt2,ip+1) | e(“DviD*P%) (8.7)

Aqui T = del®) + n, wDek) | representa a la 2-forma torsién expandida. Usando

la identidad de Bianchi para la 2-forma curvatura expandida (ver Apendice E) tenemos

De®? = P=2(D —1—-2p) ¢!

(b1b2yi1) | . . p(b2p—1bap,ip)
11+~~~+iD_p—1€ab1'”bD—1R R o

T (O2p+15ip+1) p(b2pt2sip) | . e(aD,l,z‘D,p,l) (8.8)

Por otro lado podemos escribir

(b.g)~ (k) 5i _ iD-2gi (araz,i1) . plazp—sazp—2.ip_1)
e eba itk l 67;1+"‘+’iD7p71gaal“'aD—ZR R P P P
R ) 59)
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de donde

G(b’j)E (p+1,k) ¢ _ ZD 251

(ara2,i1) | ., p(azp_1a2p,ip—1)
ba jt+k i14Fip_ <C:Cl<11"'aD—1R R vy

T(azps1ip) (azpr2ipra) .. p(ap-1/iD-p) (8.10)

Luego, comparando las ecuaciones (8.8) y (8.10) se tiene

De®) = (D —1 —2p) e, . (p+Lk) ok

para 0 < p < [(D — 1) /2]. Esto significa que

(D-1)/2 |
Z Niay (D —2p) (D — 1 —2p) e®De, PHHHgE (8.11)

llamando p’ = p + 1 se tiene que

(D+1)/2
De," = " Noy-1 (D2 +2)(D—2p +1)eDe,, P P5t (8.12)

lo cual se puede rescribir como

[(D+1)/2]
Z Xiaper (D —2p +2) (D —2p+ 1) e®e, W5t (8.13)
Dicha ecuacién debe ser nula por consistencia con la ecuacién gy) = 0. Ademds multipli-
cando £, ™ con e®4) encontramos
ba
4 [(D-1)/2] ' .
e, oy, Z Nagp (D = 2p) e, P61, (8.14)

la cual se anula por consistencia con la ecuacion 5((;,)) = 0.
En general existen diferentes maneras de escoger los coeficientes «, los cuales en general
corresponden a diferente teorfas con diferente nimero de grados de libertad. Es posible
lotir 1 de tal @), (@) ind di | mAxi
elejir los o, de tal manera que ¢,y €., sean independientes, o que estos tengan el médximo

nimero de componentes independientes.
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81.1 D =2n-1: Gravedad Chern-Simons M, _;-valuada

En dimensiones impares, las ecuaciones (8.13) y (8.14) tienen el mismo nimero. Esto
se debe a que el dltimo término de la ec. (8.13) se anula para p = (d+ 1) /2 = n. Luego
para D = 2n — 1, la ec. (8.13) toma la forma

(D-1)/2]
De, D = Z Xy 1 (D —2p+2) (D —2p+1) e, (k) e (8.15)
p=1

De modo que estas ecuaciones no imponen ningtin constraint algebraico adicional sobre R(@%)

i

y T(») De modo que las dos series Dsa( ) y (b )5ba (k)(5§ 41 deben ser proporcionales término

a término:

app (D — 2p) e, ®H) k=71 (D —2p+2)(D—2p+1) Ve, (p7k)5;‘+k

a

de donde
Op_1 _ p(D B 2p)
ay (D—-2p+2)(D—-2p+1)

donde 1 < p < n y 7 es una constante arbitraria de dimensién [longitud]2. La solucién a

vy (8.16)

esta ecuacién viene dada por
D (2v)? n—1
o, Rl D F) | (8.17)
2n-2p-1)\ »p
donde las constantes ag y v estdn relacionadas a la constante gravitacional y a la constante

cosmoldgica respectivamente en la forma

T b (8.18)
a() - (lD_lD)7 ’Y - Sgn 27 .

y donde para cualquier dimensién, [ es un pardmetro de longitud relacional a la constante

cosmolégica por

(D—-1)(D -2)
2(?

Con estos coeficientes, el vielbein expandido y la conexién de spin expandida son aco-

A=+

(8.19)

modados dentro de una conexién para el dlgebra Mo, 1, permitiendo que el lagrangeano se

convierta en la forma Chern-Simons (CS).

n—1
2p-2 a n—1y s (araz) . . plasp-1aspsip) pfazprrsipsn) . . . (ansin—
pi;z 2(n—p)—1( p )Az%..wp€a1a2...aDR o) Roatmieltmnivn) . o(00i0-0)
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La 2n — 1 forma CS puede escribirse andlogamente como [33]

n—1

@2n-1) __ 2k—2 i Tht1 in—1

Lég = E:l ChOOG 4.t Opy iy Oy gy
k=1

8a1“.a2n_1R(ala2,7;l) e R(a2k71a2k:7ik)6(02k+1,p1)

ela2kt2.q1) | 6(a2n737pn—1—k)6(a2n721Qn—1—k)e(a2n717in)' (8.20)

: . I . . o n—2n43
donde los a;’s son constantes independientes arbitrarias de dimensién [longitud] " ">, las

constantes ¢, vienen definidas por

o = ﬁ (n . 1), (8.21)

y donde
R(®20) — gy (@b20) 4 g (ac.27),,,(db2k) o (8.22)

Es importante mencionar que no todas las dlgebras M,, son buenas candidatas para que un
lagrangeano CS D dimensional desemboque en la dindmica de Relatividad General como fue

bien mencionado en la Ref. [37].

8.1.2 D =2n : Gravedad tipo Born-Infeld £}!-valuada

Considerando nuevamente las expresiones (8.13) y (8.14) es posible ver que la ec. (8.13)
tiene un término adicional a (8.14). Por otro lado, variando el lagrangeano con respecto a

R tenemos,

[D/2] .
SL=3" Ny oL,
p=1
5L(p’i) = ZD_QP 6§1+...+iD €atasz-ap (5R(a1a2,i1)) te R(a2p71a2p,ip)€(a2p+1,ip+1) s G(aD7iD7p)a
-p
lo cual se puede escribir como
5L (D/2] . . '
SR = i o p ZD_25;1+~~~+Z'D,F,15aba3-~~aD Rlasassin) | plazp-1a2p,ip-1) (8.23)
p=1
elazpr1iip) . p(apsin—p1). (8.24)
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Luego, llamando

0) oL & )
Tap = § R(ab,i) - Z Ai%p%fﬂ ’ (8.25)
p=1
con
TP = 1P260 i Cabageap RO - Rlaz-1apin- 1) g(@pinin) . o(apip-r-1) - (8.26)
a i1 ip_ abasz--a . .

Haciendo uso nuevamente de la identidad de Bianchi es posible escribir

(pg) _ j2p—2 i (azaq,i1) (azp—1a2p,ip—1)
D1, = 1 (D )511+ tip_p_1Eabag-ap LT R I

(De(a2p+1,zp)) elazpt2,ip+1) | e(aD,z‘D,p,l)

lo cual permite escribir

(D/2] ‘ ‘
Z Aicpp ZD_2 — 2p) (5§1+ ik lgaba3~~aDR(a3a47“) ... Rlazp—1a2p,ip-1)
T(azps1,in) plazpraipir) .. p(apsin—p-1) (8.27)

Comparando con las ecuaciones (8.5) y (8.7) vemos que
ey = DT, " (8.28)

de manera que
DT = (D - 2p)ely” (8.29)

paral <p < [%}

Por otro lado, se puede relacionar ’Z;(g’ con agp ) puesto que

5(? 1i) _ [D=2gi R(blb%il) .. R(b2p73b2p727ip)e(b2p717ip+l) . 6(bD—27iD—p—l)

t1+-+ip_ p— 1€ab1"'bD72

de modo que es posible escribir
eONT NG = 1) (8.30)
paral <p < [%] Luego tenemos que
D=1 = TONTEOGE, — (D = 2p) ePDelMs) (8.31)
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Definiendo ahora p’ = p+ 1 y considerando 1 < p < [%] se tiene

[(D+1)/2]
De,® Z Niay—1 (D —2p" +2) DeP' 1)
de modo que
A [(D+1)/2] A
D0 = Y oy (D242 D
[(D+1)/2]

- Z i1 (D = 2p +2) [ TCITPH — (D — 2p) e )] Jtk

Asi, para D = 2n, tenemos

n—1
De,® = XNT®DN 205, (n—p+ 1) TPV50,
p=1
n—1
—Ai Y day 1 (n—p+1) (n—p)eDeENsi, (8.32)
p=1

Se puede comparar dicha ecuacién con la identidad (8.14)
e 5ba j+k = A Z 2a,p (n = p) e, ) ;"+k (8.33)

Tanto la ecuacién (8.28) : 5&) = DT, @ como (8.33) pueden hacerse nulas si 79 =
0o ’Z;b(i) = 0. No obstante, esto representan condiciones muy fuertes para (8.32). En
realidad es suficiente con imponer la condicién més debil a saber T’ (“’j)’];b(k) = 0 y exigir
simultaneamente que el segundo término en (8.32) sea proporcional a la serie (8.33). Ahora,
ambas series poseen el mismo nimero de términos de modo que la solucién que permite el
nimero maximo de grados de libertad se encuentra al igualar las dos series término a término
salvo un factor global.
De este modo

a1 (n—p+1) (n—p) Pl = 2a,p (n —p) ey, P,

a
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encontrando asf

a, = ag (27)" <Z>

Con estos coeficientes el lagrangeano de Einstein-Lovelock es escrito como [35]

n

(2n) _§ : 2k—2i ny oG ik41 in
LBI-L%_ l o\ k a35i1+-~-+in5p1+q1 5pn—k+qn—k

Eay-ap Rlaazs1) | plazk—1a2kik) o(azk+1,p1)
e(@2rt2:1) ... o(@2n—1,Pn—k) o(02n,Gn—k) (8.34)
donde los a;’s son contantes independites arbitrarias de dimensién [longitud] >"**. El corre-

spondiente lagrangiano fue denominado lagrangiano de Einstein-Born-Infeld y es invariante

bajo el dlgebra L9 el cual corresponde a una subdlgebra del dlgebra Ms,,.

8.2 Gravedad con torsion invariante bajo el dlgebra

tipo Maxwell

De forma analoga a lo que se realiza con la teoria de Lanczos-Lovelock [16] es posible
generalizar la teoria de Einstein-Lovelock agregando "torsion" explicitamente lo cual es posi-
ble asumiendo que el Lagrangiano es la D-forma mas general invariante bajo una subélgebra
tipo Lorentz £ del 4lgebra de Lie M. Dicha D-forma es construida a partir del vielbein, la
conexién de spin, los campos expandidos e(@2¢+1) (,(@2k) (L =1 n —1)y sus derivadas

exteriores.

Analogamente a la Ref. [22], es posible reproducir todos los posibles invariantes locales
bajo la nueva subdlgebra tipo Lorentz £M escrito a partir de e(®2+1) = R(ab:2k) v p(a,2k+1)
(k=0,1,...,n—1). Siguiendo la Ref. [38], la introduccién de estos términos torsionales
conlleva un nimero de coeficientes arbitrarios 7,. Es interesante notar que en ciertas
dimensiones, se pueden elegir los coeficientes v’s de tal manera que es posible ampliar la
invariancia bajo £ a una simetria de gauge tipo Maxwell M. No es casualidad que este
procedimiento sea equivalente a lo realizado para la simetria de gauge AdS puesto que el

dlgebra tipo Maxwell consiste en una S-expansién del dlgebra AdS.
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A continuacién veremos que en D = 4k, las tnicas D-formas invariantes bajo el dlgebra
tipo Maxwell M construida a partir de e(®2+1)  R(@b2k) v T(a2k+1) (L =0 1,... n — 1) son
D-formas tipo Pontryagin P. Habfamos dicho que es posible escribir localmente dichas

formas como la derivada exterior de una (4k — 1)-forma,

AL 41y = P- (8.35)

8.2.1 D =3 : Gravedad Chern-Simons Mj;-valuada

A modo de ejemplo, consideremos un Lagrangiano (2 + 1)-dimensional invariante bajo
el élgebra tipo Maxwell Ms. Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3),
consideremos la S-expansion del dlgebra de Lie AdS usando SS) como semigrupo abeliano.
Despues de extraer una subélgebra resonante y realizar una 0s {= A4 }-reduccién, uno en-
cuentra el dlgebra tipo Maxwell M, la cual fue identificada como élgebra B en la Ref. [33].

Los nuevos generadores {Juy, Py, Zap, 4o} pueden escribirse como

Jib = Ao ® Jap, (8.36)
Zay = Ao ® Jap, (8.37)
P, = XN Q® P, (8.38)
Zs = MQP,, (8.39)

donde J,, y P, corresponden a los generadores originales. La 1-forma conexién de gauge A

M-valuada es dada por

1 1
A= —wabJab + =

1 1
5 le“Pa + 5/&bZab + ZhZ,, (8.40)

l

y la 2-forma curvatura asociada

1 1 1 1 1
F = 5112“*11065, + T Pat 5 <Dwk“b - Z—Ze“eb) Zav + 7 (Duh® + k*,e") Z,. (8.41)

Es interesante notar que P, no representa mds un boost AdS sino que para el dlgebra tipo

Maxwell se tiene que [P,, By| = Zy.
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Por otro lado, haciendo uso del teorema VII.2 de la Ref. [10] (ver seccién 2.4), es posible
mostrar que las tinicas componentes no nula de un tensor invariante simétrico para el dlgebra

de Lie Mj vienen dadas por

(Jachd>M5 = a0 (Maabe = Naclbd) (8.42)
<Jachd>M5 = a2 (MaaMbe = Nacbd) (8.43)
(PPl pas = 2Tles (8.44)
(JabPe) s = Qi€abe (8.45)
(JabZe) ppy = 3€abes (8.46)
(ZavPe) pg, = Q3€abes (8.47)

donde «g, a1, as, a3 son constantes arbitrarias sin dimension.

Usando el procedimiento dual de la S-expansién en términos de las formas de MC [11],

encontramos que el lagrangiano CS invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell M5 es dado por

M K ab _c 1 a b, c abyc abrpc 1 abyc ab _c ab _c
L§(2+1) = YsabclReqL@eee +Rh+kT—§d(w ht — k% 4+ w e)}
Yo 2 2 e% b c
+7 whdw®, +3wbw w +l2 Ty + whdk®, + kSdw®, + 205w kS | (8.48)

M Y2 (M
= n (L) + 3 (1)
donde hemos elegido oy = a3 = v, y @1 = a3 = k. La derivada exterior de dicho lagrangiano

nos entrega el siguiente invariante
1
POM — % {eabc <R‘“’T°’ + l—ge“ebTC + R (Dyh® + Kk 4e?) + DwkabTCﬂ

2
+% {R%Rba i (T°T, — "€’ Rap) + 2R*, Do,k } (8.49)

Los pardmetros k, v, son constantes arbitrarias cuyo origen radica en la existencia de
dos posibles tensores invariantes independientes para el dlgebra My y que aparecen de forma

manifiesta debido al proceso de expansion.
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Podemos resumir nuestro resultado de forma analoga a lo que se hace en la Ref. [25] ,en

la siguiente tabla [38]:

Tabla 3
D = 3 Lagrangianos Chern-Simons Invariante topolégico
I, B
LEorents = 0% dw®, + Zwiwws, Py = RYR"
LEorsion — eaT, Ny =TT, — e%e’ Ry,
Lyorem® (k) = widk®, + kGdw’, + 203wk | Py (k) = 2R*, D k",

donde ademés de la densidad de Maxwell-Euler 4 vemos que aparece el usual Pontryagin

Py, el Nieh-Yan N, y una densidad tipo Pontryagin P, (k) proveniente directamente de los

nuevos campos k%. Notemos que es posible combinar Py, Ny y P (k) en un dnico invariante

tipo Maxwell-Pontryagin para el grupo Ms. Asf, con la elecciéon ag = ay = v, tenemos que
2

FAFE = RYRY + 3 (T°T, — e"e"Rap) + 2R*, DK’ ,, (8.50)

donde es posible escribir

Rab + (Dwkab 4 l%eueb) Te 1+ % (tha 4 kacec)
FAB — : (8.51)

—%Tb _ % (thb + k)bcec) 0

~I

La introduccién de los nuevos campos de materia (k“b y h“) en el caso 4-dimensional
tiene como consecuencia que las familias de Euler y de Pontryagin se vean ampliadas con
el fin de mantener su invariancia bajo esta nueva simetria Ms5.  Veremos en la siguiente
seccién que el nimero de invariantes crece de forma considerable al considerar Gravedad CS

(6 + 1)-dimensional invariante bajo el dlgebra tipo Maxwell M.

8.2.2 D =7: Gravedad Chern-Simons M,-valuada

Consideremos ahora un accién Chern-Simons (6 + 1)-dimensional invariante bajo el &l-

gebra de Lie tipo Maxwell M;. Habiamos visto en la seccién 6.4 que el algebra My
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es obtenida mediante una S-expansion del dlgebra AdS utilizando Sg’) como el semigrupo
abeliano finito. De hecho, despues de extraer una subédlgebra resonante y de realizar una
Og-reduccién, se encuentra el dlgebra de Lie M;. La nueva dlgebra es generadad por

{Jab, P, Z () ZC(LI) 72 ZL(IQ)}, cuyos nuevos generadores pueden escribirse como

ab Y ab
M®@Jp = Ju M@Jp=2%, M@Jy=22, (8.52)
MeP, = P, MueP=2Y \eP =279, (8.53)

donde J,, v P, corresponden a los generadores del dlgebra AdS.

De la Ref. [37], sabemos que el Lagrangiano M-valuado viene dado por la expresion:
M
Lcs 641
= o1l eapede g RURRT €7 + s apedery (I*RURURTh9Y 4 31* R IRV ed 4 2R Rece! e9)

+ 5 apede sy (I RPRURT 10D 4 3 RUR(EADREND ed 314 Rb ReAsR(e4:2) 9
+31* R RURE VR 4 217 RPREWDecel e9 4 31° R Ree! B0V + gR“becedeeef eg)
+ a0{272}l5 [(R%Rba) Léorentz] + a2{272}l5 [(R‘},Rba) (Lgm"entz (k(l)) + l%ecTc>

492 ( RS %ba(l)) Léorentz 4 132 (T“Ta _ Rob eq eb) Léorentz:|

+ a4{272}l5 [(R%Rba) <L§orentz (k:(Q)) + Léorentz (k(l)k(l)) + l%ecgc M4 Zp (1)Tc)
19 (Rozmba(l)) (Lélorentz (k(l)) 4 Z%GCTC) I (m%(l)mb{lu)) [Lorentz
+2 (RyRE @) Lherent= 4 z% (T°T, — R™e,ep) (Lgm“e”tz (kM) + zecTC>
+122 <2Tarza(1) — 9Re,h, Y — lanD) em) Léaremz}

+ a0{4}l5 [Lgorentz] + a2{4}l5 |:L$0Tentz (k(l)) + ll24TaR%RbC€C}

i a4{4}l5 [Lgorentz (14:(2)) + L%orentz (k,(l)k(l))

" zé (LR R + S DR R e 4 TRGR, Vet + TV R, e

1
o 2 (R"eqe, + T°T,) Tcec}} : (8.54)
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Luego, con el propésito de realizar un estudio de los invariantes y puesto que los a's
son constantes arbitrarias independientes de dimension [longitud]_5 es til elejir agqa2) =
Qigfa 21 = Qiu{22} = l7572,2, Qipfq} = Qigfy) = Qiyfq} = 57574 yo=oa3=a; =1k Asi,

considerando primero el término proporcional a r, tenemos [38]

E(/\S/)l7 — ;Eabcdefg (RabRcdReng + 3RabRcd%(ef,l)Tg + 3Rabm(cd,1)m(ef,1)Tg
—FRabRCdRef(E(g’l) + 3RabRcd%(ef,1)r£(g,1) + RabRcdRef(S(g,Q)
+3RabRcdm(ef,2)Tg + %RabRcdeeeng + %RabRcdeeh(f,l)Tg

[ [
_{_%RabRcdeeeﬂz(g,l) + Z%Rabm(cd,l)eeeng + %Rabecedeeeng) )

Luego, considerando el término proporcional a v, 5, tenemos
’Pé\g/l ) 42,2} (( abRba)Q +4 ( %Rba) ( cdmdc(l)) +2 (Rzszba) (S)%cd(l)%dc(l»

14 (RYRY) (ReRLO) 44 (RIRDY 4 = (RYRY) (T°T, — Releey)

[2
8 8
+l_ (R%mba(l)) (TCT RCd€C€d> + N 4 Ra Rb <TCTC 1) _ RCdechd(l)>
—l—2R LR R Degeq + zi [(T“Ta) —2(T°T,) (R”%.eq) + (Rabeaeb)QD :

Por tltimo, considerando el término proporcional a -y,, se tiene

73”;) = | RYRORSRY + AR RLESRLD 1 61, R: R VRD + ARG R RGBS
a pb a pb a ¢pb (1) a pPb pc 1,(d,1
—l—QeaR R’ R%e —l—26aR R} ZQeaR R" D Re e —Z—QeaR R R%h( Y
4 a b e 8 b (1)c 8 b 2 b a2
+ 5 TRYRT + ST RYRIT + STRYRTED — o (epFe)
8 a 2 [¢
o TR el T + o3 (TLT°)°

Aligual que en el caso 3-dimensional podemos alistar nuestros resultados en las siguientes

tablas, lo cual nos entrega una visiéon mas clara de los invariante que existen en 8 dimensiones
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para el algebra tipo Maxwell M.

Tabla 4

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons

Invariantes topdlogicos
EX

Mz
LE

(8)

(7)

(Py)* = (RYR.)

( Rab Rba) Léorentz
(RYRY) eI Py Ny = (R4 R%) (T°T, — "€’ Ryp)
(T°T, — R™eqey) (e.T°) (Ny)?
(R RY) (Lhrent= (kD)) Py Py (K0) = 2 (Ry ) R 90
Py Py (K@)

(3 2,) (L5 (K%) + LE" (KIE0)

= (Rt (2R + O )

(RyR",) (eeTe @ 4+ 2 0T7)

Py N, (hD)
— (R%RZ)KZTQT(;) _ eaebmgé) _ 2€ah(b’1)Rab>

<Rab ba(1)> (LsLoTentz (k(l)))

(P (K0))? = 2 (Ra,,mbam)Q

(R3R) (ecT)

Pi (K9) Ny = (R0 (T°T, — Reteceq)

Tabla 5

D = 7 Lagrangianos Chern-Simons

Invariantes topélogicos

LLorentz
7

Ps = RYR.R%RY,

L%orentz (k,(l) )

Py (kM) = 4R% R? ReR%Y

L%orentz (k(l)k(l)) 4 L%orentz (k(2))

Py (kVEW) + Py (k@)
= 6Ry R VR + ARy R RO

L?orsién — TGR%Rbcec
+ [(R“beaeb + T“Ta) Tcec}

Ty — V3 + 4K, Ko — ViVi + ToTo
= T,RYRVT® — e, R% RY Re?
+4T.R¢ee, T — (6bRbae“)2 + (T, 1)

L?orsién (1) _ TaRabRbch(c,l)
+sa(1)RabRbcec + TaRabmbc(l)ec
+T,RG VR e

o1, _ gy, T o U} oy MUY _ (0T

= 2T, R% R, XY — 2¢, R% R® R¢,h(4Y)
+2T, R2R%. T — 2¢,Re RY R° et
—e,R2R%Y Re ed
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De esta forma es trivial ver que a medida que la dimensionalidad del espacio-tiempo y
la del dlgebra crece, se tiene que el nimero de invariantes aumenta drésticamente. Es in-
teresante notar ademds que despreciando el invariante de Maxwell-Euler es posible combinar
los distintos invariantes en un tnico invariante tipo Maxwell-Pontryagin para el grupo M.

Asi, con la particular eleccién aggo 9y = Qiaga,2y = g2y = l_57272 tenemos que
M
(FEFL) (FOFE) = Py (8.55)

mientras que eligiendo oy = Qapay = Oy = [~5~, se tiene

FRFEFSFS = PE iy (8.56)
donde
a ab, 1 _a
(R b)+ (9{( bl)(—|— )l_ze e(b) | %Ta 4+ %T(a,l) + %T(G,Q)
+ m ab,2 _|_ lQ eah b,l _'_ h a,l eb

—%Tb — %fg(a,l) R %g(aﬂ) 0

y donde hemos definido
m(ab,l) - Dwk(ab,l) ( )
m(ab,Z) a Dwk,(ab,Q) 4 kac(l)]{?d)(l) (859)
g@l) — pop@b 4 pe @ g (8.60)
g2 _ th(fh?) + kac@) e + kac(l) plel) ( )
A pesar del aparente desorden al aumentar la dimensién del espacio-tiempo y la del

algebra, existe un patron evidente que se repite en D = 4k — 1 como veremos en la siguiente

seccion.

8.2.3 Generalizaciéon a D =4k — 1

Consideremos finalmente el Lagrangiano més general en (4k — 1) dimensiones invariante

bajo algiin algebra de Lie tipo Maxwell M,,. Siguiendo las definiciones de la Ref. [10] (ver
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seccién 2.3), consideremos la S-expansion del dlgebra de Lie AdS usando SJ(E ) como semi-
grupo abeliano. Despues de extraer una subdlgebra resonante y realizar una 0,-reduccién,

uno encuentra el dlgebra tipo Maxwell M,,.

Luego, el Lagrangiano més general en (4k — 1) dimensiones M,,-valuado toma la forma

M, M,
kL (ak—1) T Yiny L (n;} (4k—1)’ (8.62)
donde dL'/];/l"{Ln]} (4k—1) — Pnlmnsa con Zj n; = 4k.

Los resultados obtenidos hasta ahora nos permiten de esta manera generalizar el teorema

de la Ref. [16] para el caso de las dlgebras de Lie tipo Maxwell:

Teorema 10 : FEn espacio tiempo de dimension impar, existen dos familias de lagrangianos

gravitacionales de primer orden L (e(%“),w(%)), mwariantes bajo transformaciones locales

M:

e La forma Mazwell-Euler-Chern-Simons Lt (2n—1)7 €T D =2n—1. Su derivada exterior

nos entrega la densidad de Mazwell-Euler en 2n dimensiones.

e Las formas Mazwell-Pontryagin-Chern-Simons L (4n—1)s €N D = 4k — 1.  Sus
derivadas exteriores nos entregan las densidades de Maxwell-Pontryagin 73(/4\1/711) en 4n

dimensiones.

Por ultimo, debe ser enfatizado que a pesar que dichos Lagrangianos CS (2p + 1)-dimensional
son invariantes bajo algin grupo de simetria de gauge Mas,, 11, solo conducirédn al lagrangiano

de Einstein-Hilbert en un cierto limite de la constante de acoplamiento [, si y solo si m > p.
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Apéndices

"All things are difficult
before they are easy"
Thomas Fuller.
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Apéndice A

Método de expansion en serie de

potencias de las formas de MC

En este apéndice se estudia brevemente el método de expansién en serie de potencias
de las formas de Maurer-Cartan desarrollado por Azcdrraga, Izquierdo, Picén y Varela en la
Ref. [9]. Dicho método consiste en resumen en expandir las formas de MC de un dlgebra
de Lie g en series de potencias de un pardametro real A el cual rescala las coordenadas del

grupo de Lie G.

Siguiendo a Ref. [9], sea G un grupo de Lie, de coordenadas local g4, A =1,...,r =
dim G. Sea g el dlgebra de Lie de base {T'4 }, la cual es obtenida por los generadores invariantes
izquierdos (LI) T4 (g) sobre la variedad del grupo. Sea también g* la codlgebra, y sea
{wA (g)}, A =1,...,r = dimG la base determinada por las 1-formas de MC sobre G.
Entonces, cuando la base {T4} satisface el paréntesis de Lie [T, Ts] = C,$T¢ , se satisfacen

las ecuaciones de Maurer-Cartan

1
dw® (9) = —5Cagw™ (9) Aw” (g). (A1)
Sea ademads 6, la 1-forma candnica invariante izquierda sobre G,
0 (g) = g_ldg = B_QATAdegATA = QJATA (AQ)

Haciendo uso del teorema de Baker-Campbell-Hausdorff, uno obtiene las expansiones de 6 (g)
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y de las formas de MC w* (g) como polinomios en las coordenadas g* del grupo:

0(g) = [65; F Ol Ol Ol (A3)
CBCD; Cp,ca?Cp,e, g7 g% g% + .. } dgPTy | (A.4)
1
Alg) = [6;% n 5035‘90 (A5)
+ Z Bcj“?lCchlz)2 e CDn_zCSfIICDn 10249019 . -QC"IQC"] dg” .
n=2

De (A.5) es evidente que la redefinicion
gt — \g* (A.6)

de alguna coordenadad g” producird una expansién de la 1-forma MC w” (g, ) como una
suma de 1-formas w?® (g) sobre G multiplicados por la potencia correspondiente \* de ), a

saber

= Z)\awA’o‘ (9). (A.7)
a=0
Un ejemplo sencillo de expansién en serie de potencias es aquel cuando g* se descompone
en la suma de dos subespacios vectoriales
g =Vy eV, (A.8)

siendo V', V;* generados por las formas de MC w? (g), w™ (g) de g* con los indices corre-

spondientes a los pardmetros no modificados y modificados respectivamente,
gl — gl gM = ag™ L Ag(A) =1,...,dimV (dim V}). (A.9)

En general, las series de w™ (g, \) € Vi y w (g, \) € V}* involucrard todas las potencias
de A,

W (gA) = Y NWg) . p=0.1 (4-10)
— W0 (g) + At (g) + A2 (g) .. (A.11)
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Con esta notacion, las ecuaciones de MC despues del reescalamiento pueden rescribirse como

1
dw® = 504, Bc“w P A wBa , p,q,s =0,1 (A.12)
o explicitamente
1 1
dw = _QCAOB?WAO AW = C g w AwPt — §CA13€O°"A1 AW (A13)
1 1
dw® = -5 AOB?wAO AwPo — Cy, BclwAO A wBr — §C’AIB(flwA1 AwB (AL14)

Luego, insertando ahora las expansiones (A.10) en las ecuaciones de MC (A.12) y usando la
identidad

<§:)\aw’4p’°‘> A (i/\o‘qu’a) Z /\O‘ZwAp’ﬁ A wBaoa=h (A.15)

a=p a=q a=p+q B=p

es posible mostrar lo siguiente

ixadw%a 3 iv
a=0 a=0

Esto requiere la igualdad de los coeficientes de igual potencias A“. De este modo, los
A

1 «
—§CAPBSSZwAP’5 A wBoe—h (A.16)
=0

coeficientes 1-formas w”'»® satisfacen las identidades

At = =500z, Zw PP AP g s =0,1 (A17)

Las condiciones bajo las cuales podemos usar los coeficientes de expansién w400 y
w1 hasta ciertos érdenes Ny > 0, Ny > 0,a=0,1,..., Ny, 3=0,1,..., Ny, tal que (A.17)
determine las ecuaciones de Maurer-Cartan de una nueva dlgebra de Lie vienen dadas en el

siguiente teorema:

Teorema 11 Sea g un dlgebra de Lie y g = Vo ® Vi. Sea {wA} , {wAO} , {wAl} (A=
dimg, Ag=1,...,dimVy, Ay =1,...,dimV; ) respectivamente, las bases de g*, Vi y

V' espacios vectoriales duales. Entonces, el espacio vectorial generado por

{on,O’ on,1’ o ’on,N’ wAl’O, wA1,1 o ,wALN} (A18)

Y
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junto con las ecuaciones de MC

1
Cs,ao Cs,a | Ay, ,
dw = —§C’Apﬂ By W pByBar (A.19)
ApoB Bay CA,,BSS sif+v=a

determina un dlgebra de Lie g (N) para cada orden de la expansion N > 0 de dimension
dimg(N) = (N +1)dimg.

La prueba de este teorema es encontrada en la Ref. [9], ademas de los casos en que Vj
es una subdlgebra, en que V; es un coseto simétrico y cuando g = V5 @ - - - @ V,, satisface las

condiciones de Weimar-Woods.
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Apéndice B

Invariantes locales de Lorentz

El lagrangiano de Lanczos-Lovelock corresponde a la D-forma méds general que satisface

las siguientes dos condiciones:

e Kl lagrangiano de LL debe ser invariante bajo transformaciones locales de Lorentz,
construido a partir del vielbein e, de la conexién de spin w®, de sus derivadas exteriores

y productos de ellos, sin hacer uso del dual de Hodge.

e FEl espacio-tiempo es una variedad Riemaniana, es decir libre de torsién.

Es claro que la primera condicién implica que las ecuaciones de campo sean de segundo
orden en la métrica. No obstante, es posible agregar torsiéon a la generalizacién del la-

grangiano de Einstein-Hilbert despreciando simplemente la segunda condicién.

Siguiendo a Ref. [22], los tinicos tensores bajo transformaciones locales de Lorentz que se
pueden construir aparte de e?, w9, y sus derivadas exteriores son, ademés de e por sf mismo,
%, T'*, y productos de ellos. Luego, las combinaciones invariantes que pueden ocurrir en

el lagrangiano son contracciones entre estos tensores, incluyendo los tensores invariantes
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ab

€ay..ap:Map, M- Asi, los invariantes que se pueden construir son los siguientes

)
Ry
Va
Ta
Ka

EalmaDRala? ... RO2p—102p 002p+1 , eaD,
Raalg e Raaz‘;’
€a1 Raal2 s RabA eb,
Ta1 Raag R RabATb’
T, RY - R

Cualquier otro invariante, en particular el lagrangiano, es escrito como una combinacién

lineal de productos de estas combinaciones de invariantes locales de Lorentz.

En especial, las respectivas derivadas exteriores de estos invariantes son

dRy = 0
dVy = 2K,4
dTA = 2KA+1

dKy = Ta—Van

cuyos resultados pueden resultar util en la construcciones de teorfas Chern-Simons que im-

pliquen torsién.
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Apéndice C

Algebras de Maxwell Generalizadas

En este apéndice, siguiendo a la Ref. [39], mostraremos que las contracciones de Inénii-
Wigner generalizadas [40] de las dlgebras AdS-Maxwell generalizadas proveen de las dlgebras
tipo Maxwell M,, las cuales corresponden a las llamadas dlgebras 95,, definidas por los
autores de la Ref. [33].

Para obtener el dlgebra de Lie AdS-Maxwell generalizada consideremos la S-expansion del
algebra AdS con Sf\j/lv) como semigrupo abeliano. FEl semigrupo Sﬁ\],lv) ={da,a=0,--- N}

satisface la siguiente ley de multiplicacién

o« /\a+5_2[%] sia+ (>N .

donde [-] representa la parte entera. Notemos que para N impar, Sﬁ\],‘v), corresponde al grupo

ciclico de (N + 1) elementos Zpy 1.

Consideremos a modo de ejemplo la expansién con el semigrupo S/(\?/’l). Asi, siguiendo las
definiciones de la Ref. [10] (ver seccién 2.3), consideremos la S-expansién del dlgebra de Lie

AdS usando como semigrupo S ® _—7,= {A0, A1, A2, A3} con la ley de multiplicacién

A i <3
Aadg = { ot sta+ < (C.2)
Aot -4 sia+ 3> 3.

Después de extraer una subdlgebra resonante, uno encuentra el dlgebra AdS — M5, cuyos
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generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

Zab; [Jaby PC] = 77bc:Pa - nach

ncb‘]ad - nca‘]bd + ndeCd - ndaJCb

77cha - nacZIN
Wcha - nachH

ncbZad - ncaZbd + ndeCCL - ndaZCb

nbcPll - T}ach
Jaln [Zm Zc] — Zab

nchad - ncand + ndb‘]CCL - ndaJCb'

Luego mediante una contracciéon de Inonii-Wigner generalizada [40], es decir reescalando

P, — AP, Z, — )\2Zab, Z., — N7, y al realizar el limite A — oo obtenemos el dlgebra tipo

Maxwell M

Zabv

[Jaba PC] = nbcPa - 77ach

nchad i nca de + ndeca - T]da‘]Cb

ﬁcha - ?70,ch7

ncha - nacha

77cbZaLd - ncaZbd + ndeca - ndaZcb
[Pay Zc] - [Zcu Zc] = [Zab,ch] = O;

la cual coincide con la conocida dlgebra Bs5 [33] obtenida mediante Sg’)—expansion resonante

reducida del dlgebra AdS.

Este proceso es generalizado por los autores de la Ref. [39] a todas las dlgebras B,

las cuales son obtenidas mediante una contraccién de Inonii-Wigner generalizada del dlgebra

AdS-Maxwell generalizada mostrando asf la equivalencia entre las dlgebras B, y las dlgebras

de Maxwell generalizadas* que denotaremos M,,.

4También llamadas dlgebras de Poincaré Generalizadas P,
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Apéndice D

S-expansion de la curvatura de

Lorentz

Consideremos a modo de ejemplos el dlgebra £, la cual es obtenida mediante una
534) -expansion reducida del dlgebra de Lorentz. Para ello, consideramos el semigrupo S(()4)

= {0, A2, Ay, A5} con la siguiente ley de multiplicacién

Ao i <5
Wl T RS 4 (D.1)
)‘N—i-l sia+ ﬂ > 5
con A5 = Og.
Los generadores de la nueva dlgebra vienen dados por { Jup0; Jap2; Japa} = {Jab, 4 511))7 Z, (2) }los

cuales satisfacen

[Jab, ch]M = P\oJam )‘Ojcd]vo = NepJad = Neadvd + NapJea — NaaJebs
_Jaba Zc(;)_ M = [)\OJabv )\2ch]\/0 = ncch(Lil) - ncaZlSi) + ﬁdec(é) - ndaZé;)7
_Zéé),Zéé)_M - [/\2Jab7)‘2ch]Vo - UcbZ(gd ncaZIEd +77de( UdaZc(g)7
_Jab, Zc(s)_ M - [/\OJab7 /\4J0d]Vo = ncbZ(g? - ncaZlgs) + ndbzég) - ndaZc(Z?)7
[ £(2) (2)] _ 1) (2 _ _
_ch ’ch 1 m - [Zab 7ch :|M = A [Jab? JCd]VO =0. (DQ)

Es interesante notar que el semigrupo S(()B) = { Ao, A2, A4} corresponde a una descomposi-
cién del semigrupo Sgl) usado para obtener el dlgebra Mg. Esta coincidencia tiene como

consecuencia que el dlgebra £41 corresponde a una subdlgebra tipo Lorentz del dlgebra M.

112



Por otro lado, sea la 2-forma curvatura de Lorentz

.1 1
F=3 <R“” 5 “eb) T b, (D.3)

la cual nos permite construir la accién invariante Born-Infeld 6-dimensional invariante bajo

el grupo de Lorentz

1 1 1
LSB} 6eabcdef <Rab + 7€a6b) (R“l + ieced) (Ref + ieeef) ) (D.4)

Luego, la 2-forma curvatura expandida es obtenida de la siguiente forma

F = \F°
- 5)‘0Rab’0Jab +3 <)\2Rab’2 + 1—2)\2 (e“eb)’Z) Jub

+5 ()\ R4 1 le 4 (e )4) Ja
— R“bOJabo - - (R“” l12 (e“eb)’2> Jab,2

2
+§ (R“b’4 B (eaeb) ) Jap 4.

Recordemos que la curvatura de Riemann R es dada por R* = dw® + w?® w®. Esto

significa que la expansién de la curvatura R es obtenida expandiendo la conexién de spin

w™. Por ejemplo R(** es obtenido haciendo

)\4R(ab,4) _ )\4dwab74 + )\2>\2wac,2wcb,2 + )\4>\Owac,4wcb70 + )\0)\4wac,0wcb,4'
Luego definiendo w®?* = k(a2 yab2 = fabl) ;060 — (jab g6 tiene que

R(ab,4) _ dk? (ab,2) + ka J( k’ (cb,1) + ka 7(Q)WCb + wack(cb,Q)
_ dl{?(ab’2) + wack(cb,Q + wbckac, (2) + kac’(l)/{?(Cb’l)
= D k" 4 g WD), (D.5)

Por otro lado, es posible definir el campo h(*!) a partir del vielbein e expandido de la

siguiente manera:
)\1)\36(a71)6(b73) — )\4604],1/(0,71)
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Notemos ademss que la combinacién Azh(*DAa®1 no estd permitida debido a que A5 corre-

sponde al elemento cero del semigrupo.

De modo que la 2-forma curvatura,
1 ab,0 1 ab,2 1 a b2 1 ab,4 2 a b\4
F = éR Jab,O + 5 (R + l—2 (6 € ) Jab,Q + 5 R + l_2 (6 € ) Jab,4

puede rescribirse como

F— %Rabjab_l_% (Dwk(ab,l) + %eaeb) Z((lll))+% <Dwk(ab,2) + kac(l)k,cb(l) + %2 (eah(b,l) + h(a,1)€b)> Zﬁ).
(D.6)

donde R@0 = Ret R(ab2) — p flabl) (ea€b>’2 = et%b, R4 — p flab2) 4 kac(l)k.cb(l)’

(e“eb)’4 = ¢*h®Y . De esta forma, se muestra explicitamente que los campos k(@1 k(ab2) y

h(®1) aparecen como consecuencia del procedimiento de la S-expansién. De forma andloga,

se puede mostrar que al considerar un semigrupo S](EN) de orden mayor, se obtendrd un

nimero mayor de campos de materia k(®9 y p(®9),
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Apéndice E

La identidad de Bianchi para algebras
tipo Maxwell

Consideremos a modo de ejemplo el dlgebra My la cual es obtenida mediante una S-
expansién del dlgebra AdS utilizando Sg’) como el semigrupo abeliano (ver seccién 6.4).

Sea la 1-forma conexién A Mr-valuada

1 1 1 1 1 1
A= §Wabjab + 7€aPa + §k(ab,1)Z(§l1)) 4 jh(a,l)Ztgl) + §k(ab,2)Z[§§) + 7h(a’2)Z£2), (El)

y la 2-forma curvatura F' Mr-valuada

1 1 1 1
F o= SR™Juy+ TPt (Dwk(“b71) “ Z—Qeaeb) 70 4+ - (th@v” + kab(l)eb> ZW
2

1
7 (Dhe? et ) e kO hleD) 2 (E.2)

41 (DUJWW) + ke Wper® 4 1 [e?h®D) ¢ h<a»1>eb}) AR

Luego la identidad de Bianchi establece que
DF =0 (E.3)

donde
D=d+][A,] (E.4)
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Luego tenemos que

1 1 1
DF = ZD,R®Ju+ - (D,T* — R*¢.) P, + 5 (DD k@D 4 k2 O R 4 b (D gaey 70

2 l

+% (DD h Y — Ren(M) Z(Y
1

+§ (Dwal{}(ab’2) + kac (Q)Rcb + kbC(Q)Rac) Z¢(1127)
1

+7 (DD, b — R*hP) Z)

lo cual implica que cada componente satiface [38]
D,R™ =
D, T — R*e. =
DDk 4 ga WO Reb 4 b () gac
DD bV — Repll =
DD k@2 4 g @ peb 4 b @) gac _
D, D,h*? — R*pD =

o o o o o o

las cuales corresponde a las distintas componentes de la identidad de Bianchi.

Es interesante notar que al considerar la derivada covariante exterior D = d+ [A, -] a una

suma de R%.J,, expandidos tenemos
5 5
D <Z A Rl Jab> = > XDR)J,, (E.11)
i=0 i=0

donde \; es un elemento del semigrupo SS). Luego es posible reescribir (£.11) como

5
D (Z )\iRab,iJab) — )\ODRab,OJab 4 )\ZDRab,ZJab 4 )\4DRab,4Jab
=0

ab,0 a ,2 pcb,0 b ,2 pac,0 a ,4 pcb,0 b ,4 pac,0
= DwR Jab,O +wc R Jab72+wc R Jab,2+wc R Jab,4+wc R Jab,4
2 2 2 2 2 4
+DwRab7 Jab,Q + wac ' RdL Jab,4 + Wbc7 R Jab,4 + DwRa@ Jab,4

Luego identificando

wab,O _ wab’ wab,2 — k(ab,l)7 wab,4 — k(ab,Z)7
Rab,O _ Rab’ Rab,? _ Dwk(ab’l), Rab,4 _ Dwk(ab’Q) + kac(l)k’d)(l),

Two = Jups Jupz = 2V, Jupa = 22,
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se tiene que
5

D (Z )\Z'R(ab7i) Jab) _ DwRabJab + kac(l)RCch(L:Zl)) + kbc (1)Racz(§llj) + kac (2)RcbZC(£)
=0

+kbc (2) RacZG(Ll?)) + Dwak(ab’l)Z(Ell)) + kac @) Dwk(cb,l) Zc(i)
_'_kbc (1) Dwk(ac,l)ZlEIQ)) + Dwak(ab,Z) Z(gi)
—FDwk’ac(l)k’Cb(l)Z(z) _ kac(l)Dwk,cb(l)Z(z)

lo cual corresponde a las componentes de la identidad de Bianchi (E.5), (E.7), (E£.9)
5
D (Z )\iR(ab,i) Jab) _ DwRabJab + (Dwak‘(ab’l) + k’ac(l)RCb + kbc (1)Rac) Z(gll;)
i=0
+ (DD K + ke, AR 1 kb 2 Rae) 7D (E.12)

Notemos ademds que la tnica componente no nula de un tensor invariante simétrico de

rango 4 para el dlgebra M viene dado por

<J(a1a2,i1)‘](a3a4,i2)‘](a5a6,i3)P(a7,i4)> I 2l5aj651+i2+i3+i4€a102a3a4asaaa77 (E13)

donde iy, j = 0, -+ , 5, los coeficientes a; son constantes arbitrarias de dimensién [longitud] .
De modo que al considerar la derivada covariante exterior D = d+ [A, -] sobre el lagrangiano

CS 7-dimensional para gravedad, tenemos que

4
(mn _ 2k—2 j k1 is
DLps = E:l CkOOG, 4y tigtisOpybar " Opa_ptas_s
k=1

€ a1a2a304a50507 D (R(maz,n) — R(azk—wzkﬂk)e(azkﬂ7p1)€(<l2k+27¢11) .. 6(9714))
n
o 2k—2 < ik+1 | Sin
- E : ! Cka35i1+i2+i3+z‘45p1+q1 5pn7k+qn7k
k=1
(abiin) .. Rlefiir) D (e(a2k+1’P1)e(a2k+2:‘h) L e(g,i4))

€a1a2a3a4a5a6a7 R Y

donde hemos ocupado las distintas componentes de la identidad de Bianchi (F.12).

Notemos que este mismo procedimiento es utilizado en la expresién (8.8) obteniendo asi

(pi). _  si (bibz,i1) .. p(b2p—1b2p,ip) o (b2p+1sip+1) | . . o(PD-1iD—p—1
DePv: = 5i1+...+iD—p—15ab1"'bD71D R Lo 6( ' )
o _ . i (blbz,i]_) . (b2 71b2 ’i )
= (D 1 2p) 5i1+...+iD7p,15abl"'bD71R R o

T (O2p+15ip+1) p (b2pt2sip) | . e(‘ld—lvinpfl).
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