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Resumen

En esta tesis se presentan acciones Chern-Simons para gravedad y supergravedad
en la cuales la simetria local del espaciotiempo son extensiones (semisimples) de
las algebras y superdlgebras de Poincaré. Estas acciones son complementadas con
acciones bosonicas y supersimétricas cuyas simetrias de gauge son dadas por las
algebra y superalgebra de Maxwell, las cuales han sido utilizadas para describir
espaciotiempos con un “background” electromagnético constante.

Estas simetrias incluyen un generador tensorial adicional: Z,,, que para el caso de
algebras de Maxwell representa la libertad de gauge para elegir el “background”
electromagnético. Para el caso de teorias gravitacionales ha sido interpretado como
una extension de las simetrias de Poincaré necesaria para explicar la naturaleza
de la constante cosmoldgica y el actual problema en la interpretacion de su valor
numérico.

La construccién de las (super)-dlgebras se realiza a través de un proceso de expansién
de algebras que requiere la utilizacién de semigrupos abelianos, este procedimiento
es conocido como S-expansiéon [12]-[13]. En la construccién de los lagrangeanos
invariantes bajo la (super)-algebra de Maxwell se presenta un método de contraccién
de Inonii-Wigner generalizado, que ademas de modificar los generadores del algebra
modifica también sus tensores invariantes.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. En el concepto de unificacion.

En la busqueda de simplicidad en nuestra descripcion de la naturaleza el concepto de unifica-
cion, de que todo esta conectado a través de sus subestructuras, se ha vuelto una guia fundamen-
tal. Ya siglos a.c. lo griegos compartian el pensamiento de que un minimo de (sub)estructuras
serfan las que conforman el universo que nos rodea y nos contiene, en el s. V a.c. Empedocles
establece la teorfa de las cuatro raices o cuatro elementos (teoria que es mejorada y populari-
zada luego por Aristdteles) en la cual todo estaria formado por cuatro elementos: Agua, Aire,
Fuego y Tierra En el Timeo (Tiparos) Platén describe cada uno de los cuatro elementos més

Figura 1.1: Diagrama de los cuatro elementos que conformaban el universo en el pensamiento
Aristotélico.

el quinto, conocido como Eter o la Quintaesencia, como conformados por particulas diminutas
cuyas formas eran cada uno de los cinco poliedros regulares: tetraedro (fuego), hexaedro o cubo

17



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION

(tierra), octaedro (aire), dodecaedro (éter) e icosaedro (agua), dicho de otra forma los cuantos
de la materia serian cinco y tendrian formas bien definidas.

Un cambio de paradigma y una nueva definicién de elemento no llega sino hasta la segunda
mitad del s. XVII liderada por el cientifico Robert Boyle.En su obra The Sceptical Chymist: or
Chymico-Physical Doubts and Paradoxes redefine el concepto de elemento, en sus palabras:

And, to prevent mistakes, I must advertize you, that I now mean by elements,
as those chymists that speak plainest do by their principles, certain primitive or
simple, or perfectly unmingled bodies; which not being made of any other bodies, or
of one another, are the ingredients of which all those called perfectly mizt bodies are
immediately compounded, and into which they are ultimately resolved: now whether
there be any such body to be constantly met with in all, and each, of those that are
said to be elemented bodies, is the thing I now question.

- Robert Boyle
The Sceptical Chemist (1661), 187.

Esta fue la primera definicién de elemento quimico que llevaria luego a los cientificos entre el
s. XVII y XIX, entre ellos Antoine-Laurent de Lavoisier y Dmitri Mendeleev, a encontrar y
clasificar las nuevas, en ese momento, subestructuras de la materia. Esta descripcion siendo
mas profunda y precisa, era menos simple que la anterior ya que se pasé de 4 o 5 elementos a
muchos mas.

1 2
H He
3] 4 5 7 8 9 10
Li | Be B N | O [ F | Ne
1 | 12 13| 14 [ 15 (16 | 17 | 18
Na | Mg Alsi|pfis|ala
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 P25 27 | 28 30 | 31| 32 34 | 35 | 36
K Ca| S | T V | Cr | Ma Co | Ni Zn | Ga | Ge Se | Br | Kr
37 | 38 | 39 | 40 | 41 |42 N4 44 | 45 | 46 7| 48 | 49 52 | 53 | 54
Rb [ S | Y Zr [Nb | Mo | Tc | Ru | Rh | Pd Cd | In Te | I Xe
S5 |56 | 57 |72 |73 | 74| 5| 76| 77|78 579 81 83 | 84 | 85 | 86
Cs |Ba| 7L | Hf [ Ta | W |[Re | Os | Ir | Pt T Bi | Po | At | Rn
87 | 88 | 89 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118
Fr | Ra |-103| Rf | Db | Sg [ Bh | Hs [ Mt | Ds | Rg | Cn [Uut| A |Uup| Lv | Uus | Uuo
57 | 58 | 59 | 60 [ 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71
la | Ce | Pr |Nd |Pm |Sm | Eu | Gd [ Tb | Dy | Ho [ Er [ Tm | Yb | Lu
89 | 90 | 91 | 92|93 |94 |9 | % (97 | 9 | 99 |100 101 | 102 | 103
Ac | Th | Pa | U | Np | Pu [Am [Cm | Bk | CF | Es | Fm | Md | No | Lr
[ known in antiquity [[] akw Seaborg published his periodic table (1945)
[ also known when (akw) Lavoisier published his list of elements (1789) || also known (ak) up to 2000
[ akw Mendeleev published his periodic table (1869) [ akto 2012
[] akw Deming published his pericdic table (1523)

Figura 1.2: Tabla periddica de los elementos con informacién cronoldgica de sus descubrimientos.

A finales del S. XIX es descubierta la primera particula subatémica: el electrén (1897), y confor-
me transcurre el siglo XX avanza la tecnologia, las buenas ideas en fisica y los descrubrimientos
en esta direcciéon: el nicleo atémico en 1909, el protén en 1918 y por ultimo el neutrén 1932.
Con el descubrimiento de las particulas subatéomicas no solo se habia logrado una descripcion
ma4s precisa sino también una mas simple y unificadora. Para la década del 30’ se habia logrado
construir una teoria que lograba explicar la estructura de toda la materia conocida en base solo
a 3 particulas (protén, neutrén y electrén), se contaba con exitosas teorias para la descripcion
de la interaccién gravitacional y de la interaccién electromagnética, por otro lado la mecdnica
cuantica habia alcanzado un importante desarrollo y mostrado un alto poder predictivo.
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Figura 1.3: Particulas subatomicas.

A finales de la década de los cuarenta se formula la primera teoria cuantica de campos exitosa
(renormalizable), la electrodindmica cudntica, a través de los trabajos de Schwinger, Feynman
y Dyson, entre otros. Durante la decdda del 60’ se formula la cromodindmica cuéntica (teoria
de gauge del grupo SU(3)), una teoria cuantica de campos de la interaccién nuclear fuerte, y
la teoria que describe la interaccion nuclear débil.

A finales de la decada del 60" Abdus Salam, Sheldon Glashow y Steven Weinberg, entre otros,
logran una descripcién unificada de la interaccién nuclear débil y el electromagnétismo intro-
duciendo la interaccon electrodébil ( 100 GeV, con grupo de gauge SU(2) x U(1)), la cual es
posteriormente verificada experimentalmente.

La descripcion de estas interacciones, no-gravitacionales, conforman lo que hoy conocemos como
Modelo Estandar de particulas, la cual es una teoria de gauge descrita por una accion de Yang-
Mills (como lo son cada una de las interacciones) para el grupo de simetria SU(3)x.SU(2)xU(1).
Todas las particulas del modelo estandar han sido observadas experimentalmente. El modelo
estandar es el punto culmine del importante desarrollo que tuvo la fisica el siglo pasado, en
particular en la descripcién de los bloques fundamentales de la materia y la unificacion de las
interacciones. La gravedad por otro lado, ha seguido un camino apartado incluso en su desa-
rrollo histérico, siendo la interaccién estudiada durante maés tiempo y aunque su estructura
matematica presenta practicamente los mismos componentes que los presentes en las teorias
que describen las interacciones no-gravitacionales, presenta diferencias que han hecho imposible
su unificacion.

El modelo estandar ahora representa una descripcion mas precisa de la materia y tres de sus
interacciones, un entendimiento tedrico sin comparaciones con el entendimiento de la época de
Empedocles, sin embargo es una descripcién con mas bloques fundamentales que aquellos que
describian la fisica de los anos 30". Asi, vemos que pasamos de una era que contaba solo con 5
elementos a una era que tenia mas de 100, de alli a una descripcion basada solo en 3 particulas
subatémicas y la radiacion EFM, usando una analogia nos encontramos en una epoca como la
de la tabla periddica, con 128 elementos y buscamos mayor simplicidad reduciendo una vez
més el nimero de bloques fundamentales (como en los anos del neutron), y por supuesto una
teoria que incluya la cuarta interaccion de manera armonica y bien comportada como la QFE D
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Three generations
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Figura 1.4: Modelo Estandar.

de Schwinger-Dyson y Feynman.

1.2. Sobre la gravedad como teoria de gauge.

Ademas de ser la unica interaccién que no ha logrado ser unificada con el resto, la gravedad
es también la Unica interaccién que no ha logrado cuantizarse, ambos problemas podrian tener
un origen comun y las propuestas para solucionarlos han sido diversas. Conocido el éxito de la
cuantizacion de las teorias no gravitacionales se tiene informacién de las caracteristicas espe-
radas en una teoria cuantica de la gravedad, una condicion natural es requerir invariancia de
gauge, sin embargo utilizando directamente lagrangeanos de Yang-Mills no es posible obtener
una teorfa dindmica para la métrica del espaciotiempo. Durante los 80" aparecen los trabajos
de Achicarro y Towsend [33] y posteriormente Witten [30], los cuales proponen la construccion
de acciones para la gravedad a partir de objetos topolégicos conocidos Chern-Simons (C'S) [2],
los cuales poseen como derivada exterior invariantes topélogicos. Una “aparente” desventaja
es que todos los invariantes topoldgicos conocidos viven en dimensiones pares, lo que condicio-
na la existencia de los lagrangeanos C'S a dimensiones impares. Las acciones C'S dan origen
a teorias de gauge para cualquier grupo de simetria, la métrica de la teoria es naturalmente
dindmica por lo que son ideales para representar teorfas gravitacionales [34, 35, 32, 38]. En
D = 3 el lagrangeano de Einstein-Hilbert (E — H) con constante cosmoldgica es equivalente
a un lagrangeano C'S para la gravedad con grupo de simetria dS o AdS [30]. En D = 5 dan
origen a teorias gravitacionales mas generales que la de F — H, en particular en la referencia
[11] se obtiene Relatividad General (RG) a partir de un lagrangeano C'S en cinco dimensiones
a través de reduccion dimensional. También han sido construidos lagrangeanos C'S para teorias
de la gravedad en D = 11.
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1.3. Desarrollo de la tesis.

En este trabajo se presentan acciones tanto para gravedad como para supergravedad ba-
sadas en formas de Chern-Simons en D = 3. Todos los lagrangeanos presentados “gaugean”
expansiones de las simetrias basicas de las teorias gravitacionales, el dlgebra y la superalgebra
de Poincaré. Estas versiones son conocidas como extension semisimple del dlgebra de Poin-

caré (SSEP), extension semisimple de la superdlgebra de Poincaré (SSEPS) [3, 1, 5], dlgebra
y superalgebra de Maxwell, las cuales han sido utilizadas en el contexto de la gravitacién en las
referencias [28, 23, 24] buscando dar una solucién y una explicacién al problema de la constante

cosmoldgica: las diferencias entre su valor esperado y su valor medido [27, 20]

La construccion de estas acciones requiere conocer tensores invariantes asociados a las simetrias
que seran “gaugeadas”. Paro esto se utilizarda un método conocido como procedimiento de S-
expansién [12, 13]. El procedimiento de S-expansién permite conectar un éalgebra de salida g
con un algebra de llegada & a través de un semigrupo abeliano S y un procedimiento bien
definido que serd descrito en el tercer capitulo de la tesis. En si, la cualidad de la S-expansién
de conectar dos algebras diferentes la convierte en un mecanismo interesante, ya que la conexion
entre dos simetrias en fisica implica en ciertos casos la conexion entre dos descripciones fisicas
diferentes, por ejemplo entre dos descripciones a diferentes escalas de energia. Sin embargo la
propiedad mas 1util que provee el mecanismo de S-expansion es que permite la obtencién de
tensores invariantes para el algebra de llegada & conocidos los tensores invariantes del algebra
de salida g, existiendo practicamente ninguna restriccién entre los tipos de algebras implicadas,
problema que en general es altamente no trivial.

La tesis se distribuye de la siguiente manera; en el segundo capitulo se presentan las bases
y fundamentos matemédticos necesarios para una descripcién consistente del contenido en los
capitulos posteriores. En el tercer capitulo se presenta el mecanismo de S-expansién [12] y su
formalismo dual [13]. En el cuarto capitulo se muestra que la extensién semisimple del dlgebra
de Poincaré es equivalente a la S-expansion del algebra AdS utilizando semigrupos particulares
para ello, luego se construyen sus operadores de Casimir, los cuales coinciden con los obtenidos
en la referencia orginal [5], finalmente se obtienen sus tensores invariantes y se construye un
lagrangeano Chern-Simons para gravedad utilizando como simetria de gauge el dlgebra SSEP.
En el quinto capitulo se comienza demostrando que la extensién semisimple de la superalge-
bra de Poincaré puede ser obtenida como una S-expansion de la superalgebra AdS, luego se
construyen sus operadores de Casimir, los cuales difieren de los obtenidos en la referencia [5],
finalmente se construyen los tensores invariantes de la superdlgebra SSEPS y un lagrangeano
para supergravedad D = 3 con esta como su simetria de gauge. En el capitulo seis se ob-
tienen S-expansiones para las algebras SSEP y SSEPS pero en una base diferente, con el
objetivo establecer una comparacién directa de nuestros resultados con aquellos obtenidos en
las referencias [22],[28],[23],][24], ademds se obtiene sus tensores invariantes y lagrangeanos C'S
generales para D = 3. Ademas se utilizan contracciones tipo Inénii-Wigner [29] para construir
lagrangeanos para el algebra y superalgebra de Maxwell. En el capitulo siete se presentan las
conclusiones, resultados més importante y posibles extensiones de esta investigacion.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION




Capitulo 2

Fundamentos matematicos

The theoretical physicist is compelled in an increasing degree to be guided by purely mathe-
matical, formal considerations... The theorist who undertakes such a labor should not be carped
at as “fancifull”

-Albert Einstein, 1934-

En este capitulo se presentan los elementos y fundamentos matematicos basicos
para el desarrollo de esta tesis. Se comienza introduciendo el concepto de fibrados
(fiber bundles) para luego introducir el concepto de fibrados principales y de co-
nexiones definidas sobre estos. En la segunda seccién se introduce el concepto de
polinomios invariantes, se expone el teorema de Chern-Weil y se define la forma
de transgresién. Posteriormente se presentan las clases caracteristicas, y se expone
sobre los casos mas utilizados en teorias para gravitacion, se concluye el capitulo
definiendo las formas de Chern-Simons.

2.1. Fibrados

En esta seccion se expone el concepto de fibrado, sus caracteristicas principales y algunos

casos particulares de interés. Los fibrados son la base matematica en la descripcién de las teorias
de gauge. Un fibrado es un espacio topoldgico que localmente luce como el producto directo de
dos espacios topoldgicos, pero no necesariamente globalmente, de manera analoga a como una
variedad es un espacio topélogico que localmente luce como R™ (y no necesariamente global-
mente).
La nocién de campo vectorial (de un vector asociado a cada punto de un espacio) es el predece-
sor natural de un fibrado. Supongamos que se desea describir no solo un campo vectorial sobre
una variedad, sino que se quiere tener acceso a todos los campos vectoriales (por ejemplo con
igual dimensién que la variedad) que se podrian definir sobre la variedad, para esto se puede
asociar un espacio vectorial completo a cada punto de la variedad. Esta es la idea intuitiva
detrds de un fibrado vectorial (un caso particular de fibrado), es decir, tener una coleccién
de espacios vectoriales parametrizados por los puntos de la variedad. Un fibrado en general
implicaria, entre otras cosas, el cambiar este espacio vectorial por otra variedad arbitraria (de
campos tensoriales, espinoriales, p-formas, etc).

23



24 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS
2.1.1. En el concepto de fibrado.

Un fibrado E sobre una variedad base M con fibra F es una variedad que localmente luce
como el producto directo M x F'. Si M es cubierto por un conjunto de vecindades {U;}, entonces
el fibrado E es descrito en cada vecindad por el producto U; x F. La topologia del fibrado es
descrita localmente por este producto directo, sin embargo esta descripciéon no nos dice nada
sobre la topologia global del fibrado. Para realizar una completa descripcion de la topologia
del fibrado se introduce un conjunto de funciones {¢;;}, llamadas funciones de transicidn, las
cuales contienen informacién de las regiones de intereseccion entre dos vecindades, es decir de
las regiones del tipo U; N Uj, el mapeo ¢;; es de la forma

¢ij - Fl, = Fl, conpeUiﬂUj . (2.1)

La informacion de la no trivialidad en la topologia global de un fibrado estd codificada en las
funciones de transicion. Un fibrado trivial es aquel que puede ser representado por el producto
directo M x F' no solo local sino también globalmente.

Un ejemplo simple de fibrado no trivial es la Cinta de Mobius. La variedad base M de es-
te fibrado es el circulo S' (parametrizado por el dngulo 6). Cubrimos la variedad con dos
vecindades, U, y U_, definidas de la siguiente manera:

Up={0:—e<O<m+e}, (2.2)
U.={:m—e<f<2n+e=0+¢€}, (2.3)

donde € es un 60 “pequeno”. Definimos la fibra F' como un intervalo de la recta real R parame-
trizada con la coordenada t € [—1,1]. Luego el fibrado se compone de dos piezas locales (dos
productos directos), especificamente

U; x F' con coordendas (60,t;) , (2.4)
U_- x F con coordendas (6,t_) , (2.5)
Y de las funciones de transiciéon ¢, _ que relacionan las fibras asociadas a ambas vecindades

(ty y t_) en la regién de interseccién U, N U_. Las funciones de transicién son elegidas de la
siguiente manera

¢L_:ty =t_ enlaregion de interseccion [ ={0: —e< < €} , vy (2.6)
T . ¢, =—t_ enlaregion de interseccion [T ={f: m—e< 0 < 7m+¢} , (2.7)

Es justamente en la regién I en donde la identificacién de t con —t “tuerce el fibrado”, gene-
rando asi la topologia global no trivial de la Cinta de Mobius (aqui concluye el ejemplo).

Otro concepto de importancia y utilidad es el de seccion en un fibrado. Una seccién en un
fibrado E es una regla o, la cual asigna o selecciona un punto o(p) € F por cada punto p €
M, una seccién en un fibrado vectorial implicaria la eleccion de un vector particular por cada
punto sobre la variedad base. Una seccion local o; es una seccién definida solo en una vecindad
U; de la variedad, estas secciones son funciones desde U; a F. Por otro lado, la existencia de
secciones globales depende de la topologia global del fibrado E, en general no es posible definir
secciones globales sobre los fibrados.
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2.1.2. Fibrado Tangente

El fibrado tangente es, entre los fibrados, el caso mas simple de visualizar y entender. Un
fibrado tangente T' M sobre una variedad m-dimensional M es la coleccién de todos los espacios
tangentes a los puntos p € M:

TM=|JT,M. (2.8)
peEM

Sean {U;} un conjunto de vecindades sobre M. Si z* son las coordenadas sobre U;, un elemento
de

TU;= T, M (2.9)

peU;

es especificado por un punto p € M y un vector tangente V = V*#(p)(9/0xz")|, € T, M. A
través de las coordenadas z# la vecindad U; es homeomorfa a R™ y cada T, M es también
homeomérfico a R™, y por lo tanto T U; puede identificarse con el producto directo de R™ x R™.
Si (p,V) € T'U; entonces con la introduccién de coordenadas z* en la vecindad U; induce
la identificacion (p, V) — (z*(p),V*(p)). T U; es una variedad diferenciable 2m-dimensional
descompuesta en el producto directo de U; x R™. Si se toma un punto v de T'U;, es posible
descomponer sistematicamente la informacién que contiene u en un punto p € M y en un
vector V' € T}, M. Podemos definir un mapeo 7 llamado proyeccion m tal que m: T'U; — U, de
manera que para cada punto u € T'U;, w(u) es un punto p € U;, la informacién sobre el vector
V' asociado a u se pierde bajo la proyeccion.
Sean U;, U; dos cartas sobre M tal que U; (| U; # () y sean z#, y* las coordenadas sobre estas
cartas, respectivamente. Consideremos un vector V' € 1}, M donde p € U; N U;. Luego V tiene
dos posibles representaciones coordenadas:

9, -, 0

. g — K
V=V e l,=V Gy b - (2.10)
Y por lo tanto
~ ayl’
— 83:“(]))‘/” : (2.11)

Si se tienen “buenos” sistemas de coordenadas la matriz (GVM) = (0y”/0x") es no singular y
por lo tanto pertenece a GL(m,R). Con esto las coordenadas de la fibra son rotadas por un
elemento de GL(m,R) bajo cambios en las coordenadas. El grupo GL(m, R) correspondiente es
conocido como Grupo de Estructura de T M.

2.1.3. Definicion formal de fibrado.

Un fibrado F con fibra F' sobre una variedad base M consiste en: un espacio topologico F,
una proyeccién 7 : £ — M, donde se satisface que para todo punto p € M existe una vecindad
U; de p y un isomorfismo ¢; el cual mapea al producto directo U; x F'a 7~ (U;) € E, dicho de otra
forma, si denotamos como (p, f) a un punto de U; X F', se debe cumplir que 7 (¢;(p, f)) = p. La
funcién ¢; o de manera mas adecuada ¢; ' es conocida como trivializacion local. Las funciones
de transicién ¢;; son definidas en la regiéon de intereseccién entre dos vecindades U; y Uj, si ¢;
y ¢; son los isomorfismos asociados a la regién U; y Uj, respectivamente, entonces

T (2.12)
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Para cada punto p en la regién de interseccion U; N U; este mapeo es de F' — F'. Las funciones
de transicién deben pertener a un grupo G de transformaciones en el espacio de a fibra F', como
fue definido en la seccién anterior, este es el grupo de estructura del fibrado. Las funciones de
transicion satisfacen las siguientes condiciones

¢ = identidad (2.13)
Gijjk = ¢ir para cualquier p € U;NU; NU . (2.14)

2.1.4. Fibrado vectorial

Un fibrado vectorial E viene dotado de un fibra real k-dimensional F' = R* sobre un espacio
base n-dimensional M. La dimensién total del fibrado F es n + k. Las funciones de transicion
en este caso pertenecen al grupo GL(k,R), ya que este preserva la adicién y el producto escalar
sobre un espacio vectorial, con esta eleccion las fibras poseen inherentemente la estructura de
espacio vectorial. El fibrado vectorial puede ser visto como una coleccién de espacios vectoriales
(cada fibra) parametrizados por el espacio base M. Este tipo de espacio vectorial es directamente
generalizable al caso complejo cambiando la fibra de F = R¥ a F’ = C*, y el grupo de estructura

de GL(k,R) a GL(k,C).

2.1.5. Fibrado cotangente

El fibrado cotangente T*M tiene como espacio base la variedad M y como fibra el espacio
cotangente Ty M en cada punto p € M. Si se tiene un sistema local de coordenadas z* definido
sobre una cierta vecindad U; € M, el espacio cotangente tiene base {dz*} y luego un elemento
de la fibra es de la forma f,dz". Si U; es otra vecindad de M con coordenadas y*, las funciones
de transiciéon en la regiéon U; N U; son dadas por

ozt
oy

dxt = dy” (2.15)

2.1.6. Fibrados principales

Este tipo de fibrado es el mas importante en la construccion de las teorias de gauge que
describen las interacciones fundamentales no gravitacionales (a través de lagrangeanos de Yang-
Mills).

Un fibrado principal P tiene como fibra F' el grupo de estructura G, es decir en cada punto
p de la variedad base la fibra es un grupo de Lie. Este fibrado es denotado por P(M, ). Las
funciones de transicion son elementos de G, al igual que los elementos de la fibra, y actuan sobre
los elementos de F' por la izquierda. Sea ¢; : U; x G — 7 1(U;) y su inversa ¢; *(u) = (p, gi),
donde v € 7~ 1(U;) C Py m(u) = p. Es posible definir la accién derecha de G sobre F ya
que esta connmuta con la accién izquierda del grupo: la accién derecha de G sobre 7~ 1(U;) es
definida por ¢; ' (ua) = (p, g;a), es decir que ua = ¢;(p, g;a) para cualquier a € G'y u € 7~ *(p).

La funcién proyeccién actuando sobre dos elementos en la misma fibra nos lleva al mismo
punto de la variedad base, es decir, 7(u,a) = 7(u) = p. La accién derecha de G sobre 7 !(p) es
transitiva dado que G actua sobre G transitivamente por la derecha y F), es difeomérfico a G
(cuidado con la sutiles diferencias entre F y G). Por lo tanto para cualquier par de elementos
uy, ug € F), existe un elemento a de G tal que u; = usa y dado que w(u) = p es posible construir
toda la fibra a través de la accién del grupo como F, = {ua|a € G}.
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Fibrados asociados a un fibrado principal.

Dado un fibrado principal P(M, G), consideremos la accién del grupo G sobre una variedad
F por la izquierda. Definamos la accién local de g € G sobre P x F' como

(u, f) = (ug, 97" f) , (2.16)

donde u € Py f € F. Luego el fibrado asociado es una clase de equivalencia P x F//G que
identifica un punto (u, f) con el punto (ug,g~'f).

Consideremos el caso en que F' es un espacio vectorial k-dimensional V' y p la representacién
k-dimensional de G. El fibrado vectorial asociado P %,V es definido a través de la identificacion
de los puntos (u,v) y (ug, p(g)"*v), conu € P, g € Gy v € V. Por ejemplo, asociado al fibrado
P(M,GL(k,R)) esté el fibrado vectorial de fibra R¥ sobre M.

La estructura del fibrado vectorial asociado &/ = P x,V se compone ademas de una proyeccién
g B — M, definida por mg(u,v) = 7(u). Esta proyeccién estd correctamente definida puesto
que satisface

wi(ug, pg)"'v) = m(ug) = wp(u,v) . (2.17)

La trivializacién local es dada por ¢; : U; x V. — 75" (U;) y la funcién de transiciéon de E es
dada por p (t;;(p)) donde t;;(p) es la funcién de transicién del fibrado principal P.

De igual forma un fibrado vectorial tiene asociado un fibrado principal. Sea E un fibrado
vectorial k-dimensional con fibra R¥ (6§ CF). Luego E induce un fibrado principal P(E) =
P(M,G) sobre M. El grupo de estructura G' es GL(k,R) (6 GL(k,C)).

2.2. Conexiones en fibrados

El concepto de conexion es fundamental en geometria diferencial, es un elemento necesario

en la definicién de derivada (covariante) sobre espacios no euclideanos. En Relatividad General
la conexion, de Levi-Civita, permite definir una derivada covariante y por lo tanto comparar
cantidades definidas en distintos puntos del espaciotiempo.
Para definir una conexién sobre un fibrado el requerimiento fundamental sigue siendo que
permita comparar objetos mateméticos (vectores, tensores de mayor rango, formas diferenciales,
etc.) en distintos puntos del fibrado. En particular se presentard el caso de conexién en un
fibrado principal, que es la conexion utilizada en las teorias de gauge que describen el Modelo
Estandar.

2.2.1. Conexion en un fibrado principal

Se muestra en primera instancia la definicién abstracta de conexion, luego se obtiene una
realizacion de la misma introduciendo 1-formas locales conexiones, que en el contexto fisico
seran los potenciales de gauge de una teoria particular dependiendo del fibrado principal sobre
el cual fue definida. La intensidad de campo de Yang-Mills es definida como la curvatura aso-
ciada a la conexion.

De muchas definiciones equivalentes de conexion la que se presentara aqui, basada en la re-
ferencia [7], es puramente geométrica y simultdneamente més abstracta que otras definiciones.
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La definicion se basa en realizar una separacion del espacio tangente T, P (tangente a un punto
del fibrado P, no a un punto p del espacio base M) en un subespacio vertical V, P y un subes-
pacio horizontal H,P. Antes de continuar con esta definicion se revisaran algunos conceptos
asociados a grupos y algebras de Lie.

Sobre grupos y algebras de Lie

Sea G un grupo de Lie. Las acciones izquierda Ly y derecha IR, son definidas como Ljh = gh
y R,h = hg para g, h € G. L, induce el mapeo de push-forward Ly, : Tp(G) — T, (G). Un
campo vectorial X que es invariante izquierdo satisface Ly, X |, = X|z. Los campos vectoriales
invariantes izquierdos forman un algebra de Lie g. Dado que X € g puede ser especificado por
el valor de X en el elemento identidad del grupo, e, y viceversa:

Ly Xle = X, (2.18)
Lg1.X]g = Xle , (2.19)

existe un isomorfismo entre los espacios vectoriales g y T.G. El dlgebra de Lie g es cerrada bajo
el corchete de Lie

[Ta, Tp) = Cup“Te (2.20)

donde {T4} son los generadores del dlgebra de Lie g y Oy sus constantes de estructura. La
accién adjunta ad : G — G es definida como ad,h = ghg'. El mapeo tangente inducido
llamado mapeo adjunto y denotado por Ad satisface Ady : T),(G) — Tyn,—1(G), si elegimos
h = e el mapeo Ad, queda restringuido a 7.(G) ~ g y por lo tanto Ad, : g — g como
A gAg~t Acg.

Definicién geométrica de conexién

Sea u un elemento del fibrado principal P(M, G) y sea G, la fibra en p = m(u). El subespacio
vertical V,,P de T, P es tangente a la fibra G, en u. Consideremos un elemento del grupo G

como g = ¢4, con A € g y t un pardmetro, actuando por la derecha sobre u, es decir

Ryu = ue' (2.21)

esta accién define una curva a través de u en P. Debido a que m(u) = 7(ug) = p esta curva esta
sobre (. Utilizando una funcién escalar suave f : P — R es posible definir un vector tangente
Af a P en u, tal que A* € V, P, de la siguiente forma

A f(u) = % (ue') Ji=o (2.22)
De esta manera definiendo un vector A* en cada punto de P se construye un campo vectorial
llama campo vectorial fundamental generado por A. Y por lo tanto § : g — V,P dado por
A+ A% El subespacio horizontal H,P es el complemento de V,P en T,P y es especificado
Unicamente si una conexién es definida en P. La conexién sobre el fibrado principal es
definida a partir del hecho de que existe una unica separacion del espacio tangente T, P en los
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subespacios V,, Py H, P que satisface las siguientes tres condiciones:

(i) T,P=H,P®V,P
(i) Un campo vectorial X sobre P es separado en dos campos vectoriales X
€ H, Py XV € V,P como X = X¥ + XV,
(¢1) Hy,yP = RyH,P para un u arbitrario € Py g € G

(2.23)

La condicién (7ii) establece que los subespacios horizontales H,P y H,,P sobre la misma

p VigP HygP
ug
H.P
V,P u
u
T

Y

o
p

Figura 2.1: Separacion en subespacios vertical V,, P y horizontal H, P del espacio tangente T, P
al fibrado P en el punto u, para la definicién de conexion en fibrados principales.

fibra estan relacionados por un mapeo lineal R, . inducido por la accién derecha del grupo,
dicho de otra forma, un subespacio H,P en u genera todos los subespacios horizontales de la
misma fibra. Esta condiciéon asegura que un punto u cualquier de P siempre es transportado
de manera paralela. Estd es una definicién abstracta y primitiva de conexién, sin embargo es
puramente geométrica. El nexo entre esta definicién con los conceptos fisicos de potencial de
gauge e intensidad de campo son mas claros al introducir la 1-forma conexion sobre P.

La 1-forma conexion

Para una definicion mas concreta es necesario separar el espacio tangente T, P en los subes-
pacios vertical y horizontal en una manera sistematica. Esto puede conseguirse introduciendo
la 1-forma conexién valuada en el dlgebra de Lie w, la cual pertenece a g @ TP y es una pro-
yeccién de T, P sobre el espacio vertical V,, P ~ g. Esta proyeccién debe satisfacer los siguientes
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requerimientos
(i) wAHYy=A4 ,Acgyg, (2.24)
(1) Ryw= Adgw, (2.25
para cualquier X € T, P,
Riwng(X) = g (R X) = g~ w0 (X)g | (2.26)

El subespacio horizontal H, P se define como el kernel de w
H,P={X € T,Plw(X) =0} (2.27)

el cual se puede demostrar satisface la condicién (ii7) de [2.23]. Con estas propiedades la 1-
forma conexién cumple con separar T,,P = H,P @&V, P de acuerdo a las condiciones requeridas
por [2.23], una conexién como esta es también conocida como conexion de Ehresmann. A partir
de la conexién w sobre el fibrado podemos definir una conexién A; sobre el espacio base, més
especificamente sobre U;. Consideremos un conjunto de vecindades {U;} cubriendo M y en cada
una de ellas una seccién o;, a partir de esto se define la conexién A; sobre la vecindad U; de la
siguiente manera

Ai=ofwec g Q) . (2.28)

En la referencia [7] se demuestra que la relacién inversa puede escribirse como

Donde dp es la derivada exterior sobre P y g; es la la coordenada en la fibra que se obtiene a
través de la trivializacion local ¢; " (u) = (p, g;) para todo u € P.

Para que la conexion defina una tnica separacién 1, P = H, P &V, P primero w debe ser unica,
luego w; = w; sobre U; N U;. Esto condicién induce una restriccién en las conexiones A; y A,
definidas en el espacio base M, esta restriccion considera las funciones de transicién ¢;;, puesto
que se genera en las zonas de interseccion U; N Uj, y es de la forma

A = ¢ At + ¢ di (2.30)

y es conocida como condicion de compatibilidad. Esta es precisamente la conocida ley de trans-
formacion para las 1-formas conexién en las teorias de gauge y en este approach geométrico
es consecuencia de requerir que la conexién w elegida sobre el fibrado P sea tunica, en otras
palabras del requerimiento que el espacio tangente al fibrado principal T, P sea dividido en
los subespacios vertical V,, P y horizontal H, P de acuerdo a las condiciones en [2.23] (que al
mismo tiene relaciéon con una correcta definicion del transporte paralelo de los puntos u sobre
el fibrado P). En las teorias de gauge, A; es identificada como el potencial de gauge.

Consideremos el caso de que P sea un fibrado principal U(1) sobre M. Sean U; y U; dos
vecindades sobre M, A; y A; las conexiones definidas a través de cada una de estas vecindades.
La funcién de transicion ¢;; : U; N U; — U(1) es dada por

¢ii(p) =P x(p) €R. (2.31)
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Luego A; con A; estan relacionados como

A;(p) :¢§1(p>Ai(P)¢ij(p) + ¢fj1(P)d¢ij (p) (2.32)
A;j(p) =Ai(p) + dx(p) (2.33)
Aj(p) N da" =A;,(p) A da” + 0,x(p) A da” (2.34)
por componentes,
Aju(p) = Aiu(p) + 0ux(p) - (2.35)

En esta ecuacién vemos la ley de transformacion del potencial de gauge de la interaccién
electromagnética.

2.2.2. 2-forma Curvatura.

Sobre el fibrado la 2-forma curvatura €2 se define como la derivada covariante de la 1-forma
conexion w

N=DweMP(P)®g. (2.36)

Dados dos vectores tangentes al fibrado X, Y € T, P, la 2-forma curvatura y la 1-forma conexién
satisfacen la ecuacion de estructura de Cartan':

QX,Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)] 6 (2.37)
Q=dpw +wAw . (2.38)

Dado que las formas w y €2 son g-valuadas, es posible escribirlas en término de la base {14} de
g como sigue

w=wT, (2.39)

Q=0AT, (2.40)
Y luego la ecuacién (2.38) queda de la forma
QT = dpw Ty + WP AWC [T, T¢] (2.41)
utilizando el hecho que [T, Tc] = CzATa
Q4 = dpw? + fralwP AWC . (2.42)
La 2-forma curvatura F, forma local de la curvatura €2 es definida por
F=0'Q, (2.43)

donde o es la seccion local definida sobre una vecindad U de M. F en términos del potencial
de gauge A = o*w es de la forma
F=dA+ANA, (2.44)

1Vea teorema 10,3 de la referencia [7]
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donde d = 9, Adz* es la derivada exterior sobre M, con z* coordenadas locales sobre la vecindad
U. Utilizando estas coordenadas es posible reescribir (2.44) como

1
5}_,“, dz" N da” = 0,A,dx" Nda” + A A dx! A dx” (2.45)

1 1 1
5}"#,, dat N\ dx” = 3 (0,A, — 0,A,) dz" A dx” + 3 (AA, — A A) dat N dx” (2.46)
en componentes

«F;w = auAu - aVAu + [A;n Al/] ) (247>

es esta 2-forma curvatura F la que representa al campo electromagnético y a los otros campos
presentes en las interacciones descritas por teorias de Yang-Mills. Dado que ambas formas: A,
F son g-valuadas, estds pueden ser expandidas en la base {T'x} del dlgebra g, es decir

Ay =AMy (2.48
Fu =F, Ta (2.49)

y por lo tanto podemos escribir
F=0,A0 — 0,A + [l AZAS (2.50)

Es directo demostrar a partir de (2.44) que la derivada covariante D de la curvatura es cero:
DF=F+AANF-FANA=dF+[AF] =0, (2.51)

que es la conocida identidad de Bianchi. La accién de ® sobre una p-forma g-valuada es definida
como

Dy = dy+ [Ax] - (2.52)

2.3. Teorias de gauge

En esta seccion revisamos desde el punto de vista fisico el concepto de teorias de gauge, que
utiliza como base matemética la secciéon anterior. Se comienza con la revisién de la teorias de
Yang-Mills, el caso particular y mas simple de la descripcion del electromagnetismo y luego el
caso no abeliano més simple de SU(2). Luego se introduce el concepto de tensores invariantes
y de clases caracteristica.

2.3.1. Teorias de Yang-Mills.
Interaccién electromagnética.

Comenzaremos rescatando algunos de los aspectos basicos de estd interaccién. En su for-
mulacién vectorial, la teoria electromagnética es descrita a través de las ecuaciones de Maxwell
para el campo vectorial £ (campo eléctrico) y para el campo vectorial B (campo magnético)
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representadas, libre de fuentes y en el vacio, de la siguiente manera

oB
= — 2.
ng+8t 0, (2.53)
V-B=0, (2.54)
V.E=0, (2.55)
o0&
VxB- o =0. (2.56)

Estas 8 ecuaciones diferenciales dependen solo de 6 incognitas, lo que ya da indicios de la
presencia de la libertad de gauge de la teoria. Introduciendo los potenciales escalar eléctrico V
y vectorial magnético A a través de

B=VxA, (2.57)

0A
=-VV—-—, 2.58
ot (2:58)
las ecuaciones de Maxwell se reducen a un conjunto de 4 ecuaciones con los potenciales como
sus (4) incégnitas. Sin embargo, siendo £ y B tnicos los potenciales V y A pueden ser elegidos
entre infinitas opciones conectadas entre si por las transformaciones

A =A-Vyx, (2.59)
;- ox
V=Vt (2.60)

donde xy = x(z) es una funcién arbitraria de las coordenadas del espaciotiempo. Estas relaciones
dejan invariantes las ecuaciones (2.58) y por lo tanto también las ecuaciones de Maxwell. Esta
invariancia, es invariancia de gauge mas simple y la primera en ser descubierta (conocida desde
el s. XIX). Las ecuaciones de Maxwell son ademds invariantes de Lorentz, lo cual se vuelve
explicito al introducir la notacion relativista

Foi =& (2.61)
Fij = —€ijeBr con i, j,k =1,2,3 (2.62)

donde las ecuaciones de Maxwell (2.56), libre de fuentes y en el vacio, son de la forma

0y F"™" =0 ,con p,v,A=0,1,2,3, (2.64)
donde los paréntesis |. . .| indican antisimetria en todos los indices encerrados. La relacién entre

los campos y los potenciales, en las ecuaciones (2.58) se reducen a la ecuacién
f,u,l/ = 8#./41/ - az/A/J, (265)
o escrito en formas diferenciales simplemente

F=dA. (2.66)
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Esta ecuacion es un caso particular de la ecuacién (2.44)? si consideramos al término AAA = 0,
lo que en el contexto de fibrados principales es equivalente a considerar que las constantes de
estructura Cpdt de la fibra o del grupo de estructura son todas nulas, es decir que todos los
generadores del grupo conmutan

(T4, T5] =0, (2.67)

Este conmutador define al grupo U(1), que es el grupo circular o también el grupo de todos los
niumeros complejos de modulo 1. La interaccion electromagnética de Maxwell es descrita en el
contexto de los fibrados por un fibrado U(1) sobre M, donde la variedad base M es el espacio
de Minkowski 4-dimensional. En particular este es un fibrado trivial P(M,,U(1))=R* x U(1) *.
En la cuantizacién de estd teoria, la electrodindmica cudntica (QED), el potencial electro-
magnético A es interpretado como la particula mediadora de la interaccién electromagnética,
es decir el bosén de la interaccién (debido a que existe solo un generador, es solo un bosén) y
como es conocido este es el foton.

Lagrangeano de Yang-Mills, caso no abeliano SU(2).

En el trabajo publicado en 1954 [9] generaliza el caso abeliano de U(1) (que describe la
interaccion electromagnética) a grupos no abelianos tipo SU(N) (en general a cualquier grupo de
Lie semisimple y compacto). Consideramos un fibrado de SU(2) sobre el espacio Minkowskiano
My P(M4,SU(2)), este es un caso de fibrado no trivial. Aqui la 1-forma conexién A o el potencial
de gauge es de la forma

A= A Tpdat (2.68)
donde los generadores son las matrices de Pauli, salvo factores, Ty = —io4/2 * y satisfacen el
algebra su(2)

1 14
[TA,TB] = _Z[UA’UB] = _A_L(QZEABCUC> (269)
[TA, TB] = GABCTC > (270)

lo que implica que en este caso Cpdt = €apc. La intensidad de campo viene dada por la ecuacién

(2.50)
F = 0,40 —0,A% + frdtAPAC (2.71)
Fua=0,A04 —0,Au4 + €apcAupAvc . (2.72)
Dado que la dimensién del dlgebra es 3 (niimero de generadores) el niimero de bosones de gauge

asociado a la cuantizaciéon de una teoria basada en este grupo también seria 3. La accion de
Yang-Mills se define como

Syl A z_% /M Tr (Fo F™) . (2.73)

La variacién con respecto a A, nos lleva a

D, F"™ =0 . (2.74)

2Salvo un factor imaginario: la intensidad de campo F es en realidad (—i) veces la 2-forma curvatura de
la ecuacién (2.44), de la misma forma el potencial electromagnético A es (—i) veces la 1-forma conexién de la
ecuacion (2.44)

3Ver corolario 9,1 de la referencia [7]

4Ver apéndice B
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El conjunto de ecuaciones complementarias son obtenidas a través de la identidad de Bianchi
(2.51)
D,F,»=0. (2.75)

Es directo verificar que en el caso de la interaccién electromagnética las ecuaciones (2.74,2.75)
se reducen a las ecuaciones de Maxwell en (2.64)

Este tratamiento y ecuaciones son directamente generalizables a casos de otros grupos de Lie
compactos y semisimples. La interaccién Electrodébil (EW) es descrita por una teoria de Yang-
Mills con fibrado P(M,,SU(2) x U(1)), los cuatro potenciales de gauge de esta teoria represen-
taran a los bosones de gauge Z°, W* y al fotén. La interacciéon Fuerte o Cromodindmica
Cuéntica (QCD) es descrita por una teoria de Yang-Mills con fibrado P(M4,SU(3)), los ocho
potenciales de gauge de esta teoria representaran en la versién cuantizada los ocho gluones de
la interaccion fuerte.

2.3.2. Invariantes y lagrangeanos Chern-Simons.
Polinomios invariantes.

Dado un conjunto de matrices complejas de k x k M (k,C) se introduce el espacio vectorial
S™ (M (k,C.)), de las funciones complejas, simétricas y r-lineales en los elementos de M (k,C).
Un elemento € S™ es denotado en general por P

P : (my,mg,...,my;) = C ,conm; € M(k,C),i=1...7. (2.76)

Un elemento P € S” debe ser lineal en cada una de las entradas m; e invariante bajo permuta-
ciones en la dependencia de sus elementos, es decir

Plmy,...,my, ..o omy,.o.,my) = Plmy, .. omy,...,my,...,m,) . (2.77)

Si consideramos el grupo lineal general GL(k,C) C M(k,C), en particular podemos elegir que
las entradas m; sean elementos de un algebra de Lie g asociada a un grupo de Lie G. Un
elemento P € S"™(g) se denomina invariante si su valor no cambia al aplicar el mapeo adjunto
ady de un elemento g € G sobre cada elemento del dlgebra de los que depende P, es decir que

PladyAy, ... ad,A) = P(g ' Ayg, ..., g7 A,g) = P(Ay, ..., A, (2.78)

Donde los A; € g. El conjunto de elementos P invariantes bajo el grupo G es denotado como
I"(G)(C S7(g)). Es posible elegir todas las entradas de P como el mismo elemento A € g,
denominado combinacion lineal, hecho esto podemos reducir la notaciéon como sigue

P(A)=P(A,...,A) ,y (2.79)

Plad,A) = P(A) . (2.80)

En este caso P es un polinomio en A y es llamado polinomio invariante. Consideremos por
ejemplo la traza simetrizada (str) como un elemento de I"(g), es decir

P(A,... A) = str(Ay, ..., A) (2.81)

1
= F Z tr (Ap(l), c. ,Ap(r)) s (2.82)
p
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donde la suma sobre p considera todas las permutaciones de los r términos. El polinomio
invariante correspondiente vendria dado por

P(A) = P(A,... A) = %Ztr(A,...,A) — (A7) (2.83)

que es simplemente la traza de A”. En general, un polinomio invariante puede ser escrito como
una suma de productos de términos de la forma tr (A"). Correspondientemente a partir de un
polinomio invariante P(A) se puede obtener una forma r-lineal y simétrica P. Esto se puede
conseguir considerando al elemento A € g como una combinaciéon lineal de otros elementos €
g, de forma que el polinomio invariantes toma la forma P (t;A; + - - - + ¢, A,.). Luego se obtiene
una forma lineal y r-simétrica tomando 1/r! veces el término acompanando a t;---t,, este
término es conocido como polarizacién de P.

Consideremos el polinomio invariante definido por la traza eligiendo r = 3, luego P(A) = tr(A3%),
escribiendo A en término de los t; se tiene que P = tr((t; Ay + toAy + t343)(3)), expandiendo
el polinomio encontramos que el término que acompana a titats es 3tr (A;AsAs + As A1 Asg),
dividiendo por 1/r! = 1/6 se obtiene la polarizacion P de P, es decir una forma simétrica y
r-lineal asociada al polinomio invariante, explicitamente

~ 1
P(A) = tT(Ag) — P (AlAQAg) = §tT (A1A2A3 i A2A1A3) = St’l“(Al, AQ, Ag) . (284)

Estas definiciones se pueden extender directamente a p-formas valuadas en el adlgebra g. Consi-
deremos un fibrado principal P(M, C) y formas definidas sobre el espacio base M como A = A;n;
con A; € gy € Q(M) (con 1 < i < r). Se define una forma r-lineal y simétrica de una
p-forma g como

P(Aim,...,An)=mA...AnP(Ay,...,A) , (2.85)
la combinacién seria de la forma
P(An)=nA...AnP(A) . (2.86)

En la construccion de teorias para la descripcion de las interacciones es importante obtener
polinomios invariantes, bajo un grupo de simetria GG, que dependan de la 2-forma curvatura F,
es decir polinomios invariantes de la forma P(F).

Teorema de Chern-Weil.

Sea F la 2-forma curvatura asociada a una conexién A sobre la variedad base de un fibrado
principal y P(F) un polinomio invatiante F-dependiente, luego este polinomio satisface’:

= (a) dP(F) =0 |,

» (b) Sean F y F' las 2-formas curvaturas correspondientes a dos 1-formas conexiones A y
A’ definidas sobre M. Entonces la diferencia P(F) — P(F’) es exacta.

SVer el Teorema 11,1 y su demostracién en la referencia [7]
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En particular la diferencia entre dos polinomios invariantes de orden r, segunda parte del
teorema, esta dada explicitamente por

P(F) = P(F)=d [r /01 At (A — A Fo. . F)| (2.87)

Donde F; = dA; + A; A Ay, con
Ai=A+t(A — A), (2.88)

este término interpola continuamente entre las dos conexiones a través del parametro ¢, con
Ay=Aycon A = A.

El término entre los paréntesis |[...] se conoce como la transgresion T P.(A’, A) de P,
1
T PN, A) Er/ QP (A — A Fo. F) (2.89)
0

Si consideramos la dimensién de la variedad M, donde las conexiones y curvaturas son definidas,
igual a dimM = m y consideramos r = m se puede integrar la diferencia entre polinomios de
la ecuacién 2,87 sobre la variedad M, de forma que

l@mwmiwma@waww> (2.90)

Si consideramos una variedad sin borde, la integrales de cada polinomio seran equivalentes

‘@mﬂzéam (2.91)

Estos resultados seran relevantes a la hora de definir los lagrangeanos basados en la forma de
Chern-Simons.

En el concepto de clase caracteristica.

Antes de definir las clases caracteristicas es necesario recordar el concepto de cohomologia,
en particular la definicién de grupo de cohomologia de de Rham®.
Definicién “: Sea M una variedad m-dimensional. El conjunto de todas las p-formas es llamado
el grupo cociclo de orden p y es denotado por ZP(M). El conjunto de todas las p-formas exactas
es llamado el grupo coborde de orden p y es denotado por BP(M). Dado que d? = 0

BP(M) C ZP(M) . (2.92)
Se define como el grupo de cohomologia de de Rham de orden p al conjunto de todos elementos

que conforman el espacio

H? (M:R) = g:%; |

De todas las p formas que son cerradas pero no exactas.
Sea 1) € ZP, luego [¢)] € HP(M) es la clase de equivalencia definida por

(2.93)

SPara mayores detalles vea el cépitulo 6 de la referencia [7]
"Definicién 6,1 de la referencia [7]
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{W e ZP(M)|Y = +dp, ¢ € QP71 (M)}®, dos formas que difieren en una forma exacta se
dicen cohomologas, esta clase de equivalencia es conocida como clase de cohomoloia.
El punto (b) del teorema de Chern-Weil, o de (2.87), define una clase de cohomologia entre los
polinomios invariantes sobre M, la cual es independiente de la eleccién de la conexién A. Esta
clase de cohomologia es conocida como clase caracteristica. Dado un polinomio invariantes P
se denota como yg(P) a la clase caracteristica asociada, donde E es el fibrado sobre el cual las
conexiones y curvaturas fueron definidas. Las clases caracteristicas son invariantes globales que
permiten medir la no-trivialidad de un fibrado, las clases caracteristica de un fibrado trivial son
triviales.
Teorema’ Sea P € I*' un polinomio invariante bajo el grupo G y E un fibrado sobre M con
grupo de estructura G. El mapeo

xg: I"— H" | (2.94)

donde H* = @,_, H?(M) y es llamado anillo de cohomologia, definido por P — xx(P) es un
homomorfismo conocido como el homomorfismo de Weil. A continuacion se describiran clases
caractersticas importantes.

Clase de Chern y Caracter de Chern

Las clases de Chern fueron introducidas por Shiing-Shen Chern en 1946. Son clases ca-
racteristicas asociadas a un fibrado vectorial complejo, es decir, son un invariante topolégino
que nos permite establecer si dos fibrados vectoriales son topolégicamente diferentes o no. Sea
E(M,C*) un fibrado vectorial. El grupo de estructura G es subgrupo de GL(k,C). La cone-
xién de gauge y la curvatura estdn valuadas en la correspodiente dlgebra de Lie: A = AT, y
.F:dA+AAA:.7'—ATA, con Ty € g.

Se define la clase total de Chern ¢(F) como

1F
F)=det | I+ — 2.95
c(F) = det (145 ) (2.95)
Es posible expandir la clase de Chern en una suma de formas de grado par que dependen de F
como

donde cada uno de los términos de la expansién define una clase de Chern, el término ¢;(F)
€ Q*(M) y es conocido como la [-ésima clase de Chern. Debido a que la dimensién de M
es m, formas con orden mayor a m son trivialmente nulas, luego cualquier término luego de
la expansién (2.96) posterior es Cmj2 S1 M €s par o a Cp_1/2 Si m es impar es idénticamente
cero. Independiente de la dimension del espacio base M el ultimo término de la serie siempre
estd dado por ¢, = det (iF /27m) y por lo tanto todo término posterior es nulo, es decir ¢, (F) = 0
cuando n > L, luego cada uno de estos términos define un elemento [c,(F)] € H?".

Es util para simplificar el cdlculo de las clases de Chern, diagonalizar la 2-forma curvatura.
Esto se puede conseguir utilizando un elemento g € GL(k,C) como

R=g! (%) g = diag(fi,..., fr), con f; € Q*(M) . (2.97)

8Donde QP~1(M) es el espacio de las p — 1 formas sobre M
9Ver teorema 11,2.a y su demostracién en la referencia[7]
YDonde I* = &0 I7(G)
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Luego la clase de Chern queda de la forma
c(R)=det(I+R)=det[1+ fi,1+ fo,...., 1+ fg] (2.98)
:H I+ fi)=1+(/r + '+fk)+(f1f2+"'+fk—1fk)+ﬁ(fi) (2.99)
paley i=1
o(R) =1+ 1rR+ 3 {(trR)2 —trR*} 4 -+ + detR . (2.100)
Cada uno de los términos de la expansion 2.100 son funciones simétricas de los f;, luego,

det (I +R) es un polinomio invariante y P (F) = P (gFg~') = P (2nF/i). Explicitamente las
clases de Chern toman la siguiente forma

co(F) =1 (2.101)
ca(F)=trR=tr (g;i;gl) = %tr]—" (2.102)
ea(F) = % [(trR)? — trR?] = % <%) G FAF - tr(RAR) (2.103)

(2.104)
cx(F) = detR = (%)k detF . (2.105)

Se define el cardcter total de Chern como

iF 1 (iF\’
ch(F) =trexp (2#) ; ﬁtr <§) : (2.106)
el i-ésimo caracter de Chern esta entonces dado por
1. (iF\'
chi(F) = ~tr (”T ) . (2.107)
2! 27

Todo cardcter de Chern ch;(F) es trivialmente cero si 2 > m = dim M. Si diagonalizamos la
curvatura a través de

g ! (;]:> g =R =diag(f1,....[;), (2.108)

con g € GL(k,C), el caracter total de Chern queda expresado como

J

ch(F) — ch(R) = trlexp(R Z exp(f;) Z (1 + fi + %ff +.. ) (2.109)

=1

= j+ S () + a[sl(xif —285(z)] + -+, (2.110)
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utilizando los resultados de las ecuaciones (2.101-2.103) se pueden escribir los cardcteres de
Chern como funciones de las clases de Chern

cho(F) = j (2.111)
chi(F) = e1(F) (2.112)
ch(F) = % [e1(F)? — 263(F)] (2.113)

(2.114)

con j la dimension de la fibra.
A continuacién se presentan los dos tipos de clases caracteristicas mas importantes en la cons-
truccién de teorias gravitacionales, ambas asociadas a fibrados vectoriales reales: La clase de
Pontrjagin y la clase de Euler.

Clases de Pontrjagin

Sea E un fibrado vectorial real sobre una variedad base M de dimensién m con dimgFE = k
y con grupo de estructura GL(k,R). Si la fibra real esta equipada de una métrica es posible
introducir marcos de referencia ortonormales en cada fibra y el grupo de estructura puede ser
reducido al grupo ortonormal O(k) € GL(k,R). Debido a que los generadores de O(k) son
antisimétricos la intensidad de campo F también lo es. En general una matriz antisimétrica no
es diagonalizable por un elemento de GL(k,R), como maximo puede llevarse a una estructura
diagonal de bloques. Para llegar a F desde una estructura diagonal por bloques a una diagonal
es necesario utilizar un elemento de GL(k,C). Si k es par el tltimo elemento de la diagonal es
un bloque, si k es impar el ultimo elemento de la diagonal es simplemente cero.
La clase total de Pontrjagin se define como

p(F) = det (I + %) . (2.115)

Dado que F es antisimétrica se tiene que'!

T
det (I + i) = det ([ + }——) = det <I - i) (2.116)
2m 2m 2m

y por lo tanto la clase total de Pontrjagin es una funcién par de F: p(F) = p(—F). La clase
total de Pontrjagin se puede expandir de la siguiente manera

P(F) =1+ pi(F) +pa(F) +--- (2.117)

donde las p;(F) son las clases de Pontrjagin y son polinomios de orden 2j. Consideremos la
siguiente diagonalizacién

F

p — R = diagonal (—ifl,if(l), —ifs,1f(2),..., —ifk/g,if(k/Q)) , para k par , (2.118)
T
2£ — R = diagonal (—ifl,if(l), —ifs,1f2),..., —if[k/g],if([k/Q]),O) , para k impar ,
T
(2.119)

"Teniendo en cuenta que det (AT) = det (A)
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donde el paréntesis [...] indica la parte entera del argumento y con f; = —\;/27 donde los \;
son los autovalores de F. Teniendo en cuenta representacién (2.119) en la definicién (2.115) se

obtiene
[k/2]

pF) =] 0+£) . (2.120)

=1

Es directo demostrar que cada clase de Pontrjagin en la expansion se puede escribir como

pi(F) = —% (%)2## (2.121)
pa(F) = é (%)4 [(trﬂ)z - 2trf4] (2.122)
ps(F) = % <%)6 = (trF2) + 6tr P2 - st F| (2.123)
(2.124)

pisa)(F) = <%)kdet}“. (2.125)

Las clases de Chern pueden escribirse en funcion de las clases de Pontrjagin, para esto es
necesario complexificar la fibra de E sobre la cual se calculé la clase de Pontrjagin a una fibra
EC, hecho esto la relacién entre ambas clases caracteristicas es de la forma

pi(E) = (=1)'cyi (E°) . (2.126)

Clases de Euler

Sea M una variedad Riemanniana m-dimensional, con m = 2n orientable de curvatura R
y T'M el fibrado tangente de M. Siempre es posible reducir el grupo de estructura de TM a
SO(2n) utilizando marcos de referencia ortonormales.
La clase de FEuler e(R) de M se define como la raiz cuadrada de la 4n-forma p,

e(X)e(X) = pa(X) , (2.127)
con X una matriz de 2n x 2n, en caso de considerar X como la 2-forma curvatura el lado
derecho de la ecuacién (2.127) es idénticamente cero. Por definicién e(R) = 0 en variedades de
dimensién impar y en variedades de dimension par define un elemento de volumen de M.
Consideremos como ejemplo el fibrado tangente T .S? con variedad M la 2-esfera S2, con métrica

g=df @ df + sin® Odo @ do . (2.128)

Teniendo en consideracién la definicién de la 2-forma curvatura

1
R = §prdﬁ Adz” (2.129)
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donde R**** es el tensor de curvatura de Riemann y los e los vierbein, es decir, las matrices
que nos llevan de la base coordenada (rotulada por los indices p,v,...) a la base ortonormal
no coordenada (rotulada por los indices a, b, .. .)

e, =el'0, . (2.130)

Calculos directos con la métrica (2.128) nos permiten obtener que los tinicos vierbein y com-
ponentes no nulas de la curvatura son

el =1 e =0 el =0 e’ =sind | (2.132)
Luego la 2-forma curvatura en la base coordenada posee como solo dos componentes no nulas
R9¢ = —R¢9 = sin 6dO N dqb (2133)

La clase de Pontrjagin p;(R), siendo una 4-forma, es idénticamente cero sobre la 2-esfera, sin
embargo nos serd util para hallar la clase de Euler. Utilizando la ecuacién (2.121) se tiene que

1 1
P(R) = —g5tr R* = g2 [Roo R + RooRoo) (2.134)
1 2
= (— sin 6d6 N d(b) ] (2.135)
2m

usando (2.127) es claro que la clase de Euler sobre la 2-esfera es de la forma

e (52)

1
e(R) = e sin 0df A do (2.136)

donde se ha introducido una nueva notacion para la forma de Euler, que hace alusion solo a la
variedad sobre la cual estd definida.

Es posible demostrar que, como resultado general, la integral sobre la variedad M clase de
Euler es igual al valor de la caracteristica de Euler de la variedad, este resultado es el conocido
teorema de Gauss-Bonnet [10], y se expresa como

/M e(M) = (M) | (2.137)

donde M es una variedad compacta, orientable y de dimensién par, si la dimensién es impar
tanto la clase como el nimero de Euler son nulos. En particular para el ejemplo de la 2-esfera

se tiene que
1

2m ™
/ e (S?) = —/ d¢/ df sintheta = 2 (2.138)
S2 27T 0 0

que es efectivamente la caracteristica de Euler de la 2-esfera.

La clase de Euler puede ser escrita también como el Pfafiano '? .

R\ (~1)
e(M)=Pf (g) = ()l ;Sgn(P>RP(1)P(2)RP(3)P(4) .. Rp@i-np@) - (2.139)

12F] determinante de una matriz antisimétrica A define el cuadrado del Pfaffiano de la misma, es de-
cir, det A = Pf(A)% Si la matriz A es de dimensién 2/ x 2 su Pfaffiano es definido por Pf(A4) =

(=1)!/(2'1") X p sgn(P)Ap)p(2) AP(3)P(4) - - - AP21-1)P(21)
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Si M es una variedad orientable 4-dimensional con grupo de estructura SO(4) la clase de Euler,
segun (2.139), puede en general ser escrita como

1 ..
Q(M) = @kalRU VAN Rkl . (2140)

Lagrangeanos Chern-Simons

Sea P;j(F) una clase caracteristica y 2j-forma sobre una variedad M. Dado que P;(F) es
cerrada, a través del lema de Poincaré puede ser localmente escrita como una forma exacta

Pj(F) = dQzj-1 (A, F) . (2.141)

Esta 2j — 1-forma es llamada forma de Chern-Simons de la clase caracteristica P;(F). Del
teorema de Chern-Weil, de (2.87), se identifica que la forma de Chern-Simons (2,1 puede ser
definida como la forma de transgresion

1
Qaj 1(A, F) = T P,(A,0) :j/ dtP.(A For . F)) | (2.142)
0

donde se fijé6 A" = 0 = F', esta fijacién puede hacerse solo localmente y sobre una carta donde
el fibrado sea trivial.

Consideremos la estructura de la forma de Chern-Simons definida por el cardcter de Chern
ch;(F). Habiendo fijado localmente una de las conexiones como cero, la conexién (2.88) es de
la forma A; = tA, interpolando entre 0 y A, luego su correspondiente curvatura viene dada por

FEIStdA 17242 (2.143)
=tdA +tA* — tA* + 2 A° (2.144)
=tF+ (t* —t)A%. (2.145)

Luego la forma Chern-Simons, utilizando la definicién de transgresion (2.89), es de la forma

1 i J 1 -
Para j =1, 3,5 se obtiene que
. 1
O1(A,F) = l/ dt tr A (2.147)
2 Jo
i\? ! 174\ 2 .
Qs(AF) = (—) / dt str (A, F) = = (—) tr (AdA—i— —A‘3> (2.148)
or ) J, 2\ 2 3
1740\ [t )
Qs(A,F) = 5 (%> /0 dt str (A, F}) (2.149)
SN [ Ay B araa s B (2.150)
“6l\ar) 2 5 ‘

(i)g . (2.151)
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Capitulo 3

Procedimiento de S-expansion y
calculo de tensores invariantes.

En este capitulo se presenta el mecanismo de S-expansion introducido en la refe-

rencia [12], asf como su formalismo dual [13] , el cual serd utilizado en los siguientes
capitulos.
El procedimiento de S-expansion permite establecer una conexién entre dos (su-
per)algebras conocidas o la obtencién de una nueva (super)édlgebra a partir de una
(super)dlgebra de partida, la (super)algebra de llegada puede tener igual o distinta
dimensionalidad que la (super)algebra de partida. Una importante caracteristica
de la S-expansion es que permite la construccion de tensores invariantes para la
(super)algebra de llegada conocidos los tensores invariantes de la (super)élgebra
inicial.

3.1. S-expansion

Dos elementos basicos en el procedimiento de S-expansén son un &algebra de Lie g y un
semigrupo abeliano S.

3.1.1. Semigrupos

Un semigrupo S es un conjunto de elementos {\,}, con a« = 1..dim S, dotado de un producto
interno asociativo, es requerimiento que el tipo de semigrupo utilizado en la S-expansion sea
finito, discreto y abeliano, luego se satisface que

Aarg = Ay, (3.1)
(Aarg) Ay = Ao (AgAy) (3.2)
)\a/\ﬁ = )\B)\a ) (33)
YA A A, € S. (3.4)

Asi como la estructura de un algebra de Lie se codifica en sus constantes de estructura, toda la
informacion de la tabla de multiplicacién del semigrupo puede codificarse en un objeto llamado
2-selector. Consideremos Ay, Ag y A, tres elementos cualesquiera del semigrupo .S, se define el
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2-selector Kaﬁ7 como

1 if A A=A
K ,7 = T ar'h T .

s {o i Aads £ N (3:5)
Asi como las constantes de estructura de un dlgebra de Lie proveen una representacién matri-
cial para sus generadores (representacién adjunta o regular), los 2-selectores proveen de una
representacion matricial a los elementos del semigrupo, es decir

D) = K5 (3.6)

A partir de los 2-selectores es posible definir un selector generalizado o compuesto llamado
n-selector, definido como

K, J=K SR, ==K, K, K, (3.7)

Qq-On a1...0m—1 ,Bloln [e5Ke%) ﬁn—2a3 ﬁlan

Este selector sera especialmente til en la construccion de tensores invariantes a través de la
S-expansion.

Otra caracteristica de utilidad que comparten los semigrupos con las algebras, es que asi como
es posible dividir el conjunto de elementos de un algebra en subespacios es posible también
separar los elementos de un semigrupo en subconjuntos. De forma que si S = U,S,, donde p
rotula cada subconjunto de S, se satisface que

Sp - Sq={\, tal que Ay = A\g, Aa,, CON Ao, €S, ¥ Ao, €5, C S, (3.8)
V5, S, € S (3.9)

Aqui S, y S; no necesitan ser semigrupos en si.
Ademas de utilizar semigrupos, es comun en el procedimiento de S-expansion utilizar monoides,
semigrupos mas un elemento cero Og, es decir un elemento que satisface A\,0g = OgA, = Og.

3.1.2. Algebra S-expandida

Dada una (super)algebra de Lie g con generadores {T4} y un semigrupo abeliano finito
S = {)\.}, el producto directo S x g define también una (super)dlgebra de Lie ', que comunmente
se denota &. Los generadores de la (super)algebra S-expandida & son definidos como T4 ) =
AoT'4 y sus constantes de estructura dadas por

(Cr) _ C
C(A,a)(B.,B) V= KaﬁwcAB ; (3.10)

donde Kaﬁy es el 2-selector del semigrupo S y C ¢ las constantes de estructura de la (su-
per)algebra de Lie g. El (super)conmutador toma la forma
[Tian) Tinp)] = C N (3.11)
(Aa), 4(B,B) (A,0)(B.B) (Ch) - .
La estructura del algebra & resulta algo trivial ya que en general solo produce replicas del
algebra original, por esto resulta 1util aplicar otros mecanismos para extraer subalgebras de &
con estructuras mas interesantes. Los tipos mas importantes de algebras que se pueden obtener

luego de la S-expansién son las subalgebras resonantes, las subdlgebras Og-reducidas y una
combinacion de estos dos tipos.

!Teorema I11.1 de la referencia [12]
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3.1.3. Subalgebras resonantes

Consideremos una descomposicion de la (super)élgebra g en un conjunto de subespacios V,,

=PV, (3.12)

pel

Donde I rotula el nimero total de particiones de la descomposicién. Dado que g es cerrada
el conmutador entre elementos de diferentes subespacios estara contenido en general en un
conjunto de los subespacios de g, es decir

Vi.Vic @ vica, (3.13)

r€i(p,q)

donde i(p, q) C I. Consideremos ahora una descomposicién del semigrupo S en I subconjuntos,
de forma que

S=Js, . (3.14)

pel

Tal que si es posible hallar una descomposicién donde el producto definido en (3.9) satisfaga

5. Wy I S, (3.15)

T€1(p,q)

Entonces se dice que la descomposicion del semigrupo S (3.14) es resonante con la descomposi-
cién en subespacios del dlgebra g. Existiendo tal descomposicion resonante entre el semigrupo
y el algebra de una S-expansién, y dados los subespacios de & = S x g

Wy=5,&®V, ,conp € I, (3.16)

Entonces,
6r=PW, (3.17)

pel

es subdlgebra de & y es llamada subdlgebra resonante®.

3.1.4. Algebra Og-reducida

Si adicional a la estructura del semigrupo se cuenta con un elemento cero (definiendo un
monoide), denotado como Og, es posible obtener un nuevo tipo de élgebra llamada dlgebra 0g-
reducida.

Sea Ay11 =0gy A; coni=0..N el resto de los elementos del semigrupo, luego los 2-selectores
son de la forma

Ki,N-{-l] = KN+1,z‘j =0, (3-18)
Ki,N—l—lN—H = KN+1,iN+1 =1, (3'19)
KN+1,N+{ =0, (3.20)
K]\f+1,N+1NJrl =1, (3.21)

2Teorema IV.2 de la referencia [12]



48CAPITULO 3. PROCEDIMIENTO DE S-EXPANSION Y CALCULO DE TENSORES INVARIANTES

Y entonces el dlgebra & =S x g con S un monoide tiene la siguiente estructura

[T(A,i)7 T(B7]):| = Kz] kCABCT(C,k) + sz N+IOABCT(C’7N+1) s (322)
[T(A,N—H)»T(B,j)} = CABCT(C,N+1) ) (3.23)
[Tian+1): T,n+1)] = Cup Tion+1) - (3.24)

El algebra Og-reducida es la resultante de imponer la condicién
Tiant1) =0sTy =0, (3.25)

es decir elegir como ceros todos los elementos del dlgebra & asociados con el elemento cero del
semigrupo. Si vemos el procedimiento de S-expansiéon como la aplicaciéon S : g — & la Og-
reduccién es equivalente a elegir el elemento 0g como el Kernel de la aplicacion. Esto abelianiza
varios de los conmutadores y por lo tanto cambia de manera importante la estructura del
algebra.

En los trabajos que presentamos en esta tesis se aplican tanto el procedimiento de subalgebra
resonante asi como el de Og-reduccién en los procesos de S-expansion utilizados.

3.1.5. Obtencién de tensores invariantes a través de la S-expansion

Una de las caracteristicas mas importantes del procedimiento de S-expansién es que permite
obtener tensores invariantes para cualquier tipo de algebra &, siempre y cuando esta haya sido
obtenida a través de este procedimiento y que el dlgebra inicial g posea tensores invariantes
conocidos.

Dada el dlgebra g = {Txa} y el semigrupo S con n-selector * K

ay-a, s €ntonces si el dlgebra g
posee un tensor invariante (T, - - T}y, ), entonces

<T(A170l1) e T(Anuoé'm)> =3 I'L’YKCU'"O(,Z <TA1 U TAm) (326>

Es un tensor invariante del dlgebra S-expandida & = S x G *, donde 1, son constantes arbitra-
rias. Con las correspondientes restricciones en los selectores y en los generadores este resultado
es generalizado directamente al caso de subalgebras resonantes y subalgebras 0,-reducidas.

3Definido en (3.7)
4Teorema VII.1 de la referencia [12]
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3.2. Procedimiento de S-expansién Dual

El procedimiento dual de la S-expansién ofrece un camino alternativo a la S-expansién, el
cual resulta ser mas simple y de mayor utilidad cuando lo que se requiere es la construccién de
un lagrangeano para el algebra S-expandida. A diferencia del procedimiento de S-expansién,
que actua sobre los generadores del algebra g, el mecanismo dual actua sobre las formas de
Maurer-Cartan o directamente sobre los campos de gauge.

Dada un algebra de Lie g de generadores {74} tal que

(T4, Tp) = Cup” T (3.27)

por cada generador se define su correpondiente forma de Maurer-Cartan ¢4 como

ot (T) = 0% , (3.28)
las cuales satisfacen las ecuaciones de Maurer-Cartan

1
do® + ECBCAUB Ao =0. (3.29)

Dado un semigrupo abeliano S = {\,,a = 1,..., N} con 2-selector K(w7 y un (super)algebra
g con formas de Maurer-Cartan o y constantes de estructura C, ;. Se define al dlgebra S-
expandida & = S x g ° como aquella cuyas formas de Maurer-Cartan o4 vienen dadas
por

o4 = Xgo A (3.30)

que por definicion satisfacen las siguientes ecuaciones de Maurer-Cartan

1
do ™ + 5Ky, “Cpe'a PPN o) =0, 6 (3.31)
do Ao 1 Lo (40) (B.S) A 5(Cm) — 3.32

3.2.1. 0Og-reduccion del algebra S-expandida

Como se revisé en la seccién (3.1.4) la Og-reduccién requiere que el semigrupo abeliano

S cuente con un elemento cero Ay;; = Og, tal que el 2-selector del semigrupo satisfaga las

condiciones (3.18-3.21). Con esto en consideracion las formas de Maurer-Cartan de g y &
satisfacen

o = NoW) £ 0564 |, coni=1,...,N (3.33)

AN+1 Aji)

donde 04 = o ). Se puede demostrar® que el conjunto de formas o(*% son las formas
de Maurer-Cartan del algebra Og-reducida de & y que por lo tanto satisfacen la ecuacién de

Maurer-Cartan

) 1 4 )
dO,(A,Z) + §CBCAKjk ZO-(BJ)O-(C:k) — O . (334)

SVer teorema I11,1 de la referencia [13]
SVer teorema I11,2 de la referencia [13]
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3.2.2. S-expansion dual en algebras diferenciales libres.

Un algebra diferencial libre ([15],[16],[17],[18],[19]) es obtenida al pasar de las ecuaciones de
Maurer-Cartan de las 1-formas o a una ecuacién en donde el lado derecho de la ecuacién (3.29)
es una 2-forma curvatura distinta de cero. Un dlgebra diferencial libre (FDA) es representada
a través de una ecuacién de la forma

1
dA* + 5CBCAAB NAC =FA 40, (3.35)

en donde las 1-formas A4 son campos dindmicos, y pueden representar campos de gauge de
una teorfa cuya simetria es la asociada a las constantes de estructura C,z¢. En las referencias
([15],[17]) el paso de la ecuacién (3.29) a la ecuacion (3.35) es visto como una deformacién de la
variedad del grupo original G, con 4lgebra de constantes de estructura C 5%, a la variedad de
un grupo G, llamada variedad del grupo suave (soft group manifold), tal que F# es una medida
de tal deformacién. Esta ecuacién es complementada con la ecuacién de Bianchi, resultado de
aplicar la derivada exterior sobre la ecuacién (3,35), y es dada por

dF* 4+ CpfAB AN AY =0 . (3.36)

Para aplicar la S-expansién sobre una FDA se considera, de manera analoga al caso visto
en la seccién anterior, un semigrupo abeliano S = {\,,a = 1,..., N}, un dlgebra de Lie g
y un conjunto de campos conexién A4 y curvaturas F4 que satisfacen ecuaciones de FDAs
(3.35,3.36). A partir de estos elementos se definen las 1-formas conexién A y 2-formas
curvatura F(4*) como

AA = )\ A (3.37)
FA = )\ FA) (3.38)

las cuales a su vez conforman un algebra diferencial libre para el dlgebra S-expandida & = S x g,
es decir, que satisfacen

1
AN 4 Ky Cpe AP N ACD = F) 2 (3-39)
dF(A,a) + [(/B7 aCBCAA(BWB) A ACY) — 0. (340)

El proceso de Og-reducciéon, a través del elemento Ay, = 0Og, modifica la expansion de la
conexién y curvatura de la siguiente manera

AN = NAWD 4 0gAN (3.41)
FA = N FAD) L 0gF4 (3.42)

con A4 = AAN+) y FA = FANTD) Las ecuaciones para las algebras diferenciales libres de un
algebra 0g-reducida &z son

. 1 . ) .

dA) 4 L ICrt ABD N ACH = pAD £ (3.43)

dFUD) + K, "Cp AP NAYH =0 coni,jk=1,...,N . (3.44)
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3.3. Operadores de Casimir para algebras S-expandidas.

Conocidos los operadores de Casimir del algebra de partida es posible construir los opera-
dores de Casimir del algebra S-expandida. El método que se muestra a continuacion es valido
tanto para el caso estdndar (bilinial) como para el caso general (multilineal).

3.3.1. Caso estandar

Dada un dlgebra de Lie g con generadores {14} y constantes de estructura C,z°, un ope-
rador de Casimir II, p-lineal en los generadores se define como

I, = O 4Ty, - Ty (3.45)

tal que su conmutador con cada generador del dlgebra de Lie g sea nulo. El tensor 11414 debe
cumplir con ser simétrico en todos sus indices e invariante bajo la accién del grupo. Luego,
el conmutador del operador de Casimir con un generador arbitrario T del dlgebra g es de la
forma

p

[TB7 HAlApTAl .. TApj| — 0 , (347)
p

(Z CBCAZ-HA1~~-A7;_1CA1-+1~"Ap) Ta, - Ta,=0. (3.48)
=1

Por lo tanto, la condicién que debe satisfacer un operador de Casimir, definido como en (3.45),
de un 4lgebra de constantes de estructura C',z¢ es

P
SRR {4 = 0. (3.49)
i=1

Por ejemplo, se sabe que el dlgebra s0(3) tiene como operador de Casimir (bilineal) el siguiente

LP=L2+ L+ L.=g¢7LL;, coni,j=1,...,3, (3.50)

y donde g% = g;; = diag(1,1,1) es la métrica euclideana tridimensional. Por otro lado se tiene
que los generadores de so(3) satisfacen el conmutador

[Li, L) = eijl* = g™ Ly (3.51)
y que por lo tanto las constantes de estructura del dlgebra son
Cij = eijrg" (3.52)
La ecuacion (3.49) para el caso p = 2 es de la forma
CpM %% 4+ Cp TION = 0 | (3.53)
y para el ejemplo, usando (3.50) y (3.52) en (3.53), se obtiene que
esor 9" 97N + eper g9 (3.54)
epcr (g 9o + gM2gM) (3.55)

El cual es efectivamente nulo ya que el término entre paréntesis (...) es simétrico en los indices
C < k.
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3.3.2. Caso algebra S-expandida

Para el caso de algebras S-expandidas, las condiciones para operadores de Casimir son
directamente generalizadas a

p
Z C(B sC ()Ai’ai)H(Al,lel)"'(Ai—l7047.'71)(Cv'Y)(Ai+1’ai+1)"'(AP7aP) =0 (3 56)
) s 9 .
=1
(A1) 17(Cy) (A2, (A1,01) 17(C)(Az,a2)
C(B,,B)(C,»y) LATT(Cy)(Az,a2) +C(B,ﬁ)(C,7) LAT(Cry)(Az,a2) 0, (357)

para los casos p-lineales y bilineales respectivamente.

Asi como los 2-selectores del semigrupo S son un andlogo a las constantes de estructura
C,z¢ del lgebra g, resulta natural considerar un tensor simétrico de orden p m®#7" asociado
al semigrupo S analogo al tensor invariante IT4Z¢ del dlgebra g, de manera que

[0 (Apap)  pporap A=Ay (3.58)
oen el caso p =2
[[A@)(B) — b [AB (3.59)
Analicemos el caso bilineal. Reemplazando (3.59) en la ecuacion (3.57) se obtiene que
Ky, “m 2 Cp M 4 Ky “2m* 7 Cp TN (3.60)
utilizando la ecuacién (3.53) en (3.60) se obtiene
Ky, “m12Cy M — Ky @m0, M = 0 (3.61)
Ky “m7* = Ky “m*7 =0 . (3.62)
En la referencia [13] se demuestra que la condicién (3.62) es satisfecha eligiendo el ansatz
Mag =, K57 (3.63)

con «., coeficientes numéricos, tal que m®® sea la inversa de este tensor (m®myz = 65). El
tensor simétrico myg asi definido define una especie “métrica” sobre los indices del semigrupo.



Capitulo 4

Extension semisimple del algebra de

Poincaré como una S-expansion del
algebra AdS.

En este capitulo se demuestra que la extension semisimple del algebra de Poin-

caré (SSEP) en D dimensiones [3] puede ser obtenida a través de una S-expansién
aplicada sobre el algebra Anti-de-Sitter so (D — 1,2) utilizando un semigrupo S
particular.
Se comienza definiendo el dlgebra de Poincaré semisimple extendida y sus propieda-
des generales. En la segunda seccion se construye explicitamente la S-expansion que
conecta el algebra Anti-de-Sitter con el dlgebra SSEP. En la tercera seccién se cons-
truyen los tensores invariantes del algebra S-expandida de AdS y por lo tanto de la
algebra SSEP. En la cuarta seccién se construye un lagrangeano Chern-Simons para
gravedad en (2 + 1)-dimensiones a partir del dlgebra SSEP. Para mayores detalles
ver referencia [13].

4.1. Extension semisimple del algebra de Poincaré

En las referencias [20, 21] es introducida el dlgebra de Maxwell como el conjunto de simetrias
en la descripcion de una particula masiva moviéndose en un espacio de Minkowski M con un
campo electromagnético constante de fondo. El algebra de Maxwell es una extensién no-central
del algebra de Poincaré que se obtiene cambiando el conmutador de las traslaciones por

[Pa,Pb] =0 — [Pa,Pb] ~ Zab s (41)

Donde Z ., = —Z}, son seis generadores abelianos que conmutan con las traslaciones y que con
las transformaciones de Lorentz J,, satisfacen

[Jaba ch] = nadec + nchad - 770L<:Zbd - nbdZac . (42)

El algebra de Maxwell ha sido utilizada en el contexto de la gravitacién [22] como propuesta a
solucionar los problemas de la constante cosmolégica [26, 27].

En la referencia [5] D.V. Soroka y V.A. Soroka proponen una extensién semisimple del dlgebra

23
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de Poincaré a través del conjunto de tensores antisimétricos Z,, como una generalizacién del
algebra de Maxwell. La extension semisimple del algebra de Poincaré es dada por

[T abs J cd] = NaaT ve + Moed ad — NacT vd — Moa ac (4.3)
[Jabap ] 7Ibc a nach ) (44)
[Pme] — CZab ) (45)
(T avs Zca) = NaaZve + MeZad — NacLva — MaZ ac (4.6)
4a?
[ZalnPc] = (nbcPa - nach) ) (47>
4
[Zaln ch] = [nadzbc + nbczad naczbd - nbdZac] 5 (48)

donde a y ¢ son constantes. En el limite a — 0 se recupera el algebra de Maxwell y en el limite
¢ — 0 se obtiene una suma semidirecta entre el algebra de Poincaré y el ideal conmutativo
compuesto por los Z .

La extension semisimple del dlgebra de Poincaré (SSFEP) algebra (4.3)—(4.8) puede ser reescrita
de la forma

[Nab, N ca] = MaaNpe + 06N ag — NacNva — 16aN ac (4.9)
[Lag, Lep] = napLpe + nseLap — nacLep — nspLac, (4.10)
[Na, Lop] =0, (4.11)
donde la métrica nap es dada por
b 0
y los generadores N, por
c
Nab:']ab_@zab (413>

Los generadores N 4, conforman una base del dlgebra de Lorentz so (D — 1,1). Los generadores
L ap por otro lado son definidos por

- Lab La,D - 4ZQZ %Pa
LAB_[ i LD,D}_{ o wre . (4.14)

y forman una base para el dlgebra de anti-de-Sitter (AdS) so (D —1,2). El algebra SSEP
(4.9)—(4.11) es por lo tanto la suma directa so (D — 1,1)@®so (D — 1,2) de el dlgebra de Lorentz
y el dlgebra AdS, ambas en D dimensiones.

Usando (4.13) y (4.14) en (4.9)—(4.11) encontramos que el algebra SSEP (4.3)—(4.8) puede
ser escrita como

[N b, N ea] = 10alN e + 06N ad — NacN b — MbaN ac (4.15)
[Lay; Lea] = NaaLive + MyeLad — NacLiva — MoaLac, (4.16)
[Lab, Lep| = MpeLia,p — NacLy,p, (4.17)
[La,ps Le,p] = Lac, (4.18)
[Ny, Leg) = 0, (4.19)
[Nay, Le.p] = 0. (4.20)
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4.2. S-expansion del algebra de anti-de Sitter

En esta seccién se establece la conexién entre el algebra AdS so (D —1,2) y el algebra

SSEP,so(D—1,1)@so0 (D —1,2), a través del procedimiento de S-expansion mostrado en el
capitulo [3].
En la primera etapa realizamos una descomposicién en subespacions del dlgebra AdS. Se utiliza
una descomposicién en dos subespacios de la forma g = so(D —1,2) = V5 & V;, donde V)
corresponde a la subélgebra de Lorentz so (D — 1,1), generada por los J,, y Vi corresponde
a los boosts de AdS, generada por los P,. Los generadores J,,, P, satisfacen las siguientes
relaciones

[P, Py =Ja (4.21)
[jaby pc} = Ucbpa - Ucapb (4.22)
[T avs Jea] = NaaTve + Moed aa = Nacba — Moa ac- (4.23)
Y por lo tanto los subsespacios Vy y V; cumplen con
Vo, Vol € Vo, (4.24)
Vo, Vil C V4, (4.25)
V1, Vi] C Vb. (4.26)

La siguiente etapa consiste en hallar un semigrupo abeliano S el cual admita una particion
resonante ! con las ecuaciones (4.24-4.26). En lo que sigue se considerardn dos semigrupos que
satisfacen con este requerimiento.

4.2.1. Semigrupo Ss3

Primero consideremos el semigrupo Ss3 = {/_\0, ANY /_\3} definido por la siguiente tabla de
multiplicacion

-
ol A X A
s M s X (4.27)

/\2 /\O /\3 /\2 /\3
PV DY VR VR W

Dado que para cada elemento A\, € S se tiene que A3\, = A3 se identifica al elemento A3 como
el elemento Og del semigrupo.
Considerando la particién del semigrupo como S = Sy U S7, con

S(] - {5\1, 5\2, 5\3} 5 (428
S1={Xo, A3}, (4.29

So - S0 C So (4.30
S() -5 C S (431

)

)

Se observa que esta particién es resonante con la del algebra AdS en las ecuaciones (4.24-4.26)
)

)

S1-51 C S (4.32)

Wer cépitulo 3
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Y como se revis6 en el capitulo [3] ecuacién (3.17) *

Gr = Wy @ W, (4.33)
es una subdlgebra resonante de Ss3 X g, donde

Wo = (S0 x Vo) = {1, A0, s} @ {Tap f = {MTaps AT abs s } (4.34)

Wy = (S1 x V1) = {o, As} @ {Po} = { AP, \sP,} (4.35)

Finalmente se impone le_m condicion de Qg—reduccién A3 xg=0 sobre &g y renombramos los
generadores como Jap1 = Mdwp; Jap2 = Aodap; ¥ Pao = AP, Este prodedimiento nos lleva
a la siguiente estructura algebraica:

[Jab,la ch,l] - 5\15\1 [jaba jcd] - 5\1 [jaba jcd] (436>
- nadec,l + nchad,l - 77acJ’bd,1 - ndeac,l

[Jab,Qa ch,2] = 5\25\2 [']_aba jcd} — /_\2 [jaba jcd} (437)
:nad']bc,Q + 77bc¢]-ad,2 - nachd,Z o ndeac,Z

[']ab,la ch,Z] = 5\15\2 [jaba jcd] —= 5\3 [ _aba jcd} =0 (438>
[Jab,la PC,O] = 5\15\0 [jaba pc} = 5\3 [jaby pc} =0 (439)
[Jab,27 PC,O] = 5\25\0 [jabu Pc] = 5\0 [jabv Pc} (44())

= 7f/l)cPa,O - nach,O

[Pa,Oa Pb,O] - 5\05\0 [Paa Pb] = /_\2 [-Pmpb} = S\Q'I_ab = Jab,2 (441)

Donde se ha utilizado las reglas de conmutacién del dlgebra AdS, ecuaciones (4.3-4.8) y la tabla
de multiplicacién del semigrupo Ss3 (4.27) .

A través de la identificacién N g, = Jap1; Lap = Jap2; Lap+1 = Payo es claro que el dlgebra
(4.36-4.41), obtenida por Ssz-expansién y Og-reduccién del dlgebra AdS so (D — 1,2), coincide
con la extensién semisimple del dlgebra de Poincaré (4.15-4.20) .

2Teorema IV.2 de la referencia [12]
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4.2.2. Semigrupo Sso

o7

El procedimiento de S-expansion conecta con el algebra SSE P utilizando méas de un semi-

grupo.

Consideremos el semigrupo Ssa = {Ao, A1, A2} definido por la tabla de multiplicacién

Nars if a+B<2
= : 4.4
)\a)\ﬁ { )\a+,3_2 Zf o+ 5 > 2 ( 2)
0, equivalentemente
\ Ao A1 Ao
A | Ao AL A
MM A A (4.43)
Ao | Ao AL Ao
Consideremos la particion S = Sy U Sy, con
SO - {)\0, )\2} 5 444)
S1={\}, 4.45)
Esta particion es resonante con la del dlgebra ADS (4.24-4.26) ya que satisface
So - Sy C S() (446)
So+51 C S (4.47)
S1+.51 C So (4.48)
Luego
Or = Wy & Wy, (4.49)
es una subalgebra resonante de Sg, X g ?, donde
Wo = (So x Vo) = {0, Mo} @ {Jap} = { Mo apy Ao } (4.50)
W1 = (Sl X ‘/1) = {)\1} (024 {Pa} = {Alpa} (451)
Renombrando los generadores de la subdlgebra resonante como Jg,0 = Mo ap; J ab2 =

o ab; y Po1= A\ P, utilizando las relaciones de conmutacién del algebra AdS y la tabla de

multiplicacién (4.43) del semigrupo Sso se obtiene que

[Jab,Oa ch,O] = AoAo [']_aba jcd} = Xo [jaba ']_cd}
= nad']bc,o + nbc']ad,(] - nachd,O - ndeac,O

[Jab,Qa ch,?] = Ao [jaba J_cd} = Ay [jaba jcd}
:nad']bc,2 + nchad,Q - nac']bd,2 - ndeac,Z

3Teorema IV.2 de la referencia [12]

(4.52)

(4.53)
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[Jab,Oa ch,Q] = AoA2 [jaba jcd} =\ [jab7 jcd}
== nadec,Q + nbc']ad,2 - nachd,Z - nbd']ac,Q (454>

[Jab,Oa Pc,l] = AoA1 [jaln Pc} =\ [jaby pc}
= ncha,l - nach,l (455)

[Jab,27Pc,1] = >\2)\1 [jabapc} = )\1 [jabapc} (456>
= 77b013a,1 - 77ac-Pb,1

[Pa,lan,l] = )\1)\1 [paupb] = /\2 [-Pa)pb} = )\Q'I_ab = Jab,? (457)

La identificacion J o, = Jap0; Zay = Jap2; ¥ Po = Py nos lleva a las siguientes relaciones de
conmutacion

[Zabypc — nbc a nacPln
(Z aty Z ca) = NaaZve + Meoad — NacZvd — Mo ac,

[T avs I ca] = NadTve + NocT ad — NacTbd — Mba ac» (4.58)
[Jab, Pe] = MePa — Nac P, (4.59)
(P,, Py = Z, (4.60)

(T abs Z ca) = NadZve + Mol ag — NacLvd — ModZ acs (4.61)

] = (4.62)
] = (4.63)

Es decir, se obtiene nuevamente el algebra SSEP (4.3)—(4.8) salvo factores numéricos

4.2.3. Relacién entre las tablas de multiplicacion de los semigrupos
Ss3 Yy 582

En la seccién [4.2.1], el dlgebra SSEP (4.15-4.20) se obtuvo a través de una S-expansion
usando el semigrupo abeliano Sss, definido por la tabla de multiplicacién (4.27), més un proceso
de Og-reduccién .

En la seccién [4.2.2], el dlgebra SSEP (4.3-4.8) se obtuvo (salvo factores numéricos) a través
de una S-expansién usando el semigrupo abeliano Ssy, con tabla de multiplicacién (4.43). A
diferencia de la primera S-expansion en este caso no se utilizé Og-reduccion.

Si admitimos que los elementos de Ssy conformen un anillo (se agrega una operacién bina-
ria de suma) manteniendo su estructura de semigrupo bajo la multiplicacién (sin requerir un

elemento cero y la existencia de inverso multiplicativo) es posible hallar una conexién entre Sgy

4Presentado en la seccién [3.1.4]
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y Sss. Utilizando la operacién de suma realizamos la siguiente transformacién en los elementos

de SSQ

5\1 = )\0 - )\2 )
Ao = Ao (4.64)
5\0 - A1 )

a través de esta se obtiene la siguiente tabla de multiplicacion

o N X
A A2 0 XA
%10 A 0 (4.65)
XA 0 A

Esta tabla de multiplicacién coincide con la del semigrupo Sss (4.27) excepto por la fila y
columna asociada al elemento A3. En el lugar de A3 en este caso se tiene al elemento “0”, que
representa el cero de la suma del anillo Ss,.

Los generadores N, v L ap se reobtienen considerando

Nab - leab = ()\0 - )\2)jab (466)
Lab = 5\2']’_(111 = >\2jab (467)
LaD = S\OP(Z == )\lpa (468)

sin la necesidad de aplicar Og-reduction. La ventaja de no utilizar Og-reduction esta en que
facilita la construccién de los operadores de Casimir del dlgebra obtenida de la S-expansion.

4.3. Operadores de Casimir para el algebra SSEP

En esta seccién son calculados los operadores de Casimir para la extension semisimple del
algebra de Poincaré a través del mecanismo de S-expansiéon. Para esto primero se presentan los
tensores invariantes y operadores de Casimir para el dlgebra de anti-de-Sitter.

4.3.1. Operadores de Casimir para el algebra AdS.

Para construir los operadores de Casimir del dlgebra AdS so (D — 1,2) los generadores P,
v J 4 son representados a través de las matrices de Dirac de la siguiente manera

P, =T, (4.69)
= 1
Jab = §Fab (470)

donde I', son matrices de Dirac en D dimensiones y 'y, = [['y, ') /2.
La métrica de Killing k4p para el algebra AdS se puede escribir como

1
kAB == ETI‘ (TATB) (471)

_ %Tr (% (T, TB}) (4.72)
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la cual en d > 4 es dada por

1
ka,b = Znab (4.73)
1
kab,cd = _Zn[ab][cd]- (474)
Kap,e = 0. (4.75)
donde
Nab][ed] = 52;)n77mc77nd' (476)

Para un édlgebra semisimple arbitraria el operador de Casimir cuadrético es dado por
I = k8T ,Tp. (4.77)

donde k47 es la inversa de la métrica de Killing kap.
Para el dlgebra AdS se tiene

k_a,b — 47]&6 (478)
k:ab,c =0 (479)
gabed — _plablfed (4.80)

de forma que el operador de Casimir es

1= Fab

Mags =4 | PP, — —Jud | . (4.81)

[\

Este resultado es valido en cualquier dimension d > 4.
Otra “métrica” puede ser construida para el algebra AdS en d = 4. Esta es

oyl

1
(A,B) = ETF (F*TATB) y (4.82)

Donde T, es la matriz v (ver apéndice [B]), explicitamente

kap =10 (4.83)
. 1
kab,cd - _Zeabcd (484)
kape = 0. (4.85)

Sin embargo estas ecuaciones no pueden representar una métrica, l%( 4,B) 1o es invertible, y por
lo tanto no es 1util para construir un operador de Casimir para el algebra AdS. Por otro lado
la parte asociada a la subdlgebra de Lorentz es invertible (ecuacién (4.84)) y por lo tanto es
posible construir un operador de Casimir para el algebra de Lorentz a partir de este.
Consideramos luego, como métrica del dlgebra de Lorentz a

]z/,(ab,cd) _ _eabcd' (486)

Y luego un operador de Casimir para el dlgebra de Lorentz al operador

I, = — €T 3 J . (4.87)
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4.3.2. Operadores de Casimir para la extension semisimple del alge-
bra de Poincaré

Comenzaremos construyendo una métrica m,g para al semigrupo Ssa, cuya tabla de mul-
tiplicacion es dada en la ecuacién (4.43). Los elementos Sso pueden ser representados por el
siguiente conjunto de matrices:

1
)\0: O
0

o = O

0 00
0], n=|10
1 01

o = O

0
,)\2: 0
1

S = O

0
0. (4.88)
1

Es directo verificar que la representacion (4.88) es una representaciéon fiel del semigrupo Ssa,
es decir que satisface las ecuaciones (4.42) y (4.43). El 2-selector K 5" de Ss» puede ser repre-
sentado como °

100 010 00 1

0 1 2

Ks=000], Ky'=[101], K ,2=[010 (4.89)
00 0 010 101

A partir de esta representacion es claro m,z esta dada por

Qg @ o
A
Mmag = anK, 5" = | a1 @ a; (4.90)
Qo O Q2

donde los a, son coeficientes numéricos. La inversa de esta métrica es dada por

1 03 a3 0 (a3 )
0 as (g — )  —ag (g —aa) |, (4.91)

— (a5 —0a?) —aj(ag—az) apag —a?

af _
T et (mag)

donde los coeficientes ag, a1 y as deben satisfacer
det (map) = (g — a2) (a2 + 1) (g — ) # 0. (4.92)

Los operadores de Casimir cuadraticos para el algebra SSEP son de la forma

a,A)(B,B
I = IV T s p),
o AB
= m* TP T o T (5.5),

— mOOHab,chachd + mllnabPan + 2m02Hab,chabZ6d + mQQHab7CdZachda (493)
1

= m |:(Oé§ — Oé%) Hab’CdJabJCd —+ () (ao _ 062) HabPan

—2 (a3 — a}) N T Zeq + (02 — F) N Z o Z |,

®Vea ecuaciones (1)-(2) de la referencia [12]
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donde IT*Z son las componentes del operador de Casimir del dlgebra AdS. El término m'?
no aparece porque las componentes correspondientes al operador de Casimir del algebra AdS
en d > 4 son nulas , [1%¢ = 1% = (.

Insertando las ecuaciones (4.78-4.80) en (4.93) se obtiene

4 1
] [— (03 — af) T T + g (g — ) P P*

~ det (Mag) L2
1
— (a3 = a?) JuZ" + 5 (avaz — ) Zabzab] . (4.94)
Definiendo
a = ayag — a3, =y —al, (4.95)
la ecuacién (4.94) queda como
I ! 1(5 ) Japd® + aP,P* — (B —a)J z% 4 lpz,20
= 3./ |3 -« a ar, - -« a s a
det (map) |2 ’ b 2 ’
__ 1t A(ppr—ti,ats g,z s (tana— g.z g,z
det (map) 2 2 2

(4.96)

Dado que o y /3 son arbitrarios, considerando la condicion det (m,z) # 0 podemos extraer
de la ecuacién (4.96) que el dlgebra SSEP posee dos operadores de Casimir independientes,
dados por

4o 1
mW=-—(P,P"+J, Z 3 A a ab 4.
U7 det (ma5)< ta 2J o] )’ (4.97)
2/ b b b
Iy, =—+~—— (ZpZY — 2J 3, Z° ad ) . 4.
- (B2 a2 g a9

Ademas de estos dos operadores de Casimir existe un tercero, el cual es valido solo para
el subespacio de los operadores de Lorentz J,, v los operadores Z,,, no para toda el algebra

SSEP. Este operador es construido de la “métrica” k(@cd = —eed 6 v o5 dado por
1 1 abc abc abc
Iz = —m [(a% — a%) €l J T cq — 2 (a% — a%) €l T v Zoq + (a0a2 - a%) b dZachd} ,
1 bed bed bed
=—————— e Z L g — 2 (8 — R VA — T v cal - 4.99
det (mug) [046 vLicd (B—a)e v Zea+ (B —a)e b d} ( )
Los operadores de Casimir del dlgebra SSE P obtenidos en las referencias [3, 4, 5] coinciden
con los operadores (4.97), (4.98) eligiendo ¢ = 1 y a = i/2 en las ecuaciones (2.2) y (2.3) de
la referencia [5]. Si ademds consideramos o = 1y § = 2 en la ecuacién (4.99) se aprecia que

el operador de Casimir C3 de la referencia [5] es reobtenido a partir de nuestro operador de
Camimir ITyy.

6Ver ecuacién (4.86)
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4.4. Accién Ch-S para gravedad 241 dimensional a partir
del algebra SSEP

En la referencia [22] se construye un lagrangeano tipo Yang-Mills basado en la simetria
descrita por el algebra de Maxwell [20, 21] como un candidato a explicar el problema de la
constante cosmolégica [206, 27]. Por otro lado el dlgebra SSEP en D = 4 es “gaugeado” en
lagrangeanos para gravedad en las referencias [28, 23, 2] como propuestas a resolver el mismo
problema. En la presente seccién realizaremos la construccién de un lagrangeano Chern-Simons
para gravedad en (2 + 1)-dimensiones [30, 37] utilizando como simetria de gauge la extensién
semisimple del algebra de Poincaré.

Para la construccién de un lagrangeano Chern-Simons es necesario en primer lugar conocer
u obtener tensores invariantes simétricos (de segundo orden para D = 3).

4.4.1. Tensores invariantes para SSEP

Para la obtenciéon de los tensonres invariantes del dlgebra SSFEP utilizamos el teorema
V112 de la referencia [12]. Para esto es necesario conocer los tensores invariantes asociados al
algebra de inicial g, en este caso el dlgebra AdS. De las ecuaciones (56)-(58) de la referencia
[13] se tiene que los tensores invariantes del dlgebra AdS en el caso mds general son de la forma

(Javd ca) = fio (Taatlve = TacTlba) (4.100)
(Japd c) = i€abe (4.101)
(P.Py) = fioTa (4.102)

donde fip y fi; son constantes arbitrarias. A partir de estos se tiene que los tensores invariantes
del algebra SSEP son

(NN ca) = @ (Madbe — Nacba)
(LapLea) = a2 (Nadbe — Nacbd)
<Lach3> = (1 €gbc
(LazLes) = aanap

donde «yg, a1, ao, son constantes arbitrarias.

4.4.2. Accién Chern-Simons para el algebra SSEP

Un lagrangeano Chern-Simons en (2 + 1)-dimensiones es de la forma [34, 37]

! 2
L = 2k/0 dt (A (tdA+t°A%)) =k <A (dA + §A2)> (4.107)

con A una 1-forma conexién valuada en un algebra de Lie particular y & una constante de
acomplamiento arbitraria. Para el algebra SSE P esta conexion se puede expresar como
1

1 1 1
A= §wabNab + §(JJABL AB = 5wal’Nab + §wabLab + W Lys . (4.108)
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Para simplificar la notacion y el posterior calculo se definen las 1-formas valuadas en el algebra
SSEP: w = %w“bNab, w = %wabLab, ¢ = w®L,3. En término de estos campos A se escribe

Ccomo
A=wtwty. (4.109)

Reemplazando esta conexién en la ecuacién (5.103) se obtiene que el lagrangeano para el algebra
SSEP es de la forma

2 1
Lg;b}}g =k <A (dA + §A2)> =k <wdw + wdw + wdp + 3@ [, w]> (4.110)

w [w, @] + o [, w]>

1 2
+k<wdw—|—wdw+wdgp+§w[w,w]+§ 3

1 9 1
+k<sodw+sodw+sod<p+ 3% [w,w] + gw[w,sO] + gw[w, 90]> :

La 2-forma curvatura vendria dada por
F=dA+ AA (4.111)
=dw+ dw + dp + ww + ww + pp + [w, ] ,
= (dw + ww) + (dw + ww) + (dp + v + [w, ¢]) -

Se induce naturalemnte la definicién de las siguientes curvaturas

~ 1
R:dw+ww:dw+§[w,w] : (4.112)
1
R:dw+ww:dw+§[w,w] ,
. 1
T=dpteptlwo]=T+5lp¢l .
con T = dy+ [w, ¢].
De la definicién de derivada covariante,
D¢ = dp +[A, 9] = dop + [@, 9] + [w, ¢] + ¢, 9] , (4.113)
se tiene que
Dw =dw + [w,w] , (4.114)

Dw = dw + [w,w] + [w, ¢| ,
Dy =dp+[w, @] + [, 0] =T+ [0, 0] .

Insertando las ecuaciones (5.108) y (4.114) en la ecuacién (5.107), se tiene que

2
LY =k <A (dA + §A2)> , (4.115)
= Ewab deo® + 2wc @ ) (NN o) + Ew“b dw® + 2wc W) (Lo Leg)
- 4 3 e abL 'V cd 4 3 e abdcd

2
+k (Rabwci’) o gwa?)wb?)wc?)) <Lach3> + kaa?:wcS <La3L03>

k
—d (§wabw03 (Lachg)> . (4.116)
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Reemplazando los tensores invariantes (4.103 - 5.99) en la ecuacién (4.116), se obtiene que
la accién Chern-Simons para el dlgebra SSEP en (2 + 1)-dimensiones, en la base { N, Lep}s

es dada por

1 2 1
SSSJSSIJ)D = / §Oéowac (dwca + gwcdwda> + Q1€ <Rabwc3 + Swaswbswcs)
M

ab, .c3

1 2 1
+ a2Dw“3wa3 + §a2wac <dw + 3w dw ) —d (oq?aabcw w )

donde hemos absorbido la constante k£ en las constantes ;.
Renombrando w® = ¢/, donde [ posee unidades de longitud, se tiene

o 2
SA(S'?S'JFEIP = 20 wac <dwca + gwcdwda>

1
/eabc R“bec + @e ele ) —3 /8M € apew®e’

2 2
b2 dw®, + =wCwt | + —e,T° (4.117)
7 B 3

donde se uso Dw® = (De®) /l = T%/l. La accién (5.113) es probablemente la accién para
gravedad Chern-Simons més general en (2 4 1)-dimensiones.
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Capitulo 5

Extension semisimple de la
superalgebra de Poincaré como una
S-expansion de la superalgebra AdS.

En este captulo se realiza la versién supersimétrica N = 1 del célculo presenta-
do en el capitulo anterior. Se comienza introduciendo la extensién semisimple de la
superalgebra de Poincaré o SSEPS. En la segunda seccién se obtiene la superalge-
bra SSEPS a través del proceso de S-expansion actuando sobre la superalgebra
de Anti-de-Sitter N’ = 1. En la tercera seccién se obtienen los tensores invariantes
y operadores de Casimir del algebra S-expandida. Finalmente se construye un la-
grangeano para Supergravedad en (2 + 1)-dimensiones invariante bajo la extension
semisimple de la superédlgebra de Poincaré. Para mayores detalles ver referencia [11].

5.1. Extension semisimple de la superalgebra de Poin-
caré

La extensién semisimple de la superdlgebra de Poincaré es la version supersimétrica del
algebra SSEP introducida en la referencia ([5]). Al igual que en el caso no supersimétrico, la
superalgebra SSEPS tuvo un predecesor no semisimple, la superalgebra de Maxwell [3, (]. La
extension semisimple de la superdlgebra de Poincaré estd compuesta por las rotaciones J,
las traslaciones P,, las transformaciones de supersimetria @, y por los generadores tensoriales

67
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Z .. Este conjunto de generadores satisface las siguientes relaciones de (anti)-conmutacion:

[T abs I ea] = NaaTve + Moed ad — NacT bd — Mbd ac
[Jab, Pe] = e Pa — Nae Py

[Py, Py] =

(T abs Zeca) = NadZve + MeZad — NacZbd — ModZ ac

4a?
[Zaba Pc] - T (T/bcPa - nach)

4a?
[Zaba ch] = [nadec + nchad - nachd - nbdZac]

(@u.Qu) = —d |22 (1°C) , P, + (0C),, 2.
T Q] = — (aabQ>a

P..Q.] = a(T.Q),

Zu. Q) - —4i (00sQ),

donde a, ¢ y d son constantes, o4, = ;11 [T, T3], con T', matrices de Dirac'.

Para D = 3 las constantes de estructura pueden ser levemente modificadas manteniendo todas

las propiedades de la superdlgebra (5.1-5.10).

Las relaciones de (anti)-conmutacién que incluyen al generador fermiénico consideremos la

siguiente generalizacién

{Q..Qs} =—d M—( “C) o Pa+v(07C) 4 Zas

[Jaln Qa] =X (OabQ)a
[Pa, Qo] = 7a (1.Q),

2
Zu, Q) = "% (00Q),

<
—_
—_

© ©
[\

©
—_
IS
SN— ~— —r ~—

~—~~ I~

Con u, v, x, 7, ( constantes por ahora arbitrarias y las matrices gamma v estan definidas en

el apéndice [B].

Consideremos las condiciones que imponen las identidades de Jacobi sobre estas constantes.

Wer apéndice [B]
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La identidad de Jacobi QQP

{Qa: (@ Pal} + [Pa {Qu: Q1] = {Q5: [P Qu]} = 0 (5.15)
{Qu—70(3Q), } + [Pas = (1(4C) oy Pe+ v (6C) , Zea) | — {Qs 70 (10Q),} =

— a7 ()5 {Qa: @)} — A (1°C) s [Pay P] — dv (0°C) ;[P Zed) — a7 (), { @, @1} = 0
—ar (’Va)ﬁ/\ (1 (Y°C)gp Pe+ v (UCdC) v Zed) + 1 (YC)op Zac +v (o CdC)aﬁ (NeaPd — NaaP.)

— a7 ().} (1 () Pet v (0°C) 5, Zea) = 0

— apT (%VCC')BQ P.+avt (7[1 (JT Cd) Z g+ (v CC’)aﬂ Zgo +2v (UaCC')aB P,

)
— apT (7a7°C) gy Pe + avt ( C (o")° ) Z.y=0. (5.16)

Los términos proporcionales a los boost AdS asi como los proporcionales a los generadores Z
deben anularse de manera independiente. Tomando aquellos que contienen algin generador Z
se obtiene

2avt (”yaC (UT)(H)&B Zy1 + 2avT (’yaC (UT)12> » Z1s + 2avT (’yaC (UT) 20) Zy+

ap
1(1°C) gy Zao + 1 (V'C) g Zar + 1 (VC) y Zaz = 0
— avt (7 Ox)ap Zo1 + avt (%)aﬁ Z 15 + avT (Va02) 4 Zoo+
1(Vag Zao+ 1(0:)ap Zar = 1 (02) g Za2 =0,

evaluando el caso a =0
—2avT (0,) Zoy —2avT (04) Zog + pu(02) Zoy — p(02) Zo2 =0, (5.17)

de donde se obtiene que
vT+u=0, (5.18)

esta relacién es re-obtenida como condicién para los casos a = 1 y a = 2. De los términos
proporcionales a los boosts en (5.16) se obtiene queb

ur+v =20, (5.19)

Siguiendo el mismo procedimiento, la identidad de Jacobi QQ.J

{Qu. [Qp. Ja] } + [Tar {Qu, Qs}] —{ Qs [T, Qul} =0, (5.20)
no entrega informacién adicional, se anula idénticamente. La identidad QQZ
{Qu: [Qs: Zab } + [ 2 {Qu: Qs}] = {Qs:[Za Qu]} = 0., (5.21)
conduce a
(=-1. (5.22)

La identidad QPP

[Qou [Paa Pb]] + [Pba [QomPaH + {Pay [Pba Qa“ =0 g (523)
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requiere que

T=41. (5.24)
La identidad QJP
[Qu: [Javs Pl + [Pe, [Qu Jarl] + [T, [P, Qul] = 0, (5.25)
fija a
x=-1., (5.26)

La identidad QQQ establece restricciones sobre las entradas en las matrices 7, pero como estas
fueron elegidas como las matrices de Pauli desde el comienzo, y estas satisfacen los requerimien-
tos por construccién, la identidad se anula idénticamente. El resto de las identidades con un
() también se anulan sin restricciones adicionales. Resumiendo las relaciones de conmutacién
(5.1-5.6) junto a las relaciones (5.11-5.14) conforman la extensién semisimple de la superdlgebra
de Poincaré, solo si

x=C=-1 pu=xv y 7==I1 (5.27)

donde se considero (5.22) y (5.26), y se resolvid (5.18), (5.19) usando (5.24).
La estructura (5.1-5.10) se recupera si se eligen

p=v=1y 7=+1. (5.28)
En lo que sigue del capitulo se utilizara la siguiente convencién
p=-v=1 y-7=-1, (5.29)

esta elecciéon es 1til a la hora de construir la accion Chern-Simons para esta simetria. Explici-
tamente el dlgebra que se usard de este punto en adelante es

[T by J ca] = dec + e ad — NacTbd — MbaS ac (5.30)

[Jabap] nach (531)

[PauPb] cZab (532)

[Jab7 ch] = 77adec + 7/]chad nachd - 77bdZ0Lc (533>
4a?

[Zaba PC] = T (nbcPa - naCPb) (534)
4a?

[Zaba ch] = T [nadec + 77chacl - nachd - nbdzac] (535)

2a , , u

{QuQs} =—d|—(1"C)py Pa— (0 "C) s Zav (5.36)

[Jab, Qo] = — (00Q),, (5.37)

[Po, Q] = —a(1.Q),, (5.38)

4a?
[Zab’ Qa] - T (UabQ) (539)

Es posible escribir la extension semisimple del dlgebra de Poincaré en una base diferente.
Definiendo los generadores IN 4, como

No=Jdw— 52w (5.40)



5.2. S-EXPANSION OF THE ANTI-DE-SITTER SUPERALGEBRA 71

los generadores {Lg,, L,} como

c 1
Ly,=—Z4, Lis=—-L3,=—P,=L,, 5.41
DT g2 T T %= 9 (5.41)
y los generadores
1 c
== 42
Q. 2a QdQO‘ ’ (542)

la extensién semisimple de la superalgebra de Poincaré (5.30-5.39) toma la forma

[Nalh ch] - nadNbc + 77bc-Z\ra - nachd - nbdNac (543)
[Laba L d] 77CLdIch + 77bcI/ad 77acIde - 77bclI/ac (544)
[LalnL ] = 77bc a nacLb (545)
[La, Ly| = Lap (5.46)
[Nab, Lea] =0 (5.47)
[Nap, Lc] = 0. (5.48)
1

(@ @b} =3 [(6™€) L= (77C), 5 L (5.49)
(Lo, Q] = (UabQ o (5.50)
(L., Q] = —5 (%Q')a (5.51)
[N, Q] = (5.52)

Donde se ve que los generadores N, generan el dlgebra de Lorentz so(2,1), y los genera-
dores {Lg, L,, Q.,} generan el dlgebra osp (2|1) @ sp (2), la cual genera al grupo de sime-
tria de la superalgebra AdS N = 1 en D = 3. El dlgebra (5.43-5.52) es la suma directa
50 (2,1) @ osp (2|]1) @ sp (2) del algebra de Lorentz en D = 3 y de la superalgebra de Anti-de-
Sitter 3-dimensional con N = 1.

5.2. S-Expansion of the Anti-de-Sitter Superalgebra

En esta seccion mostraremos que la extensién semisimple de la superdlgebra de Poin-
caré 50 (2,1) @ osp (2]1) ® sp (2) puede ser obtenida a través del procedimiento de S-expansion
aplicado sobre la superalgebra de Anti-de-Sitter con N' = 1, osp (2|1)®sp (2), utilizando el semi-
grupo apropiado [12, 13]. Para aplicar la S-expansién comenzamos con dividir la superédlgebra
de AdS en subespacios de la siguiente manera G = osp (2|1) @ sp (2) = Vo ® V1 @& Vs , donde Vj
corresponde a la subdlgebra de Lorentz so (2, 1) generada por Jg, V) corresponde a las tras-
laciones de supersimetria generadas por Q. vy Vs corresponde a los boosts de AdS generados
por P,.

Los generadores Ju, Q,, , P, satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién (D = 3)
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[jab7 jcd: = Moed aa — Mad ac — NacT va + Nad T ve,
[ ab> Pc: = 77cb15a - 77ca15b,
PPy = Fun

ab,Q: = —0uQ,

~ 7 1 ~
PaaQ = _§7aQ7

{Qavéﬂ} = % [(Uabc)ag Jab = (1°C) 4 Pal -

En funcién de los subespacios estas relaciones se representan como

Vo, Vo] C Vo,  [Vo, Vo] C Va, [Va, Vo] C Vg,
Vo,Vij c Vi, [V, il c Vi, [Vi,Vi] Cc Vo @ V. (5.53)

El siguiente paso es hallar un semigrupo abeliano S el cual puede ser particionado de manera
resonante respecto a (5.53).

5.2.1. Semigroup Sg3

Dadas las caracteristicas y similitudes entre el algebra SSEP y su versién supersimétrica
SSEPS, los mismos semigrupos utiles en la S-expansiéon revisada en el capitulo anterior son
utiles para el caso supersimétrico, sin embargo las particiones son diferentes.

Para el semigrupo Sg3 = {XO,Xl,Xg,Xg} definido, como fue visto anteriormente, por la tabla
multiplicacion:

N A X A
XX Az Ao A
MlAs A A3 X (5.54)

La particion necesaria en la S-expansion en este caso es

So = {A1, 22, A5}, (5.55)
S1={Xo, A3}, (5.56)
Sy = { A2, A3} . (5.57)

Particion que cumple con ser resonante con la estructura en subespacios de la superalgebra
AdS (resonancia entre las ecuaciones (5.53) y (5.58))

SO'S()CS(), S()'SQCSQ, SQ'SQCSO
So- 81 C S, Sp S CSi, Si-8CSNnS, (5.58)
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Luego
Or =Wo® W, & Wy,

es una subdlgebra resonante de Sg3 X g, > donde
Wo = (S0 x Vo) = {3 %o, Na} @ {Jan} = {Midan Xed s Mo}
Wi = (81 % Vi) = (o, %} @ {Qa | = { M@ 2@ |

Wy = (Sy x Vo) = { Mo, 23} @ {Pa} - {AQPG,Xgﬁa}
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(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

La ultima etapa es imponer la condicion de Og-reduccion A3 X g = 0 sobre &g y renombramos
sus generadores en la forma Jgp1 = )anb7 Jab2 = /\QJab7 Q.o = )\OQa, P,; = = N\, P,. Este

procedimiento nos lleva a las siguentes relaciones de conmutacién:

[Jab,la ch,l] - XIXI |:jaba jcd] - X1 |:jab’ jcd]
= NadJbe,1 + Moe ad,1 — NaeTbd, 1 — ModS ac1

[Jab,27 ch,Z] = XQXQ [jab7 jcd] = X2 |:jab7 jcd:|
77ad']bc,2 + nbc']ad,Q — nachd,Z - 77de’ac,2

[Jab,1s Jed,2] = Aada [jab, jcd} =\ [jab’ jcd] —0
e Peg) = 3o [, Be] =X [T, B =

[Jabizs Poa] = Ao [jab,ﬁ ] — [j P ]
= MpePa2 — NacPo,2

2Ver Teorema IV.2 de la referencia [12]

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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{Qu0 Qso} = oo {éa) éﬂ} =X {éa? éﬁ} (5.72)
1
= 5 [(Uabc)aﬁ Jab,2 - (’Yac)aﬁ Pa,2]

en donde se han utilizado las relaciones de conmutaci
on de la superdlgebra AdS y la regla de multiplicacién del semigrupo (5.54).

A través de la identificacion N oy = Jap1; Lay = Jab,2; Lo = Pa2; QL = Q. ; vemos que
el dlgebra (5.63-5.72), obtenida por expansién de la superdlgebra AdS osp (2|1) ® sp (2), es la
superélgebra (5.43-5.52) s0(2,1) @ osp (2|1) ® sp (2) obtenida por la extensién semisimple de
la superalgebra de Poincaré ref. [7].

5.2.2. Semigroup Sgo

Al igual que para la S-expansién que nos conectaba con el dlgebra SSEP en este caso el
semigrupo Sso = { Ao, A1, A2} con tabla de multiplicacién

\oAe Aatp, cuando a+ 3 < 2
7 Aasp2, cuando o+ B > 2

Y con una particién en tres conjuntos S = Sy U S; U Sy en lugar de dos,

SO — {)\0,)\2},
Sl — {)‘1}7
SQ s {)\2}

Resulta estar en resonancia con la particiéon elegida para la superalgebra AdS, ya que satisface

So - Sg C Sy,
S() . Sl C Sl,
Sp Sy C 5,
51'51 CS()ﬂSQ,
Sl . SQ C Sl,
Sy - Sy C 5.
Y por lo tanto
G = Wy ® Wi B W, (5.73)

es una subdlgebra resonante de Ss, x g, donde
Wo = (o x Vo) = {20, A2} @ { T} = { Ao da s } (5.74)
W= (S x ) = e {Q.) = {na.} (5.75)

(P = 2P

(5.76)
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Renombrando los generadores de la subalgebra resonante como

Jab = )\0jab7
Q = )\1@’
Zab = )\2jab7
P,=\P,.

Se obtienen las siguientes relaciones de conmutacion

[T abs I ca] = Med ag — Moad ac — NacT ba + NadS b
[Jaln ch - nbc ad — nbdZac 77achd + nadeca

=
(Z by Zea) = MeZad — MaZ ac — NacZbd + Nad L bes
[Jap, Pe] = Ny Pa — ea P,
[Z 4y, Pe] = 1y Py — Nea P,
[Pa, Py) = Za,
[ abs Q] = —ouQ,
[Zaba Q] _UabQ>

[Pm Q] = _§7aQ7
1
{Qu.Qs} =5 (6°0) s Zur = (O)s P

Como fue visto en el cépitulo [4], las tablas de multiplicacién de los semigrupos Ss3 y Sg2
estan relacionadas, el cual se vuelve explicito cuando consideramos a Sgo un anillo y efectuamos
el cambio de base siguiente

A= Ao — As,
5\2 == >\27
5\0 = )\17
Lo que nos lleva a tabla de multiplicacién para Sgo de la forma
\ Ao A Ao
Ao [ A2 0 A
MO0 A0
A A 0 Ao

La cual es equivalente a la tabla de multiplicacién (5.54) del semigrupo Ss3 identificando al 0
aditivo del anillo Sgy con el elemento cero multiplicativo (A3) del semigrpo Sgs.

5.3. Operadores de Casimir para SSEPS.

5.3.1. Operadores de Casimir de segundo orden para la superalgebra
AdS.

Usando el método de S-expansion se obtienen los tensores invariantes para el dlgebra
SSEPS, lo cual nos permite construir una acciéon mas general de supergravedad Chern-Simons
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en (2 + 1)-dimensiones.

Usando el método introducido en la ref. [12], es posible obtener operadores de Casimir del
algebra & a partir de operadores de Casimir del algebra g. En este caso particular, es necesario
tener los operadores de la superdlgebra AdS para luego obtener los operadores de Casimir de

la superdlgebra so0 (2,1) @ osp (2|1) @ sp (2).

Los tensores invariantes para la superélgebra AdS son [33, 35, 37, 3§]
<j avd cd> = {10 (NadMbe — Nacbd)
<jabﬁc> = [l1€abe
<13a15b> = [Lo"ab
(QuQs) = (o = )Cap.

5.77

)
8)
)
)

ot
N

(@
N

(
(
(5.79
(

5.80

que también representan las componentes de la métrica de Killing de la superalgebra AdS

kab,cd = [ig (Uadnbc - ?7ac77bd) )
kabe = kcab = Pa€abe

kap = foNab

ka,/ﬁ = ([LO - ﬁl)caﬁ .

Para conocer las componentes de la inversa de la métrica de Killing utilizamos
Ty = kack®Tg.,
para los generadores de la subalgebra de Lorentz
Tab = kabumnk™ T g + kap k™ T g + kapmk™ P |

donde es necesario que

kb =0
y
jab = [LO (nannbm - namnbn> kmn’Cdjcd + ﬁleabmkm76djcd
= [LO <kba76d - kabVCd> jcd + ﬁleabmkm’Cdjcd
= Qﬂokba’Cdjcd + ﬂleabmkm’Cdjcd .
Eligiendo
k,ab,cd _ Oén[ab][Cd]

km,cd — ﬁEmCd

(5.86)

(5.87)
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en (5.88)
jab = —Qaﬂoéggjcd + BﬂleabmemCded
= —2afig05id cq — B Ot ca
= —2aji05qd ca — (3 = 2)! B Gy ca
= —40(/1(]Jba - 26/11Jab

= 2 (2aifio — Bjtr) T ap

) o1
2ofio — B = 5

1 . 1
== (QOWO - —>
H1 2

Para los boost AdS

Pa - ka,mkm’bﬁb + ka,mnkmmbﬁb + ka,mnkmmcaljcd

lo que implica que a = 0. Considerando (5.87) se tiene que
P, = kynk™ P,
= ﬁleamnkmn’bpb !
De (5.90) y (5.91) se obtiene

2/14
a _5bmnP
9 “amn
1 b =
= 5 (3 i 1)!5an
=P, .

Para el generador de supersimetria

Qa = ka,'yk%BQ,B
- (ﬂO - ﬂl)ca'yk%BQﬁ )
donde es natural considerar que

1

R —— (8
Mo — M1
Resumiendo
kab,c — Leabc
2[1n
5 1
kP = — o’

77

(5.91)

(5.92)

(5.93)
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Por lo tanto

1 .- . 1 - -
I = _T€abc (Jach + Pc']ab) - = ~ CQBQQQB 9
20 Mo — M1

Es un operador de Casimir bilineal, util y fundamental en la construccién de lagrangeanos
Chern-Simons de 3 dimensiones.
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5.3.2. Operadores de Casimir de segundo orden para SSEPS

De la referencia [12] se sabe que el operador de Casimir para un dlgebra de Lie S-expandida
es definido a partir del algebra de partida g como

«Q A
II = m ﬁH BT(A’Q)T(Bﬂ),

con 1148 las compoenentes del operador de Casimir del 4lgebra g y m®® la matriz imversa de
Mes = avKaﬁv. Para el anillo Sgs los 2-selectores pueden ser representados por

100
Kg'=(000],
000
010
Kgl=1101],
010
00 1
Kg>=[010
101

Con esta estructura en los 2-selectores, la métrica my,g para Sgo es de la forma

A
ma5 = O./)\Kaﬁ

Qp 1 Qo
= Q; G )
Qo 1 Q9

Cuya inversa viene siendo
' 03 = a3 0 (03— ad)
O (6) (Oé() — 062) —Q (Oéo — 042) s

— (a3 —a?) —ai(ag—az) apag —a?

af _

m =
det mag

con
det map = (g — ) (a2 + 1) (g —ay) #0 .

Finalmente obtenemos que el operador de Casimir cuadratico para la superalgebra SSEPS es
de la forma

II = mO2Hab,0JabPC 4 m2OHC’abPCJab 4 m22Hab7CZach 4 m22Hc,abPCZab + mHHaﬁQQ,

1 1
= (a% - a%) Q_;heabc (JapPe+ P.J ) — (a0a2 — ozf) 2—ﬂle“bc (ZwP.+ P.Z )
— 9 (g — ¥ — —
? ( ’ 2) Mo — M1
1 1
= (Oz% — Oé%) 2—ﬂl€abc (Jach + PcJab> — (a0a2 — O{?) 2—[116abc (Zach + PcZab)

1 _
— (O{QO{O — Oé%) ,ao — [[/1 QQ .
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Definiendo

o = — (OégOéO —Oég) R

B=- (042040 —06%) )

se obtiene que

1 1 1
II=(a—B) == (JP.+ P.Jw) + B (ZyP.+ P.Zy) + a——
2/ 20 fo — fi1
1 1 =
= |: ~ e’ (']abPC + PCJab) + = ~ QQ:| + ieabc [Zach +P.Zy—JpP.— Pc']ab]
2[n fto — fl1 211

a 1 abe ]‘ ~ /8 abe
= — | z€ (Jach+PcJab>+ = QQ + —¢€ [Zach+PcZab_Jach_Pc']ab] .

p |2 1-— Z—(l’ 2/

Por lo tanto se tienen dos operadores de Casimir cuadraticos independientes.

L g0,

_ Ko
1

1
Cl = §€abc (Jach+PcJab) + 1

CQ = Eabc [Zach+PcZab_Jach_PcJab]~

5.4. Accién Chern-Simons para la superalgebra SSEPS
en (2 + 1)-dimensiones.

Para la construccion del lagrangeano Chern-Simons de la extension semisimple de la su-
perélgebra de Poincaré en (2+1)-dimensiones, es necesario conocer tensores invariantes, simétri-
cos y bilineales asociados a esta algebra. Una de las caractersiticas mas importantes del pro-
cedimiento de S-expansién es que nos permite obtener los tensores invariantes del algebra de
llegada & a partir de los tensores invariantes del algebra de partida g. En la primera parte de
esta seccion son obtenidos dichos tensores invariantes a partir de los asociados a la superalgebra
AdS. En la segunda parte es contruido un lagrangeano Chern-Simons cuya 1-forma conexién
esta valuada en la extensién semisimple de la superalgebra de Poincaré.

5.4.1. Tensores invariantes bilineales para la superalgebra SSEPS

Los tensores invariantes de la superalgebra AdS son [38]

<f av cd> = [0 (Thad"be — NacTloa) (5.94)
< ~ab15¢> = [l1€abe (5.95)
<15a13b> = [i7ab » (5.96)
(QuQs) = (o — n)Cas (5.97)
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Del procedimiento de S-expansion se tiene que los tensores invariantes y simétricos de la su-
peralgebra SSEPS son *

(N apN ca) = 9 (Naalbe — Nactbd) (5.98)
(LapLea) = a2 (Madbe — Nacbd) (5.99)
(LapLe3) = a1€ape (5.100)
(LazLp3) = qanap (5.101)
(Q.Q)) = (a2 — 1) Clag. (5.102)

5.4.2. Accion Chern-Simons para supergravedad con simetria de
gauge SSEPS en (2 + 1)-dimensiones.

Como fue expuesto en el cépitulo dos, la forma de Chern-Simons en (2 + 1)-dimensiones es
definido como

1
LE) = 2k/ dt (A (tdA+1°A%)) =k <A (dA + §A2)> , (5.103)
0

donde para nuestro problema la 1-forma conexion esta valuada en la extensién semisimple de
la superalgebra de Poincaré (5.43-5.52), luego puede ser escrita como

1 1 1 1
A= éwabNab + QWABLAB == waQ; = §wabNab 4= §wabLab + w“3La3 + waQ/a. (5104)
Por simplicidad a la hora de calcular, y en analogia al caso no supersimétrico, introducimos la
notacion @ = 3@ N 4, w = WL,
Y = wagLai% %U = waQ/aa tal que
A=w+w+@+1. (5.105)

Por lo tanto

<A (dA+§A2)>—<(w+w+go+w) (dw—i—dw—i—d(p—l—w—l—;(w+w+¢+w)2)>
(5.106)

Teniendo en consideracion que los tinicos tensores invariantes distintos de cero son los de las
ecuaciones (5.98-5.102) se llega a que

<AdA + §A3> = <wdw + %w |, w]> (5.107)

1 2

+ ( wdw + www]+<pdg0+ —w [, go]—i—Sgo[w g0]>
1
3

3
2
3

(
+<¢dw+wdw+;s@[w w] + Zw e, w] + 2e e, so]>
<

(a0 + g0} + Sk d] + 3o (0.6 + Suleul ).

3Ver teorema VII,2 de [
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Definiendo las 2-formas curvaturas

- 1
R:dw+ww:dw+§[

1
R:dw+ww:dw~l—§[w,w]

w, @] (5.108)

T = dSO + [w’ 90] )
e introduciendo la derivada convariante

Dip=dip +[A =9, 9] = d + [@, 9] + [w, ¥] + [, 9] (5.109)

en la ecuacién (5.107) se obtiene que la accién Chern-Simons para la extensién semisimple de
la superalgebra de Poincaré, en la base { Ny, Lop, Q,}, €s

1 2 1
Sg;l) = k/ 2a0w (dw + 3w dwd ) + Q1 €ape (R“bw63 + 3wa3wb3w03) + (o — )Y D,
a3 3 1 2 1 ab, c3
— agDw™w?, + 2a2w dw®, + 3w dw —d a125abcw w , (5.110)

donde ademds fueron reemplazados los tensores invariantes (5.98-5.102).
Definiendo

w® = e/l , y utilizando (5.111)
D, w™ = (Dwe®) /l = T/1 (5.112)

1 jA
S(2+1) = k/ 2a0w (dwca 4 gwcdwda)
/eabc R“beC + —26 ebe ) V¥ D)y, — / £ ape e’
3l oM

2 2
+ 2042/€/ { <dw + 3w dwd> l—QeaT“ — Zwo‘Dwa} . (5.113)

obtenemos que



Capitulo 6

(Super)-gravedad Chern-Simons de
Maxwell

En los capitulos [4] y [5] se consigue conectar mediante el proceso de S-expansién
al dlgebra y (super)-dlgebra Anti-de-Sitter con las dlgebras SSEP y SSEPS res-
pectivamente, en ambos casos, bosénico y supersimétrico, los generadores Z,;, origi-
nales de las dlgebras de Maxwell no se encuentran presentes (producto del cambio
de base) y no es posible aplicar el limite (a — 0) en (4.3-4.8) y (5.1-5.10), después
de la S-expansién, para reobtener tensores invariantes o un lagrangeano para las
algebras de Maxwell. En el presente capitulo se obtienen acciones tanto para el alge-
bra como para la superalgebra de Maxwell, en ambos casos se combina el proceso
de S-expansién y contracciones de Inonii-Wigner [29]. Para mayores detalles ver
referencia [15].

6.1. Una accion para gravedad de Maxwell

En esta seccién se revisa el caso no supersimétrico. Como primera etapa se mostrara que el
algebra SSE P con base {Jup, Zap, P.} se puede obtener como una S-expansién del dlgebra Anti-
de-Sitter a través del semigrupo ({0, 1}, A). En la siguiente etapa se efectuara un reescalamiento
en los generadores del algebra para utilizar una contraccion tipo Inonii-Wigner, sin aplicar el
limite correspondiente en el parametro de la contraccion. Luego se construirdn los tensores
invariantes y un lagrangeano Chern-Simons para SSEP para D = 3. Finalmente se aplicara el
limite correspondiente para, desde los resultados obtenidos para SSEP, desembocar en los
correspondientes al algebra de Maxwell.

83
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6.1.1. Algebra de Maxwell

El algebra de Maxwell se obtiene al tomar el limite a — 0 en (4.3-4.8), explicitamente

[T abs I ca] = NadaTve + Moed aa — NacTba — Moad ac (6.1)

[T abs Pe] = moePa — Nac Py (6.2)

[Py, Py) = Zy , (6.3)

[T abs Zea) = NaaZve + MeZad — NacZvd — MaLac » (6.4)

(Z o, Pe] =0, (6.5)

(Z oy, Za) =0 . (6.6)

Donde se elige ¢ = +1. En la referencia [22] se obtuvo una accién a partir de una conexién
valuada en el algebra de Maxwell en D = 4, esta accién se presenta como una propuesta a
solucionar el problema de la constante cosmolégica [25], [26], sin embargo el lagrangeano no es

invariante bajo el algebra de Maxwell sino solo bajo la subalgebra de Lorentz.

6.1.2. SSEP con base {Jy, Zy, P,} como una S-expansiéon de AdS

Para conectar el dlgebra AdS con el dlgebra SSEP (4.3-4.8) utilizaremos un semigrupo de
dos elementos conocido como ({0,1}, A).

Semigrupo ({0,1},A)
Existen tres semigrupos abelianos de dos elementos [10],[41], estos son:

» El semigrupo trivial, con nimero lexicografico N = 0.

» El semigrupo Z,, con numero lexicografico N = 3, utilizado en la referencia [13] para
conectar mediante S-expansién el algebra de Lorentz con el algebra AdS en D = 3.

» El semigrupo ({0, 1}, A), con nimero lexicografico N = 1.

La S-expansién generada a través del semigrupo ({0, 1}, A) serd denotada 1-expansién. Explici-
tamente este semigrupo tiene la siguiente tabla de Cayley

N=1]X X\
o Mo o (6.7)
A X M

l-expansién del algebra AdS

Como punto de partida tenemos el dlgebra Anti-de-Sitter so(D — 1,2)

[T b, Jed] = Naadve + Moed aa — NacT ba — Moa ac (6.8)
[J_ P}:nbpa_ncapb .
[P,,Py) =J, . (6.10)
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En esta S-expansién se elige la misma de separacion en subespacios utilizada en el capitulo
[4], donde los generadores J 4, de rotaciones de Lorentz, subdlgebra so(D — 1,1), conforman el
espacio V; v los generadores P, de los boosts de AdS, conforman el espacio V5, asi el dlgebra
g de Anti-de-Sitter queda expresada como

la estructura
Vo, Vol € Vo, (6.12)
Vo, Vil Vi, (6.13)
Vi, c V. (6.14)

Es directo demostrar que el semigrupo ({0,1}, A) con tabla de multiplicacién (6.7) y particién
S =Sy US] con

SO - {)\0, )\1} 5 (615)
St ={ o}, (6.16)
satisface las relaciones
So - S C So (6.17)
S[) -5 C Sl (618)
S1+51 C So (6.19)

y que por lo tanto es resonante con el algebra AdS en la particion (6.11), (6.12-6.14).
Elegidas las particiones y semigrupo se puede construir el dlgebra resonante *

Gr=WodW;, (6.20)
subdlgebra de ® = ({0,1}, A) x so(D — 1,2), donde

Wo = (So x Vo) = {0, M} @ {Jap} = {NoTaps AT e }
Wi =(S1 x Vi) ={ o} ® {Pa} = {/\oﬁa}
Renombrando los generadores de la subdlgebra resonante como J a0 = Mo ap; Jav1 = M ap; ¥

P,o= Mo P, utilizando las relaciones de conmutacién del dlgebra AdS vy la tabla de multipli-
cacién (6.7) se obtiene que

[Jab,Ou ch,O] - /\0>\0 [*]_aba jcd] - /\0 [jabu jcd} (621)
= nadec,O + nbc']ad,(] - 77ac'-]-bd,0 - ndeac,O

[Jab,lv ch,l] = )\1/\1 [jaba jcd} = )\1 [jaba jcd} (622)
:nad']bc,l + nchad,l - nachd,l - nbd']ac,l

!Teorema IV.2 de la referencia [12]
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[']ab,Oa ch,l] = )\0)\1 [jaby jcd] = )\0 [jab> jcd}
= nad']bC,O + nbc']ad,() - nac']bd,O - ndeac,O (623)

[Jab,Oa PC,O] = >\0>\0 [jab7 pc} = )\0 [jalh pc}
= 7flcb-Pa,O - nach,O (624)

[Jab,la PC,O] = >\1)\0 [jaln Pc} = )\0 [jaba pc} (625)
= nbcPa,O - nach,O

[P, Pyol = AoXo [Pa, Py = Xo [Pa, Py = XoJw = Janp (6.26)
Renombrando los generadores como Jop, = J b 15 Zap = Jap0; ¥ Po = Py se obtiene

[T ab, I ea] = Med ad — Mad ac — NacTba + NaaT be (6.27)

[Jap, Pe| = 'fich — Nea Py (6.28)

[Po, Pyl = Zgp , (6.29)

(Z by, Zca) = MeZad — MaZ ac — NacLvd + NaiLve , (6.30)

(T abs Zeca) = MeZiad — MoaZac — NacLvd + NadZe (6.31)

[Z o, P.| = 77ch = NeaPp (6.32)

La cual es la extensién semisimple del algebra de Poincaré en su base original {J 44, Z 4p, P

Tensores invariantes para el dlgebra SSEP

Como se mostro en la seccién [3.1.5] es posible construir los tensores invariantes para la
algebra S-expandida a partir de los tensores invariantes del algebra de partida. Para el caso del
algebra de Anti-de-Sitter se tienen los siguientes tres tensores invariantes

<J_abJ_Cd> =a (nadnbc - nacnbd) s (633)
<jabpc> - Beabc ) (634)
(P,Py) = ana, , (6.35)

con & y 3 constantes arbitrarias. A partir de estos tensores invariantes (6.33-6.35) y la tabla de
Cayley del semigrupo ({0, 1}, A) (6.7) se obtienen para SSE P los siguientes tensores invariantes

(Javd ca) = a1 (Naabe — Nacva) (6.36)
(ZwZ ca) = g (Nadse — NacTbd) (6.37)
(JavZ ca) = 0 (Nadlbe — NacNoa) (6.38)
<Jach> = Bo€abe (6'39>
<Zach> = Bo€abe ( )
(PoPy) = aglas (6.41)

donde nuevamente «, a1 y [y son constantes arbitrarias.
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6.1.3. Conexién entre el algebra SSEP y el dlgebra de Maxwell via
contraccion de IW

Rescalamiento de los generadores del algebra de Maxwell

Consideraremos los reescalamientos presentados en la referencia [29] para la contraccién de

Inoni-Wigner, estos son
Zay = N2y v  P,—AP,. (6.42)

Con estos reescalamientos el dlgebra SSEP en las ecuaciones (6.27-6.32) toma la siguiente
estructura

(T abs S cd) = Moed aa — Mad ac — NacTva + Nad T ve, (6.43)
[Jab, Pe] = 1y Pa — Nea P, (6.44)
[Po, Py = Z, (6.45)

(Zavy Zea) = N7 (e Zaa — MiaZac — NacZva + NaaZe) , (6.46)

(Jabs Zca) = Mol o — MdZ ac — NacLbd + NadZ be, (6.47)

] (6.48)

la cual en el limite A™! — 0 # nos conduce al dlgebra de Maxwell (6.1-6.6). No se tomar4 el Irhite
en el parametro A ya que el objetivo es construir un lagrangeano para el algebra de Maxwell, y
para esto resulta necesario tomar el limite luego de construido el lagrangeano correspondiente.

Reescalamiento en los tensores invariantes

Una de las dificultades para construir un lagrangeano Chern-Simons de Maxwell a partir del
algebra SSEP es el hecho de que el limite paramétrico que conecta ambas dlgebras generaba
lagrangeanos (casi) triviales . Este problema se puede resolver aprovechando la arbitrariedad
de las constantes en los tensores invariantes, reescalandolas junto con los generadores, evitando
la anulacién de varios términos. Es interesante notar que el reescalamiento que soluciona el pro-
blema (de la obtencién de lagrangeanos triviales) es dnico y que ademés genera una estructura
“resonante” entre el algebra y los tensores invariantes, como se mostrara a continuacion.

En los tensores invariantes se debe reescalar, ademas de los generadores, las constantes ag v Sy
en (6.36-6.41) de la siguiente manera®

ap — May (6.49)
Bo — ABy (6.50)
obteniendo
(Jab ca) = 1 (MadMbe = NacTbd) (6.51)
(ZaZa) = N2 (Nadlbe — Naclva) (6.52)
(JabZca) = 0 (Madoc — NacTbd) (6.53)

2Este limite es equivalente al lfmite a — 0 introducido en la referencia [7]

3Con pocos términos distintos de cero

4Teniendo en consideracién que la constante ag proviene del invariante de Pontrjagin y que la constante 8o
del invariante de Euler, y existiendo una relaciéon cuadratica entre ellos, se podria pensar que la eleccion del
reescalamiento en las constantes contiene un significado geométrico
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<Jach> = /BOEabc (654)
<Zach> = )‘72506abc (655)
(PoPy) = aofa (6.56)

)

Al comparar la estructura de los tensores invariantes en funcién del pardmetro A en (6.51-6.56
se puede apreciar una especie de resonancia con la estructura del dlgebra en (6.43-6.48).

6.1.4. Acciéon Chern-Simons para el algebra de Maxwell en D = 3

Para la construccion de un lagrangeano con simetria local el adlgebra de Maxwell se comienza
introduciendo la 1-forma conexién A valuada en el dlgebra

1 1 1
A= Ewabjab + §B“"Zab + 76" Pa . (6.57)
Donde w® = wzbdxm“ es la 1-forma conexion de espin, e = ejdz" el vielbein y B = szdxm“
el campo de gauge correspondiente al generador Z,,. En D = 3 el lagrangeano Chern-Simons
viene dado por [31, 37]

2
Lid =k <A (dA + §A2) > (6.58)

donde en este caso (- - - ) representa una forma, en este caso, bilineal en los generadores, simétrica
e invariante bajo la accién del grupo. Evaluando (6.57) en (6.130) y utilizando los tensores
invariantes (6.51-6.56) obtenidos mediante el proceso de S-expansién

)\ 2
8(02;1) = /L(2+1) / B — €abe {(Rab + 2 e’e ) e+ A2 (dB“b + )\_QBadBdb + ZwadBdb) ec}
1

+ao| BY (R + XAl BS) + e (T°+ A 2B ey)

A2 28 3 2
+ - <Babd3b B‘;B’;B;)] + % (w‘ﬁ)dwba + gw@wbcwca>
1 72
—5d (anC;,Bba Blo Eapew e’ + lﬂ 0 each“bec> . (6.59)
donde
R = dw™ + whw® | (6.60)
T = de, +wley . (6.61)
Tomando el limite A — 1 se obtiene una accion para gravedad invariante bajo el algebra SSFE P
en su base original, que puede ser comparada con aquella presentada en referencia [28], la cual
en este caso viene dada por
1 2
Sg;l) =k %eabc (Rab + F 4 @eaeb) e’ + % (wabdwba + gwabwbcwca)

+ ag [B“b (R, +WhB) + et (T + Bley) +% (B“deba n § BB Bca)}

1
— §d (aow“bBba ﬁ;o Eapew e’ + @eachabec> ) (6.62)
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donde
F® =dB*® + B4B™ + 2w B . (6.63)

Finalmente tomando el A™! — 0 obtenemos la accién invariante para el dlgebra de Maxwell

1 2
Sk = k/ %EabcRabec+a0 <BabRba + l—QeaTa) + % (wabdwba + gw“bwbcwca)

1
—§d (aow“bBba + %eabcw“bec) ) (6.64)

Esta fue accién obtenida también mediante el método de S-expansion para el caso D = 5
utilizando el semigrupo Sg) sobre el dlgebra AdSs en referencia [12], para D = 3 el cédlculo es
directo. A pesar de que el método presentado en este capitulo es mas extenso, tiene la ventaja
de que es directamente generalizable al caso supersimétrico, como se mostrara a continuacion.



90 CAPITULO 6. (SUPER)-GRAVEDAD CHERN-SIMONS DE MAXWELL
6.1.5. Superalgebra de Maxwell N’ =1

La superalgebra de Maxwell se obtiene al tomar el limite a — 0 en (5.1-5.10), explicitamente
viene dada por

[T abs I ca] = NadTve + Med ad — NacT b — MoaS ac (6.65)
[Jab, Pe] = e Pa — Nac Py (6.66)
[Po, Py = Z (6.67)
[T abs Zea] = NadZve + MeZad — NacZbd — Md Z ac (6.68)
[Zaw, Pc] =0 (6.69)
(Zav: Zeg) = 0 (6.70)
{Q..Qs} = % (07C) 5 Zav (6.71)
[Jab, Qo] = — (0a6Q),, (6.72)
[P,,Q,] =0 (6.73)
[Z ., Qu] =0, (6.74)
Donde se elige ¢ = +1y d = —3, y donde o4 = 1 [, '), con T, matrices de Dirac.
En referencia [22] se proponen generalizar su resultado, no supersimétrico, en D = 4 a una
accién invariante bajo la superdlgebra de Maxweel propuesta en [(], la cual posee a diferencia

del dlgebra (-) dos cargas supersimétricas en lugar de una.

6.1.6. SSEPS con base {Ju, Zu, Py, o} como una S-expansién de
SAdS

Para conectar mediante S-expansién la superdlgebra de AdS con la superalgebra SSEPS
se utilizara el mismo semigrupo que para el caso no supersimétrico, es decir el semigrupo

({0, 1}, A).
l-expansién del algebra SAdS

Como punto de partida tenemos el dlgebra Anti-de-Sitter N = 1°, generada por J o, Pa, Q
donde

[jab, jcd: = Mo aa — Mad ac — NacT b + Nad T be
[ ~aba 15(:: = ncbﬁa - 77ca13b,

(PP = Jon

7 Q] = ~0u0,

[2..Q) =@,

®Isomorfa a osp (2|]1) @ sp(2) en D =3
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En este caso se elige la misma de separacién en subespacios utilizada en el capitulo [5],
donde los generadores J;, de las rotaciones de Lorentz, subalgebra so(D — 1, 1), conforman el
espacio Vp, los generadores de supersimetria @', el espacio V; y los boost de AdS P, el espacio
Va, asi el algebra g de Anti-de-Sitter en D = 3 queda expresada como

g=o0sp(2[)®@sp(2)=Vod ViV, . (6.75)
La superélgebra de Anti-de-Sitter en funcién de los subespacios es de la forma

Vo, Vol € Vo, [Vo, Va] C Vs, [Va, V] C WA,
Vo,Vil c Vi, [V, il Vi, [Vi,Vi] C Vo @ V. (6.76)

En este caso la particién para el semigrupo ({0, 1}, A) es de la siguiente manera: S = SoUS;US,
con

So = {Aos A1}, (6.77)
S1={ o} (6.78)
Sy ={ Ao}, (6.79)

la cual es directo demostrar esta en resonancia con la particion elegida de la superalgebra de
AdS (6.75).
Elegidas las particiones y el semigrupo se puede construir el dlgebra resonante °

Gr=Wod W, W5, (6.80)

subdlgebra de & = ({0,1}, A) x SAdS, donde

Wo = (So x Vo) = {Xo, M1} ® {j} - {)\Ojaba)\ljab}
Wy = (S1x V1) ={ A} ® {Pa} = {)\Oﬁa}
Wa = (82 x Va) = (A} @ {Qu} = { M@}

Renombrando los generadores de la subalgebra resonante como Jg,0 = )\Oj aby Jab1 = Alj ab;
Q.0 =2Q,;y Pao= AP, utilizando las relaciones de conmutacion de la superdlgebra AdS
y la tabla de multiplicacién (6.7) se obtiene que

[Jab,Oa ch,()] - /\0)\0 |:jaba jcd] = )\0 [jab7 jcd] (681)
= nad']bc,O + nchad,O - nachd,O - 77bcl']’ac,0

(Jab1sJea1] = MM |:J~ab7jcdi| =\ |:J~ab7jcd:| (6.82)

:nad']bc,l + nchad,l - nachd,l - nbd']ac,l

6Teorema IV.2 de la referencia [12]
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[']ab,O; ch,l] = )\0>\1 |:jab7 jcd] = )\0 [jalh jcd:|
= nadec,O + nchad,O - 77acJ’bd,0 - ndeac,O (683>

[Jab,Ov PC,O] = )\0)\0 [jaba Pc] = )\0 [jab7 ﬁc:|
= 77ch¢1,0 - nach,O (684)

[Jab,lv Pc,O] = )\1)\0 _jaba Pc] = )\0 [jaIn ﬁc} (685)
= anPa,O - nach,D

[Pao Prol = oo |[Po, Py| = 2o | Po, Py = Moy = Tun (6.36)

[Tabt, Quo] = Mo :j’ab,Qa} -~ [ja,,,(za} (6.87)
= — (0aQ),
[P0, Quo] = Aoho :15a, Qa} ~ X [15&, Qa} (6.88)
E —% (7Q0)a
{Quo: Qo) = 2020 { Q.. G} = 0{Q.. Qs } (6.89)

1
=3 [(JabC’)aﬁ Jabo — (’yaC’)aﬂ Pa,O]

Renombrando los generadores como Jop = Jap1; Zap = Japo; Qo = Quo; ¥ Pa = Pay se
obtiene

[Jab; ch] = nadec + nbc']ad - nachd - ndeac (690>
[Jab> Pc] = nbcP - nach (691)
(P,, P, = Z, (6.92)

(T abs Z cd) = NadZve + Mol ad — NacZva — ModZ ac (6.93)
[Zab> Pc] - nbcPa - nach (694)

(Z b, Z ca) = NadZve + MoeZ ad — NacZvd — ModZ ac (6.95)

1 Qa a
{Qu.Qst =3 [(g 'C), s Zar — (1°C) s P (6.96)
[T, Qo) = — (0w @), (6.97)
1
[P Qu] = =5 (Q), (6.98)
Z. Q) = — (0u@Q), , (6.99)
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La cual es la extensién semisimple de la superalgebra de Poincaré en su base original
{Jaba Zabv Paa Qa}'

Tensores invariantes para el algebra SSEP

Se sabe que el dlgebra de Anti-de-Sitter posee los siguientes tensores invariantes [33]

(JapT ca) = @ (Nadlve — NacTba) (6.100)
(JarP.) = Beape , (6.101)
(P,Py) = ana (6.102)
(QuQp) = (@~ )Cap (6.103)

con @ y 3 constantes arbitrarias. A partir de estos tensores invariantes (6.100-6.103) y la
tabla de Cayley del semigrupo ({0,1}, A) (6.7) se obtienen para SSEPS los siguientes tensores
Invariantes

(Javd ca) = a1 (TadNbe — NacTlbd) (6.104)
(ZwbZ ca) = o (NadNbe = NacTlbd) (6.105)
(JabvZ ca) = o (Mad"be — NacTbd) (6.106)
(JapPe) = Bo€abe (6.107)
(ZaPe) = Bocave (6.108)
(PoPy) = agla (6.109)
(QuQps) = (a0 — F0)Clags , (6.110)

Donde nuevamente «ag, a1 y [y son constantes arbitrarias.

6.1.7. Superalgebra de Maxwell via contraccién de [WW de la su-
peralgebra SSEPS

Rescalamiento de los generadores de la superalgebra de Maxwell

Consideraremos los reescalamientos presentados en la referencia [29] para la contraccién de
Inoni-Wigner, estos son

Zapy = N Ty P, - AP, .y Q,—\Q, . (6.111)
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Con estos reescalamientos la superdlgebra SSEPS en las ecuaciones (-) toma la siguiente
estructura

[T avs I cdl = Moed aa — Mo ac = NacT va + NaaT be, (6.112)
[Tabs Pe] = 1et Pa — 1ea P, (6.113)
[P., Py| = Za, (6.114)

(Zab, Zea) = 272 (eZad — MaZac — NacZva + NaaZoe) , (6.115)

(T abs Zea) = MoeZad — MaZac — NacZbd + NadLbe, (6.116)
(Z b, Pe] = X2 (v Po — ea Py), (6.117)
[Jab; Qu) = —(0aQ)a (6.118)

[Zab, Q] = =2 (0wQ)a (6.119)

—1
[Pa, Q,] = —%(%Q)a, (6.120)
{Q..Qs} = % [(a“bC)aﬁ Zay— A" (1°C) o5 Pa (6.121)

la cual en el limite A™! — 0 7 nos conduce a la superdlgebra de Maxwell (6.1.5-6.1.5). Al igual
que en el caso no supersimétrico el lmite en el parametro A no serda tomado hasta después de
la construccién del lagrangeano Chern-Simons.

Reescalamiento en los tensores invariantes

Al igual que en el caso anterior los tensores invariantes seran reescalados, ademas de por
los generadores, por las constantes oy y [y, el reescalamiento en las constantes es el mismo
aplicado en el caso no supersimétrico (6.49, 6.50), junto al reescalamiento en los generadores
(6.111) los tensores invariantes toman la siguiente estructura

(Jabd ca) = a1 (Madlbe — Nacba) (6.122)
(ZbZcq) = X0 (Nadtbe — NacTlva) (6.123)
(JavZ ca) = o (NadMbe — Naclbd) (6.124)
(JabPe) = Boave (6.125)

(ZaP.) = X\ Bocave (6.126)
(PoPy) = aola (6.127)

(Q.Qp) = (a0 — A"'50)Cas (6.128)

Al comparar la estructura de los tensores invariantes en funcién del pardmetro A en (6.122-
6.128) se puede apreciar, al igual que en el caso no supersimétrico, una especie de resonancia
con la estructura del dlgebra en (6.112-6.121).

"Este limite es equivalente al lfmite a — 0 introducido en la referencia [7)
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6.1.8. Accion Chern-Simons para el algebra de Maxwell en D =3
Para la construccién de un lagrangeano con simetria local la superdlgebra de Maxwell se
comienza introduciendo la 1-forma conexion A valuada en el algebra
1 1 1
A= -wJ o+ sB%Zy+
o T B S

Donde w® = wabdxm“ es la 1-forma conexion de espin, e* = ejdaz* el vielbein, Y% = ¢ida*
el campo gra\ntmo y B® = Babd:cm“ el campo de gauge correspondlente al generador Zab
Considerando esta conexién Junto a la superdlgebra (6.112-6.121) en el lagrangeano Chern-

Simons D = 3 )
Lit =k <A (dA - §A2)> (6.130)

Y utilizando los tensores invariantes (6.122-6.128) se obtiene

S = /L(C?;U — k/ %eabc KR“*’ + ﬁe e ) e+ A7? (dB® + A\ *B%4B" + 20w B®) ec}

P, + 1°Qq . (6.129)

+a0[3a (R°, + A~ 2biC)Jrl2 (T. + A7°B,e")

A2 A2 2
+ 5 (B‘gde ; B‘;BiB‘;)] + % (w“bdwba + gw“bwbcwca)

o~

-2 -1
(= aa) st (0 e (B + 5 () + e (0 )

1 72
— §d (aow“bBba 510 Eapc®e’ + lﬂo each“bec> ) (6.131)
donde
R®. =" d® (6.132)
= deg +wle . (6.133)

Tomando el limite A — 1 se obtiene una accién para gravedad invariante bajo la superalgebra
SSEPS en su base original, explicitamente

1
SEE =k %eabc (R“b + F* 4 ﬁeaeb) ¢

+ag {B% (R, + W' B) + e (Tu+ Bye’) + % (B%dB”a + §B@Bsz)]

1

12
« ay a b 2 a, b

+ (Bo — ) ¥ D¢a+7<wbdwa+3wbw w )

1
— §d <a0w“bBb(z %eabcw“bec + @eabCBabec) ) (6.134)
donde
F® = dB® + B4B™ + 2w B% (6.135)
1 1 1
D=d+ -w"Ty + BTy + —T, . (6.136)

4 4 21
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Finalmente tomando el A™! — 0 obtenemos la accién invariante para la superalgebra de Maxwell
SQJrl _k' BO Rab c Ba b 1 a aD
cs — T€abc e+ o bRa+l_2€ To = Y Dytha

2 1
+ % (w“bdwba + gw“bwbcwca> - §d (aowcﬁ)Bba + %eabcw“bec> :

donde

1
D,=d+ Zwabrab : (6.137)

6.2. Superilgebra de Maxwell N'= 2 a partir de osp(4|1)
en D=4

En esta seccién se obtiene la superélgebra de Maxwell N'= 2 para D = 4 propuesta en la
referencia [22] a partir de la superdlgebra de Anti-de-Sitter A/= 1 en la misma dimensién

6.2.1. Superalgebra de AdS osp(4|1)

Para el caso en D = 4 se utilizard como punto de partida la superdlgebra de AdS osp(4|1)
dada por ®

[jaba jcd = nbcjad < nbdjac - nacjbd + nadjbca
by Pc = 77cbﬁa - 77ca-ﬁb7
Pa, Pb- - jahv
|: abs Q = _O-abév
~ ~ 1 ~
[ as Q = _§FQQ7
- ~3 u ~ u 8 =
{Q.Q"} =), Pu— (v"),] Jur

Introduciendo los generadores espinoriales derecho e izquierdo

Q. = %(1 +il,)Q, (6.138)

~+.«

Q= Q"= (6139)

8El anticonmutador se diferencia de aquel utilizado en la seccién anterior (??) solo en un factor —% al lado
derecho.
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en esta base la superalgebra de Anti-de-Sitter toma la forma

- 77bc'jad - nbdjzzc - nacjbd + nadjbm

= ncbpa - ncaﬁba
= Ju,

= _O-abé;ru

- _Oabé;u

1. -
— —-T.Q.,
2 «

6.2.2. S-expansién de la superalgebra AdS

97

Para la obtencién de la superalgebra de Maxwell se utilizara el semigrupo Sgl), con tabla

de multiplicacién

y particion

)\0 )\1 )\2 )\3 )\4 )\5

)\0 )\1 )\2 )\3 )\4 )‘5

SO - {)\Oa )\4; )\5} )

Sl = {)\17 )\5}7
SZ = {)\Za )\5}7
Sg — {)\3, )\5} .

(6.140)

Para la superalgebra AdS la separacién en subespacios es de la siguiente manera: SAdS = G =
Vod Vi@ Vo® Vs, donde Vj corresponde a la subdlgebra de Lorentz so (3, 1) generada por J 4,

. . , ~+
V1 corresponde a las traslaciones de supersimetria derechas generadas por Q,,, Va2 corresponde
a los boosts de AdS generados por P, y V3 corresponde a las traslaciones de supersimetria

izquierdas generadas por Q; Con esta particion en subespacios la superalgebra de AdS esta en

resonancia con la particién (6.141-6.144) del semigrupo Sgl).
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Luego
Gr=Wod W& Wy Ws, (6.145)
es una subdlgebra resonante de Sg) x g, ? donde
Wo = (So % Vo) = {Xo, Aa As} © {j } - {)\Ojab, AT op AT } , (6.146)
Wy = (S1x Vi) = A As) @ { i} {AlQa,)\5Q } (6.147)
Wa = (Ss x V3) = {ha, As} ® { } {Agpa, AP } (6.148)
Wi = (S5 x V3) = {hay As} ® { } - {AgQa,Ag,Qa} . (6.149)

Finalmente sobre la subalgebra resonante &g aplicamos Og-reduccion A\s X g = Og,,, y realizamos
la siguiente identificacién

Mooy = Jay (6.150)
Moy = Zay (6.151)
MG — Q. (6.152)
MNP, = Py, (6.153)
Q= X, (6.154)

La que nos conduce a la superdlgebra de Maxwell N'= 2
[T abs T cd] = NadTbe + Moed ad — NacTva = NoaT ac (6.155)
[Jabs Pe] = MbePa — 1ac P (6.156)
[Pa, Py) = Za, (6.157)
[T abs Z cal = NaaZive + MveZad — NacLvd — MiZ ac (6.158)
(Za, Pc]=0 (6.159)
(Zav, Zeg) = 0 (6.160)
[T, Q] = 0@ (6.161)
[T b, B] = =002 (6.162)
P,,Q] = —%Faz (6.163)
[P, %] =0 (6.164)
[Z, Q] =0 (6.165)
[Zw, 2] =0 (6.166)
(Q..Q°} = (r**) " P, (6.167)
{Za, 2} = (0),” (6.168)
(Q..=%) =~ (o), Zu (6.169)
[20,Q%} = — (™). Zu (6.170)
(6.171)

9Ver Teorema IV.2 de la referencia [12]



Capitulo 7

Conclusiones y comentarios

En este capitulo ademés de presentar las conclusiones y de resumir los resultados principales
se plantearan algunas de las posibles direcciones y lineas a seguir a futuro a partir del trabajo
aqui mostrado.

En el capitulo [4] se consiguié obtener la extensién semisimple del dlgebra de Poincaré utilizando
el método de S-expansion sobre el algebra Anti-de-Sitter, fueron reobtenidos los operadores de
Casimir presentados en la referencia [5] y se construyeron tensores invariantes que permitieron la
construccién de un lagrangeano C'S en D = 3 invariante bajo el dlgebra semisimple extendida
de Poincaré. Este lagrangeano mantiene naturalmente separadas las partes provenientes de
s0(D — 1,1), primera linea en (5.113), de aquellas provenientes de so(D — 1,2), segunda y
tercera linea en (5.113). Parece prudente afirmar que un C'S construido a partir de un élgebra
que es suma directa de dos o més subdlgebras ' dard como resultado un lagrangeano que es
una suma lagrangeanos menores e independientes de cada subalgebra. Por supuesto existe la
opcion de manipular las constantes presentes en el lagrangeano, aquellas arbitrarias, con el fin
de generar interaccién entre los términos en el lagrangeano.
En el capitulo [5] se realiza la generalizacion supersimétrica del trabajo realizado en el capitulo
anterior, una vez mas en la construccion del lagrangeano C'S quedan sectorizados los términos
asociados al algebra de Lorentz y aquellos asociados a la superalgebra de Anti-de-Sitter. Los
operadores de Casimir que se obtuvieron en este caso difieren de aquellos obtenidos en la
referencia [7].
En el capitulo [6] se consigue obtener nuevamente el algebra SSEP a partir del dlgebra AdS,
con la diferencia de que el algebra SSEP se encuentra en su forma original, dependiendo de los
generadores tensoriales Z,;, y no explicitamente como la suma directa so(D—1,1)@®so(D—1,2).
El lagrangeano obtenido en (6.62), invariante bajo el dlgebra SSEP, presenta una estructura
que combina no trivialmente la conexién de espin y el vielbein con el campo B, asociado con
el generador Z,,, en particular si se considera por separado la contribucion del invariante de
Euler se obtiene

5(02;1) =k %eabc <Rab + F 4 %e“eb) e, (7.1)
el cual modifica la accién de £ H con constante cosmoldgica por la presencia del campo de gauge
B®. Un trabajo a considerar serfa utilizar las relaciones de conmutacién (1) — (6) propuestas
en la referencia [23] para el dlgebra SSEP 2, con tales relaciones la accién (7.1) serfa afectada

'Es decir de la forma (g =g, © g2...)
2que se diferencia de la utilizada en esta tesis en constantes
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solo en el término de constante cosmoldgica y seria una propuesta para solucionar el problema
de la constante cosmolédgica. Otro camino a seguir seria construir una accién C'S invariante
bajo el algebra (6.27-6.32) en mayores dimensiones, por ejemplo estudiar el caso en D = 5y
considerar una compactificacion dimensional para obtener una accion en D = 4.

En el capitulo [6] se introdujo una nueva forma de aplicar la contraccién de Inénii-Wigner en la
construcciéon del lagrangeano invariante bajo el algebra y superédlgebra de Maxwell, realizando
un reescalamiento no solo en los generadores del (super)-algebra sino ademds en los tensores
invariantes a través de las constantes. Es importante hacer la observacion de que la eleccién
del reescalamiento en las constantes es tunica si se desea construir un lagrangeano con una
estructura simple, que permita entre otras cosas “sumar términos semejantes”.

En este capitulo se presenté también una accién invariante bajo la superdlgebra de Maxwell
N= 1y se obtuvo a través del procedimiento de S-expansién la superalgebra de Maxwell N'= 2
presentada en la referencia [0] para dimensién D = 4. Un trabajo en proceso es la obtencién de
un lagrangeano en D = 3 invariante bajo la superdlgebra de Maxwell propuesta en la referencia
[0]. A futuro serfa interesante buscar generalizaciones a D = 5 (o mayores dimensiones) de
acciones invariantes bajo superalgebras de Maxwell.



Apéndice A

Convenciones

A.1. Generalidades

La dimension del espaciotiempo es denotada con la letra D, para los lagrangeanos en esta
tesis D = 3 en todos los casos. Para las dlgebras, D rotula la dimensiéon de las dlgebras de
acuerdo a las dimensiones del espaciotiempo del cual son simetria.

A lo largo de la tesis los indices rotulan de la siguiente manera:

Las letras maytsculas (A, B, C,...) denotan indices de un algebra general en los capitulos
[2] v [3], e indices del dlgebra AdS en los capitulos [4] y [5].

Las letras minusculas (a, b, ¢, ...) denotan indices del algebra de Lorentz.

Las letras griegas (u, v, A, ...) denotan indices espaciotemporales, con la componente p = 0
la coordenada temporal. En el capitulo [2] denotan también los indices de las coordenadas
la variedad base.

Las letras latinas minusculas (i, j, k,...) denotan indices espaciales. En el capitulo [2]
rotulan ademas vecindades sobre la variedad base.

Las letras griegas («, 3,7, ...) denotan indices de los elementos de un semigrupo.

La métrica del espaciotiempo AdS viene dada por

-1 00 O
0 1.0 O
ME=1 0 01 0 (A1)
0 00 —1
Con A, B =0.,3.
A partir del capitulo [??] los generadores de cualquier (super)-dlgebra son denotados con ne-
grita.

Los generadores para las dlgebras que aparecen en esta tesis son denotados como !

'En orden de aparicién en la tesis.
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w Jup, Zay, P, son los generadores de la extension semisimple del dlgebra de Poincaré (SSEP)
en su forma original.

= N, Lag son los generadores de la extension semisimple del dlgebra de Poincaré en su
forma ssep = so(D — 1,1) @ so(D — 1,2).

» J,, P, son los generadores del dlgebra AdS.

» Juy, Zap, Po, Q,, (6 Q) son los generadores de la extension semisimple de la superélgebra
de Poincaré (SSEPS) N =1 en su forma original.

» N, Lu, L,, Q. son los generadores de la extension semisimple de la superdlgebra de
Ponincaré para A" =1, D = 3 en su forma sseps = s0(2,1) @ osp(2|1) & sp(2).

 Jo 13@, Qa son los generadores de la superalgebra AdS.

El simbolo de Levi-Civita € toma el valor +1 para

€012 — —f-]_ = —6012 (AQ)



Apéndice B

Matrices Gamma

B.1. Definiciones y propiedades generales

Las matrices gamma en cualquier dimension D = ¢t + s, con ¢ dimensiones temporales y s
dimensiones espaciales satisfacen el dlgebra de Clifford

Fan aF FbFa = 277ab 9 (Bl)

Donde la métrica es n = diag(—1... — 1+ 1...+ 1), con t elementos diagonales —1 y luego s
elementos diagonales +1.

Una representacién de las matrices gamma en un espacio con signtura euclidiana es dado por
el siguiente conjunto

N=0,011®... (B.2)
l=0,101®... (B.3)
[3=0,00,R1x... (B.4)
I1=0,00,01®... (B.5)
5=0.,R0,R0,R... (B.6)
[¢=0,R0,Q00,®... (B.7)

(B.8)

Donde o0, o, y 0, son las matrices de Pauli

(1) () s (38) o

las cuales son hermiticas y satisfacen

(0.)° = (0,)° = (0.)* = —io,0,0. =1 (B.10)

[O'Z',O'j] = 2€ijk0k . (Bll)

Las matrices gamma en (B.2-B.7) son hermiticas. En dimensiones pares son una representacion
2D/2_dimensional y en dimensiones impares una representacién 2(°~1/2-dimensional. Para di-
mensiones impares la tltima matriz (por ej. I's para D = 5) debe considerarse sin el ltimo o,.
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Para una representacion en espacios con signatura no euclideana, de dimensiéon D = t+ s, cada
una de las ¢ matrices gamma asociadas a coordenadas temporales se multiplica por 7. Asi las
matrices tipo tiempo se vuelven antihermiticas y las tipo espacio se mantienen hermiticas

ri=-1f , rfi=r1f. (B.12)

En dimensiones pares es posible construir un set completo de matrices gamma de 2°/2 x 2P/2
{r™3} conn=0,1,...,D con

™ =Tiasan = Djay Tap - T (B.13)
con la ultima matriz conocida como I'p,1 6 Iy, explicitamente
T, =Cpo = (—=)?*7'10, . .Tp (B.14)

la cual conmuta con todas las matrices gamma [',. En dimensiones impares la matriz I'p,q,
definida como (B.14) es proporcional a la identidad 1.En dimensiones pares es posible definir
dos proyecciones espinoriales a través de la matriz I',. Dado un espinor A se definen sus espinores
izquierdo (L) y derecho (R) de la siguiente manera

1 1
Se define la matriz conjugacion de carga como
87 = 2 (B.16)
con € = +1 y donde
MT=—pCT,C™' y  (CT®)" = —¢(=1)" D2 (—p)" CT™ | (B.17)

La regla de simetria de las matrices CT" es mod 4, es decir, es igual para caso (n +4) que para
el caso (n). Los valores de € y p son definidos segtin las matrices CI'™ sean simétricas (S) o
antisimétricas (A) en cada dimensién. Estos valores son resumidos en la referencia [39] en la
siguiente tabla

| D(mod8) | S A | e ] p|

0 0,3 21| —1] +1
0,1 2,3|—-1]-1
1 0,1 23] 1] -1
1,0 3,2 —-1]-1
1,2 3,0 | +1| +1
3 1,2 0,3 +1] +1 (B.18)
1 2,1 0,3 ] +1|+1
2,3 0,1]+1|-1
5 2,3 0,1 +1]|—1
6 3,2 1,0 | +1 | -1
30 1,2] -1 +1
7 0,3 L,2]—1]+1
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B.2. Indices espinoriales

Las componentes del espinor son definidas con el indice abajo, es decir, las componentes del
espinor A vienen dadas por \,. Las componentes del espinor de Majorana conjugado estaran
definidas con el indice arriba, es decir A — X®. Luego la accién de las matrices gamma sobre
espinores: I',\, viene dada por

(Tad), = (Ta)y” As (B.19)

y por lo tanto el producto entre dos matrices gamma respeta el mismo orden de los indices
(Taly),” = (Ta),7 (Ty),7 . (B.20)

Para describir la simetria o antisimetria de una matriz gamma, ésta debe ser representada con

ambos indices abajo o arriba, para esto es necesario utilizar la matriz conjugacion de carga
(M) — (OT,)* = Co (T,),” . (B.21)

La matriz conjugacion de carga hace el papel de métrica para los indices espinoriales, pero

debido a que puede ser antisimétrica, se debe respetar el siguiente orden para subir y bajar los
indices

M= 0% g A% = AgCgat . (B.22)
Ademas se satisface
C*C,p = 02 . (B.23)
Se utilizara también la matriz o, definida como
1 1
Oab = érab =1 [Ca, Ty (B.24)

B.3. Caso D=2+1

De acuerdo con (B.2-B.4) en D = 3 las matrices gamma son

Fl =0y (B25)
FQ - Jy (B26)
Ty =0, (B.27)

se dejara tipo tiempo a I's, luego renombrando?

iy — Yo = in (B28)

I' — Y1 = O0g (B29)

Ty =7 =0, . (B.30)
En D = 3 es util la identidad

Yab = _2€abc'yc . (B31)

'Estrictamente la matriz C*? es CT y la matriz Cpp es C~!
2Para el caso D = 3 la notacién de las matrices gamma es con mintscula(y).
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La matriz conjugacion de carga es

CF = < _01 (1) ) =Cls - (B.32)

Ademas

¢t =-C (B.33)
7 =—-C1y,C . (B.34)



Apéndice C
Meétrica de Cartan y forma de Killing

Dada un élgebra de Lie g con base {T,} y constantes de estructura C,
[Ta, Ty = Cop °Te (C.1)
la métrica de Killing-Cartan g, es definida como la contraccion
Gab — Gba= Chy < Ci. 4. (C.2)
Esta métrica puede ser utilizada para subir y bajar los indices del algebra, por ejemplo
Cate 25 * IR (C.3)

las cuales se puede demostrar, a través de las identidades de Jacobi, son totalmente antisimétri-
cas en sus indices.

La métrica de Killing es singular para algebras abelianas, en cuyo caso no es posible definir una
inversa. En los casos en que la métrica sea regular es posible definir su inversa g% de forma que

9% gpe = 8¢ . (C.4)

A partir de la métrica de Killing-Cartan se puede definir un producto entre los elementos del
algebra, en particular entre dos elementos de la base:

<Ta,Tb> = Gab - (C5)

El producto entre dos elementos arbitrarios del algebra M = M*T,, N = N*T, viene dado
por
(M,N) = (M"T,,N'T}) = gu»M*N" . (C.6)

y es conocido como forma de Killing. Este producto, también es denotado B(M, N) 6 solo
(M, N). La forma de Killing es una forma bilineal simétrica pero no es definida positiva y por
lo tanto tampoco un producto escalar usual.

En la representacion adjunta R, donde

R(T.), =Cp °, (C.7)
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la forma de Killing toma la forma

(M,N) = gay M*N° (C.8)
=C,,°C,, "M*°N" (C.9)
= R(T.); M°R(T,) N’ (C.10)
=R(M);R(N)" (C.11)

(M,N) =Tr (R(M)R(N)) (C.12)
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