Universidad de Concepcién
Direccion de Postgrado
Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas - Programa de Magister en Matematica

La Topologia Perfecta sobre espacios de funciones
continuas a valores vectoriales

Tesis para optar al grado de Magister en Matematica

SOVENY SORAYA SOLIS GARCIA
CONCEPCION-CHILE
2015

Profesor Guia: José Aguayo Garrido
Dpto. de Matematicas, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién



Universidad de Concepcién
Direccion de Postgrado
Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas - Programa de Magister en Matematica

La Topologia Perfecta sobre espacios de funciones
continuas a valores vectoriales

Comisién de Evaluacion de Tesis:

José Aguayo (Director de Tesis)
Jacqueline Ojeda (Evaluadora Interna)
Carlos Martinez (Evaluador Interno)
Jorge Vielma (Evaluador Externo)

SOVENY SORAYA SOLIS GARCIA
CONCEPCION-CHILE
2015

Dpto. de Matematicas, Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcion



Dedicado a

mi familia






Agradecimientos

Al profesor José Aguayo quien me orienté desde mi ingreso al magister hasta la

culminacién de esta tesis.

A todos quienes hicieron posible la realizacion de esta tesis.

IT1






Introduccion

A lo largo del tiempo han surgido interrogantes respecto a qué topologia puede
definirse sobre el espacio de funciones continuas y acotadas Cy(X, E), con X espacio
Hausdorff completamente regular y £ normado, de tal forma que su dual pueda ser

representado por algin subespacio de medidas.

La presente tesis responde parte de estas interrogantes a través del estudio de la
topologia perfecta definida sobre C,(X, F) y el subespacio de medidas perfectas, la

dualidad entre ellos asi como algunas propiedades topologicas.

El Capitulo 1 retne los conceptos y resultados que aportan al desarrollo de la
tesis mientras que en el Capitulo 2 se demuestran las propiedades més importantes

de la topologia perfecta, tales como:

Es la topologia localmente convexa y s6lida mas fina que coincide con si misma

sobre los subconjuntos acotados en norma de Cj, (X, E).

Si Cp(X) ® E es denso en Cy, (X, E) respecto a la topologia perfecta, el dual de
Cy (X, E) se identifica con cierto espacio de medidas perfectas, definido previamente

en el Capitulo 1.

Si E es Banach, la condicion X es pseudocompacto equivale a que la topologia
perfecta sobre C,(X, E) sea normable, metrizable, barrelada y bornologica. Estas

dos ultimas propiedades se describen en el Apéndice A.



Si X es P-espacio y Cp(X) ® E es denso en Cy (X, E) respecto a la topologia
perfecta, entonces esta topologia es Mackey; si ademéas F es Banach, es fuertemente

Mackey.

Si X es metrizable y E es normado separable, la topologia perfecta sobre Cy,(X, E)

es separable si y solo si la cardinalidad de X es menor o igual que la de R.

En el Capitulo 3 se estudia la representacion de un operador lineal continuo defi-
nido del espacio Cy,(X, F) provisto de la topologia perfecta, a un espacio de Banach
F. Al inicio del capitulo se describe la construccion de una medida de representa-
cion del operador y se demuestran las propiedades mas importantes que posee esta

medida, a fin de poder enunciar y demostrar un teorema de representacion.

En el Capitulo 4 se presentan las conclusiones sobre el trabajo realizado.

Un indice de los simbolos utilizados es presentado al final del documento de tesis,

con la finalidad de facilitar la comprension de la lectura.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Nociones topologicas

Comenzaremos esta seccion dando las definiciones, notaciones y resultados basi-
cos que necesitaremos sobre espacios topologicos. Si X es un conjunto no vacio sobre
el cual se ha definido una topologia 7, denotaremos esto por (X, 7) y diremos que X
es un espacio topologico. Si la topologia esta sobreentendida simplemente nombrare-

mos a X como un espacio topologico.

Si E es un espacio vectorial sobre un campo K, provisto de una topologia Haus-
dorff 7 que hace continuas las operaciones de suma y multiplicacion por escalar,
diremos que E es un espacio vectorial topologico. En este caso definimos su espacio

dual topologico como (E,7)’, o simplemente E’, dado por:
E' ={¢: E — K/¢ es funcional lineal y continuo}.

Si un espacio vectorial topolégico E posee una base local de vecindades de 0
formada por conjuntos convexos, diremos que E es un espacio localmente convexo.
En esta parte es importante precisar que el concepto de vecindad de un punto que
estamos usando, es el de un conjunto que contiene un abierto tal que el punto per-

tenece a dicho abierto.
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Puesto que en un espacio vectorial topologico es suficiente contar con una base
local de 0, de aqui en adelante s6lo nos referiremos a vecindades que pertenezcan a

dicha base.

Por la continuidad de las operaciones en un espacio vectorial topologico, es co-

nocido que toda vecindad de 0 posee una vecindad cerrada y equilibrada.

Si ademas el espacio es localmente convexo, toda vecindad de 0 posee una vecin-

dad cerrada, equilibrada y convexa.

Esto permite inferir que todo espacio localmente convexo posee una base local

de conjuntos cerrados y absolutamente convexos.

También es conocido que una familia P, de seminormas que separa puntos sobre

un espacio vectorial £, induce una topologia localmente convexa en F.

Una subbase local de vecindades esta dada por conjuntos de la forma

V={xeFE:px)<e};cone>0ype P. Estas seran las vecindades que se
utilizaran frecuentemente a lo largo de toda la tesis ya que serd suficiente mostrar

los resultados para los elementos de la subbase.

Otra definicion que sera requerida es la de dualidad.

Recordemos que si /'y F' son dos espacios vectoriales sobre un campo K, se dice

que E y F forman una dualidad, denotado por (E, F'), si existe una forma bilineal

b: ExF — K
tal que:

(z,y) = (z,y)

1. {b(-,y) : y € F} separa puntos de E.

2. {b(x,-) : x € E} separa puntos de F.




1.1. NOCIONES TOPOLOGICAS

Si E y F' estan en dualidad, para cada y € F' se define una seminorma p, sobre
E dada por py(z) = [(x,y)|; * € E. La topologia localmente convexa generada por
estas seminormas sobre F se denomina la topologia débil de E respecto a la dualidad

(E, F), denotada por o(F, F).

Similarmente se define la topologia débil sobre F' respecto a la dualidad (E, F'),
la cual se denota por o(F, E).

Si E es espacio localmente convexo con dual E’, estos espacios forman una dua-

) o . b: ExE' — K
lidad respecto a la aplicaciéon bilineal natural

(2,9) = (,9)=y(x)

Por lo expuesto, denotamos por o(FE, E') la topologia débil que induce E’ sobre

E, esta topologia es la menos fina que preserva el dual E'.

Si otra topologia localmente convexa sobre E preserva el dual, se dice que es

compatible con la dualidad (E, E’) y es més fina que o(E, E’).

Una base de vecindades para esta topologia en E esta dada por:

{r e E:yi(x)| <egi=1,..,N;y. € E';¢ > 0}.

Por la misma dualidad entre £y E’, FE induce una topologia sobre E’ la cual se
denomina topologia débil * y es la topologia menos fina que hace continuas las fun-
ciones A, : F' — R definidas por A,(y") = v/(z); para cada x € E. A esta topologia
la denotamos por o(E', E).

Una base de vecindades para esta topologia en E’ estd dada por:

{y e E': |y (x;)| <ei=1,...,N;z; € E;e > 0}.

Un resultado conocido es que dos topologias que son compatibles con una dua-
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lidad, tienen los mismos conjuntos acotados (Swartz, [21 Teorema 15 p. 194|). De

esto se deduce que (E, ), con dual (F,7)’, tiene los mismos conjuntos acotados que

(E,0(E,E")).

Si A C F se definen el conjunto polar y bipolar de A, respectivamente por:

A ={feE:[{fa]=

f(a)] < 1;Va € A}.

A*® ={ac E:|(f,a) =[f(a)] < V[ € A°}.

Algunas propiedades de estos conjuntos que emplearemos se enumeran a conti-

nuacion, para todo A, B, A, C E (Swartz, |21 p. 200, 201, 208]).

1. Si A C B, entonces B° C A°.

2. AC A.

3. A° es absolutamente convexo y o(E’, E')—cerrado.

4. Si A es absolutamente convexo y o(E, E')—cerrado, entonces A = A°°.
5. (UAL)° = NAS

6. Aes o(FE, E')—acotado si y solo si A° es absorbente en E'.

Con estos conceptos se define la topologia Mackey.

Sea (E, E’) una dualidad y consideremos F la familia de los subconjuntos ab-
solutamente convexos o (E’, E') —compactos de E’. La topologia polar 7 sobre E,
inducida por los funcionales de Minkowski de F°; F' € F, se denomina la topologia

Mackey sobre E denotada por 7 (E, E').

Una base de vecindades de esta topologia es {F*° : F € F}.
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El Teorema de Mackey-Arens establece que si 7 es una topologia Hausdorff lo-
calmente convexa sobre F, 7 es compatible con la dualidad (F,E’) si y solo si
o(E,E') C7C7(E,FE) (Swartz, [21 p. 239 Teorema 7]). Asi, la topologia Mackey
es la mas fina de todas las topologias Hausdorff localmente convexas que es compa-

tible con la dualidad entre F'y E’.

E se dice Mackey si su topologia es Mackey. Es conocido que E es Mackey si y solo
si todo subconjunto absolutamente convexo o (E’, E') —compacto de E’ es equiconti-
nuo y E es fuertemente Mackey siy solo si todo subconjunto o (E’, E') —relativamente

contablemente compacto de E’ es equicontinuo (Choo, [3 p. 14]).

También se puede definir la topologia Mackey sobre E’, respecto a la misma
dualidad entre E y E’, considerando F como la familia de los subconjuntos absolu-
tamente convexos o (E, E') —compactos de E. La topologia Mackey sobre E’ es la

inducida por los funcionales de Minkowski de F°; F' € F, denotada por 7 (E', E).

Si consideramos B la familia de los subconjuntos o (F, E') —acotados de FE, la
topologia polar 75 sobre E’, inducida por los funcionales de Minkowski de B°; B € B,
se denomina la topologia fuerte sobre E’ denotada por S (E’, E). Una base de ve-

cindades de esta topologia es {B° : B € B}.

Es conocido que ¢ (E',E) C 7(E',E) C §(E', FE) (Swartz, |21 p. 244 Proposi-
cion 3|) y si F es un espacio normado, entonces la topologia fuerte sobre E’ coincide

con la topologia de la norma (Swartz, [21 p. 243]).

E se dice metrizable si su topologia es compatible con una métrica y se dice
normable si existe una norma sobre E tal que la métrica inducida por esta norma

es compatible con la topologia de E.

El Teorema de Kolmogorov establece que E espacio vectorial topologico Haus-

dorff es normable si y s6lo si 0 posee una vecindad abierta, convexa y acotada.




CAPITULO 1. PRELIMINARES

También es un resultado conocido que E es metrizable si y s6lo si posee una base

local numerable.

El Apéndice A resume los resultados méas importantes que emplearemos acerca

de espacios tonelados y bornoldgicos.

Las siguientes definiciones también seran utilizadas en la presente tesis.

Definiciéon 1.1.1 X espacio Hausdorff completamente reqular es submetrizable se-
parable si existe un espacio métrico separable Y y una funcion continua inyectiva f
de X en'Y. Si [ puede escogerse de tal forma que f~' es Baire medible, entonces

X se dice submetrizable Baire-separable.

Definicién 1.1.2 Para X un espacio Hausdorff completamente reqular, se definen:

s X como la compactificacion de Stone-Cech de X, dada por la completitud

de X respecto a la Cy(X)—uniformidad.

s vX como la realcompactificacion Hew:itt de X, dada por la completitud de

X respecto a la C(X)—uniformidad.

= OX como la completitud Dieudonné de X, dada por la completitud de X

respecto a la uniformidad fina.

De (Wheeler, |23 p. 104-105]) son conocidas las siguientes propiedades:

= X COX CvX CBX.

X es el espacio compacto mas pequeno en el cual X es denso y Cp,(X)—embebido.

v X es el espacio realcompacto mas pequeno en el cual X es denso y C(X)—embebido.

OX es el espacio completo mas pequeno que contiene a X.
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El espacio vectorial que serd objeto de nuestro estudio es el espacio de las fun-
ciones continuas y acotadas de X en F, con X Hausdorff completamente regular y

E espacio normado. A este espacio lo denotaremos por Cj (X, F).

Por C,.(X, E) denotaremos los elementos de Cy, (X, F') cuya imagen es relativa-
mente compacta en E'y Cy(X) denotara el espacio de funciones continuas y acotadas

de X en R.

Cy(X) ® E denota el producto tensor estandar entre Cp(X) y E. Es un hecho
conocido que Cyp(X) ®@ E C C,.(X, E).

Para f € Cy(X, F) denotaremos por || f|| su funcion norma de X en R, dada por

| fI[(x) = || f(z)||, mientras que la norma de f sera denotada por || f||.c = sup|f(x)]|.
zeX

En C} (X, E) definiremos algunas topologias localmente convexas, las que seran

inducidas por familias de seminormas que separan puntos.

La mayoria de estas topologias son llamadas estrictas por ser estrictamente me-

nos finas que la de la norma. Una de las méas estudiadas se denomina [.

La topologia (5, sobre Cy, (X, E) esta inducida por las seminormas

£ 171l = suplli@)f @),

cuando h recorre el conjunto de funciones de X a valores reales que se desvane-
cen al infinito, esto es, para todo € > 0 el conjunto {x : |h(z)| > £} es relativamente

compacto en X.

De (Khurana, [11 Teorema 1.1]), es conocido que f3y y la topologia de la norma
tienen los mismos conjuntos acotados de Cj (X, F), con X espacio Hausdorff com-

pletamente regular y £ normado.
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A continuacion definimos ciertos conjuntos que serviran para construir otras topo-

logias localmente convexas sobre Cj, (X, E).

Definicion 1.1.3 Sea X un espacio Hausdorff completamente reqular y sea Z C X.

Se dice que Z es zero set si existe f € Cy(X) tal que Z = f~1({0}).

Definicién 1.1.4 Sea X un espacio Hausdorff completamente regular y sea Y un
espacio métrico separable. Sea D C X. Se dice que D es distinguido si existe una

funcion continua f de X enY tal que D = f=1(f (D)).

De estas definiciones se deduce que todo zero set es distinguido pues si Z es
zero set, entonces existe una funcion f € Cy (X) tal que Z = f~1 ({0}), es decir,
f(Z) = {0} y por tanto Z = f~(f(Z)), con f continua de X en R, el cual es un

espacio métrico separable.
Dado Q C X — X, zero set o distinguido, podemos definir el conjunto

Ho = {h € Cy(X): h|o=0}, donde h denota la tinica extensién de Stone-Cech
de h.

Como cada @ induce el conjunto Hg, las seminormas f +—— || f||n, con h € H,

generan una topologia localmente convexa sobre Cj, (X, E'), la cual la denotamos por

Ba-

Con estas topologias generamos una topologia limite inductivo, inducida por los

espacios (Cy(X, E), Bg) v las aplicaciones identidad.

Tal como se explica en el Apéndice B, esta topologia limite esta dada por

ind(Cy (X, E), Bg, Idg) = NBg y tiene una base local de vecindades de 0 dada

por los conjuntos absolutamente convexos W de Cj, (X, E), tales que W es una

Bo—vecindad de 0, para todo Q.
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Si los conjuntos () son zero sets, esta topologia se denomina f;.

Estos son algunos ejemplos de como generar topologias localmente convexas sobre
Cy (X, E) pero nos enfocaremos en una topologia estricta en particular, denomina-

da topologia perfecta [3,, la misma que estd inducida por conjuntos distinguidos de

BX — X.

Definicion 1.1.5 Se dice que V' C Cy(X, E) es localmente sdlido si para cada f € V
y g € Co(X, E) tal que ||g]| < ||f]], se tiene que g € V.

En este estudio mostramos que 3, es una topologia localmente solida.

Definiciéon 1.1.6 Sea X un espacio Hausdorff completamente reqular. X es un

P—espacio si y solo si todo zero set de X es abierto.

Es conocido que X es P—espacio si y solo si vX es P—espacio (Gillman, [5 p.

125 ejercicio 5)).

1.2. Nociones de medida

Uno de los temas mayormente estudiados por diversos investigadores es como
relacionar un espacio de medidas definido sobre X con el dual de un espacio de

funciones continuas sobre X, provisto de alguna topologia en particular.

Dentro de este contexto es conocido el Teorema de Representaciéon de Riesz-
Markov: "si ¢ es un funcional lineal continuo sobre el espacio de funciones reales
continuas definidas sobre un espacio compacto X con la topologia uniforme, puede

ser representado por una medida p regular acotada de Borel sobre X".

Es decir, ¢ (f) = [ fdu; f e C(X).
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Del Teorema de Alexandrov, también es un hecho conocido que si X es Hausdorff
completamente regular, entonces (Cy, (X), ||.||)’ esta representado por un espacio de

medidas.

La presente seccion provee de las definiciones, notaciones y resultados mas rele-

vantes que utilizaremos de la Teoria de la Medida.

Comenzaremos definiendo el algebra de Baire (Borel) denotada por Ba*(X)
(Bo*(X)), como el algebra mas pequena que contiene los zero sets (abiertos) de
X.

Similar definicion es para la o-algebra denotada por Ba(X) (Bo(X)).

A los elementos de estas o-algebras se los conoce como conjuntos de Baire y

conjuntos de Borel, respectivamente.

Puesto que todo zero set es cerrado, se verifica que Ba(X) C Bo(X). Similar re-

lacion cumplen las dlgebras respectivas. La igualdad se da si X es un espacio métrico.

Una medida positiva de Baire sobre un espacio completamente regular X, es una
funcion conjunto u : Ba*(X) — R, no negativa, finita y finitamente aditiva, la cual
es zero set regular, es decir:

VA € Ba*(X),u(A) = sup{u(2) : Z C A, Z zero set}.

Similar definicion para una medida positiva de Borel y en este caso

VE € Bo*(X),u(E) = sup{u(C): C C E, Cclosed set}.

De esta definicion se deduce que estas funciones son mondtonas, es decir, si A C B

entonces p(A) < pu(B).

10
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Una medida de Baire (Borel) es la diferencia de dos medidas positivas de Baire
(Borel) y debido a esta definicion, estas medidas también son conocidas como me-

didas signadas.

Al espacio de todas las medidas de Baire se lo denota por M (X) y al de las
medidas positivas de Baire por M*(X).

Si € M*(X), se define la funcién conjunto px* : P(X) — R dada por:
pw (A =inf{u(Z2): AC Z, Z Baireseten X }; A € P(X),
donde R = R U {—o00, +-00}.

©* se denomina medida exterior sobre X y es finitamente subaditiva, es de-

cir, si {A,;1 <n < N;N € N} es una coleccion finita de conjuntos de X, entonces

Ty ( An> <> (A

n—

Similarmente, p, (A) = sup{p(Z): Z C A, Z Baireseten X}; A € P(X), defi-

ne una medida interior sobre X.

Ademaés, si A es un conjunto de Baire, verifica que p.(A) = p(A) = p*(A). En

general la medida interior es menor o igual que la exterior.
También se verifica que la medida exterior y la interior son crecientes.
En M(X) estudiaremos tres subespacios de medidas en particular, denotados

por M, (X), M, (X) y M, (X), denominados medidas: tight, o-aditivas y perfectas,
respectivamente. Es conocido que M;(X) C M,(X) C M,(X).

11
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Para definir estas medidas se requiere definir la variacion total de una medida

de Baire.

Sea p € M (X) y sea A € Ba*(X). Las funciones u* y p~ son miembros de
MT(X) y estan dadas por:

pt (A) =sup{u(B): B € Ba*(X)ANB C A}
p (A) = —inf{u(B): Be€ Ba*(X)\NB C A}
La variacion total de u se define por |u| = pu™ + u~.

Es un hecho conocido que p = put — u~ y que para cada A € Ba*(X),
|l (A) = sup {Zl [u(Bi)| : Bi € Ba™(X), A = UHBZ}-

De estas definiciones se deduce que para toda p € M(X), se tiene que p < |ul.

También es conocido que p+— ||p|| = || (X) constituye una norma sobre M (X).

A continuaciéon definimos los tres subespacios de medidas referidos.
Definicion 1.2.1 Sea p € M(X). Se dice que p es una medida:
 tight, si dado § > 0 existe un compacto K C X tal que |u| (X — K) < 0.

» o-aditiva, si para toda sucesion Z, | ¢ de zero sets, || (Z,) — 0. Esto equivale

a ser contablemente aditiva sobre Ba*(X).

= perfecta, si para toda funcion Baire medible g : X — R, existe un boreliano B

tal que B C g (X) y |ul (97" (B)) = |u] (X).

Las medidas perfectas fueron introducidas por Gnedenko y Kolmogorov en 1949

y verifican el siguiente lema.

12
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Lema 1.2.1 Sea f: X — Y una funcion Baire medible. Entonces

1. f induce la aplicacion f, : My(X) — M,(Y') definida por
fo(n)(B) = p(f~(B)); para todo B € Ba*(Y).

2. f. preserva las medidas perfectas positivas.

3. Sip € My(X)", para cada funcion continua f de X en un espacio métrico

separable Y se tiene que f.(u) es una medida tight.

Demostracion:

1. Sea {B,} una coleccién contable de conjuntos disjuntos dos a dos de Ba*(Y').

Sea u € M,(X). Por definicion

() (UB,) = u(f1(UBy)) = w(Uf 1 (Bn)) = > u(f 1 (Ba)) = > folp)(Bn).

Por tanto f.(u) € M,(Y).

2. Sea u € My(X)*. Mostraremos que f.(u) € M,(Y)".

Sea h : Y — R una funcién Baire medible. Entonces hof es Baire medible de

X en R. Como p es perfecta existe un boreliano B tal que B C (hof) (X) y
|l ((hof) ™" (B)) = |u] (X).

Esto implica que B C h(Y) y u(f~'(h71(B))) = p (f71(Y)).

Reescribiendo la tltima igualdad, obtenemos f.(u)(h™1(B)) = fu(u)(Y).

Ademas notemos que f,(u) es positiva pues u es positiva.

13
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3. Sea p1 € M,(X)". Sea f funcion continua de X en un espacio métrico separable
Y. Por la parte 2 se tiene que f,(u) es una medida perfecta sobre el espacio

métrico separable Y y por tanto es tight (Koumoullis, [9 p. 467]).

Ahora introduciremos un nuevo concepto de medida que emplearemos para defi-

nir el espacio M (X, E').

Sea A una éalgebra de subconjuntos de X, sean E' y F' espacios Hausdorff local-
mente convexos, sea L(E, F') el conjunto de las aplicaciones lineales continuas de E

en F. Sea S(X, A, F) el conjunto de las funciones simples E—valuadas sobre X.

Una funcion conjunto finitamente aditiva p : A — L(E, F) se dice que es una
medida, si la correspondiente aplicacion lineal A, : S(X, A, E) — F, es continua con

la topologia de la convergencia uniforme sobre S(X, A, E). (Schuchat, |16 p. 375]).

Esta aplicacion esta dada por A, ( Z (A ; donde p = Z X4, @ €; es
funcion simple en su forma canonica, con A E A, e; € E. La norma de @ es la del
supremo que en este caso es ||[¢|e = supl|e(z)]| = mazx||e;]|.

zeX 1<i<n

Denotaremos por B(X, A, F) la clausura de S(X, A, E) en el espacio de las fun-
ciones acotadas de X en E provisto de la topologia de la convergencia uniforme. Es

conocido que la aplicacion A, puede ser extendida de manera tinica a una aplicacién

lineal continua \, : B(X, A, E) — F, donde F es la completitud de F.

Los elementos de B(X, A, E) son denominados funciones totalmente integrables

y se verifica que C(X) ® E C B(X, A, E).

En este estudio consideramos E como espacio normado, FF =Ry A = Ba*(X).

14



1.2. NOCIONES DE MEDIDA

Asi, para que p : Ba*(X) — E’ sea una medida es necesario que su correspon-

diente aplicacion A, : S(X, Ba*(X), E) — R sea continua.

En este caso, esto equivale a supz l(A)|| < oo, donde el supremo recorre

todas las Ba*—particiones finitas {AZ} de X (Schuchat, [16 p. 375-6]).

Es conocido que toda f € Cy(X) es Baire—medible (Wheeler, [23 p. 108]) y es
alcanzada por una sucesion de funciones simples (Berberian, |2 p. 49 Teorema 3|).
Por tanto Cy(X) C B(X, Ba*(X),R). En este caso, si p € M(X), entonces )\, estd
definida para toda f € Cy(X).

Con lo expuesto, podemos definir el espacio de medidas

M (X, E") ={p: Ba*(X) = E', p medida/¥e € E [u. € M (X)]},

donde pe(B) = (u(B) ,e) = pu(B)(e).

En este estudio es de especial interés el subespacio

M, (X,E) ={p: Ba* (X)— E', pmedida/Ve € E [ € M, (X)]}.

Similares definiciones se dan para los casos M; (X, E') y M, (X, E').

Para cada € M (X, E’), se define su variacion en A € Ba*(X) por:

|| (A) = sup Z (A , donde el supremo es tomado sobre todas las Ba*—particiones

finitas {A;} de A y sobre todos los e; € E tales que |le;|| < 1.

Si E es normado, |u| (A) = sup {Z lle(A)| = A; € Ba*(X), A= U-_lAl}'

A continuacion demostramos esta afirmacion.

15
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n

D n(A)(e)

=1

<Zlu ez|<Z|lu Dl (e

Tomando el supremo sobre todos los e; € E tal que ||e;|| < 1y sobre todas las

particiones finitas de A, se obtiene una desigualdad.

Dado € > 0 existe una particion finita {P;} de A tal que

sup Y [|p(A)l| < ZHM )l +—
i=1

Para % existe e; € F tal que |le;|| < 1y [|u(P)|| < |u(P)(e)| + == 2N

Por tanto, supz (A < Z |(P)(es)| + €.

=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que pu(F;)(e;) > 0 pues de no ser
asi tenemos que |pu(P;)(e;)| = —p(P;)(e;) = pu(P;)(—e;). Por tanto

N

> ulp)(e)

=1

+e < sup +e.

S u(P)(e)

=1

SUPZ (A <

Como ¢ fue arbitrario se obtienen la otra desigualdad.

Otras propiedades que emplearemos se resumen a continuacion.

1.

Para cualquiera de los tres subespacios de medidas de M (X) de la Definicion
1.2.1, denotado de manera genérica por M., las siguientes son equivalentes
(Wheeler, [23 Corolario 7.3|):

a) p€ M,.

b) ut € M,y u= € M,.

) |pl € M,.
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1.3. RESULTADOS CLASICOS

. Cada p € M(X) posee una extension denotada por fi, la cual es una medida
regular de Borel sobre 5X. Si ademas u € M,(X), para todo conjunto de Baire
B C BX se tiene que (B) = u(B N X) (Wheeler, |23 p. 123]).

. € M,(X)siy solo si M(Q) = 0 para todo zero set @ C X —X. (Koumoullis,
9 p. 468]).

. 1 es perfecta si y solo si m*(G) = 0 para todo G € D(fX).(Koumoullis, 9
Teorema 2.1]).

. € M(X) siy solo si m*(ﬂX — X) = 0. (Koumoullis, [9 p. 468]).
.Sipue M(X,E') yec€ FE tal que ||e|]| <1, entonces |ue| < |pl.

. Sip e M(X,E") entonces |u| € M(X) ysipe M(X,E") (M,(X,E'")) enton-
ces |u| € My(X) (My(X)) (Fontenot, [4 Proposicion 3.9]).

. Si X CY C BX, entonces la aplicacion T': Cyp(X) — Cp(Y') dada por
T(f) = f]Y es un isomorfismo reticular isométrico.
Su adjunta 7% : M(Y) — M(X) es una aplicacion con las mismas propiedades

(Wheeler, |23 p. 124]).

Resultados clasicos

En 1940, P. Alexandroff demostré que la aplicacion T': M (X) — Cy(X)' definida

por T(p)(f) = [ fdu es un isomorfismo isométrico, siendo X un espacio Hausdorff
X

completamente regular.

En 1952, Buck definio la topologia estricta By sobre Cy, (X), siendo X un espacio

Hausdorff localmente compacto, e identifico el dual (Cy (X), 8)" como el espacio de

las medidas regulares de Borel sobre X.

En 1965, Wells extendio el trabajo de Buck al espacio Cy, (X, E') con X Hausdorff

localmente compacto y E espacio Hausdorff localmente convexo.

17
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En 1972, Fremlin y Sentilles muestran que si X es Hausdorff completamente re-

gular, (Cy (X)), Bo)" = M, (X) y (Cy (X)), B1) = M (X).

En 1974, Fontenot probd que si X es completamente regular Hausdorff y E es un
espacio normado, entonces (Cy (X, E), ) = M; (X, E") y si Cp(X)® E es 3;—denso
en Cy (X, E) entonces (Cy (X, E),31) = M, (X, E').

En 1976, Choo probo que si X es Hausdorff completamente regular y E es Haus-
dorff localmente convexo, entonces (Cy (X, E), By) = M, (X, E').

Si en Cp(X) denotamos por 7,, la topologia de la convergencia puntual, Sk la
del compacto abierto, 3, la inducida por los compactos de fX — X y |.|| la de la

norma, es conocido que

Tow < Br < Bo < Br <B1 < ||l vy Bo < By < B1 (Wheeler, |23 Definicion 7.8,
Teorema 11.1]).

Cabe destacar el trabajo realizado por Varadarajan (1965), identificando dos
clases de funcionales lineales sobre Cy, (X)), con X espacio Hausdorff completamente

regular.

Un funcional real ¢ sobre Cj (X) se dice:

(a) tight, si toda red f, en Cj, (X) con ||f,|| < 1 tal que f, — 0 uniformemente

sobre los subconjuntos compactos de X, se tiene que ¢ (f,) — 0.

(b) o-aditivo, si toda sucesion decreciente puntualmente f, en Cj (X) tal que

fn (z) = 0 para cada x € X, se tiene que ¢ (f,) — 0.

18
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Posteriormente Sentilles (1972) probé que si ¢ es un funcional positivo sobre

Cy (X)), entonces:
(a) ¢ es tight si y solo si ¢ es [Sp-continuo.
(b) ¢ es o—aditivo si y solo si ¢ es B;-continuo.

Ademés demostro que estos funcionales son representables mediante integracion
sobre X con respecto a una medida tight y a una medida o—aditiva, segin corres-

ponda.

1.4. Funciones integrables

En esta seccion explicaremos como se origina el espacio de las funciones integra-

bles, de X en E, respecto a una medida o—aditiva u € M, (X, E').

Principalmente utilizaremos estos conceptos para demostrar la relacion entre

(Cb (Xv E) aﬁp)/ y Mp(Xv E/)'

Sea pu € M, (X, E"). De lo expuesto en secciones anteriores sabemos que p induce

la aplicacion lineal continua A, : S(X, Ba*(X), E) — R.

De Fontenot, |u| € M,(X). Por tanto |u| también induce una aplicacién continua

)‘|M| : S(X, Ba*(X),R) — R.
Ahora mostramos que [A,(f)] < Ny (|| f]]), para toda f € S(X, Ba*(X), E).

En efecto, sea ¢ = ZXAi ®e; A; € Ba*(X), e; € E, funcion simple de X en
i=1

E. Por definicion, \,(¢) = Z,u(Ai)(ei). Llamemos x; = He_iH; 1<i<n.
€
i=1
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n

Aulp)] < Z (A (en) =

i=1

€;

el

) (7220 ) e - Z (A9 e

< |u| cuando ||z;|| < 1, tenemos

(Az) y |,u:m

Puesto que |/LIZ<A1>’ = ‘/’sz

n

M)l < X Il (Adleill = A (llol).

i=1

Esta tltima igualdad se da puesto que la funciéon norma de ¢ tiene la forma de

n
una funcion simple de X en R, dada por [|¢|| = Z lleill x a,-
i=1

Con u € M,(X, E') fijada anteriormente, definiremos a continuacion un espacio
vectorial P seminormado, en el cual tomaremos la clausura de S(X, Ba*(X), F). Di-
cha clausura sera denotada por £ = £L;(u, X, E) y sus elementos son las funciones

integrables de X en FE respecto a p.
Sea G={g: X — [0,+00] : g = sup{gn},gn sucesion en Cy(X); g, > 0,Vn}.
Para g € G definimos |//;|(g) = sup {A(h) : 0 < h < g;h € Cy(X)}.
Para una funcion ¢ : X — [0, +00] se define |u|*(d) = inf {@(g) g€ G,g> (5}.

Esta tltima funcion verifica las siguientes propiedades, consecuencia de lo mos-

trado en (Sondermann, [19 p. 58]).

Sean d; : X — [0,400]; 7 = 1,2. Entonces:
Lo |pl* (61 + 02) < [ul"(01) + [ul"(62).

2. Si 07 < dy, entonces |u|*(d1) < |pu]*(0q).
3. Sid, € G, entonces [1|(5)) = |ul*(5,).

4. Si a > 0, entonces |u|*(ady) = o|p|*(d1).
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1.4. FUNCIONES INTEGRABLES

Ahora definimos P = {f : X — E/|u|*(||f]]) < oo} y en P la seminorma

p(f) = lul(IF1)-

Con ayuda de las propiedades de |u|* se puede verificar que (P, p) es un espacio

vectorial seminormado.

Notemos que S(X, Ba*(X), E) C P por lo que definiremos £; como la clausura
de S(X, Ba*(X), E) en (P, p).

Si f € S(X, Ba*(X), E) entonces || f| : X — [0,400] es funcion simple de X en
R y por tanto es alcanzada por una sucesion en Cy(X). Asi ||f|| € G y en este caso

™ LD = N (LD = Ay (LFID-

De aqui y dado que ya mostramos que para toda f € S(X, Ba*(X), E) se tiene
que [Au(f)] < Ay (L £11), concluimos que |[A,(f)] < p(f)-

Por la densidad de S(X, Ba*(X), E) en Ly, podemos extender de manera tinica
Ay sobre L. A este funcional lo denotamos por 5\; : L1 — Ry verifica ‘X,:(f)‘ < p(f),
para toda f € L;.

Si f € Ly entonces || f|| € L1(|u]). Ademas B(X, Ba*(X),E) y Cp(X) ® E son
subconjuntos de £; (Khurana, |11 p. 197]).

Para el caso de una funcion simple ¢ = ZXAi ® e A € Ba*(X), e; € E,
i=1

sabemos que S\:( Z 1(A;)(e;) lo cual representa la integral de ¢ sobre

X respecto a la medida pu.

En este caso denotamos fgpd,u Z w(A
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Por otra parte, dado que |u| se corresponde con un funcional ¢, el cual es
f,—continuo sobre Cy(X) (Wheeler, |23 Teorema 11.8|), se puede realizar un pro-
cedimiento similar al anteriormente empleado para construir la funcion |u|™, pero

usando ¢y, en lugar de m

De lo observado anteriormente, siempre que f € £; se tiene que || f|| € Li(|u]).
Por tanto, en £, podemos definir la seminorma f — |u|(||f]]), es decir, para cada
f € Ly se define p(f) = |u| (||f|]), donde |u| reemplaza a |u|* para distinguir su

construccion.

Si £, estéa provisto con la seminorma ||, se verifica que contiene a Cp(X)®@ E' y

S(X, Ba*(X), E) como subespacios densos (Khurana, [11 p. 197]).

Definicion 1.4.1 Sea p € M(X, E') y sea f una funcion de X en E. Se dice que
la integral de f respecto a p, denotada por ffdu, es el numero real v si y solo si
para todo € > 0 existe una particion P- de )5( en elementos de Ba*(X) tal que si
{A;}._, € Ba*(X) es un refinamiento de P. y {x;};_, es una seleccion arbitraria de

D (A (f () - T‘ <e

puntos x; € A;, se tiene que
i=1

Es decir, lim Z,u(Pz)(f(xl)) =r, donde p(P) denota la medida de una par-
w(P)—0 i1

ticion P de X, dada por u(P) = max || (F).

Teorema 1.4.1 Sipe€ M(X,E') y f € C.o(X, E), entonces [ fdu existe y verifica
X

ffdu’ < 17 ldlul
X X

Demostracion:

» La existencia de [ fdu esta garantizada por (Katsaras, 7 p. 14-15]).
X
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1.4. FUNCIONES INTEGRABLES

= Cota para

fro}

Como [ fdu existe, dado ¢ > 0 existe una particion P., de X tal que si

X
{A;}! | € Ba*(X) es un refinamiento de P.js y {x;};_; es una seleccion arbi-

traria de x; € A;, entonces Zu f(z:)) /fdp, <= (1

Ademas [||f]|d|u| existe por Alexandrov (Wheeler, [23 Teorema 5.1]). Similar
X

a o aterior, | |l (A)]7 )l = [171dlul| <5 2
i=1 X

Por tanto, se toma P. como un refinamiento de las particiones correspondien-

tesa (1) y (2).

Para P = {P,},_, un refinamiento de P. y z; € P; arbitrarios, se tiene:

ey ()| 1l

n

<Z\u fa)l =Y

=1

f(x)
| f (x|

Denominando e; = sigue que:

< Zluez D Lf ()]l < ZIM DI (@l (3)

Esta tltima suma corresponde a una aproximacion de [ || f|d|u|.
b

Empleando desigualdad triangular en (1) y (2) y luego usando (3), se obtiene
] < <+ J11dl
b b

Como ¢ fue arbitrario se concluye que

ffdu’ < I ldlul.
X X
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Capitulo 2

La Topologia Perfecta ()

En este capitulo demostraremos propiedades del espacio Cj, (X, E') provisto de la
topologia perfecta, siendo X un espacio Hausdorff completamente regular y E un

espacio vectorial real normado.

Sea D un conjunto distinguido de X — X. La coleccion de estos conjuntos la

denotamos como D(SX).

Por cada D € D(5X), generamos una topologia localmente convexa [p sobre

Cy (X, E), inducida por la familia de seminormas:

fe Il = sup (Ih(@)][| F11(x)),
zeBX
donde m denota la tnica extension de || f|| a la compactificacion de Stone-Cech
de X y h recorre el conjunto Bp(X), de todas las funciones escalares acotadas sobre
BX que se anulan en D y se desvanecen en el infinito, esto es, dado € > 0 existe un

conjunto compacto K C X — D tal que {x: |h(z)| > ¢} C K.

Se define la topologia perfecta [3,, como la topologia limite inductivo de las

topologias [p.

Por lo expuesto en el Apéndice B, 3, = ind(Cy (X, E), fp, Idp) = NBp; para
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todo D € D(5X).

Tiene una base local de vecindades dada por los conjuntos absolutamente con-

vexos W de Cy (X, E), tales que W es una fp—vecindad, para cada D € D(SX).

De (Wheeler, [23 Teorema 11.6]), se deduce que estos conjuntos tienen la forma

explicita dada por:

W = abco ( U {f € Cy(X,E): S%p(Hf]\‘?ﬂ(xHhD(x)D < 1}); con alguna

DeD(BX) z€LX
hp € BD<X)
De las propiedades de la capsula absolutamente convexa también tenemos:

W> |J abco {f € Cy (X, E) : sup (||f]|(@)|hp(x)]) < 1}.
DeD(BX) z€LX

2.1. [, en conjuntos norma-acotados

En esta seccion emplearemos una topologia sobre Cy(X, E) que definimos a con-

tinuacion.

Definicion 2.1.1 Sea D € D(fX). Sea Kp = {K C X — D : K compacto}. Se
define 7 a la topologia sobre Cy(X, E) generada por la familia K. Tiene una subba-

se local de vecindades en 0 dada por los conjuntos

7= {f € Cy(X, E) : sup||f||(z) < 5}; K € Kp;e > 0.
zeEK

Esta topologia se denomina la topologia de la convergencia uniforme sobre los

conjuntos compactos de X — D ya que una red fo, — 0 para 7" en Cy(X, E), siy

solo si para K € Kp, fo — 0 uniformemente en K.
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Lema 2.1.1 Para cada D € D(BX), la topologia Pp es la topologia localmente
convera mds fina que coincide con la topologia T*, de la convergencia uniforme sobre

los subconjuntos compactos de X — D, en los subconjuntos acotados en norma de

Cy (X, E).

Demostracion:

Sea 7p la topologia localmente convexa maés fina sobre Cy (X, E) que coincide
con la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de

BX — D, en los subconjuntos acotados en norma de Cy (X, F).

Es conocido (Wiweger, [5 Teorema 2.2, Teorema 3.1.1]) que la topologia 7p tiene

una base local de vecindades de la forma

V= ﬂ{fGC’b(X,E): supM(x)gan}

n=1 CEEKn

donde {K,} es una coleccion contable de subconjuntos compactos de X — D'y

0<a, — oo.

Ahora mostramos que 7p = p.

= Se afirma que 7p C [p.
Sea V una 7p vecindad como la descrita anteriormente.
Definamos la funcion h : S X — R de la manera siguiente:
Size D, h(z)=0.

SizepX —D, h(z) = sup{iXKn (a:)}

neN ( Qn
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Notemos que, por construcciéon, y dado que 0 < a,, — 00, h es acotada y no

negativa.

Ademas se verifica que si z ¢ |J K, entonces h(z) = 0, mientras que si
1

z € |J K, para algin n € N, entonces h(z) > — .
Qn

Ahora mostraremos que h se desvanece en el infinito. Sea ¢ > 0 y sea el con-

junto A = {z : |h(z)| > €}.

1 1
Dado que — — 0, para el € dado existe un ng € N tal que — < € si n > ny.
n an

Tenemos que si z € A, h(x) > 0y por tanto x debe pertenecer a algin K.
De la condiciéon precedente, se deduce que 1 < n < ng porque de lo contrario
el supremo tomado sobre n > ng seria menor que €, con lo cual se obtiene que

h(z) < € y esto contradice que = € A.

no

Luego, A = {z:|h(z)] > e} C U K,. Como esta union es compacta en
n=1

BX — D, se verifica que h se desvanece en el infinito.

Con esta funcion h construimos la Sp vecindad dada por:

W {fe Cy (X, ) : sup ([J]@)|h(z)]) < 1}.

zeBX

Ahora mostramos que W C V. Si f € W, sup (m(q:)|h(:c)|) <1

z€LX
Luego, sup (||f||(z)|h(z)]) < 1, para todo n € N.

IEGKn

1
De lo observado anteriormente sabemos que — < h(z); para todo = € K.
n
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De estas dos ultimas desigualdades y dado que h(x) es distinto de 0 sobre cada

K, tenemos que sup m(x) < a,, para todo n € N. Esto prueba que f € V.

xEKn

Finalmente mostramos que Sp C 7p. Sea W una [p vecindad dada por:

~{reamm: sy i@ <ofs>o

zeBX

Sin pérdida de generalidad supongamos que la cota de h es menor que 1.

Dado que h es una funcién que se desvanece en el infinito, para cada n € N

1
existe un compacto K, tal que {x |h(z)| > —} C K,. Notemos que por
n

1
construccion los conjuntos {x s h(x)] > —}; n € N, estan encajados.
n

La clausura de estos conjuntos es compacta y a estas clausuras las podemos
considerar como los nuevos K, y de esta forma obtenemos K, C K, para

todo n € N.

Definamos la 7p vecindad dada por:

V= m{fGC'b (X, E): sup||f/\|/|(x)§6n}.

n=1 TE€Kn 2

on . .
Notemos que 0 < > — 00. Mostramos a continuacion que V' C V.
Sea f € V. Tenemos los siguientes casos para x € SX:

Si h(z) = 0, entonces || f|(z)|h(z)] < 6.
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1
Si h(x) # 0, por Arquimedes existe algun ny € N tal que |h(z)| > —, con lo
no

cual x € K,,,. En esta parte debemos analizar los siguientes subcasos:

Si x € K, puesto que f € V, M(x) <
|h(z)| < 1y por tanto || f||(z)|h(z)] < 0.

. Ademas hemos supuesto que

N

De lo contrario: elijamos ng > 2 de tal forma que z ¢ K,,_1.

— )
Como f € V se tiene que ||f]|(z) < % y dado que x ¢ K, 1 se tiene que
1

no—l'

()| <

Multiplicando ambas desigualdades se concluye que ||f||(z)|h(x)| < 4§, puesto

que ng < 2(ng — 1).

En todos estos casos se tiene que m(x)|h(x)| < ¢ para x € X, por lo tanto

esto es valido para el supremo tomado sobre SX. Luego, f € W.

A partir de este lema se verifica el siguiente Corolario.

Corolario 2.1.1 Para cada D € D(SX), se cumple que:

1. Bp es la topologia localmente convexra mds fina que coincide consigo mismo

sobre los conjuntos acotados en norma de Cy (X, E).

2. Si (F,7) es un espacio vectorial topoldgico localmente convero, una aplicacion
lineal T : Cy (X, E) — F es fp — T continua, si y solo si su restriccion sobre

conjuntos acotados de (Cy, (X, E);||.||) es Bp — 7 continua.

Demostracion:
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= Sabemos que Sp induce una topologia de subespacio sobre los conjuntos acota-
dos en norma de Cj, (X, F). Esa misma topologia de subespacio es inducida por
la de Wiweger, denominada 7p en la demostraciéon del Lema 2.1.1 y ademads
mostramos que Sp = 7p. Pero 7p es la topologia localmente convexa mas fina
que induce esa topologia de subespacio sobre los conjuntos acotados en norma

de G, (X, E). Luego fp verifica el corolario.

= Sabemos que si T es fp — 7 continua, toda restriccion a un subespacio topo-

logico de su dominio lo es.

Para la otra implicaciéon debemos mostrar que si cada restricciéon de T sobre
conjuntos acotados en norma de Cj, (X, E) es Sp — 7 continua, entonces 7' es

Bp — T continua.

Consideremos la coleccion B = {B,;r > 0} de bolas abiertas, centradas en 0 y
radio r, en C, (X, F). Los elementos de esta coleccion cubren Cj, (X, F) y son
acotados en norma. De la hipotesis tenemos que la restriccion de 71" sobre cada

B, es fp — T continua, por tanto se concluye que T" es Sp — 7 continua.

Con estos resultados estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 (3, es la topologia localmente convexa mds fina que coincide consigo

mismo sobre los conjuntos acotados en norma de Cy (X, E).

Demostracion:
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Recordemos que 5, = ind(Cy, (X, E), Bp, Idp) = NpBp; D € D(BX).

Supongamos ahora que existe otra topologia 7 localmente convexa sobre
Cy (X, E), que induce la misma topologia de subespacio que la inducida

por f3, sobre los conjuntos acotados en norma de Cj, (X, E).

Si esto es asi, sea B un conjunto acotado en norma de Cj (X, FE)
y sea D € D(PX). Definamos la aplicacion inyeccion candnica
T : (B,8p) — (Cy(X,E),7). Ahora mostramos que Tp es fp — T

continua.

En efecto, si W es abierto en (Cy(X, E), 7) entonces Tz (W) =W N B
es un (3, abierto en B por el supuesto realizado, por tanto también es
Bp— abierto en B. Como B fue arbitrario se concluye que todas las

aplicaciones Tz son p — T continuas.

Del corolario anterior se concluye que T : (Cy(X, E), 5p) — (Co(X, E), T)
es continua, para todo D € D(SX). Luego T' es /3, — 7 continua. Como

T es la aplicacion identidad se verifica que 7 C f3,,.

Finalizamos esta secciéon demostrando el siguiente corolario.

Corolario 2.1.2 Sean X, Y espacios Hausdorff completamente requlares y E un

espacio normado. Sea ¢ : X =Y continua.

Entonces la aplicacion candnica Ty : (Cyp (Y, E), By) — (Cy (X, E), B,) definida
por T,(f) = fog es continua.

Demostracion:
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Sea ¢ : X — BY la tnica extension continua de ¢ a la compactificacion
Stone-Cech de X y de Y, respectivamente. Sea Dy € D(8Y). Tenemos
que D = ¢~ (Dy) € D(BX).

En efecto, como Dy es un conjunto distinguido de fY — Y, existe un

funcion continua f de Y a algin espacio métrico separable tal que

Do = f~1(f(Dv)).
Luego D = ¢~ (f~1(f(Do))) = (foo) " (f(Do)).

Por otra parte ¢(D) C Dy. Entonces (fog)(D) C f(Dy). Con lo cual
(fod) ™M ((fod)(D)) C (fod) ' (f(Dy)) = D.

Ademéas D C (fod) *((fog)(D)). De ambas contenciones se tiene que
(fod)~ ((fod)(D)) = D.

Como foqg es continua de X a un espacio métrico separable y D yace

en X — X, se concluye que D es distinguido de g X — X.

A continuacién mostramos que Ty, : (Cy, (Y, E), Bp,) — (Cbv (X, E), Bp)

es una aplicacion continua.

Por el Corolario 2.1.1 es suficiente mostrar la continuidad de T, restrin-
gida a los conjuntos acotados en norma de (Cy (Y, E), fp,). Sin pérdida
de generalidad solo consideraremos las bolas B,, de C, (Y, E) centradas
en 0 y con radio r > 0.

Sea r > 0 fijo y sea f, una red en B, tal que f, BD°—>|BT 0. Por el
Lema 2.1.1 sabemos que [p, induce sobre B, la misma topologia de
subespacio que la que induce la topologia de la convergencia uniforme

sobre conjuntos compactos de Y — Dy.
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. B . .
Por tanto, para toda red f, de B, se verifica que f, 2000 si y solo si

|| fall = 0 uniformemente sobre los subconjuntos compactos de 3Y — D.

Por otra parte, ||f,00|| = [|fa|lod es una red que converge uniforme-
mente sobre conjuntos compactos de X — D, pues 5 lleva un compacto

de SX — D a un compacto de Y — Dj,.

Con este resultado y dado que f,0¢ es una red de la bola S, en
. Sy

Cy (X, E) centrada en 0 con radio r, se concluye que f,0¢ ﬁD—‘> 0. Por

tanto Ty es Bp, — Bp continua sobre B,. Dado que r fue tomado de

manera arbitraria se concluye la 8p, — Bp continuidad de T.

También sabemos que (3, es menos fina que [p, luego Ty es Bp, — B,

continua.

Finalmente, recordemos que Dy € D(SY) fue tomado de manera arbi-

traria, por tanto T} es /3, — (3, continua.

2.2. Solidez de 3,

Teorema 2.2.1 (C, (X, E),f,) tiene una base local de vecindades absolutamente

convezas y solidas.

Para demostrar este teorema es necesario probar el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Sip € (Cy (X, E),||.|]), la aplicacion A, : Cp(X)T — [0,+00) dada
por M\, (f) = sup{|u(h)| : h € Co(X, E), ||h|| < f}, es aditiva, homogéneamente po-

sitiva y monotona.

Demostracion:
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» Aditividad

Sean f,g € Cy(X)T. Sea h € Cy(X,FE) tal que ||h|]| < f + g. Para to-

dozr e X (Hh( )yix) 1, por lo cual % < f(z) e igualmente

%gg( ), para todo x € X.

Luego, H < fy H hg H < g. De la definicion de A, tenemos que
f+g

i (FL) <0y o (£L)] < w0

h h
Ademas u(h) = p (f——{g> + (f——fg) Aplicando valor absoluto y de las

desigualdades anteriores obtenemos |u(h)| < A, (f) + A.(g).

Tomando supremo sobre h se concluye que A\, (f +g) < A\, (f) + Au(9).

Para la otra desigualdad sea € > 0 y sean hy, hy en Cy(X, E) tales que:

Iall < £ hall < g M) < ()l + 5 3 Nal9) < Do) + =

Con esto tenemos que |[hy + ha| < [|h1|| + [|h2]| < f + g v por tanto
[u(hy + ho)| < Au(f + g). Similarmente |u(hy — ho)| < Au(f + 9)-

Por otra parte A,(f) + Au(9) < [u(h1)| + |pu(he2)| + €. De aqui tenemos los

siguientes casos:

L. p(h1), p(he) = 0
Aul(f) + Aulg) < plha) + p(he) +& = plha + ho) +e < Nu(f +9) + €
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2. pu(ha), p(he) <0
)‘u(f) + )\M(g) < —p(hy) — p(he) + e = —pu(hy + he) + ¢
<AN(f+9)+e

3. p(h1) = 0, pu(h2) <0
A(f) + Aulg) < plha) — pa(ha) + & = p(hy — ho) + < Au(f +9) + &

En cualquier caso se obtiene A, (f) + A,.(g9) < A.(f + ¢) + ¢, para todo € > 0.
Por tanto A, (f) + A\.(9) < A\ (f +9).

Homogeneidad
Si a = 0 la igualdad es inmediata pues A,(0) = 0.

Sean f € Cp(X)t y a > 0. Sea h € Cy(X, E) tal que ||h||] < af. Luego
,u (g) < Au(f). Por tanto |u (h)| < a,(f).

Tomando supremo sobre h se concluye que A\, (af) < al,(f).

«

< [y asi

Para la otra desigualdad tomemos h € C,(X, E) tal que ||h|| < f. Paraa >0

obtenemos ||ah|| < af y asi |u (ah)] < A (af). Dado que p es lineal nos queda
A(af
ave Ju ()] < 220,

Tomando supremo sobre h se concluye que a),(f) < A, (af).

Monotonia

Sean f,g € Cp(X)* tal que f < g. Sea h € C,(X, E) tal que ||h|| < f. Enton-
ces [|1]] < g.
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Esto implica que {h € Cy(X, ) : ||h]l < f} € {h € Cy(X, B) : ||h]] < g}.

Luego, el supremo tomado sobre el primer conjunto es menor o igual que el

del segundo. Por tanto \,(f) < A.(g).

Demostracion del Teorema 2.2.1:

Es suficiente mostrar que toda /3,—vecindad en Cy,(X, E) contiene una ,—vecindad

absolutamente convexa y solida.

Consideremos una [Sp—vecindad en Cy(X, E), con D € D(X), dada por

Vp = {f € Cy (X, E) : sup (||f]|(@)|hn(2)]) < 1}.

sup
zeLX
Notemos que Vp es una vecindad solida pues si f € Vp y g € Cp(X, E) tal que

lgll < [f]l, entonces g € Vp.

Definamos V' = |J Vp. Consideremos el conjunto polar V° = [ V3 respecto
DeD(BX)

a la dualidad entre (Cy(X, E), 5,) v (Co(X, E), B,)'.

Empleando el lema precedente, vamos a demostrar que p € V° si y sélo si

Au (Jlg]]) <1, para cada g € Vp, para cada D € D(5X).

» En efecto, € V° siy solo si p € V3, para todo D € D(fX). Esto equivale a
que |u(f)] < 1; para toda f € Vp; para todo D € D(5X).

Sea D € D(BX), sea g € Vp y sea h € Cyp(X, E) tal que ||| < ||lg||. Por la
solidez de Vp se tiene que h € Vp. De la hipotesis tenemos que |u(h)| < 1.

Tomando el supremo sobre h se concluye que A, (||g]|) < 1.
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» Reciprocamente, supongamos que A, (||g||) < 1, para cada g € Vpp y para cada
D € D(BX). Puesto que ||g|| < |[g]l, [ (9)] < Au(llgl]) < 1, para cada g € Vp
y para cada D € D(fX).

Por definicion de conjunto polar, p € V5, para cada D € D(SX). Asi, u € V°.

Con V° construimos el conjunto

W ={feC(X,E): A\, (| fll) <1paratodopne V°}.

Por la propiedades de )\, demostradas en el lema precedente, se verifica que W

es convexo, equilibrado y localmente solido.

Ahora mostramos que W también contiene a V' y es subconjunto de V°°.

» En efecto, sea f € V. Entonces f € Vp para algin D. Sea u € V°. Por lo

mostrado anteriormente A, (|| f||) < 1. Como g fue arbitrario se concluye que

few.

» Recordemos que V°° = {f € Cy(X, E) : |u(f)| < 1 para todo p € V°}.

Sea f € W. Entonces A\, (||f||) < 1 para todo p € V°. Nuevamente, puesto
que || f]] < || f]l tenemos que |p(f)] < A, (||f]]) < 1, para todo p € V°. Por
tanto f € V°°.

Ahora consideremos una [,—vecindad Q en C,(X, E), absolutamente conve-
xa y cerrada. Puesto que ) contiene un (,—abierto, entonces () también es una
fp—vecindad, para todo D € D(SX). Por tanto, para cada D, existe una vecindad

de la forma Vp contenida en €.
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Con estas vecindades V) se construye W de acuerdo al procedimiento descrito y
asi tenemos que V' C W C V°°, Luego V°° C Q° y dado que €2 es absolutamente

convexo y cerrado, se tiene que {2 = 2°°,

Por lo expuesto tenemos que V C W C €. La inclusion V C W indica que W es

una [p—vecindad, para todo D € D(5X) y por tanto W es una [,—vecindad.

Con esto probamos que toda 3,—vecindad 2 en Cy,(X, E) contiene una ,—vecindad

W, absolutamente convexa y solida.

Consecuentemente (Cy(X, E), 8,) es localmente sélido.

2.3. Convergencia en (3,

Teorema 2.3.1 Sea {f,} una red en Cp(X, E). foo = 0 en B, de Cy(X, E) si y sdlo
si || fall = 0 en B, de Cp(X).

Demostracion:
» Supongamos que la red f, — 0 en (C,(X,E),S,). Hay que mostrar que

||fo¢|| — 0 en (Cb(X)vﬂp)

Sea W una [,—vecindad absolutamente convexa y solida en C,(X). De lo
mostrado al inicio del capitulo sabemos que para cada D € D(5X) existe una

hp € Bp(X) tal que

W = abco < U {g € Cp(X) @ sup (@(m)|h[)(x)|) < 1})

DeD(BX) zeBX

W2 |J abco {g € Cy(X) : sup (|g](z)|hp(x)]) < 1}.
DeD(BX) rzeBX
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Con cada una de las hp construyamos los conjuntos

Vo = abeo { g € GX,E) s sup (all0)lhn(e)) < 1}
zeBX

lo cual permite definir la 3,—vecindad, absolutamente convexa y sdlida, en

Cy(X, E) dada por:

V=abco U Vp

DeD(BX)

DeD(BX) reBX

V = abco ( U {g € Cy(X, E) : sup ([|g]|(z)|hp(z)]) < 1})
Se afirma que si f € V, entonces || f| € W.

En efecto, si f € V existe algin D tal que f € Vp, por tanto existen \; € Ry

gi € {g € G(X,E) : (”&ﬂ(l’ﬂhp(.f”) < 1}; 1 <i < nparaalgin n € N,

sup
zeLX

tales que f = Z)\igi y Z |Ai| < 1.
i=1 i=1

Ademas sup([q5,/||(x)|hp(:v)|) < 1. Notemos que esto implica que ||g;|| €
zeBX

{g € Cp(X) : sup (@(z)|hp(x)|) < 1}; para todo 1 < i < n, por lo tan-
reBX

to Z |Ailllgi]| € abco {g € Cp(X) : sup (@(flf”hp(l’)’) < 1}. Es importante
B

i=1 zefX
observar que este ultimo conjunto es solido.

n
De lo expuesto tenemos que || f|| < Z |Ail[|gi|| ¥ por la observacion precedente
i=1

| f]| € abco {g € Cy(X) : sup (|/5|(a:)\hD(x)|) < 1}. Por lo tanto || f|| € W.

zeBX

Como consecuencia de esto tenemos que dada la (,—vecindad W en Cy(X),
hemos construido la §,—vecindad V' en Cy(X, E) y por la hipotesis sabemos

que para V existe un indice «q tal que f, € V para todo a > «y.
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Por tanto ||f,]| € W, para todo o > «ag. Esto prueba que |fs| — 0 en
(Co(X), Bp)-

Reciprocamente, supongamos que || fo|| — 0 en (Cy(X), 5,). Debemos mostrar

que fo = 0en (Co(X, E), Bp).

Sea V una (,—vecindad absolutamente convexa y solida en Cy(X, E). Para

cada D € D(SX) existe una hp € Bp(X) tal que

V = abco ( U {g € Cp(X,E) : sup (M(zﬂh[)(as)b < 1})

DeD(BX) zefX

Similar al procedimiento anterior, con estas hp construimos los conjuntos

Wp = abco {g € Cp(X) : (|Ag/|(x)|hp(x)|) < 1}, con los cuales se define

sup
zELX
la B,—vecindad, absolutamente convexa y solida, en C,(X) dada por

W =abco J Wp.
DeD(BX)

A continuacion mostraremos que si || fo|| = 0 en (Cy(X), 8,), entonces

| fall ® e = 0 en (Cy(X, E), 5,), con e € E tal que |e] = 1.
Se afirma que si ||f|| € W entonces || f|| ® e € V.

En efecto, ||f|| € W implica que ||f|] € abco |J Wp, es decir,
DeD(BX)

If]I'€ abco U {9 € Cy(X) : sup (lgl(@)|hp(2)]) < 1}-
reBX

Por tanto existen \; e Ry g; € {g € Cp(X) : sup (m(x)|hD(x)\) < 1};

z€LX

1 <i < n para algin n € N, tales que ||f| = Z)‘igi y Z A < 1.
i=1 i=1

Es decir, ||f[|®@e= (31, higi) ® e =" Nigi Qe.
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Esto implica que ||f|| ® e es una combinacion absolutamente convexa de las

funciones g; ® e, tales que ||g; ® e|| = |g;|, por tanto ellas pertenecen a

{g € Cp(X,FE) : sup (ﬂ;ﬂ(m)|h&($)|) < 1}. Asi,

refX

| fll®e € abeo {g € Cy(X,E) : sup (M(m)mp(x)ﬂ < 1} y por tanto a V.

zeLX

Como consecuencia de esto tenemos que dada la §,—vecindad V en Cy(X, E),
hemos construido la ,—vecindad W en Cy,(X) y por la hipotesis sabemos que
para W existe un indice o tal que || f,|| € W para todo a > «. Por tanto

|fall ® e € V, para todo a > ay.

Ahora notemos que || f,|| < || || fol| ® €]| ¥ como V es solida, f, € V, para todo
a > ap. Esto prueba que f, — 0 en (Cy(X, E), B,).

A partir de este teorema se demuestra el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 En Cy(X, E):

1. ﬂOSﬁpSﬁL

2. By y |||l poseen los mismos conjuntos acotados.

Demostracion:

1. Mostramos cada desigualdad.

. 60 < 510
Sea f, una red arbitraria tal que f, — 0 en (Cy(X, E), 53,).
Del teorema anterior se tiene que ||f,|| — 0 en (Cy(X),[,). Cuando

E = R es conocido que fy < f, (Koumoullis, [9 p. 470]), por tanto
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| fall = 0 en (Cy(X), Bo). En (Khurana, [11 Lema 2.4]) se muestra el re-

sultado del teorema anterior para 3. Por tanto f, — 0 en (Cy(X, E), 5o).
Ast o < B,

. ﬁpgﬁl

Sea f, una red arbitraria tal que f, — 0 en (Cy(X, E), £1). De Khurana,
el resultado del teorema anterior es valido para (;. Por tanto || f.| — 0
n (Cy(X),51). Cuando E = R es conocido que 8, < f; (Koumoullis,
|9 p. 470]), por tanto ||f,|| = 0 en (Cy(X), B,). Del Teorema anterior se
tiene que f, — 0 en (Cy(X, E), B,). Asi 3, < f;.

2. De (Khurana, [11 Teorema 1.1]) sabemos que [y y ||.|| tienen los mismos con-
juntos acotados en Cy(X, E). Por la parte (1), 5y < 5, < 1 < ||.||. Asi, todas

estas topologias tienen los mismos conjuntos acotados en C,(X, E).

2.4. Dual de (Cy(X, E), 5,)

En esta seccion daremos condiciones suficientes bajo las cuales el dual de Cy(X, E),
provisto de la topologia perfecta [3,, es el espacio de medidas perfectas M, (X, E'),

el cual fue definido en el Capitulo 1.

Ademaés de los resultados mostrados en secciones anteriores, necesitamos demos-

trar el siguiente teorema y lema, respectivamente.

Teorema 2.4.1 Para cada p € My(X, E"), |u| € M,(X).

Demostracion:
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De acuerdo a las propiedades de los espacios de medidas presentadas en el Capi-

tulo 1, es suficiente mostrar que m*(D) = 0 para todo D € D(SX).

Sea D un conjunto distinguido de SX — X. De la definicion de medida interior se
tiene que m*(D) =inf {m(V) : D CV, V Baire seten ﬁX}. Escojamos un con-
junto de Baire V; tal que m*(D) = M(Vb) y tal que para todo conjunto de Baire
B C Vy — D se tiene que |7[|(B) = 0.

En este caso y considerando cualquier e € FE tal que |le| < 1, sabemos que
|pte] < |ul, por lo tanto |/;:e/| < |7L/| Asi tenemos que |//;;/|(B) = 0, para todo conjunto
de Baire B € Vj — D.

Por otra parte pu. € M,(X) y por tanto |u.| € M,(X). Consecuentemente

—_—

|te| es o—aditiva. Esto equivale a que |u.|(Q) = 0, para todo conjunto de Baire

QepX —X.

—_—

Luego, @(VO) = sup {|ue|(Z) 1 Z C Vo, Z zero seten BX} = 0, pues el zero set

Z puede estar en D o en Vy — D y en cualquier caso |p.|(Z) = 0.

Por las propiedades de extension sabemos que |u| (Vo N X) = |ue|(Vo). Asi
lie] (Vo N X) = 0, para todo e € E tal que |le]| < 1.

Afirmamos que |p| (Vo N X) = 0. En efecto, por definicion:

| (Vo N X)

= sup {Z (Vi) : Vi € Ba*(X),Von X = U“v;}.
i=1

— sup {Z sup [u(V)(e)] : Vi € Ba*(X), Vo X = Ujlvz}.

i—1 llell<1

44



2.4. DUAL DE (Cy(X, E), Bp)

= sup{z sup |\pe(Vi)| : Vi € Ba™(X), Vo N X = U'IVZ}.

i—1 llell<1

Puesto que cada V; esta contenido en Vo N X, |pe| (Vi) < |pe] (Vo N X) = 0. De
aqui se concluye que |u| (Vo N X) = 0. Por tanto, m(%) = 0.

Luego, m*(D) = 0. Como D fue arbitrario, |u| es medida perfecta.

Lema 2.4.1 Si e € E, entonces la aplicacion T : (Cy(X),5,) — (Cv (X, E), By)
definida por T(f) = f ® e, es continua.

Demostracion:

X = F
Por definicion f ® e :

T f(x)e'

Si e = 0 tenemos que f ® e es la funcion nula para toda f € Cy(X). Por

tanto T es continua.

Supongamos e # 0. Sea f, una red en Cy(X) tal que f, &’) 0. Ahora
mostramos que T'(f,) — 0 en (Cy(X, E), B,).

Sea una f,—vecindad en (Cy(X,E),[,). Para algin
D € D(BX) y alguna hp € Bp se tiene que el conjunto

Wp = abco {g € Cy(X,E) : izg{(@ﬂ(x)ml)(xﬂ) < 1} c Q.

Para esta hp definimos una ,—vecindad g en Cy(X), dada por:

~ 1
Q2 — abco {g € Gux): sup (gl 0)lhn(e)) < H}'
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Como f, &3 0, dada € existe g tal que f, € €2y para todo a > «y.

Bs decir, sup (|fal(z)|hn(2)]) < Tell H 0 Sup(!fal( elllhp()]) < 1.

zeLX

Esto ltimo implica que f, ® e € Q. Luego T'(f,) — 0 en (Cy(X, E), 5,).

Con estos resultados demostramos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2 Si Cy(X) ® E es denso en (Cy(X, E), B,), entonces:

1. Para toda p € My(X,E'), L1(1, X, E) 2 Cp(X, E).
2. (Co(X, E), Bp)" = My(X, EY).

3. Para F € (Cy(X, E), B,) relacionado con su correspondiente u € M,(X, E'),
se tiene que F(f) = p(f), para toda f € Cyo(X, E).

Demostracion:

1. Sea 1 € M,(X,E'"). Por Teorema 2.4.1 sabemos que |u| € M,(X) C M, y de

lo expuesto en el Capitulo 1, induce el espacio seminormado (Lq, || (||f]]))-

Sea f € Cyp(X, E). Por hipotesis C,(X) ® E es denso en (Cy(X, E), 5,) y por
tanto existe una red f, € Cp(X) ® E tal que f, = f en (Cy(X, E), B,), con lo
cual fo — f = 0 en (Co(X, E), Bp).

Del Teorema 2.3.1 tenemos que || fo — f|| — 0 en (Cy(X), 5,) ¥ por lo tanto
Il (| fo — fI) — 0. Esto implica que f, — f en el espacio seminormado
(P, | (1)) v de lo expuesto en el Capitulo 1 sabemos que Cp(X) ® E es
denso en (Ly, |i| (|[f]]))- De esto se tiene que f € L.
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2. Sea pu € M,(X,E'). Por la parte (1) se tiene que 5\: estd definida para to-
da f € Cy(X,FE). Llamemos F), la restriccion de X; sobre Cy(X, E). Sea
una red f, — 0 en (Cy(X, E),,). Entonces ||f.|| = 0 en (Cy(X), 5,) y asi

|l (1 facll) =0

Puesto que

:\;(f)‘ < |p| (|If]l) se tiene que |F,(f,)| — 0. Esto implica que
Fu S (Ob(X7 E))ﬁp),'

Inversamente, sea F € (Cy(X, E), 3,). Esto implica que F' es continuo con
la topologia de la norma sobre Cy(X, F). Para e € E definamos la aplicacion
F. : Cy(X) — R definida por F.(f) = F(f ® e). Ahora mostramos que esta

aplicacion es ,—continua.

En efecto, sea la red f, — 0 en (Cy(X), 8,), por el lema precedente se tiene
que fo, ® e = 0 en (Cy(X, E), B,). De la f,—continuidad de F' se verifica que
F(f. ®e) — 0. Esto prueba que F, es (3,—continua.

Ahora, como F, € (Cy(X),p,) puede identificarse con una tnica medida
pe : Ba*(X) — R € M,(X) tal que [|[F.|| = ||pte]|, definamos una medida
p € My(X, E') de la siguiente forma:

Sea p: Ba*(X) — E' dada por pu(A) : E — R tal que u(A)(z) = p.(A).

Notemos que j(A) es lineal pues i,y = iy + by ¥ Haz = Cfiy. Esto se deduce
dado que F,, = F, + I, Fi,, = oF}, y de la correspondencia biunivoca entre

Foy pes xy € Eya € R

Para la continuidad de p(A) tenemos que:

(1(A)(@)] = [pa(A)] = |pa] (A) < lpall = [E:]] < [[£]]]]]
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Finalmente mostramos que p satisface ser una medida en el sentido de Schu-
chat, es decir, la aplicacion A, : S(X, Ba*(X),E) — R es continua con la

topologia de la convergencia uniforme sobre S(X, Ba*(X), E).

Como F : Cy(X, E) — R es norma continuo, su restriccion sobre Cp(X) @ E
también lo es. Del Capitulo 1, Cp(X) ® E' C B(X, Ba*(X), E) y la restriccion
puede extenderse sobre B(X, Ba*(X), E).

De aqui, haciendo la restriccion sobre S(X, Ba*(X), E) se concluye que A, es

continua.

. De (2) sabemos que F € (Cy(X, E),,)" induce una medida p € M,(X, E').

Ahora esta medida induce un funcional ® € (Cy(X, E),3,)'. Se afirma que
F(f) = ®(F) para toda f € Cy(X, E).

De la hipotesis C,(X) ® E es 5,—denso en Cy(X, E), asi basta que F'y ® sean
iguales en Cp(X) ® FE para concluir su igualad en Cy(X, E).

Sea f®e € Cy(X)® E. Como (Ly, |p| (|| f]])) contiene a S(X, Ba*(X),E) y a

Cy(X)®E como subespacios densos, existe una sucesion {¢, } en S(X, Ba*(X), E)

tal que ¢, — f ® e. Del Capitulo 1 tenemos:

F(fee) = [f®edu=lim [p,du= lim\,(p,) = limX;(cpn)
X n—)ooX n—o00 n—o0

= Nu(limgn) = Nu(f @ €) = &(f @e)
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2.5. Otras propiedades topologicas de 3,

2.5.1. Condiciones de normabilidad

Teorema 2.5.1 Sea X espacio completamente reqular Hausdorff y E un espacio de

Banach. Las siguientes son equivalentes:

1. X es pseudocompacto.

2. B =l

3. (Cy(X, E), B,) es normable.
4. (Cy(X, E),B,) es metrizable.
5. (Cy(X, E), By) es bornoldgico.

6. (Co(X, E),B,) es tonelado.

Demostracion:

= (1) = (2).
Son resultados conocidos que X es un espacio pseudocompacto si y sélo si todo
conjunto zero set no vacio en SX interseca a X (Gillman, [5 p. 95]) y que to-

do conjunto distinguido es la union de zero sets (Wheeler, |23 Definicion 7.10]).

De esto se deduce que si X es pseudocompacto, el inico distinguido de X — X

es el conjunto vacio.

En este caso ||.|| < fp = B, pues dada una bola B, es suficiente construir una

pp—vecindad tomando hp como la funcion constante 1 en SX. Asi ||.|| = f,.
= (2) = (1)

Consideremos e € E tal que |e] = 1.
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Del Lema 2.4.1 la aplicacion T : (Cy(X),B,) — (Cy(X,E),B,) dada por
T(f) = f®e, es continua. Esto implica que dada una red f, — 0en (Cy(X), 5,)
entonces f, ® e — 0 en (Cy (X, E), ).

Por hipotesis 5, = ||.|| en Cy(X, E) y asi f, ® e = 0 en (Cy (X, E), ||.||). Con
esto || fo ®elloo — 0y esto equivale a || fo||co — 0 en (Cy(X), ||.]])- Esto implica
que |||} < B y ast ||| = 5, en Cy(X).

Consecuentemente (Cy(X),|.]]) = (Cp(X),B,), esto es, M(X) = M,(X) y
por tanto X es pseudocompacto (Wheeler, [23 Teorema 8.1]).

(2) = (3) = (4) — (5) son resultados topologicos conocidos.

(5) = (2).
Sea Id : (Cy (X, E),B,) = (Cy (X, E),||.||) la aplicacion identidad. Del Co-
rolario 2.3.1 8, y ||.|| tienen los mismos conjuntos acotados y por tanto Id es

acotada. Como (Cj, (X, E), 8,) es bornologico se concluye que Id es continua

y ast .|| < By

(2) = (6).
Puesto que (G, (X, E),B,) = (Co (X, E),|.||) vy E es Banach, se tiene que
(Cy (X, E), B,) es Banach, por tanto es tonelado.

(6) — (2).

Sea B={f € Cy(X,E) : | f|]| <1}. Notemos que B es absolutamente convexo.
Se afirma que B es 3,—cerrado.

En efecto, si f € B respecto a (3,, existe una red f, en B tal que f, @ f
Puesto que p < By < , (Choo, [3 p. 12]), donde p denota la topologia de la

convergencia puntual, tenemos que fo — f - 0.
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Luego p.(foa—f) = [|(fa— f)(2)|| — 0, para todo € X. Empleando desigual-
dad triangular obtenemos || f,(z)|| — ||f(2)||, para todo z € X. Esto implica
que ||f(2)|| = lim]|fo(z)|| < 1, para todo z € X. Por lo cual ||f|| < 1y asi
feB.

Como B es absolutamente convexo y 3, cerrado, por definiciéon es un tonel de
(Cy(X, E), By). De la hipotesis este espacio es tonelado y por tanto B es una

B,—vecindad. De esto se concluye que |.|| = f,.

2.5.2. Condiciones Mackey y Mackey Fuerte

Lema 2.5.1 Sea X un P — espacio y sea E un espacio normado. Sean F' = Cy(X, E)
y F' = (Cy(X, E),B,). Si Co(X)® E es B,—denso en F y A es subconjunto de
(F',o(F', F)) relativamente contablemente compacto acotado en norma, entonces A

es [Bp,—equicontinuo.

Demostracion:

Sea A un subconjunto de (F’,o(F’, F)) relativamente contablemente compacto
acotado en norma. Como X es un P— espacio, del Capitulo 1 tenemos que v.X tam-
bién es P— espacio y es topologicamente completo, por tanto M. (vX) = M(vX)
(Wheeler |24, p. 469]), donde M, y M, denotan los espacios de medidas 7—aditivas
y separables de M (v.X).

Por otra parte, M,(vX) = M;(vX) (Wheeler |24, Teorema 2.1]).Usando el he-
cho que vX es realcompacto y del Capitulo 1, ©(vX) = v(vX). Por (Wheeler |23,
Teorema 8.20]) esto equivale a que M,(vX) C M (vX).

Por lo expuesto en estos parrafos, obtenemos que M,(rX) C M,(vX). Puesto

que la otra contencion es conocida, se concluye que M,(vX) = M;(vX). Con lo cual,
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M,(vX,E'") = M;(vX, E'). Luego, (Co(vX, E), By) = (Co(vX, E), ).

Por (Choo, [3 Teorema 5.9]), (Cy(vX, E), By) es Mackey y por tanto 5, < [o.
Del Corolario 2.3.1 tenemos la otra desigualdad y esto implica que 3y = 3, en

Cy(vX,E). (a)

Sea i, : X — v X el embebimiento candnico y definamos la aplicacion
T:(Cy(vX,E),B,) = (Co(X, E), B,) dada por f ~ foi,. Notemos que foi, = f|x

y por el Corolario 2.1.2 tenemos que 1" es continua.

Sea T* : (Cy(X, E),B,) — (Co(vX,E),B,) el operador adjunto de T, dado
por ® — ®oT. Esto implica que pu € M, (X, E") se corresponde con una medida
i€ M,(vX, E').

Ahora, sabemos que X es embebido en vX y vX es embebido en X, por tanto

|l = [ul-

Esto implica que A= {f; u € A} es norma acotado pues tenemos que
o] (vX) = |A/f;|(ﬁX) = ]/;H(BX) — |p/(X). Ademas, por la continuidad de T*, A es
o ((Cy(vX, E),B,), Cy(vX, E)) relativamente contablemente compacto de (C,(vX, E), 5,

De (a) y de (Choo, [3 Lema 5.8]) se concluye que A es conjunto fy—equicontinuo

de (Cy(vX, E), Bo)'.

En este mismo lema, Choo muestra que existe una sucesion creciente de conjun-
tos compactos {K,;n € N} de vX, tales que

1
o] (v X — K,) < -; para cada p € A.

(n 4 1)2n+

También |i| (v X — K,,) = m(ﬁX — K,,) y los zero set’s de fX — X no cortan a
vX (Koumoullis, [9 p. 470]).

52



2.5. OTRAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE fp

Por lo expuesto, si D es conjunto distinguido de X — X, entonces D es conjunto

distinguido de X — vX.

=1
Para D definamos gp : S X — R dada por gp = E ~X(Kn—Kn_1)-
n
=1

Por construccion gp es acotada y se anula en D. Esta tultima afirmacion es cierta

por cuanto D es disjunto con v.X y K,, C v.X; para todo n € N.

Ahora, se afirma que gp se desvanece en el infinito. En efecto, dado € > 0 existe

1
n, € N tal que — < € para todo n > ny.
n

1
Sea x € KS _,. Entonces gp(z) es 0 0 —; n > ny. En cualquier caso gp(z) < e.
n

Esto implica que K | C {z € fX : gp(z) < e}.
Por tanto {z € X : gp(x) > e} C K, 1.
Ahora definamos la fp—vecindad en Cy(X, F) dada por:

V= {f € Cy(X,E) : sup <m9D> (z) < 1}

r€LX

De aqui y por la definicion de gp, se deduce que sup || fl[(z) < n.
LBE(Kn—anl)

Sea f € Vy ||fllw =M. Existe N € N tal que N > M. Sea &, € A.

2,0 < o) = [Tl =" [ [Fdlul+ [ [ Fldi
BX =l g Tk, .y

BX—-KnN
N
1 N
<Sn <1.
= ;" n2n (N 1)2v

Esto prueba que A es Sp—equicontinuo para todo D € D(5X) y por tanto es

Bp—equicontinuo.
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Teorema 2.5.2 Sea X un P—espacio y E un espacio normado. Si Cp(X) ® E es
denso en (Cy(X, E), B,), entonces (Cyp(X, E), B,) es Mackey.

Demostracion:

Sean F' = (Cy(X, E),B,) vy G = (Co(X, E),||.||)- Del Corolario 2.3.1 F'y G tie-
nen los mismos conjuntos acotados. De las dualidades (F,F") y (G,G’), sabemos

que o(F, F') y 0(G,G") son topologias compatibles con 3, y ||.||, respectivamente.

De lo expuesto se deduce que (Cy(X, E),0(F, F")) y (Co(X, E),0(G,G")) tienen
los mismos conjuntos acotados. Ademés G es normado y por tanto la topologia fuer-

te B(G’,G) sobre G’ es igual a la de la norma.

Como 3, < |||, F* € G’ y por tanto la topologia fuerte 5(F”, F') sobre F’ es igual

ala que hereda de (G', B(G’, G)). Luego la topologia fuerte sobre F’ es la de la norma.

Sea A C F’ absolutamente convexo y o(F’, F')—compacto.

Es conocido que todo conjunto absolutamente convexo y compacto de (F’,o(F’, F))
es acotado en (F', B(F', F)) (Schaefer, |15 Teorema 5.1 p. 141]). Por tanto A es aco-

tado en norma.

Ademéas A es compacto y por tanto es contablemente compacto. También es re-
lativamente compacto pues es compacto del espacio Hausdorff (F’,o(F’, F)) y por

tanto es cerrado, luego su clausura es compacta.

De lema anterior se concluye que A es 5,—equicontinuo, luego F' es Mackey.

O

Teorema 2.5.3 Sea X P—espacio y E espacio de Banach. Si Cy(X) ® E es denso
en (Co(X, E), By), entonces (Cyo(X, E), By) es fuertemente Mackey.
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Demostracion:

Denotemos F' = (Cy(X, E),B,) v G = (Co(X, E), ||.||)- Sea A relativamente con-
tablemente compacto de (F',o(F’, F)), entonces A es relativamente contablemente

compacto de (G, o(G’, G)).

Puesto que E es un espacio de Banach tenemos que G es Banach y por tanto
es un espacio de Fréchet. Entonces G’ es completo bajo la topologia Mackey de la
dualidad (G, G’) (Kothe, [12 p. 265]). Consecuentemente la céapsula convexa cerrada
de A es completa en (G', 7(G', G)).

De un resultado conocido, si X es un espacio localmente convexo y H es un
subconjunto de X cuya capsula convexa cerrada es completa, H es relativamente
débilmente compacto si y so6lo si toda sucesion en H tiene un punto de adherencia

débil en X. (Schaefer, [15 Teorema 11.2 p. 187]).

Aplicando este resultado a A subconjunto de (G',0(G’,G)), se concluye que A
es relativamente débilmente compacto en (G’,o(G’,@)). Por tanto, A es débilmente

compacta en (G, 0(G, G)).

Otro resultado conocido es que si B es un subconjunto compacto de un espacio
localmente convexo X y C' es la capsula absolutamente convexa cerrada de B, enton-
ces C' es compacto si y solo si C' es completo para 7(X, X’). (Schaefer, [15 Teorema

11.5 p. 189)).

Aplicando este resultado a A en (G',0(G’, G)) se concluye que la capsula abso-
lutamente convexa cerrada de A es compacta en (G, 0(G’, G)). Ahora aplicamos un
resultado usado en la prueba del Teorema anterior con el cual se concluye que la

cipsula absolutamente convexa cerrada de A es acotada en (G, 5(G’, Q).

De esto tenemos que A es acotado en norma y del lema anterior A es 3,—equicontinuo.
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Esto prueba que F' es fuertemente Mackey.

2.5.3. Condiciones de Separabilidad

En el Capitulo 1 se definié espacio submetrizable separable y espacio submetri-
zable Baire-separable. Ahora mostramos dos propiedades de (Cy(X, E), ,) cuando

X posee las cualidades mencionadas.

Teorema 2.5.4 St X es un espacio submetrizable Baire-separable y E es un es-
pacio normado separable, entonces (Cy(X, E),B,) es separable. Reciprocamente, si

(Co(X, E), By) es separable entonces X es submetrizable separable.

Demostracion:

= Supongamos que X es un espacio submetrizable Baire-separable. Por defini-
cion existe una funcion ® de X en un espacio métrico separable Y tal que ®~!

es Baire medible. A continuacion mostramos que (C, (Y, E), 3,) es separable.

De (Wheeler, [23 p. 153]), si , es separable entonces [, es separable. Inver-
samente, si 3 es separable y M, = M,, entonces (3, es separable. Esta tltima
afirmacion es por cuanto las topologias compatibles preservan la separabilidad

o la no separabilidad.

Por (Koumoullis, [9 p. 467]), si X es separable metrizable M,(X) = M,(X).

Por (Choo, [3 Teorema 6.2]) tenemos que si X es Hausdorff completamente
regular y F es localmente convexo separable, entonces (Cy(X, E), 5y) es sepa-

rable si y solo si X es separable submetrizable.
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En este caso tenemos que Y es separable metrizable, por tanto submetrizable,
y ademas E es normado separable, por tanto localmente convexo separable.

Por Choo, (Cy(Y, E), 5y) es separable.

De Koumoullis M, (Y') = M,(Y') y por tanto M, (Y, E') = M,(Y, E’). Aplicando
los resultados de Wheeler y Choo, concluimos que (Cy(Y, E), 3,) es separable.

Por otra parte, del Corolario 2.1.2 Ty : (Cy (Y, E), 5,) — (Cy (X, E), B,) defi-

nida por Te(f) = fo® es una aplicacion continua.

De un resultado conocido, si una aplicaciéon lineal es continua respecto a las
topologias originales, también es continua respecto a las débiles (Swartz, |21
Teorema 11 p. 193]). Por tanto Tg : Cy(Y, E) — Cp(X, E) es débilmente con-

tinua.

De otro resultado conocido esto implica que la correspondiente aplicacién ad-
junta T3 : My(X,E') — M,(Y,E) es débilmente* continua (Schaefer, [15

Teorema 7.4 p. 158]). Afirmamos que T} es inyectiva.

En efecto, sean py, us € M,(X, E') tales que Tg(u1) = T5(p2). Esto implica
que T (u1)(B) = Tg(po)(B), para todo B € Ba(X).

Puesto que M,(X,E") C M,(X,E’), p; es sigma aditiva y se verifica que
Ti(1:)(B) = pi(®~1(B)); con i = 1,2 (Wheeler, [23 Teorema 7.15]). Por tanto
w1 (P~ H(B)) = p2(®1(B)), para todo B € Ba(Y).

Sea A € Ba(X). Por hipotesis @' es Baire medible que equivale a que
®(A) € Ba(Y).
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De lo expuesto, (P71 P(A))) = (P~ H(P(A))), para todo A € Ba(X). Por
la inyectividad de ®, pi(A) = pe(A), para todo A € Ba(X), con lo cual

M1 = Ha2.

Puesto que T} es inyectiva, esto equivale a que la imagen de Cy(Y, E) bajo Ty
es un subespacio débilmente denso de Cy(X, E) (Schaefer, |15 Corolario 2.3 p.
129]).

Como anteriormente se justifico, (Cy(Y, E), 5,) es separable y asi Cy(Y, E) es

débilmente separable.

Afirmamos que Cy(X, FE) también es débilmente separable.

En efecto, sea S un subconjunto numerable y denso débilmente de Cy(Y, F).

Denotemos por S la clausura débil de S en Cy(Y, E). Luego,

S =GCy(Y, E), Te(S) = To(Co(Y, E)) y Ta(S) = Cy(X, E).

Pero Ty es continua y por tanto Tg(S) C Te(S). Tomando clausura débil a esta

contencion y del resultado precedente sigue que Cy(X, E) C To(S) C Cp(X, E).

Esto prueba que Cy(X, F) es débilmente separable pues contiene a T5(.5), el

cual es subconjunto denso y numerable.

Como las topologias débil y /3, son compatibles, entonces (Cy (X, E),[3,) es

separable.

» Reciprocamente, supongamos que (Cj, (X, E), f3,) es separable. Como 3y < f3,,

(Cy (X, E), Po) es separable. Esto implica que X es separable submetrizable.

OJ
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Teorema 2.5.5 St X es un espacio métrico y E es un espacio normado separable,
entonces (Cy(X, E), B,) es separable si y solo si la cardinalidad de X es menor o

1qual que la de R.
Demostracion:

= Supongamos que (Cy(X, E),B,) es separable. Por el Teorema anterior X es
submetrizable separable. Entonces existe un espacio métrico separable Y y
una funcion continua inyectiva f de X en Y. Es conocido que la cardinalidad

de un espacio métrico separable es menor o igual que la de R.

Por otra parte f es inyectiva y por tanto cardinalidad de X es menor o igual

que la de Y. Esto prueba que la cardinalidad de X es menor o igual que la de R.

= Reciprocamente, supongamos que la cardinalidad de X es menor o igual que
la de R. Entonces existe un subconjunto contable {f,} de C(X) que separa

puntos de X (Summers, [20 Teorema 3.2 p. 511]).

Definamos la aplicacion F': X — R¥, dada por F(x) = (fi(x), fo(z),...); don-
de w denota la cardinalidad de N. Dotando a R* de la topologia producto,
tenemos que este espacio es separable. Ademas F' es continua e inyectiva por

construccion.

Esto implica que X es separable submetrizable. Por un resultado usado en la

prueba del teorema anterior, (Cy(X, E), 5y) es separable.

Por otra parte, dado que F' es inyectiva, continua y R“ es real compacto, se

concluye que X es real compacto (Gillman, [5 Teorema 8.18]).

Si X es metrizable se verifica que M,(X) = M;(X) si y solo si X es realcom-
pacto (Wheeler, [23 Teorema 8.19)]).
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Por hipotesis X es metrizable y de lo expuesto M, (X, E') = M, (X, E').

Dado que (Cy(X, E), Bp) es separable se concluye que (Cy(X, E), ,) es sepa-

rable.
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Capitulo 3

Representacion de Operadores

Lineales

3.1. Introduccién

En este capitulo establecemos condiciones para representar un operador lineal
continuo T : (Cy(X, E), B,) — F, siendo X Hausdorff completamente regular, E y

F" espacios normados.

Para ello empleamos resultados expuestos en los Capitulos anteriores y propie-
dades del espacio C,..(X, ), formado por los elementos de Cy,(X, E) cuya imagen es

relativamente compacta, provisto de la topologia en norma.
Por (Katsaras, [7 Lema 2.2]), C,(X) ® E es ||.||—denso en C,.(X, E).
Del trabajo realizado por Katsaras en ese mismo articulo, Lemas 2.1 y 2.3, es

conocido que (Cp.(X, E), ||.||)’ es el espacio M (X, E'). Estos espacios son isométri-

camente isomorfos, relacionados por:

M(X,E") 3 pu— @, € Cro( X, E); ®,(h) = [hdp; para h € C,.(X, E).
X
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Del Capitulo 1, B(X, Ba*(X), E) es la clausura de S(X, Ba*(X), E) en el espa-
cio de las funciones acotadas de X en E provisto de la topologia de la convergencia
uniforme.

Con lo expuesto, definamos la aplicacion 7 : B(X, Ba*(X), E) — C..(X, E)",

g — m(g) tal que w(g)(®,) := [gdp; para p € M(X, E').

X
Por construccion 7 esta bien definida, es decir, 7(g) € C,..(X, E)":

» Sean i, fig, 2 € M(X, E') y sea a € R.

W(g)(q)ul + (I)m) = W(g)(q)ul-i-m) = ){gd(ﬂl + M2) = igdﬂl + !;ng2
= m(g)(Ppr) + 7(9)(Ppo)-

m(9)(a®,) = 7(9)(Pan) = i gd(ap) = a)f( gdp = am(g)(®,).

Esto prueba la linealidad de m(g) en C,..(X, E)".

s Sea &, — 0 una sucesion en C,.(X, E) y sea u, € M(X,E’") la medida que
identifica a ®,,.

7(9)(®a)| =

igdua < [ligldlpal < llglloolptal(X) = l|gllsc||Pall — 0
X

Esto prueba la continuidad de 7(g) en C,..(X, E)'.

7 es lineal por la linealidad de la integral.

7 es continua: sea g € B(X, Ba*(X), E).
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3.1. INTRODUCCION

17(9)(@,)] = fgdu‘ < [llgldlal < llgllolpal X) = llgllol|, ]l Luego,
X X
)
—|7T(||9;)( ||M)| < ||9]|so- Tomando supremo respecto a p € M (X, E'), tenemos
o

I7m(9)]| < ||9]|co- Esto prueba la continuidad de 7.

Sea L(E,F") el espacio de los operadores lineales y continuos de E en F”. Sea

m : Ba*(X) — L(E, F") una funcion conjunto.

Para cada y' € F', sea my : Ba*(X) — E’ la funcién conjunto dada por

my (A)(e) = m(A)(e)(y'); para todo A € Ba*(X) y todo e € E.

n

> m(Ai)(e)

1=

1
Ba*—particiones finitas {A;} de A y sobre todos los e; € E tales que ||¢;|| < 1.

Sea m(A) = sup , donde el supremo es tomado sobre todas las

1

Denotaremos por M (X, L(E, F")) como el espacio de todas las medidas finita-
mente aditivas m : Ba*(X) — L(E, F") tales que:

= my € M(X,E') para cada ' € F'.
. T?L(X) < 0.

En este caso, se afirma que m(A) = sup {|m,|(A);||y|| < 1}; para todo A €
Ba*(X). En efecto,

sup sup Zm(Ai)(ei) = sup sup sup m(A;)(e)(y)
leall<1{4i} |55 oo lleill<t{A Iy <1 |55
= sup sup sup Zmyr(A,-)(ei) = sup |my|(A).

lly/ I<1le:||<1{A;} i=1 ly'l<1
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

Por otra parte, definimos el subespacio de las medidas

M, (X, L(E,F")) = {m € M(X,L(E, F"))/m, € M,(X,E');Vy € F'}.

3.2. Resultados Previos

Sea T : Cy(X, E) — F un operador lineal y norma-continuo. Para T|c, (x,g) se

definen:

s (Tlewixm) : F' = Cro(X, E) dado por f > foTl|e,.x.z); f € F'.

!/

. (T‘CTC(X,E))H : Cre(X, E)" — F" dado por g — go (T|CTC(X,E)) :
g€ Cre(X, E)".

Para cada A € Ba*(X) y cada e € E, definamos
m(A)(e) = ((Tlexm) " or) (xa © )

Notemos que m(A)(e) es un elemento de F”.

A continuacion mostramos que m(A) € L(E, F"), para todo A € Ba*(X).

= m(A) es una aplicacion lineal de E en F” por construccion.

= m(A) es una aplicacion continua de E en F”.

Ve e E, [m(A)(e)| = [(T"om)(xa @ e)| < [[T"ol[[[xa ® €]lcc = [[T"om[[[e]|
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En el siguiente teorema mostramos que m es un elemento de M (X, L(E, F")).

Teorema 3.2.1 Sea T : Cy(X, E) — F un operador lineal y norma-continuo. Sea

m: Ba*(X) — L(E,F")
A — m(4): E — F’
e — m(A)(e)

Entonces m es un elemento de M(X, L(E,F")) y se denomina la

medida representacion de T

Demostracion:

A lo largo de la demostracion, denotaremos (T\Cm( X, E))” por T".

1. m es finitamente aditiva.
Sean Aj, Ay € Ba*(X) conjuntos disjuntos y sea e € E, tenemos
m(A1UAz)(e) = (T"om)(xa,04, @ €) = (T"0m)((Xa, + Xa,) ®€)
= (T"om)(xa, ®€) + (T"0m)(x4, ® €) = m(A1)(e) +m(A2)(e)
= (m(A1) + m(A42))(e).

Luego m(A1UAy) = m(A;)+m(Ay) y esto prueba que m es finitamente aditiva.

2. m es una medida en el sentido de Schuchat (Capitulo 1, seccion 1.2).
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Hay que mostrar que la aplicacion )\ : S(X, Ba*(X),E) — F", que induce m

n
y dada por A, (Z X4, @ ei> Zm e;), es continua con la topologia

de la convergencia uniforme sobre S (X Ba*(X), E).

En este caso, dado que T”o7 es lineal y norma-continuo, tenemos que

n

)\m (Z XA; ® 6i> = Z (T”Oﬂ_) (XAZ ® 61 T”O’N (Z XA; ® 61) .
=1

=1

Esto prueba que \,, = 7”07 y por tanto \,, es norma-continua.

. my € M(X,E'), para todo iy € F'.

En el Capitulo 1, seccion 1.2, se defini6 el conjunto M (X, E’). Ahora mostra-

mos que m, satisface tales condiciones, para cada y' € F'.

= m, es funcién conjunto de Ba*(X) en E'.

Sea A € Ba*(X) y sean e1,e5 € E.

my (A)(e1 + e2) = m(A)(ex + e2)(y) = (T"om)(xa © (€1 + €2))(¥/)
= (T"om)(xa ® €1+ Xa ® e2)(y')

= (T"om)(xa @ e1) + (T"om)(xa © €2))(¥/)

= (T"om)(xa @ ex)(y') + (T"om)(xa © €2)(¥/)

= m(A)(e)) () +m(A)(e2)(y') = my (A)(er) + my (A)(e2).

Seae € EyseaacRR.

my (A)(ae) = m(A)(ae)(y') = (T"om)(xa @ (ae))(y')
= a(T"om)(xa @ €)(y)

= am(A)(e)(y') = amy (A)(e).
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Esto prueba la linealidad de m, (A).

Para la continuidad tenemos que:

Imy (A)(e)] = [(T"om)(xa @ e)(y/)] < [[(T"om)(xa ® €[ [|¢/]]
< 177 el Ty 11

Tomando K = ||T"]|||x||||y'|| > O se prueba la continuidad de m,,.

Si ||¥/|l = 0, entonces m,, es la medida nula y esta en M (X, E’).

m, es finitamente aditiva.

Dado que anteriormente mostramos que m es finitamente aditiva, se ve-

rifica que m,, también lo es.

m, es medida.

Por lo expuesto en el Capitulo 1, seccion 1.2, cuando E es normado se
n

cumple que m,, es medida si y sélo si supz |my (A;)]] < oo, donde el

supremo recorre todas las Ba*—particiones finitas {A;} de X; también

SUPZ [[my (Ai)|| = sup

tomado sobre todas las Ba* —partl(:lones finitas {A;} de X y sobre todos

Zmy , donde este tltimo supremo es

los e; € E tales que ||e;|| < 1.

n

Z my (A;)(e;)| < oo.

i=1

Ahora mostramos que sup

> my(A)(er)| =

B ' (zn: ((T|CTC(X7E))” 0”) (xa;®@e) | (¥)

=1
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I/
F/l

<

(T"or) (Z X4 ® 6) (¥)

T"om (Z X4, @ e)

i=1

< [T [lly/]]-

Esta tultima expresion se obtiene del hecho que T”om es lineal y norma-

ZXA,-@G

i=1

continuo; y, que <1

Como esto es valido para cualquier particion finita de X y toda coleccion
n
{ei}, se concluye que sup Zmy/(Ai)(ei) < 00.

i=1
my .. € M(X), para todo e € E.
Por definicion, my .(A) = my,(A)(e) = m(A)(e)(y'), para todo A €

Ba*(X). De lo visto anteriormente m, .(A) estd en R y m, . es fini-

tamente aditiva.

Esto prueba que m, . es una funcién conjunto finitamente aditiva de

Ba*(X) en R.

Para mostrar que m, . € M(X), veremos que m, . induce un funcional

lineal continuo sobre (Cy(X), ||.]])-

En efecto, definamos ¢(f) = [ fdm, .; para cada f € Cy(X). Sea la su-
b
cesion f, — 0 en (Cp(X), ||.||), luego:

|¢(f04)| =

ffadmy’,e
X

< f||fa”d|my’,e, < Hfa‘|00fd|my’,e|
X X

= [[falloo|my e[ (X) = 0.
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4. m(X) < oo.

De las definiciones dadas en la seccién anterior, tenemos que:

m(X) = Hsvhbp |my| (X). Fijemos y' € F' tal que ||y/|| < 1.
y'|I<1

|my| (X) = sup E my (A ; donde el supremo recorre todas las particio-

nes finitas {4;} de X y todos los e; € E tal que ||e;]] < 1.

E my (A;)(e;)

= ‘ Zm(Ai)(ei)) (y')

B <Zn: ((T\Cm(x,E))” °7T> (xa;®@e) | (¢)

i=1

1yl < (17" o]
F//

T om (Z X4, ® e)

=1

= |(T"om) (Z Xa; ® e) (V)| <

i=1

Como esto es valido para cualquier particion finita de X y cualquier coleccion

{e;}, es valido para el supremo y por tanto m(X) < oco.

Previo a demostrar el siguiente teorema, es necesario recordar que:

1. Si f € Cy(X), f es Baire—medible (Wheeler, |23 p. 108]).
2. Para p, una medida positiva, se verifica que:
a) Si0 < f < g, donde g es integrable respecto a iy f es medible, entonces

f también es integrable respecto a u (Berberian, [2 p. 78 Teorema 1]).

b) Si f > 0 es integrable, entones [ fdu = sup[pdu, donde ¢ varia sobre
X X
todas las funciones simples tales que 0 < ¢ < f (Berberian, [2 p. 80

Ejercicio 2).
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3. Sipe M,(X,E") C M,(X,E'), induce un funcional lineal continuo

X,: : L1 — R que verifica ‘X;(f)‘ < p(f) = |p*(If]), para toda f € L;.
Ademés B(X, Ba*(X), E) es subconjunto de £; y cuando la seminorma p esté
dada por |ul|, £4 contiene a Cp(X) ® E'y S(X, Ba*(X), E) como subespacios

densos (Capitulo 1 Seccion 1.4).

4. Si @ € (Cy(X,E),||.I]), la funcion A\g : Cp(X)T — [0,+00) definida por
Mo(f) = sup{|®(h)|: h € Co(X, E),||h]| < f}, es aditiva, homogéneamente

positiva y monétona (Lema 2.2.1).

Es conocido que esta funciéon puede extenderse a un funcional sobre Cp(X),

dado por:
Aa(f) = Aa(f) = Aa(f7); para toda f € Cy(X).

5. Siu € My(X,E"), entonces |u| € M,(X) (Teorema 2.4.1) y esta |u| se corres-
ponde con un funcional ¢, B,—continuo sobre Cy,(X) (Wheeler, [23 Teorema

11.8]).

6. Si Cp(X) ® E es f,— denso en Cy(X, E), entonces (Cyp(X, E), 3,)) se identi-
fica con M,(X, E’). Por tanto, cada p € M,(X, E’) induce un funcional @,
B,—continuo sobre Cy(X, E) y Cy(X, E) C L1(p, X, E) (Teorema 2.4.2).

Respecto a estas relaciones tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 Si Cy(X)®FE es B,— denso en Cy(X, E), para cada p € My(X, E'),
Ao, (f) = [fd|ul = ¢y(f); para toda f € Cy(X).

X

Demostracion:
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La segunda igualdad es un resultado conocido por lo que mostraremos, sin pér-

dida de generalidad, Ao, (f) = [ fd|u|; para toda f € Cy(X)T.
b

o [fd|ul < Ae, (f).
X

Para f € C,(X)*, tenemos que [fd|u| = sup [@d]|p| con ¢ funcion simple
X 0<p<f X
de X en R.

Para ¢ > 0 existen o; > 0 y una coleccion de conjuntos disjuntos {A;};_,

Ba*(X)—medibles tales que:

[fd|ul </ZaiXAid
X -

€ - €
Hl+g5= Y ailpl(A) + 3
X =1 =1

Por la definicion de |u|, para cada A; existe una coleccion de conjuntos disjun-

tos {A;;}7, Ba*(X)—medibles y e;; € E con [le;;|| <1 tales que

g

DPi
€
|| (A4;) < + Ina < ; |11(Asj) (ei)| + Tnoy”

2 11(Aij)(eiz)

En estas ultimas expresiones podemos considerar un tnico p = max {p;} si
permitimos que los A;; puedan ser vacios y ademés, sin pérdida de generali-

dad, podemos considerar que j(A;;)(e;;) > 0. Asi,

. i 3e - u 3e
J;fdlld <> Y plAg)(ey) + 1= > i > e, (Aiy) + T
=1 j=1 i=1  j=1

Por la regularidad de las medidas yi.,;, tenemos que para cada A;; existe un

Baire set Z;; tal que i, (Aij) < pte,,(Zij) + con lo cual

£
12pnay’

. & o€
BCfdllM < Zai Z,ueij(zij) + E
=1 j=1
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Por cada i, j, podemos escoger (Wheeler, [23 p. 115]; Fontenot, [4 p. 852]):

£
Dii — 7)) < —.
( J ]) 6pn

e cozeros disjuntos Dy; con Zi; C Dyj y |fase,,

e funciones f;; continuas de X en R tales 0 < f;; < 1, fi; = len Z;; y
fij =0en X — DZJ

Con esto tenemos:

n D n V4 n p
Sy e, (Zi) =D ) ulZi) (i) =Dy /fz‘j ® azejdp
i=1  j=1 i=1 j=1 i=1 j=17 .
n p
S ZZ/][@J ®aieijdﬂ
i=1 j=1y
= Z /fij ® ageizdp — Z / fij ® azeizdp
" Dy BIDL- 7.
< Z/fij®aieijd,u +%
bl Dy

= Z/fij@aieijdlu’ +%

1,7 X

£
— /me‘@aieij du +6
x b

£

MG

= |D, (Z fi; ® Oéi%’)
1,7

Notemos que Z fij ® aye;; € Cp(X, E) y verifica < f.

.7

o, (Z fi; ® Oéi%’)
,J

Z fij @ aieq;

1,

Asi

< e, (f) y por tanto [ fd|ul < Xe,(f) +e.
X

Puesto que ¢ fue arbitrario, esto prueba la primera desigualdad.
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= Ao, (f) < [fd]pl.
X

Sea g € Cyp(X, E) tal que ||lg]] < f. Entonces existe una sucesion {g,} en

S(X, Ba*(X), E) que converge a g en la seminorma |u|.

Dado ¢ > 0 tenemos que |u|(||g — gn||) < € para todo n > ng; con ny € N.

Por propiedades de las seminormas y por la monotonia de |u|, sigue que

[l (llgnll) < 1ul(ligl) + & < 1pl(f) + e

—~

X(ga)| < 1l(llgall) ¥ X(@)] = Nulg = 9| < [Au(ga)], entonces
M (9)] = A9 = gl < l(f) + .

Como

Por la continuidad de 5\: en g y dado que ¢ fue arbitrario, se concluye que

Ma(9)] < Lul(f).

Por la unicidad de la representacion sabemos que 5\:(9) =,(9)y

|kl (f) = {fd|u|, por lo cual |®,(g)| < )f(fdml-

Puesto que ¢ fue arbitraria esto es valido para el supremo y por tanto

Ao, (f) < [fd]pl-
X

La siguiente definicion serd empleada mas adelante.

Definicion 3.2.1 Sea M subconjunto de M,(X, E") tal que sup|u|(X) < oc.
eM
Se dice que M satisface la condicion (C,), si para toda funcion f de X en un

espacio métrico separable Y y para todo € > 0 existe un compacto K C'Y tal que

sup|ul(X — f1(K)) < =.
pHEM
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Teorema 3.2.3 Sea M subconjunto de M,(X,E') tal que sup|p|(X) < oo y sea
HeEM

Co(X) ® E By—denso en Cy(X, E), las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. {®, : p € M} es B,—equicontinuo.
2. {T% S pE ./\/l} es [Bp—equicontinuo.
3. {¢Iu| S E M} es [Bp,—equicontinuo.

4. M satisface la condicion (C,).

Demostracion:
Por lo mostrado en el Teorema precedente tenemos que (2) < (3).

Ahora mostramos que (1) < (3).

- 3= (1)

Sea H = {gbw S pE /\/l} Bp—equicontinuo. Dado € > 0 existe una 3,—vecindad
W, absolutamente convexa y sélida en Cy(X), tal que |¢),(f)| < €, para toda
f € Wy para todo ¢, € H.

Con W construimos una j3,— vecindad V' en Cy(X, E) y se verificaquesi g € V,
entonces ||g|| € W; similar al procedimiento empleado en la demostracion del

Teorema 2.3.1, primera parte.

Sabemos que |®,(f)] < ¢, (||f]]), para f € Co(X,E) y p € M(X, E') (Fonte-
not, [4 Lema 3.11]).

Por lo expuesto, si g € V entonces |®,(g9)| < ¢),(|lg|]) < €. Esto prueba que

{®, : p € M} es B,—equicontinuo.
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= (1)=(3)

Sea H = {®, : p € M} B,—equicontinuo. Dado ¢ > 0 existe una /3,—vecindad
V', absolutamente convexa y solida en Cy(X, E), tal que |®,(g)| < € para toda
g € V y para todo ¢, € H.

Con V construimos una f,— vecindad W en C,(X) y se verifica que si f € W,
entonces f®e € V, con e € E tal que ||e|| = 1; similar al procedimiento usado

en la demostracion del Teorema 2.3.1, segunda parte.

Fijemos f € Wy sea g € Cy(X, E) tal que ||g|| < |f|. Puesto que |f| = ||f®e€||
y V es solida, se verifica que g € V. Por tanto |®,(g)| < € para todo ®, € H.

Como g fue tomada de manera arbitraria, el supremo verifica esto y asi

o, (If]) < e Ademas X, (f) < Xa, (1) = Aa, (| f])-

De aqui y del teorema anterior, se tiene que ¢, (f) < €, para toda f € W.

Esto prueba que {¢\u\ e M} es 3,—equicontinuo.

Finalmente mostramos que (1) < (4).

= (1) =(4)

Puesto que ya mostramos que (1) < (3) mostraremos que (3) = (4).

Por hipotesis {qﬁm RS ./\/l} es f,—equicontinuo en Cy(X).

Por otra parte |u| € M,(X)* y para cada funcién continua f de X en un

espacio métrico separable Y se verifica que f.(|u|) € My(Y)" (Lema 1.2.1).
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Por tanto, se verifica que {¢f*(|u|) S E ./\/l} es fp—equicontinuo en Cy(Y).

Esto implica que dado € > 0 existe un compacto K C Y tal que
fe(lu)(Y — K) < g; para toda u € M (Sentilles, [17 Teorema 5.1|).

Por tanto, |u|(f~H(Y — K)) = |u|/(X — f7(K)) < ¢, para toda u € M.

Esto prueba que M satisface la condicion (C,).

(4) = (1)
Por hipotesis M C M, (X, E') tal que sup |p|(X) < oo.
neM

Sea ag = sup|p|(X). Mostrar que H = {®, : p € M} es f,—equicontinuo
neM
en Cy(X, E) es equivalente a mostrar que H es 3p—equicontinuo, para cada

D € D(BX).

Sea D un conjunto distinguido de X — X. Existe una funciéon continua

f: BX — Y, con Y espacio métrico separable, tal que D = f_l(f(D))

Con esta funcion definamos f : X — Y por [ = ﬂx, con Y = f(X) Notemos

que f es continua de X en el espacio métrico separable Y.
Sea W ={f € C,(X,E) : |P,(f)] <&;Vue M} e>0.
Mostraremos que W € p v con ello que H es p—equicontinuo.

Notemos que W es absolutamente convexo por lo que falta mostrar que para

todo r > 0 existe una fp—vecindad V, en Cy(X, E) tal que V., N B, C W,

76



3.2. RESULTADOS PREVIOS

siendo B, la bola en Cy(X, E), centrada en 0 y radio r (Lema 2.1.1; Katsaras,
|8 Lema 3.2|).

De la hipotesis, M satisface la condicion (C,) y para f definida anteriormente,

existe un compacto K C Y tal que

suplul(X = FH(K)) < o (§)

HEM r

Sea Kp = f~!(K). Notemos que K es cerrado por ser compacto en el espacio

Hausdorff Y y como f es continua, entonces Kp es cerrado en 5.X.

Puesto que X es compacto se concluye que Kp es un subconjunto compacto

de pX — D.

Por otra parte, de la Definicion 2.1.1 y del Lema 2.1.1, Sp coincide con la
topologia 7* de la convergencia uniforme sobre los compactos de 5X — D, en

los conjuntos acotados en norma de Cy(X, E).

Con lo expuesto, definamos el conjunto

£

Z = {f € Cy(X,E) : sup||f](x) <77}ﬂ3r5 T= o0+ a0)

z€Kp + 050)‘

Sea f € Zysea®, cH.
@ (A< [Iflldlul = [ flldlul = [lfldel+ [ 1fldul
b'e BX Kp BX—Kp

Qo€ +€<€
“2(14+ag) 2 ’

Para la primera igualdad se usa (Sentilles, |17 p. 313|) y para la tltima de-
sigualdad se usa (§) y el hecho que
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[|(BX = Kp) = |ul((BX — Kp) N X).

Esto prueba que Z C W y asi W € fp. Por tanto H es p—equicontinuo en
Cy(X, E), para todo D € D(SX). Luego H es [5,—equicontinuo.

Teorema 3.2.4 Si Cy(X)®E es f,—denso en Cp(X, E) y p € M,(X, E'), entonces
para todo A € Ba*(X) se cumple que:

1. El funcional ® 4 : Cpo(X, E) — R definido por ® 4(h) := [hdp, es Bylc,.x,p)— continuo
A
y puede ser extendido a un unico funcional lineal B,—continuo

O, Cy(X, E) = R, y escribiremos

!;fdu =D 4(f); para f € Cy(X, E).

2.

{fdu’ < JISlldluls para € Gy E).

Demostracion:

1. Para A € Ba*(X), p€ M(X,E")y h € C..(X, E), se define
[hdp = lim Z,u(Ai)(h(xi)), donde P = {A;} es Ba*(X)—particion de A
A w(P)—0“ T

yz €A (Katsa;as, |7 p. 14-15]).

Similar a lo realizado en el Teorema 1.4.1, obtenemos

fhdu] < [{hlldll.
A A

ﬁp'cl(}x)E)

Consideremos ahora una red h, en C,.(X, F) tal que h, 0. Entonces
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3.2. RESULTADOS PREVIOS

|®A(ha)| =

fhadu‘ < [lihalldld < [lhalidlil = ép(lihal):
A A X

Por la 3,—continuidad de ¢, y dado que ||h,|| %0 en Cp(X) (Teorema 2.3.1),
se concluye la ,—continuidad de ®,4 sobre C,.(X, E).

De la hipotesis Cp(X) @ E es ,—denso en Cy(X, E) y de lo expuesto en la
introduccion Cp(X) @ E C C,.(X, E), por tanto C,.(X, E) es ,—denso en
Cy(X, E).

Por la §,—densidad de C..(X, E), ®4 puede ser extendido de manera tnica a

un funcional lineal 3,—continuo sobre Cy(X, E) denotado por ®4.

2. Sea f € Cy(X, E) y sea h, en C,..(X, F) tal que h, @ f, entonces h, — f % 0,
luego [|ho— f|| % y por tanto | ||hq || =[£Il | %0 en Cp(X). Con esto tenemos

que

[ llhelld]l — f||f||d|ﬂ|‘ Y
A A

I (el = 1A dlal| < J 1ol = 11 |l
A A
< S Wl = 71 1l = &) el = 51 1) = 0
De aqui, [ flldlul = tim f|[ha|d]ul.
A A

De la parte (1), ®4(f) = ®4(lim hy) = lim® 4(h,). Por tanto,

J | =t o] < tign il = (17l
A @ jA @A A

En los proximos resultados emplearemos la siguiente definicion.
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

Definicion 3.2.2 Sea A € Ba*(X), m € M(X,L(E,F")) y h € Co(X, E). Se de-
fine [hdm = lim Zm(Ai)(h(mi)), donde P = {A;} es Ba*(X)—particion de A
‘A m(P)—0 =

yx; € A;.

Cabe resaltar que como F” es Banach, nuevamente Katsaras garantiza la exis-

tencia del limite referido en esta definicion.

Teorema 3.2.5 Si Cp(X)®E es B,—denso en Co( X, E), p € My(X,L(E, F")) y el

conjunto {p, =y’ € F'} satisface la condicion (C,), entonces para todo A € Ba*(X)

se cumple que:

1.

El funcional Sy : Cro(X, E) = F" definido por Sa(h) := [hdu, es
A
(Bplevex,p), ||-||pv)—continuo y puede ser extendido a un unico funcional lineal

(Bp, ||| ) —continuo Sa : Co(X, E) — F", y escribiremos

Ij;fd,u = SA(f); para f € Cy(X, E).

Para cada y' € F’, (ffdu) (') = [ fdpy; para f € Cy\(X, E).
A A

Demostracion:

1. Notemos que [hdp € F”. De la definicion precedente, para y' € F”,
A

n

(1) ) =t S AN = fim Sy (A0

p(P)=0 &= u(P)—0
= [hdp,  (§)
A

Por la hipotesis el conjunto {p, : y' € F'} satisface la condicion (C)) y por el

Teorema 3.2.3 tenemos que el conjunto {gb‘uy,| 2y e F’} es [3,—equicontinuo.

80



3.2. RESULTADOS PREVIOS

Dado € > 0 existe una (3,—vecindad V' en Cy(X) tal que [¢), ,(f)| < ¢, para
cada f €V y caday € F'.

Bp|Cre(X,E

Consideremos ahora una red h, en C,.(X, E) tal que h, ) 0. Entonces

|hall % 0 en Cp(X). Esto implica que para V existe aq tal que ||h.|| € V,

siempre que o > ag.
Para ¢y’ € F' y empleando (§) tenemos

40001 = | (frac ) 1)

= | fhdig| < [Whaldig] < [l

A A b

= @, (|hall) < & para todo a > ag.

Tomando supremo sobre [|3/|| < 1 obtenemos ||S4(ha)|| < €; para todo o > «p.

Esto prueba que Su es (Bp|c,.(x,8), ||| 7)) —continuo.

Similar que en la prueba del teorema anterior, C,.(X,E) es ,—denso en
Cy(X, E) y por tanto Sy se extiende de manera tinica a un funcional lineal

(Bp, |||l ) —continuo sobre Cy(X, E), denotado por Sa.

. Sea f € Cy(X, E) y sea {hy} una red en C,..(X, F) tal que h, it f.
Por la parte (1), [fdp = lim[hadpu.
A > A

De aqui y por (§), para cada 3’ € F” se verifica que

()=o) ) - ) -
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

donde la ultima igualdad es consecuencia del teorema anterior.

Lema 3.2.1 Si Cy(X) ® E es B,—denso en Cy(X, E), p € M,(X,L(E,F")) y el
conjunto {p, =y € F' ||y < 1} satisface la condicion (C,), entonces para todo

A € Ba*(X) se cumple que:

L. |py|(A)

:sup{ £fd,uy/ cfeG(XLE)|fI < 1}.

= sup{ Jhdp, | :h e Cy(X)® E, ||h]| < 1}.
A
2. 7i(A)

—sup{|[ran| secioxmi<a}

A F

:sup{ Jhdp|| heC(X)®E, ||h||§1}.
A F
Demostracion:
L e s | raug | Fe GBI <1} < bl
A

Sea A € Ba*(X), sea f € Cy(X, E) tal que ||f|| < 1. Sea v/ € F’ tal que
ly'|| < 1. Del Teorema 3.2.4, parte (2), tenemos que:

[ fdp,
A

< Zgllflldlﬂm < |py [(A).
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3.2. RESULTADOS PREVIOS

Tomando supremo sobre || f|| < 1 se obtiene la desigualdad.

() < sup{ | ey < 7 € Cux BT < 1,
Por la definicion de |p,[(A), dado € > 0 existe una Ba*(X)—particion
{A;} de Ay una coleccion {ez} con eZ € E, |le]l <1, tal que

Zﬂy Z,uy ,€4 |+_

|,uy

Como |pty ;| € M(X), de la regularidad de estas medidas existen zero

(4) < iy ol(Z) + = (@)

set’s Z; C A; tales que |fiy e,

Similar a lo realizado en la prueba del Teorema 3.2.2, escojamos:

e cozeros disjuntos D; con Z; C D; y |y e |(Di — Z;) < 3i. (b)
n
e funciones f; continuas de X en R tales 0 < f; <1, fy =1en Z; y
fi =0en X — Dz

Con esto definimos h = Zfi ® e;. Se verifica que h € Cp(X)® E y
i=1
IIh|| < 1. Ademas,

f hdp, = Z / fi ® edpy = Z / fidpty e, Z / fidpty e,

=1 AnD;

Z /vby'76i<Ai>

=1

Por otra parte,

n

Z Hy' e (AZ) - Z My’,ei(Zi> + Z :uy’,ei(Zi) — Z / fidﬂy’,ei + /hdﬂy’
=1 =1 =1 :

=1 AAD; A

Z / .~ [ Sy,

AND;

' o(Ai — Z0)
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

S el (A = 2+ 3 Ny (Ds — Z0) + / hdy
A

=1 i=1

<S5 | [y, vor @)y )
A

Luego, |py|(A) < e+ . Como ¢ fue arbitrario obtenemos

Jhdpy
A

th € Cy(X)®E,|h| < 1}.

g 1(0) < | iy | < s { | P

Ademaés,

sup {
<o

Con esto y la desigualdad anterior, se prueba la igualdad de ambos su-

[hdpy | h € Cy(X) ® B, ||h]| < 1}
A

[fduy|: £ € GuX. B),If] < 1}.

premos con |fi,|(A).

2. Sea A € Ba*(X). De lo expuesto en la seccion 3.1, sabemos que

p(A) = sup {{py | (A); [yl < 1}

Por el item anterior y por el teorema precedente, tenemos que fi(A)

_ sup{ [ Fdug| £ € U BN < 1) < 1}

= sup{ Jhdp,| - h e Cy(X)® E;||h] < 1]y < 1}
A
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3.3. TEOREMA DE REPRESENTACION

—sup{|(f0) )] £ € GBI <30 <1,

= sup{|(fhau) 1) - e ux) 0 B < 1) < 1

:sup{ f s :fecb<X,E>,Hf|rs1}.

F//

:sup{ Jhdp|| heC(X)®E, ||h||§1}.
A

F//

3.3. Teorema de Representacion

En esta seccion damos condiciones para representar un operador lineal continuo
sobre el espacio C,(X, E) provisto de la topologia estricta [3,, en un espacio normado

F.

Dado que Cy(X)®@ E C C,.(X, E), es de observar que si C,(X) ® E es ,—denso
en Cy(X, E), entonces C,.(X, E) también es ,—denso en C,(X,E) y por tanto
(Cre(X, E), By) = (Co(X, E), Bp). Sigue que (Cro(X, E),B,) = My(X, E") por el

Teorema 2.4.2.

Lema 3.3.1 Sea Cy(X) ® E B,—denso en Co(X,E) y F espacio normado. Sea
S : Cro(X, E) = F un operador lineal (B, ||.||)— continuo. Se definen:

w ip : F'— F" como el embebimiento candnico dado por ip(y)(y') = v'(y) v

jr 2 ip(F) = F la inversa de ip.
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

n 5 F = (Cro(X, E), By) dado por f — foS;f € F', considerando en I y
en (Cr.(X, E), B,)" la topologia de la norma.

n S C = ((Cre( X, E), Bp)s |I) — F" dado por g — goS'; g € C, consideran-

do en C y en F” la topologia de la norma.

» 7: B(X,Ba*(X),E) — C, la aplicacion g — m(g) dada por

m(g)(®,) == [gdu; con p € M,(X,E") y ®, el funcional S,—continuo sobre
X
Cre(X, E) que se identifica con f.

m como la medida representacion de S, tal como en el Teorema 3.2.1 pues

By < |||l (Corolario 2.3.1).

Entonces la aplicacion S"om : B(X, Ba*(X),E) — F" satisface las siguientes

propiedades.

~

. (8"om)(g) = )f(g dm; para g € B(X, Ba*(X), E).

2. Para cada y € F', (S"om)(9)(y) = ig dmy; para g € B(X, Ba*(X), E).
3. (8"0m)(Cre(X, E)) C ip(F).

4. S(h) = jr <£h dm) ;para h € Cro( X, E).

5. Para cada y' € F', y'(S(h)) = ih dmy; para h € C,.(X, E).

Demostracion:
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3.3. TEOREMA DE REPRESENTACION

1. Para g € B(X, Ba*(X), E) existe una sucesion de funciones simples

Nn
{¢n - Z Xa;, ® em} que la alcanza.

i=1
" i . .
Puesto que S”o7 y la integral son operadores lineales y continuos, tenemos

Np,

(8”0m)(g) = lim(S"om) () = lim > (8"om) (x4, @ i)

i=1
Np,
= limZm(Aiyn)(ei,n) = lim/gon dm = /g dm.
=1 X X
2. Sea g € B(X,Ba*(X),E)yy € F'.
Tenemos (S"om)(g) = S”"(7(g)) = 7(g)o0S5".

Por tanto, (5"om)(9)(y') = (m(g)0S")(y) = (9)(S'(y')) = 7(g)(y'0S5).

Puesto que y'0S € (C,.(X, E), 5,) se identifica con p,.s € My(X, E’),

(S"om)(9)(y) = { 9 dityes. (%)

Ahora mostramos que 05 = m,y. En efecto, sea A € Ba*(X) y e € E. Dado

que m es la medida representacion de Sy de (), tenemos que
my (A)(e) =m(A)(e)(y') = (S"om)(xa®e)(y) = [xa®e duyos = pyos(A)(e).
X

3. Para cada h € C,.(X,E), definamos A, : (C,.(X,E);5,) — R dada por
Ap(®) = @(h).

Para ® € (C)o.(X, E); 5,)" v i € M,(X, E') la medida que se identifica con @,
m(h)(®) = [h dp = ®(h) = Ap(P). Esto prueba que A, = 7(h).
X
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Por otra parte, para cada y € F’ se verifica que
(S"(w (M) (y) = (S"(A))(Y) = (AnoS)(Y') = An(S'(Y))
= Ap(y'0S) = (y'oS)(h) = y'(S(h)) = ir(S(h))(Y).

Por tanto, (S”om)(h) = ip(S(h)) € ip(F); para toda h € Co.(X, E).

4. De los itemes anterior y (1), para cada h € C,.(X, E), tenemos que
S(0) = de(ip (S) = g ("om)0) = i [ ).
X

5. Sea h € C,.(X, E), vy € F'. Del item precedente,
vy (S(h)) =1vy (jp (fh dm)) =ip (jF (fh dm)> (v) = (fh dm) (V).
X X X
De los itemes (1) y (2) se concluye que y/(S(h)) = [h dm,.
X
]

Teorema 3.3.1 Sea Cyp(X) ® E fBy—denso en Cy(X, E) y sea F' un espacio de Ba-
nach. Si T : Cy(X, E) — F es un operador lineal (B,, ||.||)—continuo, entonces:

1. La medida representacion m de T es un elemento de M,(X,L(E, F")).

2. El conjunto {m, :y' € F', ||| <1} satisface la condicion (C,).

3. Para cada y € F', y(T(f)) = if dmy; para f € Cp(X, E).

4. Para cada f € C(X,E), [fdm €ip(F) yT(f) = jr (ff dm).
b's X

5. |T| = m(X).
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Demostracion:

1. Sea S la restriccion de T' en C,.(X, E).
Por (5) del lema precedente, para cada v € F”, y'(S(h)) = [h dm,; para toda
b
h e Cr (X, E).

Por hipotesis, Cy(X) @ E es f,—denso en Cy(X, E) y dado que Cp(X) ® E C
Cro(X, E), resulta que (Cro.(X, E), B,) = M,(X, E').

Como y'oS € (C,.(X, E), B,), se concluye que m, € M,(X, E").

2. Sea H = {y'oT;y' € F'; ||y/|| < 1}. Tenemos que H es un conjunto de funcio-
nales sobre Cy(X, E') f,—equicontinuo. En efecto, para ¢ > 0 sea la bola B. en
F', centrada en 0 y radio €. Por la continuidad de T, existe una (,—vecindad

Ven Cy(X, E) tal que si f € V, entonces T(f) € B..

Esto implica que (y/oT)(f) = ¢/ (T(f)) < IYIIIT(f)ll <e, para toda f € V'y
para todo y' con ||| < 1. Luego H es [3,—equicontinuo y por tanto es acotado

en norma.

Por otra parte, cada uno de estos funcionales se identifica con una medi-
da per en My(X, E') y por el Teorema 3.2.3 el conjunto de estas medidas

{tyor;y € F'; ||y || < 1} satisface la condicion (Cp).

De la parte (1) se tiene que fior = my v esto prueba (2).

3. Sea f € Cp(X, E) y sea h, una red en C,.(X, F) que §,—converge a f. Para

cada y' € I tenemos que y'oT es ,—continuo y por (5) del lema precedente,

(y'oT)(f) = li;n(y’oT)(ha) = ligéniha dmyy.
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CAPITULO 3. REPRESENTACION DE OPERADORES LINEALES

Por el Teorema 3.2.4 se concluye que (y'oT)(f) = [f dm,.
X

. Por (1) y (3) del lema precedente, se tiene que para toda h € C,.(X,FE),

[h dm € ip(F). Por el Teorema 3.2.5 se concluye que [f dm € ip(F), para
X X
toda f € Cy(X, F), pues ip(F') es Banach y el funcional extendido preserva la

imagen del funcional original.

Por (4) del lema anterior, T'(h) = jg (fh dm). Sea f € Cy(X,FE) y sea h,
b

una red en C,..(X, E) que f,—converge a f. Como T es (,—continuo,

T(f) = limT(ha) = lim jr ( )f(ha dm) = jp (lz’am )f(ha dm> = jr ( i f dm).

. Por definicion, ||T'|| = sup||T'(f)|| donde el supremo recorre todas las funciones

f € Gy(X, B) tal que |If]] < 1.

Del item precedente, | T(f)|| =

Rt

Aplicando supremo, el Lema 3.2.1 y la parte (2) se obtiene que ||T']] = m(X).

[f de.
X

0J

90



Capitulo 4

Conclusiones

A continuacion resumimos los principales resultados de los Capitulos 2 y 3, asi

como se proponen posibles estudio posteriores.

1. Para cada conjunto distinguido D C X — X, definimos una topologia local-
mente convexa sobre Cy(X, E), la cual coincide con la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos compactos de SX — D, en los conjuntos
acotados en norma (Lema 2.1.1). En la demostracion de este mismo Lema,

vimos que [p es una topologia mixta como la definida en (Wiweger [25 p. 50|).

2. La construccion de fp es muy similar a la topologia 3y de (Katsaras, |8 Sec-
cion 3|) sobre C,.(X, E), con la diferencia que Katsaras utilizo la familia de
subconjuntos compactos de X mientras que [p utiliza la de los compactos de
B8X — D. De aqui, no es coincidencia que p haya resultado ser una topologia

mixta al igual que la que defini6 Katsaras.

3. La topologia perfeta (3, se defini6 como la topologia limite inductivo de las to-
pologias [p, cuando D recorre la coleccion de todos los conjuntos distinguidos

de X — X.
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. Como otras topologias definidas sobre Cy,(X, E), 3, es localmente solida (Teo-

rema 2.2.1). Esto resulto de utilidad para la demostracion de los siguientes
resultados del Capitulo 2, como el de la equivalencia entre la ,—convergencia
de una red en Cy(X, E) con la §,—convergencia en Cy(X) de la respectiva red

de las funciones norma (Teorema 2.3.1).

. Bajo la hipotesis que Cy(X) ® E es f,—denso en Cy(X, E), mostramos que

(Co(X, E), Bp) = My(X,E'). Ademas Cp(X) ® E C C,.(X,E) y por tanto
Cro(X, E) también es 3,—denso en Cy(X, E). Asi, (C,.(X, E), 5,) = M, (X, E)

para el caso estudiado, con E normado.

. En el Teorema 2.5.1 mostramos que si ' es un espacio de Banach, la condicién

X es pseudocompacto equivale a que (3, sea normable, metrizable, bornoldgica

y tonelada.

. También se mostré que bajo las hipotesis que Cp(X) ® E es [,—denso en

Cy(X, E) y X un P—espacio, si E es normado entonces (3, es Mackey y si F

es Banach entonces es fuertemente Mackey (Teoremas 2.5.2 y 2.5.3).

. Bajo la hipotesis que X es un espacio métrico y E es un espacio normado

separable, se mostr6 que (Cy(X, E), 8,) es separable si y solo si la cardinalidad

de X es menor o igual que la de R (Teorema 2.5.5).

. En el Capitulo 3 se describi6 la construccion de una medida de representacion

para un operador lineal norma-continuo, de Cy(X, E) en un espacio normado
F. Se estudiaron algunas propiedades que poseen estas medidas y luego se
dieron las condiciones para representar un operador 3,—norma continuo con

F' espacio de Banach.
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10. Los resultados del Capitulo 3 se basan en la dualidad entre C..(X,FE) y

11.

M (X, E') mostrada en (Katsaras, |7]). De hecho, el trabajo de (Nowak, |13])
parte de operadores sobre C,.(X, E) que luego son extendidos a Cy,(X, F) bajo
la hipotesis de que Cy(X)® E es 5,—denso en Cy(X, E). La densidad garantiza

que la extension sea tnica.

Un resultado clave obtenido por (Vielma, [11]) el cual es la dualidad entre
M,(X,E") y (Cy(X, E), B,), permitio la representacion descrita. Gracias a es-
te trabajo fue posible extender la teoria de representacion sobre C,..(X, F) al

caso [3,-continuo sobre C,(X, E).
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Apéndice A
Espacios Tonelados y Bornoloégicos

Definicién A.0.1 Sea E un espacio vectorial topologico. Un tonel es un subconjun-
to de E que es absolutamente convezxo y cerrado. E se dice espacio tonelado si todo

tonel es una vecindad de 0.

Teorema A.0.2 Todo espacio E localmente convexo de Baire es tonelado.

Demostracion:

Sea D un tonel del espacio E. Puesto que D es absorbente tenemos que
E = U nD y dado que E es de Baire existe algin m € N tal que mD

n=1
tiene interior no vacio.

Luego existe algin = € FE tal que x € int(mD) = mint(D), por
tanto existe y € int(D) y como D es balanceado su interior también
lo es, asi —y € int(D). Por la convexidad de int (D) se tiene que

0=3y+ (—3)y €int(D).

Corolario A.0.1 Los espacios de Banach y de Fréchet son tonelados.
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Definicién A.0.2 Un espacio localmente convero E es bornologico si todo conjunto

absolutamente convero que absorbe a todo conjunto acotado de E, es una vecindad

de 0.
Teorema A.0.3 Todo l.c.s metrizable es bornoldgico.

Demostracion:
Sea E un l.c.s metrizable. Entonces E posee una base local numerable. Sin pérdi-
da de generalidad supongamos que esta base estd formada por bolas centradas en 0

y radios decrecientes {B,, (0,7,) : n € N}. Sea A un conjunto absolutamente convexo

que absorbe a todo conjunto acotado de FE.
Mostraremos que By C NA para algin N € N. Supongamos que B, ¢ nA
para todo n. Existe una sucesion {z,} tal que z,, € B, y n"'z,, ¢ A. Como {z,}

converge a 0 es acotada y por tanto es absorbida por A lo cual es una contraccion

pues x, ¢ nA para todo n € N. Luego A es una vecindad de 0.

Corolario A.0.2 Los espacios de Banach y de Fréchet son bornoldgicos.

Teorema A.0.4 Sea E(Z) un espacio bornoldgico, sea F l.c.s. y sea u una aplica-

cion lineal de E en F. Son equivalentes:

(a) u es continua.

(b) Si{x,} es una sucesion de E que converge a 0, {u(z,)} converge a 0.

(c) Si B es acotado en E, u(B) es acotado en F.
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Demostracion:

» (a) = (b) es inmediato.

- ()= ()

Sea {u (x,)} una sucesion en u(B). Entonces {z,} es una sucesion en B.

Como B es acotado, \,z, converge a 0 en E para cualquier sucesion de esca-
lares {\,} que converge a 0. De (b) se tiene que A\,u (z,) converge a 0 y por

tanto u(B) es acotado.

- ()= ()

Sea V una vecindad absolutamente convexa en F. Entonces u™! (V) es ab-
solutamente convexo en E. Mostraremos que u~' (V') absorbe todo conjunto
acotado de E(Z). Sea B un conjunto acotado en E. De la hipotesis u(B) es
acotado en F'y por tanto existe ¢ > 0 tal que u(B) C tV. Luego B C tu™* (V)
y asf u~! (V) absorbe todo conjunto acotado de E(Z). Como este espacio es

tonelado se concluye que u~! (V) es vecindad de 0 en F(Z).

En (Schaefer, [15 p. 132]) se muestra el siguiente resultado.

Teorema A.0.5 Si E es l.c.s. tonelado o bornologico, entonces E es espacio Mac-

key.
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Apéndice B
Topologia Limite Inductivo

Sean Yy B,; a € A, espacios vectoriales sobre un campo K. Sean g, aplicaciones

lineales de B, en Y.

Si 7, es una toplogia sobre el espacio B, se define la topologia inductiva Z sobre
Y respecto a la familia {(By, Ta, ga) ; @ € A}, como la topologia localmente convexa
méas fina que hace continuas las aplicaciones ¢, : (Ba,7o) — (Y,Z); para todo

o€ A

SiY = gen{ UAga(Ba)}, 7 se denomina la Topologia Limite Inductivo so-
ae
bre Y y es denotada por Z = ind(By, Ta, ga)-

Al espacio Y se lo denomina el limite inductivo de los espacios B, y de las apli-

caciones g,. Esto es denotado por Y = (Y,Z) = ind(Ba, ga)-

Una base de vecindades de 0 de esta topologia estd dada por la familia U de
subconjuntos de Y, convexos balanceados tales que g, ' (U) es una vecindad de 0 en

(Ba, Ta), para cada a € A.

Notemos que la topologia trivial, la que so6lo contiene Y y ¢, es una topologia
localmente convexa que hace continuas todas las aplicaciones g,, por lo que la co-

leccion de tales topologias es no vacia y asi Z es el supremo de esta coleccion.
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APENDICE B. TOPOLOGIA LIMITE INDUCTIVO

Por la forma en que se construye una topologia limite inductivo, se tiene el si-

guiente corolario.

Corolario B.0.3 Sea Y = ind(Ba, ga) y sea F' un espacio espacio localmente con-
vexo con topologia 7. Una aplicacion lineal T 'Y — F es continua respecto a la
topologia limite inductivo L de 'Y y la topologia T de F', si y solo si las aplicaciones
Tog, : B, — F son continuas respecto a las topologias 1, y T, respectivamente, para

todo o € A.

Basicamente el corolario dice que la continuidad de la aplicacién lineal 7', siendo
Y un espacio limite inductivo y F' un espacio con una topologia localmente convexa,

equivale a la continuidad de las composiciones entre 7'y g,, para todo a € A.

Demostracion del corolario:

= Para la primera implicaciéon tenemos por hipotesis que 7' es Z — 7 continua.
Ademas Z hace continuas las aplicaciones g, : (Ba, 7o) — (Y,Z). La composi-
cion de funciones continuas es continua y asi se obtiene el resultado, para todo

a € A.

= Para la segunda implicacion tenemos por hipotesis que Tog, es 7, — T con-
tinua, para todo @ € A. Sea V una 7— vecindad absolutamente convexa de

0 en F. Se tiene que (Tog,) ' (V) es una vecindad de 0 en B,, para todo « € A.

Ademas (Tog,) (V) = (g, 0T 1) (V) = g ;' (T71(V)). Luego T~ (V) es una

Z— vecindad de 0 y por tanto 7" es continua.
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Un caso particular de topologias limite inductivo es cuando los espacios B, son
el espacio Y dotado de una topologia 7, y las aplicaciones g, son las aplicaciones

identidad Id,.

En este caso, se afirma que Z = [ 7,.

En efecto, se requiere que Z sea la topologia localmente convexa mas fina que

hace continuas las aplicaciones Id, : (Y, 7,) — (Y, 7).

Una aplicacion identidad es continua si y solo si la topologia del espacio dominio
es més fina que la del espacio llegada. Esto nos dice que Z C 7,; para todo «, por

tanto Z C () 7a-

Por otra parte, una topologia limite inductivo Z también es el supremo de todas
las topologias localmente convexas sobre Y que hacen continuas las aplicaciones g,.

Digamos que estas topologias forman el conjunto {f;;j € J}.

Tenemos en este caso que (|7, es un elemento de este conjunto. Asi ()7, C Z.

Para el caso particular que hemos mostrado, diremos que Z es el limite inductivo

respecto a los espacios (Y, 7,) v a las aplicaciones identidad Id,,.

» 7 =)o

= 7 tiene una base de vecindades de 0 formada por los conjuntos W C Y abso-
lutamente convexos, tales que Id,' (W) es una vecindad de 0 en (Y, 7,), para

cada o € A.

Es decir, W C Y es una Z—vecindad de 0 si y s6lo si es absolutamente convexo

y es una 7,—vecindad de 0, para todo a.
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Indice de Simbolos

R Conjunto de los Niimeros Reales

N Conjunto de los Numeros Naturales

w Cardinalidad de N

(X, 1) Espacio Topologico X con topologia 7

BX Compactificacion Stone-Cech de X

v X Realcompactificacion de X

©X Completitud Dieudonné de X

x4 Funcién Caracteristica del Conjunto A

Cy(X) Funciones Continuas y Acotadas R—valuadas en X
Cy(X)™ Funciones Continuas y Acotadas No Negativas R—valuadas en X
Cy(X, F) Funciones Continuas y Acotadas F—valuadas en X

Cre(X, E) Funciones Continuas y Acotadas F—valuadas en X con imagen

relativamente compacta en

Cy(X) ® E Producto Tensor Estandar entre Cy(X) y E
|| flloc Norma del supremo de f

|| |l Funciéon norma de f

fExtensi()n de la funcion R—valuada f en X a X
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INDICE DE SIMBOLOS

L(E,F") Coleccion de Aplicaciones Lineales y Continuas de E en F”
Ba*(X) Algebra de Baire

Bo*(X) Algebra de Borel

Ba(X) o—Algebra de Baire

Bo(X) o—Algebra de Borel

S(X, Ba*(X), E) Conjunto de Funciones Simples F—valuadas en X

B(X, Ba*(X), E) Clausura de S(X, Ba*(X), F) en el conjunto de las funciones

acotadas de X en E, respecto a la topologia de la norma

Li(p, X, F) Clausura de S(X, Ba*(X), E') en un espacio seminormado, respec-

to a la topologia de la seminorma inducida por p

M (X) Espacio de Medidas de Baire de X en R

M (X)* Espacio de Medidas No Negativas de Baire de X en R
M;(X) Subespacio de Medidas Baire tight de X

M. (X) Subespacio de Medidas Baire 7 de X

M, (X) Subespacio de Medidas Baire o—aditivas de X
M, (X) Subespacio de Medidas Perfectas Baire de X
M,(X) Subespacio de Medidas Separables Baire de X
||.|| Topologia de la Norma sobre Cy(X) o Cy(X, E)

Bo Topologia Estricta Sy sobre Cyp(X) o Cy(X, E)

Br Topologia Estricta 3, sobre Cy(X) o Cy(X, E)

p1 Topologia Estricta 3, sobre Cy(X) o Cy(X, E)

B, Topologia Estricta 3, sobre Cy(X) o Cy(X, E)
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INDICE DE SIMBOLOS

Tpw Topologia de la Convergencia Puntual sobre C,(X) o Cy(X, E)

D(BX) Coleccion de Conjuntos Distinguidos de fX — X

Bp(X) Coleccion de Funciones Acotadas R—valuadas en X que se desvanecen

en el infinito y se anulan en D

o(E, F) Topologia Débil de E respecto a la dualidad (F, F')
7(E, F) Topologia Mackey de FE respecto a la dualidad (E, F)
B(E, F) Topologia Fuerte de F respecto a la dualidad (F, F')
M (X, E') Espacio de Medidas de Ba*(X) en £’

M;(X, E") Subespacio de Medidas tight de Ba*(X) en E’

M, (X, E") Subespacio de Medidas oc—aditivas de Ba*(X) en E’
M, (X, E") Subespacio de Medidas Perfectas de Ba*(X) en E’
|| Variacion de la medida

w* Medida Exterior de la medida u

m Extension de la Variaciéon de la medida p

M(X,L(E,F")) Espacio de medidas de Ba*(X) en L(E, F")

M, (X, L(E, F")) Subespacio de medidas perfectas de Ba*(X) en L(E, F")

abco(A) Capsula Absolutamente Convexa del conjunto A
A° Conjunto Polar de A

A°° Conjunto Bipolar de A

U Unién Disjunta

fa NN f Red {f.} que converge a f en la topologia
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