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Resumen

El proceso de Teleportacién Cudntica permite transferir un estado cuantico desconocido en-
tre dos sistemas espacialmente separados. En el caso de sistemas cuanticos de dos dimensionales
el proceso requiere de la generacién de un estado maximalmente entrelazado de dos qubits, luego,
una medicién conjunta sobre el qubit a teleportar y el qubit del par entrelazado, y finalmente el
envio del resultado de la medicién mediante un canal de comunicacién clasica. Si se utiliza en
lugar de un estado maximalmente entrelazado uno parcialmente entrelazado entonces, el proceso
ahora serd exitoso con una cierta probabilidad. llamando a este proceso Teleportaciéon Cuantica
Probabilista.

Tenemos herramientas para comparar la informacién enviada por este proceso con la re-
cibida, este es el caso de la fidelidad, una ”"medida de similitud”que sera utilizada para la
comparacién de los estados sean estos puros o mezcla.

En la presente tesis se aborda el estudio de la teleportacién de un estado cuantico puro
desconocido a través de canales parcialmente entrelazados y mas adelante un estado-X; ademaés
con el uso de un protocolo de extraccién de estados para mejorar mejorar la posibilidad de tener
un proceso de teleportacién exitoso con el uso de un canal puro, y hacer posible teleportacion
exitoso con el uso de un canal mezcla (estado-X).

ii



Introduccion

La Mecdanica Cuantifica posee como una de sus principales caracteristicas la de describir
fenémenos que no pueden ser descritos en el contexto de la Mecanica Clasica, uno de éstos es el
entrelazamiento cuantico, el cual ha sido profundamente estudiado debido a sus propiedades no
locales [1], ayudando al desarrollo de la computacién cudntica, informacién cudntica, la cripto-
graffa cudntica y el proceso de teleportacién cudntica [2] objeto de estudio de este trabajo, entre
otros.

Los elementos necesarios para el desarrollo de este trabajo seran descritos en los 2 primeros
capitulos, en el primero se revisaran conceptos fundamentales de mecdnica cudntica, mediante
la definicién del espacio de Hilbert, la descripcién de los postulados que dan origen a la teoria
y también operaciones lineales que actian sobre un espacio de Hilbert.

En el segundo capitulo se abordara teoria de la informacién cuantica, revisaremos el concep-
to de entrelazamiento, una clasificacién de estados cudnticos, Ademads se introducird el proceso
de teleportacién cuantica estdndar y su versién probabilista, finalmente el concepto de fidelidad
necesario para el andlisis entre estados a teleportar y estados teleportados.

Los capitulos 3 y 4 seran utilizados para el desarrollo del trabajo junto al uso de un protocolo
de extraccién de estados y asi mejorar los resultados obtenidos en el proceso de teleportacién.
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Capitulo 1

Nociones de Mecanica Cuantica

Las leyes de la mecanica clasica fueron compiladas por Isaac Newton en 1686 en su famoso
libro Philosophiae Naturis Principia Mathematica. Durante méas de 200 anos fueron utilizadas
para la interpretacién tedrica de todos las observaciones conocidas por la fisica y la astronomia.
Sin embargo a finales del siglo XIX surgen una serie de fenémenos que no podian ser descritos
por la mecéanica clasica de Newton, tales como el efecto fotoeléctrico, el decaimiento del electrén
orbitando el nicleo atémico, la llamada catastrofe ultravioleta y la radiacién de cuerpo negro.
Debido a esto fue necesario el desarrollo de nuevas teorias capaces de describir este tipo de
fenémenos, que da origen a principios del siglo XX, a la mecdnica cuantica. El cambio radical
de las ideas fisicas del movimiento de la mecdnica cuantica, exige una variacién del formalismo
matematico respecto a su contra parte clasica.

La mecédnica cuantica se diferencia de la version clasica principalmente porque en la mecanica
cuantica no es posible conocer el estado de un sistema con total certeza solo tenemos una

probabilidad de obtener dicho valor.

1.1. Espacio de Hilbert

Necesitamos definir el espacio donde se realiza la descripcion matematica de los sistemas
fisicos en estudio [3].

Definicion 1. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial lineal finito- o infinito-dimensional
con producto escalar en C.

Los elementos del espacio vectorial son la representacién para un sistema fisico . Notemos,
que en el contexto de la mecdnica cuantica las cantidades fisicas que queremos medir correspon-

den a operadores que actuan sobre los vectores o elementos del espacio de Hilbert.



1.1. Espacio de Hilbert 3

1.1.1. Espacio de Hilbert Finito-dimensional

En dimensiones finitas, los vectores del espacio de Hilbert denotado por H y sus productos
escalares correspondientes, difieren del caso Euclideano estandar sélo por la eleccién de cantida-
des complejas C, en lugar de reales R. Esto significa que para los vectores a, b € H:

al bt
a= : , b= : , al, bt eC,
n bn

donde H representa el espacio de Hilbert n-dimensional.

El producto escalar se puede escribir como:

a'b; = (a|b) = ( ai, -+ ,an > : = zn:ai*bi.
b, i=1

Ahora bien, cada vez que un covector ! cuyas componentes a; = a’* son los complejos conju-
gados de las componentes del vector correspondiente, actiia sobre uno con componentes b* desde
el lado izquierdo, se obtiene un ntimero complejo.

Luego es posible inferir la siguiente propiedad:

ab = (ba)*. (1.1)

Se garantiza también, que la norma de un vector sea real positiva, es decir,

la]l = Vaa = (a;a')"* = (Y a™a’ | . (1.2)
=1

Finalmente, los operadores que actudn sobre el espacio de Hilbert mapean un vector en
otro vector del espacio, o sea, son transformaciones lineales que pueden ser representados por
matrices:

ay X1 o X b1
a=Xb & L] = Do : & a' = X4 (1.3)
Qp, an Xnn bn

1Un covector es un vector del espacio vectorial dual, que se denota por una fila en vez de una columna y por

indices inferiores (covariante) en lugar de superiores (contravariante).
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1.1.2. Espacio de Hilbert Infinito-dimensional

En dimensiones infinitas el espacio vectorial se generaliza a un espacio funcional, de funcio-

nes con valores complejos, que toman el rol de vectores de estado.

El producto interior se define como:

(W) = / T By (7) 6 (D), (1.4)

—00
donde, andlogamente al caso finito dimensional, (| es un covector (o funcional lineal) actuando
sobre el vector |¢).
El conjunto de todas las funciones cuadrado integrables (), sobre un cierto intervalo 2,

con:

b

/ (@) d < oo (L5)

a

constituye un espacio vectorial [4].

Luego, si ¢ y ¢ son cuadrado integrables y su producto interior existe (la integral (1.4)
converge a un numero finito), la inecuacién de Schwarz toma la forma:

b

b b
/ ¥ (2)* (@) di| < / 1 (@)|? de / 16 () da (1.6)

a

En particular,

(D) = (¥lg)". (1.7)

Adicionalmente, el producto interior de v con si misma,

ll? = (lw) = / de o ()| (1)

es real positivo, y sélo es cero cuando 1 (z) = 0.

» Una funcién se dice normalizada si su producto interior con si misma es 1.

= Dos funciones son ortogonales si su producto interior es 0.

2El restringirnos a un interbalo a, b no implica perdida de generalidad, ya que, podemos hacer tender estos
numeros a £oo.
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» Un set de funciones {1, } son ortonormales si ellas son normalizadas y mutuamente orto-
gonales, es decir:

Finalmente, un set o conjunto de funciones es completo si, cualquier otra funcién (en el

espacio de Hilbert) puede ser expresada como una combinacién lineal de ellas,

Y (x) = Cothn (2). (1.10)
n=1

Por lo tanto, el Espacio de Hilbert es un espacio de funciones completo con producto escalar
en C.

1.2. Postulados de la mecanica cuantica

La mecanica cuantica como una teoria rigurosa posee un formalismo que permite describir
ciertos sistemas fisicos, entregando la base conceptual en la que estas leyes que la conforman.
De esta manera, la representaciéon de un estado cuantico se obtiene directamente a partir de los
postulados de la teoria. En efecto,

Postulado 1

Cada grado de libertad de un sistema fisico tiene asociado un espacio vectorial complejo
con producto interno. Este espacio vectorial es llamado espacio de estados o espacio de Hilbert.
Cuando el grado de libertad estd aislado, su estado en un instante t es completamente descrito

por un vector normalizado |1 (¢)) al cual se le llama estado puro por ser un vector.
Postulado 2

La dindmica del estado |¢ (t)) es descrita por la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo,

L0
i = Hlw (1)) (1.11)

donde A es la contante de Planck, H es el operador hermitico llamado hamiltoniano del
sistema.

Postulado 3
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Una variable dindmica v de un grado de libertad es representada por un operador hermitico

V. Cada operador hermitico tiene un conjunto de estados y valores propios.

Vi) = wvlv), caso continuo

Vi) = vp|vn) caso discreto

Si el grado de libertad esté en el estado |¢ (t)) entonces al medir V el estado del grado de
libertad se proyecta en forma completamente aleatoria a un estado propio de 1% y la variable
dindmica tendrd el valor propio asociado al estado propio al cual se proyectd. Acd destacamos
la sutil diferencia entre el caso de un observable con espectro discreto o continuo:

= Caso discreto: la probabilidad de que el grado de libertad, en un instante t, se proyecte
a un estado propio |vy,), estd dada por

Pon = l(oale @)
= (on[t) () (¢ (2) |vn)
(¥ (&) vn) (onlth ()
Tr((fon) (val) (1 (@) (¥ ()])]

= Caso continuo: la probabilidad de que el grado de libertad en un instante t se proyecte
a un estado propio con valor propio entre v y v + dv estd dada por p(v)dv donde p(v
representa la densidad de probabilidad de que el grado de libertad se proyecte al estado
propio |v,) del observable V . La densidad de probabilidad estd dada por:

pv) =

Cabe destacar que es este postulado el que introduce el indeterminismo en la teoria.
Postulado 4

Dos grados de libertad A y B se comportan como un grado de liberad cuyo espacio de
Hilbert estd compuesto por el producto tensorial de los espacios de Hilbert de los subsistema A
vy B.
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Cuando se conoce el estado puro |¢4p (t)) del sistema compuesto AB, entonces la probabi-
lidad de proyectar a un estado propio |v4) del observable V4 en un proceso de medida realizado
sobre el subsistema A, es:

pos = Tr[(|va) (val) ([Yas (1) (Yas (1)])]
= Tpu,ralrp[(lva) (val) ([Yas 1) (Yas ()])]
Trallva) (al Trp (Y ap (1)) (ap (1)])]
= Trallva) (valpa(t)]

De (anterior) y considerando el postulado 3 podemos ver que el estado efectivo del subsistema
A es descrito por el estado mezcla, ,

pa(t) =Trg([Yas (1) (Yas (1)]] (1.12)

Andlogamente para el estado del subsistema B

pB (t) =Trallvas () (Yap (1)]] (1.13)

Se le llama estado mezcla cuando no puede ser representado por un solo vector como en el
caso puro.

1.3. Operadores Lineales

Los operadores que actian sobre un espacio de Hilbert transforman un estado en otro
perteneciente al mismo espacio, es decir:

9) = Aly). (1.14)

Por otro lado, del algebra lineal sabemos que un operador lineal entre espacios vectoriales
V' y W es definido como un funcional A : V — W

A (Z ai!¢>> = Zaz’A(WD- (1.15)

Ahora bien, supongamos que V, W y X son espacios vectoriales, A : V — W y B: W —
X son operadores lineales, luego a partir de esto es posible definir explicitamente la composicion
de operadores, en particular, BA denota la composiciéon de B con A, asi, podemos actuar sobre
el espacio con una n-ésima composicién de operadores.

Una relaciéon complementaria que es extremadamente 1til es presentada a continuacién:
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1= ZIJ’)UI, (1.16)

donde I es el operador identidad, es decir, I|1)) = |¢) para cualquier |¢)). La suma de la derecha
es sobre las diadas |j)(j| correspondiente a los elementos |j) de una base ortonormal.
Usando (1.16) se tiene que:

) = { DML | 1) = D16 = (i) (1.17)

J

Los operadores también pueden ser representados por matrices, en efecto, dado un operador
Ay una base {3;} que no necesariamente es ortonormal, se le puede asociar una matriz cuadrada
A de nimeros definidos por Ajy:

AlBr) = Z 1Bj) Aji = ZAjk|5j>- (1.18)

La matriz depende de la eleccién de la base, asi como en el operador. En el caso de una base
ortonormal y utilizando (1.16) se tiene,

Alk) = IAlk) = Z )l | Alk) = Z 1) (G Alk) = ZU\AI’CHJ% (1.19)

donde (j|Alk) es el producto interior de |j) con A|k) que es equivalente a Aj;, en la expresion
(1.18). Asi, (j|Alk) se conoce como un elemento de la matriz cuando se utiliza la notacién de
Dirac.

Cuando A se refiere a un qubit, la forma habitual de escribir la matriz en la base estdndar

(o computacional) es (nétese el orden de los elementos):
(0[4]0)  (1{A]0) )
(1]4j0) (1]AJL)

Otra aplicacién de (1.16), esta en escribir el elemento de matriz del producto de dos opera-
dores en términos de los elementos matriciales individuales:

(jIABIk) = (jIAIBIk) = ) _(j|Alm)(m|BIk), (1.20)

m

usando subindices la ecuacién queda de la forma:

(AB); = Ajim Bk (1.21)
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Por otra parte, la traza Tr(A) de un operador A es la suma de los elementos diagonales de
esta matriz, es decir:

Tr(A) = (jAl) =Y Aj. (1.22)
i

J
Se puede demostrar que ésta traza es independiente de la base utilizada en la definicién de

los elementos de la matriz, en particular, no se necesita usar una base ortonormal; > A;; puede
J
ser usada con los A;; definidos en (1.18).

1.3.1. Operadores adjuntos y hermitianos

Los operadores usados es mecanica cuantica poseen propiedades importantes que estudiare-
mos en esta subseccién.

Supongamos un operador A actuando sobre un espacio de Hilbert V, existe un operador
lineal tinico A' sobre V' de tal manera que, para todos los vectores |¢) y |¢) € V,

(1), Alo)) = (4'14):19)) . (1:23)

este operador lineal es conocido como el adjunto o conjugado del operador A, ademas, (AB)Jr

BT AT, Por convencidn, sf |¢) es un vector definimos |¢)T = (¢, de lo que se desprende (A]¢))T =
(plAT.

Se debe tener en consideraciéon que la operacién daga es antilineal, en la cual los escalares
se sustituyen por sus complejos conjugados.

Un operador normal A sobre el espacio de Hilbert es uno que conmuta con su adjunto, es
decir, AAT = AT A. Ellos tienen la propiedad de ser diagonalizados usando una base ortonormal,
de la forma:

A= ajla)(a) (1.24)

donde los vectores |a;) son autovectores de A y los «; son sus autovalores. Equivalentemente, la
matriz de A en esta base es diagonal,

(aj|Alag) = a;jdjp. (1.25)

La ec. (1.24) se conoce comunmente como la forma espectral o resolucién del operador A.
Ahora bien, un operador hemitico definido por la propiedad A = A" es también un operador
normal, siendo el andlogo cudntico de un nimero real (en oposicién a un complejo). Sus valores
propios «; son nimeros reales.
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Los términos “hermitianos y auto-adjunto”’son equivalentes para un espacio de Hilbert de
dimension finita, que es el abordado en esta tesis, sin embargo, la distincién es importante para
espacios infinito-dimensionales.

También existe un operador llamado proyector o méas formalmente, operador proyeccion
ortogonal, que satisface P? = P. Nétese que es un operador hermitico con autovalores 0 o 1, por
lo tanto, siempre hay una base (que depende, por supuesto, del proyector) en la que su matriz
es diagonal en el sentido de (1.25), con s6lo 0 o 1 en la diagonal principal. Luego, una matriz
siempre representa un proyector.

Operadores Unitarios

En mecéanica cuantica se utilizan operadores unitarios para cambiar de una base ortonormal
a otra, para representar simetrias como la de rotaciéon y para describir algunos aspectos de la
dindmica o la evolucién de un sistema cuantico.

Los denominados operadores unitarios U tienen la propiedad que:

U =1=UU". (1.26)

Donde vemos que U conmuta con su adjunto, ademas es un operador normal y se puede
escribir en la forma (1.24). Entonces, de (1.26) se tiene la condicién: todos los valores propios
de U son numeros complejos de magnitud 1, es decir, que se encuentran en la circunferencia
unitaria en el plano complejo.

En un espacio de Hilbert de dimension finita, con U mapeando el espacio sobre si mismo,
cada igualdad en (1.26) implica la otra, por lo que basta solo considerar una de ella, Ut =1,
para verificar si U es unitario.

1.3.2. Operadores de Pauli

Los operadores o matrices de Pauli son un conjunto de operadores hermiticos unitarios de
dimensién 23, definidos como

we(03) a (V) (00 20

que poseen valores propios (+1) y (—1), su determinante det oy es —1 con k = x,y, 2z y su
traza Tr(oy) es nula.

Satisfacen relaciones de conmutacién y anticonmutacién,

3grupo SU(2)



1.4. Estados Cuanticos y Operador Densidad 11

3

(03,05 = 20 Y _ €ix0%, (1.28)
k=1

Con ¢;5;, tensor antisimétrico en todos los indices,

{O’i,O'j} == 26@'[, (129)
de (1.28) y (1.29) se puede obtener:
3
0i0; = 6ijl+izez‘jk0'k- (1.30)
k=1

Si consideramos la base 1égica |0) y |1) de oy con autovalores (+1) y (—1) la accién de los
operadores o sobre los vectores de la base computadoriza es mostrada en la siguiente secuencia
de igualdades:

0z [0) = |1) (1.31a)
oz |1) = 0) (1.31b)
oy 0) = 1) (1.31¢)
oy|l) = —il0) (1.31d)
0,100 = +]|0) (1.31e)
o, |1) = —|1) (1.31f)

donde o, hace un cambio de estado (bit flip), o, intercambia e introduce la fase +i, y o,
introduce la fase +1 (phase flip).

1.4. Estados Cuanticos y Operador Densidad

Hasta hora hemos considerado que el estado del sistema cuéantico se describe por medio de
un estado puro [¢;) en un espacio de Hilbert. Por lo general es estado de un sistema cuantico no
es puro Sin embargo, se asume que el sistema se encuentra en uno de los estados normalizados
{|i)}, con una cierta probabilidad p; respectivamente. Por lo tanto nuestro conocimiento del
sistema cudntico es descrito por un ensamble de estados puros, {|1;), p;}. Si éste, esta compuesto
por un sélo un estado, entonces, el estado es puro. De otra manera, el estado es mixto, es decir,
una mezcla de estados puros.
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Para describir un estado mixto se usa un operador en vez de un vector de estado, denominado

operador o matriz densidad, denotado por p y tiene la siguiente forma:

n
p=_ wilv)Yl. (1.32)
i
Posee las siguientes propiedades

1. Condicién de normalizacién
Tr(p) =1, (1.33)

2. Es semidefinida positiva, para cualquier vector |¢) en el espacio de los estados.

(9lplg) = 0, (1.34)

Cumpliendo esas condiciones, el operador densidad tiene una descomposicién espectral de

la forma
p=>_ MINGl, (1.35)
J

donde los vectores |j) son mutuamente ortogonales y los valores propios de rho, A; son reales

no negativos.

En general, para la traza de un operador densidad se cumple, Tr(p? < 1), la igualdad se tiene
solo para estados puros. Ademas el operador densidad es hermitico, sus elementos matriciales
fuera de la diagonal principal son llamados términos de coherencia, pp,, = (n|p|m), y los términos
diagonales pp, = (n|p|n) son llamados poblaciones. Los términos de coherencia y poblaciones
satisfacen la desigualdad triangular,

(nlpln) (mlplm) > |(n|plm)*. (1.36)



Capitulo 2

Teoria de la Informacion Cuantica

2.1. Qubit

El bit es un concepto fundamental de la computacion clasica y de teoria clasica de la infor-
macion. La Computacion cuantica y teoria cuantica de la informacion se basan en un concepto
andlogo, el bit cuantico o qubit [5, 6].

El bit clasico tiene dos posibles estados a adoptar, 0 y 1, mientras que, el qubit, puede en-
contrarse no solo, en los estados base |0) y |1), sino también, en las superposiciones de ambos

71,

%) = al0) + b]1) (2.1)

donde a y b son ntimeros complejos y |a|? + [b|> = 1 es decir esta normalizado a 1. La canti-
dad de informacién almacenable en un qubit es mayor que la del bit clasico por los coeficientes

complejos que pertenecen a un conjunto continuo e infinito.
Debido a |al? + |b]? = 1 es posible reescribir (2.1) como

) = e (cos g]O) + € sin §\1>> (2.2)

Como € es un fase global y no produce efectos observables posemos ignorarla, el estado
quedan entonces de la forma:

) = cosg|0> + e singm (2.3)

0 v ¢ definen un punto sobre una esfera como se muestra en la figura 2.1

13
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Figura 2.1: Representacion de un qubit en la esfera de Bloch

Esta esfera, llamada esfera de Bloch, proporciona una a visualizacion para el estado de un
qubit. Aunque esta representaciéon de la idea de que se puede almacenar infinita informacién
si realizamos una medicién, el resultado serd 0 con probabilidad |a|? 6 1 con probabilidad |b|?,
obteniendo solo uno de los dos bits.

2.2. Entrelazamiento

Las correlaciones cudnticas son las que ponen de manifiesto “una teoria de la informacion
basada en los principios cudnticos, amplia y completa la teoria cldsica de la informacion, del
mismo modo que los nimeros complejos amplian y completan los reales” [8].

Son una propiedad de los sistemas cuanticos compuestos de dos o més particulas . Dichas
correlaciones dan origen a un sin nimero de aplicaciones, tanto en informacién cuantica como en
computacién cuantica, tales como: preparacién remota de estados [9, 10, 11], codificacién den-
sa [12], teleportacién de estados cudnticos [2], swapping de entrelazamiento [13], y criptografia
cuantica [14].

1o una particulas con més de un grado de libertad.
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La siguiente revisién del concepto entrelazamiento estd basada en el trabajo realizado en [15].

En 1935 E. Schrodinger se refirié al entrelazamiento como “los rasgos caracteristicos de la
mecénica cudntica” [16]. En efecto, cuando dos sistemas espacialmente separados con estados bien
definidos entran en una interacciéon producto de fuerzas conocidas que actian sobre ellos, luego
de un tiempo finito de influencia mutua, estos sistemas se separan de manera que, ya no pueden
ser descritos de la misma forma inicial dotando a cada uno de ellos con su propia representacion
independiente. Esta es una las caracteristica de la teoria cuantica que genera un distanciamiento
notable de las lineas del pensamiento clasico. Como resulta natural, la interaccién cambia los
sistemas, los conecta, los entrelaza.

Paralelamente, la interpretaciéon de Copenhagen de la mecanica cuantica era fuertemente
criticada por A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen EPR [1]. En el trabajo, ellos cuestionan si
la mecéanica cuantica puede ser considerada una teoria completa de la realidad fisica, bajo su
propio paradigma realista. Considerando este contexto, plantean que en una teoria completa
cada elemento de realidad fisica debe tener una contraparte en la teoria, por lo cual, la mecénica
cudntica es sometida al siguiente criterio:

Sin perturbar de ningin modo un sistema se puede predecir con certeza, es decir, con pro-
babilidad unitaria el valor de una cantidad fisica, entonces existe un elemento de realidad fisica
asoctado a dicha cantidad.

El argumento EPR senala que en teoria cuantica, si los correspondientes operadores de dos
cantidades fisicas, A y B no conmutan, entonces el conocimiento preciso de una de las cantidades
excluye el conocimiento de la otra. Por lo tanto, se concluye que:

i) la descripcién de realidad de la mecénica cuédntica entregada por la funcién de onda no es
completa,

ii) 6 cuando los correspondientes operadores de dos cantidades fisicas no conmutan no pueden
tener realidad simultaneamente.

En el mismo ano N. Bohr [17] respondié a la critica realizada a la interpretaciéon de Co-
penhagen de la teoria. El argumento de Bohr es que hay una ambigiiedad en la implicancia de
la expresion: “sin perturbar de ningun modo un sistema”. En mecédnica cudntica es imposible
controlar con certeza, es decir, con probabilidad 1, la reaccion del sistema ante el instrumento
de medida, lo cual es conocido como principio de incertidumbre o indeterminacion.

“En 1952 D. Bohm introduce una nueva interpretacion que pretendia revolucionar la teoria
en términos de variables “ocultas” [18]. Con las cuales en principio era posible determinar en
forma precisa el resultado de cada proceso individual de medida. Dice que, la teoria puede ser
generalizada al considerar que las perturbaciones en el proceso de medida podrian ser eliminadas.
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Segin esto es concebible que el principio de incertidumbre no sea vdlido” [15].

1964, result6 ser el ano clave para esclarecer las interpretaciones de la mecanica cuantica,
fue propuesta una prueba experimental por J. Bell [19], para determinar si los argumentos de
EPR eran validos. El resultado es conocido como la “desigualdad de Bell” (ver apéndice ?7),
que es completamente general y no depende de una teorfa fisica en particular. Por medio de la
desigualdad de Bell fue posible demostrar que al considerar estados entrelazados no se satisface
la desigualdad, lo que estd en acuerdo con las predicciones de la mecanica cuantica, con el
argumento de Bohr, y en contradicciéon con las ideas de la denominada paradoja EPR. Es el
requisito de localidad, o particularmente, que el resultado de una medicién sobre un sistema
no sea afectado por operaciones sobre sistemas distantes con los cuales ha interactuado en el
pasado, el que crea la dificultad esencial. Por consiguiente, no existe una teoria fisica sobre
variables ocultas que reproduzca todas las predicciones de la mecanica cudntica. Incluso hasta
la actualidad se desarrollan trabajos que ratifican el resultado entregado por J. Bell y eliminan
las posibles ambigiiedades de su resultado [20].

2.3. Clasificacion de estados cuanticos

Esta seccién toma como base la descripcién de estados cudnticos realizada en [21].

Consideremos un sistema cuantico compuesto de N subsistemas fisicamente distinguibles
A,B,C..., cuyo operador densidad es pa p,c.., y el operador densidad del i-ésimo sistema se
obtiene al trazar parcialmente sobre todos los otros subsistemas.

2.3.1. Estado producto

Se dice que p4,B,c... es un estado producto si es posible escribirlo como el producto tensorial
de los respectivos operadores densidad, es decir:

PAB,C.. = PAR pPB ® pC... (2.4)

Los estados producto no presentan correlaciones. Notemos que la mezcla de dos estados

producto pertenece al conjunto de los estados separables.

2.3.2. Estados separables

Aquellos estados compuestos de dos o mas particulas que no estan entrelazados se les co-
nocen como estados sepables, y se caracterizan por satisfacer la desigualdad de Bell. Un estado
compuesto pa p,c,..., por los subsistemas A, B, C, ..., es separable [22], si se puede escribir de la
formas:
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PABC,.. = Y DiPa © P ® Py (2.5)
i
donde [’)f4, ﬁiB, p%, ..., corresponden a los operadores densidad de los subsistemas A, B, C, ..., res-
pectivamente y Y p; = 1.
i

2.3.3. Estados entrelazados

Como contraparte a los estados separables que no presentan entrelazamiento, pero si corre-
laciones clésicas, existen los llamados estados entrelazados o enredados.

Un estado bipartito en un espacio de Hilbert d dimensional estd maximalmente entrelazado
si es posible escribirlo como:

1 d—1
Vap) = Wi ; |i, 1) (2.6)

o0 es unitariamente equivalente a (2.6).

Notemos que, un estado maximalmente entrelazado puede ser construido a partir de una
base separable, es decir, |j) ® |k) con j,k = 0,...,d — 1, que expande un espacio de Hilbert de
dos qubit,

d—1

% > d i) @ nek), (2.7)
n=0

donde |n) ® |n & k) denota la diferencia n — k médulo d.
Luego, un estado cuantico se encuentra maximalmente entrelazado si es posible construir a

|Yjk) =

partir de él cualquier otro estado de la base usando operaciones locales y comunicacion clasi-
ca (LOCC). Sabiendo que una operacién local es aquella que no actiia sobre dos sistemas 2
simultdneamente, sin embargo, cualesquiera otros operadores pueden ser formados a través de
operaciones unitarias actuando en el estado.

En particular, cuando la dimension es 2 son los llamados estados de Bell.

Estados de Bell

Un estado de Bell o también conocido como par EPR 2 [1], es un estado que representa
entrelazamiento méximo entre dos sistemas. Dichos estados de Bell forman una base ortogonal

2Para nuestros resultados esto se reduce sélo a un par de qubits.
3Eintein, Podolsky y Rosen.
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denominada base de Bell:

1
55) = 5000 £ i), (2.80)
W) = = (0)[1) % [1)[0)). (2.8b)

S

2

2.3.4. Estado clasico

Un estado clésico tiene la particularidad de poseer solo correlaciones clasicas [23]. Se cons-
truye como una mezcla de estados puros no entrelazados, localmente ortogonales y es de la
forma:

panc.. = k) (El, (2.9)
K

donde los estados |k) denotan un producto tensorial de N estados |k;), los cuales definen una
base ortogonal en cada subsistema *.

La mezcla de estados cldsicos conduce en general a un estado separable, no obstante, cuando
dos estados son clasicos y poseen los mismos autovalores, entonces la mezcla de ellos sigue siendo
clésica.

Dado que las correlaciones cuanticas generalmente no son simétricas, es posible definir es-

tados semi-cldsicos, los cuales son cldsicos tan s6lo en una de sus partes.

2.3.5. Estado X

Los estados tipo-X son en la actualidad de gran interés, no sélo porque existe una expresiéon
analitica para calcular su entrelazamiento, sino también, porque son en principio una generaliza-
cion de estados maximalmente entrelazados. Motivaciones para su estudio se derivan del hecho
que en general se encuentran en diferentes areas, por ejemplo, mecanismos de decoherencia que
pueden tomar qubits en un estado-X [24, 25, 26], dos dtomos de dos niveles en el modelo de
Tavis-Cummings pueden alcanzar una dindmica de estado-X [27], los estados de minima y maxi-
ma discordia cudntica para un valor de entrelazamiento fijo son estados-X [28], en el campo de
la. materia condensada del estado fundamental de dos sitios de simetria-Zs de una red también
estd representado por un estado-X [29, 30, 31, 32].

En los siguientes parrafos, se tratan algunos de los aspectos mas relevantes de los estados- X,
representando dos qubit a y b.

“Dicho de otra manera, los autoestados del operador densidad que describe un estado clésico son factorizados
y ademds localmente ortogonales
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En la base 16gica {]04)[0p), [04)|15), [14)]0s), [14)|15)} ° el estado de dos qubits es dado por:

pir 0 0 p1g
0 p22 pa3 O

PAB = 2.10
0 p32 p3z O (2.10)
par 0 0 pyy
4
Los elementos de la matriz 2.10 deben satisfacer la condicién de ) pj; = 1y la de positi-
j=1

vidad,

|p1al < V/p1ipaa y  |p2s| < V/p22pss. (2.11)

En adelante consideraremos los elementos diagonales fijos, es decir, la distribuciéon de pro-
babilidades permanece invariante, de manera que el andlisis lo realizaremos en funciéon de los
elementos fuera de la diagonal principal. Estos muestran el grado de coherencia dentro de dos
subespacios ortogonales, por ejemplo, Hoo,11 expandido en la base {|04)|0s), |1a)[1s) }, ¥ Ho1,10
expandido por {|0,)|1s),|14)|0s)}. En efecto, cuando pi4 = 0 existe decoherencia absoluta en
el subespacio Hoo 11, mientras que para [p14| = \/P11Paa, pa,B es un estado puro en Hoo,11. El
elemento po3 tiene un significado similar en el subespacio Hg1,10. En consecuencia, los estados-X
(2.10), que dependen de los médulos |p14| y |p23|, van desde una superposicién incoherente de
los cuatro estados légicos factorizados a una superposicién de dos estados puros parcialmente
entrelazados.

2.4. Cuantificacion del entrelazamiento

En 1996 una buena cantidad de trabajos fueron dedicados a la bisqueda de medidas cuan-
titativas de entrelazamiento, en particular, para los estados mixtos de un sistema bipartito
[33, 34, 35]. Tal vez la mas bdsica de estas medidas es el entrelazamiento de formacién, que
abordaremos mas adelante, ésta tiene por objeto cuantificar los recursos necesarios para crear
un estado entrelazado dado [35].

Un posible criterio pudo haber sido la desigualdad de Bell, sin embargo, existen estados
parcialmente entrelazados que no satisfacen la desigualdad, por ejemplo, los estados de Werner
[22]. Luego, la desigualdad de Bell no puede ser utilizada como medida de entrelazamiento.

Una buena medida de entrelazamiento para estados puros |¢4p) es la entropia de von
Neumann, utilizando un operador densidad reducido, es decir, con la entropia de una parte del
sistema. Asi pues, se define la entropia del entrelazamiento como:

50 también conocida como base computacional.
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E(|¢){(¢]) = S(Trald)(sl) = S(Tralo){(d]), (2.12)

donde S es la entropia de von Neumann S(p) = —T'r(plogy p) y Tra 6 Trp, corresponden a las
respectivas trazas parciales sobre los subsistemas A y B.

Para estados mixtos no existe una tnica cuantificacién del entrelazamiento, pero se sabe
que una posible medida de él debiese satisfacer las condiciones [36]:

i) Para un sistema bipartito E(p) debe ser un mapeo desde operadores densidad a nimeros
reales positivos.

ii) Debe ser cero, si el estado es separable.

iii) La medida no debe en promedio aumentar bajo operaciones locales y comunicacién clasica

(LOCQ).

iv) Para estados puros la medida de entrelazamiento se debe reducir a la entropia del entre-
lazamiento (2.12). Para estados maximalmente entrelazados como el de la ecuacién (2.6)
la medida se reduce a log, d.

Sin embargo, algunos autores [36, 37] exigen otras propiedades que debe cumplir E(p):

v) Continuidad: El entrelazamiento debe converger a cero; en el limite cuando la distancia de
dos operadores densidad distintos tiende a cero, es decir, E(p) — E(6) — O para | p—0 ||—
0.

vi) Aditividad: Un nimero n de copias idénticas del estado p debe contener n veces el entre-
lazamiento de una copia, es decir, E(p®") = nE(p).

vii) Subaditividad: El entrelazamiento del producto tensorial de dos estados p y ¢ no deberia
ser mayor que la suma de los entrelazamientos de cada subsistema, es decir, E(p ® ) <
E(p)+ E(0).

viii) Convexidad: La medida del entrelazamiento deberia ser una funcién convexa, es decir,

EMXp+(1=XN)5) <AE(p)+ (1 —N)E(6) para 0 < A < 1.

Desafortunadamente, existen medidas de entrelazamiento que implican extremizaciones difici-
les de manejar analiticamente, el entrelazamiento de formacion no es la excepcién a esta regla.
Sin embargo, en el caso especial de dos sistemas cuanticos binarios, como el spin de una particula
0 la polarizacién de un foton - sistemas que se denominan genéricamente “qubits” - una férmula
explicita para el entrelazamiento de formacién fue probada, por ejemplo, para una clase especial
de matrices densidad [38]. En definitiva, Wootters generaliza y prueba la férmula para los esta-
dos arbitrarios de dos qubits, la cual satisface las condiciones anteriores y generaliza la entropia



2.5. Teleportacion Cuantica 21
del entrelazamiento (2.12) para estados mixtos.

Asi, si consideramos un sistema bipartito p4p, vemos que el entrelazamiento de formacion
se puede expresar como el minimo sobre todas las descomposiciones del ensamble de pap,

Ef(pap) = min > _pE(¢), (2.13)
i
es decir, la minimizacién es realizada sobre todos los ensambles {p;, 1;} tal que, pap = >_ pi|vi) (¥il.

2

La minimizacién de la expresién (2.13) en el caso de dos qubit fue la realizada por Wootters
[39].
Luego, el entrelazamiento de formacién de un estado pap de dos qubit se redujo a:

Ef(C) = h (1 V1 ;C(’”‘B)2> , (2.14)

donde E(C) es monétonamente creciente y oscila entre 0 y 1, h es la entropla binaria h(z) =
—zlogyxr — (1 —x)logy(l — ), y C(pap) es la llamada concurrencia,

C(p) = max{0, A1 — A2 — A3 — M\4}, (2.15)

con \; los autovalores en orden decreciente de la matriz hermitica R = /,/pp,/p. De forma
alternativa, se puede decir que los \; son las raices cuadradas de los autovalores de la matriz
Antihermitica,

pap = (oy ® oy)pap(oy ® oy) (2.16)

Observemos que cada uno de los A; es un niimero real no negativo.

2.5. Teleportacion Cuantica

La Teleportaciéon Cudntica propuesta por Bennett et al [2] que consiste transmitir un estado
cudntico entre dos partes espacialmente separadas mediante la utilizacién de un canal cuantico,
usualmente éste consiste en un estado maximalmente entrelazado de dos qubits.

2.5.1. Teleportacion Cuantica Estandar

En algun laboratorio se encuentra Alice y en otro, alejado de Alice, se encuentra Bob.
Interactuaron con anterioridad, obteniendo un estado maximalmente entrelazado que comparten.
Alice ahora quiere enviar a Bob un estado cudntico desconocido usando un canal clasico de
comunicacion.
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Entonces para realizar este proceso conocido como teleportacién cudntica Alice debe medir
sobre los estados que tiene en su laboratorio, la parte del par entrelazado y el estado desconocido
que desea enviar, con dicha medicién mediante el uso del canal clasico comunica a Bob los resul-
tados y éste mediante el uso de Transformaciones Unitarias sobre su parte del par entrelazado,
recobrar el estado a teleportar.

Tenemos un estado desconocido

[¥)a = al0)a + [1)a (2.17)
Para el envio exitoso de la informacién es necesario un estado maximalmente entrelazado

1
V2

El estado total esta dado por el producto tensorial de ambos estados, escribiendo este pro-

|¥)aB 100) a5 + [11) AB (2.18)

ducto de manera conveniente se obtiene

1
|tha) ® [V aB) = 7 (a|0204)|08) + al0a14)[15) + b[1a04)|0B)| + b1ala)[1B)]) (2.19)
Haciendo un cambio de base sobre el estado del sistema completo, en particular la base de
estados maximalmente entrelazados de Bell, se obtiene

Ya)lWas) = L1185 (al0s) +15)) + @0} (al0s) — bl1))
L) (bl08) + allp)) + [, (6105) —allp))]  (220)

Si Alice hace una medicién de Bell sobre sus estados, y comunica a Bob el resultado usando el
canal clasico este podra recuperar el estado teleportado por Alice mediante una transformacién
unitaria que dependerd del resultado comunicado. Estas transformaciones son operadores de
Pauli( 1.3.2), asi el estado toma la forma

[%a) ¥ aB) = % [[®F ) 0B) + @, 4)0=0B) + W) ou|tp) + ¥, ,)0m0.108)] (2.21)

Si Alice obtiene como resultado de su medicién el estado |<I>:A entonces Bob recobrara in-
mediatamente el estado original, con lo cual el proceso de teleportacion habra terminado, si en
cambio, obtiene como resultado de su medicién alguno de los otros estados de Bell, entonces
Bob deberé realizar alguna transformacion de Pauli para completar la teleportacién.

De esta forma, se puede ver que es posible enviar informacién desconocida entre dos luga-
res espacialmente separados usando un canal cldsico de comunicacién y un par entrelazado de
particulas producto de una interaccién previa entre las particulas entrelazadas y luego separadas.
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2.5.2. Teleportacion Cuantica Probabilista

Desde una perspectiva mas realista y de forma experimental es muy complejo tener un canal
maximalmente entrelazado (debido a imperfecciones en la fuente), es necesario entonces partir
de una situacién posible como es el caso de un canal puro parcialmente entrelazado en lugar de
uno maximalmente entrelazado.

Tenemos un estado cudntico desconocido

[¥)a = al0)a + [1)a (2.22)

Para el envié de la informacion es necesario un canal, en este caso un estado puro parcial-
mente entrelazado

(W) ap = a|00)ap + B11) ap (2.23)

Este se encuentra normalizado, es decir, |a|? + |32 = 1 y |a| < |B| denotando que « y
8 son diferente de 1/+/2 donde se recupera el canal maximalmente entrelazado y el calculo se
reduce a lo visto en teleportacién cudntica estandar. Analogamente al caso anterior el estado
parcialmente entrelazado es compartido por Alice y Bob y el Estado total se puede describir
como el producto tensorial de |¢)q v |¥V)aB-

haciendo uso de (pendiente) y de forma analégica a la telportacion estandar el estado total
toma la forma,

V) ©[Vap) = 12[|‘1>ZA> (aa|0) +b5[1B)) +|9,4) (aa|0B) — bS[1B))
+HWau) (b8105) + aallp)) + ¥, ) (68108) — acllp))]  (2.24)

Podemos ver de la ecuacién anterior que si Alice realiza una medicién de Bell sobre sus
particulas, entonces el sistema de Bob no se proyectara al estado a teleportar, en su lugar
tendremos estados con coeficientes proveniente del canal usado en el proceso.

2.6. Fidelidad

La fidelidad es una herramienta de la teoria de probabilidad, que busca la comparacién entre
distribuciones de probabilidad. Por ejemplo, dadas dos distribuciones p, y ¢, sobre un conjunto
con indice x, la fidelidad de p y ¢ se define como [5]

F (p’ Q) = Z vV Pzlz (2'25)

En el caso cudntico, la fidelidad nace de la necesidad de cuantificar la cercania entre dos

estados al observar que tanta informacién se preserva en un proceso cuantico
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Fue Uhlmann [40] quien la defini6 originalmente esta medida para dos estados con matrices
densidad p; y p2 como probabilidad de transicién.

F(p,o)= (Tr\/p1/20p1/2>2 (2.26)

Esta expresién cumple las siguientes propiedades:
= 0< F(p1,p2) <1y F(p1,p2) = 1siysolosip; = pa.
» Es simétrica F(p1, p2) = F(p2, p1)-

= Sip1 = |9) (3| es puro, entonces tenemos
F(p1, p2) = (lp2l)

= Convexidad si p1, p2 > 0, p1 + p2 entonces

F(p,p1p1 + p2p2) = p1F(p, p1) + p2F(p, p2) (2.27)

F(p1,p2) = Tr(p1p2) (2.28)
» Multiplicatividad F(p1 ® p2, p3 ® ps) = F(p1,p3)F(p1, p3)

= La fidelidad se preserva cuando actiian evoluciones unitarias sobre los estados para cual-
quier operador unitario.

F(p1,p2) = F(UpU", poUT) (2:29)

Vale la pena senalar que en el caso de dos dimensiones es posible obtener férmulas més
simples para F' como lo obtenido por Jozsa [41]

F(rhoy, pa) = Tr(p1p2) + 2(det p1 det ps)"/2 (2.30)

2.6.1. Fidelidad Promedio

El desafio es transmitir un estado puro desconocido [1) con la mayor fidelidad posible. De-
bido a que generalmente el canal usado para el proceso de teleportaciéon no es maximalmente
entrelazado el estado recibido es diferente al enviado. Por lo tanto, considerando total ignorancia
acerca el estado emitido |¢)) suponemos que se trata de cualquier estado del espacio de Hilbert,
cada un con una misma densidad de probabilidad p = 1/27

En consecuencia, la fidelidad media f dada por el promedio de F en todos los posibles
estados {|1)}, se vuelve
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f= /dew (2.31)
2m 2 1
= s [ [ twlelen ol aiole) oo .32

donde los §; son las dos fases del estado [¢) y [(0]¢)| d |(0]1))| df1dBs es el elemento de volumen
del estado espacio definido por los tres parametros (|(0|¢)], 61,602) . Supongamos que un emisor
tiene un solo sistema y desea transferir un estado desconocido |1) a un receptor, teniendo sélo
la comunicacion clasica entre ellos. El proceso mas elemental que el receptor puede hacer es
medir un observable y enviar por medio de un bit cldsico un 0 si el resultado es |0) o un 1 si es
|1), donde |0) y |1) son los estados propios de lo observable previamente acordado entre ellos.
De este modo, el receptor recibe el estado |0) con probabilidad [(04)|? y 1) con probabilidad
[(1]1)]?, en lugar de |¢). En este caso, la fidelidad media esté dada por

£o= [ ol (101 R 0}01+ )P ) by
2 27 1
N 2%2 ) /0 /0 [!<0lw>|4+(1—<0!w>|2)2]|<0|w>\d|<0|w>\d01d92
2

3 (2.33)

lo que significa que el valor 2/3 estd garantizada por un proceso elemental de la transferencia
de la informacion. En consecuencia podemos decir que un proceso para la transferencia de
informacién no es elemental si su fidelidad media es superior a 2/3.



Parte 11

Redistribucion de fidelidad media en

la Teleportacion Cuantica

26



Capitulo 3

Redistribucion de fidelidad

3.1. Redistribucién de la fidelidad en un proceso con un canal
puro

Ahora abordaremos aspectos del protocolo de teleportaciéon para estados puros, dejando
para el siguiente capitulo una generalizacion a estados mixtos, en particular, estados tipo-X.
Nos centraremos en el estudio de la fidelidad cuantica, cantidad da cuenta de la ”similitud”de
un par de estados.

Con el fin de introducir los elementos bésicos y las operaciones revisamos el protocolo
teleportacién con el canal cuantico puro |Cap) = «|0)|0) + 5]1)|1) donde {|0),|1)} son los
estados propios de o, operador de Pauli, |i)[j) denota el producto tensorial del estado |i) del
sistema A y el estado |j) del sistema B. Dado que cualquiera de las fases en el canal puede ser
removido por una transformacién unitaria local sin pérdida de generalidad, consideramos las
amplitudes a y 8 son nimeros reales no negativos y a < /3. El canal |C4p) estd normalizado,
es decir, o’ + %2 =1

La teleportacién cuédntica probabilista, de un estado desconocido |¢) del sistema de a, se
muestra en la siguiente identidad,

)| CaB) \/>|q> ) + \[V‘I’a/x Yo:|¥)
Bz ot F1w ol 3.1

donde |®F,) y |¥F,) son los estados de bell del sistema bipartito aA. De la ecuacién (3.1)
Se entiende que al realizar de una medicién proyectiva sobre los estados de Bell del sistema
aA, en el sistema B también se proyectan sobre las salidas [¢)) con probabilidad p/2, o.|v)con
probabilidad p/2, o,|¢)) con probabilidad /2, y 0,0,|¢)) con probabilidad §/2, donde

27
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. 1

) = %(MOIWIOHBUIWID), (3.2)
b= lal* [0l + 181 (1),

.. 1

) = ﬁ<5<01w>|0>+a<1|w>|1>>, (3.3)
po= 1-p

El receptor teniendo el sistema B y, recibiendo el resultado de la medicién del sistema a A,
puede remover la transformacién unitaria o,, o, 0 0,0, con el fin de recuperar los estados |1/;> o)
\w) Vale la pena mencionar aqui que si 8 = |3]e# es complejo debemos introducir en (3.1), el
operador unitario e_i(eﬁ'”)/ 26i(9ﬁ+”)az/ 2 en lugar de o,. Nétese que, cuando o« = 3 , el canal se
vuelve un estado de Bell, los estados |[¢) y \z/;) se vuelven |1) que es el estado para ser teleportado
del sistema aA al sistema B. Por consiguiente, después remover de los operadores unitarios, el
receptor tiene dos posibles salidas, |1/) con probabilidad p o |¢> con probabilidad p. En este caso,

la fidelidad promedio sobre las dos salidas, cada una con una probabilidad asociada es

1= [o (sl +swib]) av (3.4
A §+% (3.5)

donde C' = 2a es la concurrencia del canal |<I>JAf - Adicionalmente, observamos que ambas
salidas, 1) y [¢), tienen la misma fidelidad normalizada f = f@ﬁ‘(@bw_))’zdd)/fpﬁdw =f=

[ ot dwy J ppdw = 7.

De las anteriores expresiones se interpreta lo siguiente:

= Cuando el canal puro carece de entrelazamiento, es decir « = 0 o 8 = 0, entonces f toma
el valor minimo 2/3

= La fidelidad media es de 1 sélo para C' = 1, lo que corresponde al caso de un canal
maximamente entrelazado.

Por lo tanto, nos encontramos con que la correlacién de entrelazamiento contribuye tnica-
mente al tercio superior en la fidelidad promedio, los dos tercio inferiores estan garantizados sin
ninguna correlaciéon. En otras palabras para la teleportacién con un canal de estado puro con
entrelazamiento diferente de cero, el proceso ya no es elemental.

3.1.1. Proceso de Extraccion de Estado con un canal puro

Ahora, con el fin de redistribuir la fidelidad en cada uno de las salidas, [1) y |w>, aplicamos
un proceso de extraccién de estado (PEE). Este proceso tiene un qubit auxiliar b inicialmente
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en el estado |0), para cada salida es necesario aplicar una transformacién unitaria diferente, es
decir para |1) se aplica Upy, sobre el producto tensorial |1)|0), donde Upy es

Upy = [0)(0] @I+ 1)(1]® Up, (3.6)
2
Uy[0) = %|o> —y /1 %m,
a? o
Up|l) = 1—@\0>+E|1>7
Asi, tenemos que
Usl)10) = 2 1)10) — /2= oy (3.7)
VD p

De la ecuacion (3.7) nos damos cuenta de que el estado desconocido [¢)) se puede recuperar
mediante la proyeccién del sistema auxiliar b en el estado |0), de lo contrario el sistema B se

proyecta sobre el estado |1). La probabilidad condicional de extraccién |¢)), para este caso, es
2 —
a®/p.

Si el resultado es |¢)) entonces, para la extraccién [i) es necesario aplicar la transformacién

unitaria U By = ag;B)[j Bbag(cB) sobre el producto tensorial ]1/13)|0> Asi, en este caso tenemos,

B2 — o2

Upl)[0) = %IWI@ - 5 Ol (3.8)

Una vez maés el estado [¢) se recupera mediante la proyeccion del sistema auxiliar b en el
estado |0), de lo contrario el sistema B se proyecta sobre el estado |0). En este caso la probabilidad
condicional de extraccion [1) es o/p . La probabilidad total de extraccién de |1)) es

042 a2
Degt = DP— +P—
p p

= 202

— 1-1-c2 (3.9)

Ambas salidas contribuyen con la misma probabilidad «? de lograr con éxito el proceso de
teleportacién cuantica, es decir, un resultado que tiene fidelidad maxima igual a 1. Sin embargo,
cuando el PEE falla, hay dos resultados posibles, |1) o |0), que tienen fidelidad 1/2. Por otro
lado, la fidelidad promedio total, en este caso, viene dada por
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ro= foa{a [+ (1- ) 1]
w5 [ Sl + (1- %) iwior] .

p
Jisee
3

= 1 —
A partir de estas expresiones que vemos lo siguiente:

» Después de aplicar el PEE ambas salidas, [) y \1/1), contribuyen con el mismo valor f/2
a la fidelidad promedio total; cada salida contribuye con un estado de fidelidad media 1
y otro con fidelidad media 1/2. Por lo tanto, el PEE distribuye la fidelidad promedio de
manera similar en el interior de cada una de las salidas.

= La fidelidad media es de 1 s6lo para C' = 1, que corresponde al caso conocido de un canal
maximamente entrelazado (Estados de Bell).

» La fidelidad media total f alcanza su valor minimo 2/3 cuando C' = 0, que corresponde a
un canal puro sin entrelazamiento [42]. Una vez mads el entrelazamiento contribuye sélo a
la tercera superior en la fidelidad promedio del estado teleportado.

= La fidelidad promedio total del proceso de teleportacién con un PEE es menor que uno
donde no se utiliza PEE. Sin embargo, el proceso proceso de teleportacién con PEE permite
la obtencién de un estado de fidelidad 1 con probabilidad pey: =1 — V1 — C2.

Por lo tanto, el PEE redistribuye la fidelidad promedio total generando una salida con fideli-
dad promedio igual a 1 con probabilidad 2a? al costo de generar también dos salidas con fidelidad
promedio 1/2, y la disminucién de la fidelidad total promedio de (2+C)/3 a 1—+1—C?/3.
La Figura (3.1) ilustra este efecto en la redistribucién de la fidelidad media total.
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Figura 3.1: linea continua: fidelidad promedio total sin PEE, linea discontinua: fidelidad prome-
dio total con PEE, linea discontinua y punteada: probabilidad de extraccién exitosa en PEE,

linea punteada: f =2/3



Capitulo 4

Redistribucion de fidelidad para
estados X

Estados iniciales de Bell sometidos a mecanismos de decoherencia no markovianos evolucio-
nan a Estados-X estacionarios [43] esto sumado a a dificultad del uso de estados puros de forma
experimental da lugar a estudiar el proceso de teleportacion con estados-X. Estudiemos ahora el
mismo protocolo con un estado-X como canal cuantico en lugar de un canal puro. Consideramos
que el sistema A y B estan compartiendo el siguiente estado, un estado-X llena dos subespacios
ortogonales, especificamente Hop 11 expandido sobre la base {|0)|0),|1)|1)} ¥ Ho1,10 expandido
sobre {|0)|1),|1)|0)} la forma de X surge porque tiene coherencia cero entre los elementos de
esos dos subespacios. Por lo tanto, consideramos que el sistema A y B estan compartiendo el
siguiente estado,

pap = p11]00)(00] + p14]00)(11]
+p22|01) (01] + p23]01)(10]
+p32|10)(01] + p33]10) (10|
+p41[11)(00] + paa[11)(11].

Los elementos no diagonales p14 y po3 nimeros reales y positivos. Dado que el canal cuanti-
co considerado para el estado puro estd en el subespacio Hoo,11 aqui consideramos como el
subespacio principal es decir, el entrelazamiento de pip es dado por la concurrencia

C = méx {0, 014} N

donde
Cia =2 (p1a — \/p22p33) -
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Se asume que C14 > Coz =2 (p23 — \/M) y cuando ambas, C74 y Cag, son menores que
cero entonces el canal carece de entrelazamiento y es separable. Si C74 > 0 entonces C = (4.

Mediante la aplicacién del proceso de teleportacién estandar, es decir, el sistema bipartito
aA se mide de una manera tal que se puede proyectar en uno de los cuatro estados de Bell
{]¢;tA>, ]w;tA)}, entonces el sistema B también se proyecta sobre uno de los cuatro estados ﬁfg
con probabilidad p/2 o ﬁﬁ con probabilidad p/2, que se obtiene de

{65 () (el © pas) 165)

PB T Tr(pE, | ([a) (Val ® pas) |65)
_ 0,9;1)/2@3021;1)/2’

. WE, | (9a) (Wa] ® pas) [vE,)

PB

Tr(yal (1ta) ($al © pas) [ya)’
— T2 b, g 1FD/2)

P o= (pu+ p22) [O1a)|* + (p33 + paa) (L),

B o= (p11+p22) (1Y)l + (p33 + pas) [(0[ta) ],

En la segunda etapa, una vez conocido el resultado de la medicién se eliminan los unitarios,

por lo que el receptor puede tener con probabilidad p el estado

eo = 7 [ (o IOWNE + paal (LD 105
— (vPuipat — paa) ((01) (WILI0) (L] + {L|) (6]0) 1) 0]
3 [ (L) 10)(0] + paz |(0[) [ [2)(1

+p32(1[¢) (¥[0)|0) (1] + p23(0]%) ([1)[1){0]],

y con probabilidad p el estado

in = [ (o 0L + pua | LI 165
~ (ypripm — pua) (1) GEI0)1) (0] + (01) (61)[0) 1)
a2 (11} 2 0301 + s (114 (010) 0} (1

+p32(0[w) (B 1)[1) (0] + a3 |(0]¢) |1>(1|} ,
donde se han definido los estados puros

B = VP (0] |0) + /paa (1)) [1)

o lOW)P + pas (1)

)
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) = YPROIO) + A
V/Paa [O10) 2 + i | (1) 2

La fidelidad promedio de los estados de salida y en los todos los posibles estados desconocidos
|t)) para ser teleportados, viene dada por

;o= / pdip (5|25 1) + HlE5lw))

2 1
p— —_— —_— 2 —
3 + 3 [2p14 — (p22 + p33)]
2
2 Cu- (v/P22 — \/P33)
3 3 '

Asi, nos damos cuenta de que el entrelazamiento es necesario, pero no suficientes para obtener
una fidelidad promedio superior a 2/3. En concreto, nos encontramos con un valor umbral de la
concurrencia,

Cx.un = (v/P22 — v/P33)° (4.1)

con el fin sobrepasar la fidelidad minima 2/3, es decir, el proceso es no elemental cuando,
C > Cy,. fy Cyp no dependen de los elementos pas y pa23, pero si de los elementos diagonales
del el subespacio Ho1,10-

De esta expresién encontramos efectos interesantes:

= La fidelidad promedio del protocolo de teleportacion de un estado puro, se obtiene con
p11 = %, paa = B2, p1a = pa1 = af, paz = p33 = 0.

» La probabilidad p22 + p33 en el subespacio Hpi,10 puede causar que la fidelidad minima
sea mas que 2/3 cuando pas + p33 > 2Repy;. De esta forma hay una competencia entre la
coherencia por el aumento de f contra la probabilidad en Hpq 19 por la disminucién de f.

Finalmente podemos ver que la fidelidad promedio disminuye a medida que un mecanismo
de decoherencia toma el término |p41| desde /p11pas a 0.

4.0.1. Proceso de Extraccion de Estado con Estado-X como canal

Ahora apliquemos el PEE descrito anteriormente para un canal puro , se debe sustituir
dentro de las transformaciones unitarias Upy y U By €l termino /B por +/pi1/pas, donde se
asume p11 < P44.

Si la salida es g entonces transformamos g ® |0)(0| mediante Ugy,. Después de aplicar Upy,
el o, observable del sistema auxiliar b se mide en base {|0),|1)}, por lo tanto se calcula sélo los
resultados 0p, y 0B,1,-
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Especificamente tenemos

(0| Uppop @ |0) <0|U]§b\0b>
Tr(0|Upsan @ [0)(0]T L, |05)”

_
= o)l

0B,0, =

P14
_ (1 _ mw) (06 (6 110) (1]
P41
_ (1 _ mw) (14ba) (4]0} 1) (O]

P32 P23
+m<llwa><wa|0>lo><1l+m

+ 22 (ajya) o) 0]+ 22 [0l ) .

(Oltha) (¥a[1)[1){0

con probabilidad condicional p

1 P11p22
p= 1 (o + s 110l P+ 222 01 )
p P44

(1|Upvop ® |0><0|U79b’1b>
Tr(1y|Upan © 0){0]U %, | 16)
1

= T 9 [((p44 — p11) |<1|¢a>|2>

(b= 222 o) | 1)1,
= Il

nglb 3

con probabilidad condicional 1 — p. Del mismo modo, si el resultado es ¢ transformamos
0 ® |0)(0] mediante el uso de Upgy, y por lo tanto se calcula sélo los dos resultados posibles, es
decir, 0B, ¥y 0B,1,, €sos estados son,
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(0| Uppiip © [0)(0| T}, 05)

B 0y Tim 100000
= [l
~on (1= 22 ) Ol 0 0
~on (1= 2 ) () o) 0
+%<1m><wam>m><u + “Zﬁ’) (0f14a) (1) ]1)(0)

P11P22
+ 222 11y, 0) 0]+ pan Ol 1)1
P44
con probabilidad condicional g

1
qg== (,011 + pa3 [(0[a)|* + &Pm \<1¢a>|2> ,
p P44

(15| Upsip © [0) (0T 15)
Tr (15| Ugsép © [0)(0]U k1)

0B1, =

= s o —en) 0
P11P22
+ (= 222) jajy) ] ) 0,
— 10)(0

con probabilidad condicional 1 — g. Observamos que la extraccién de las salidas 0p 0, ¥y 08,0,
son estados mixtos del estado deseado [1) (1| con otros términos provenientes del subespacio
Ho1,10 y la falta parcial de coherencia en el subespacio Hoo,11 Por lo tanto la probabilidad de

cuasi-extraer |¢) (1| es

DPrext = ﬁp‘f‘ﬁ%

11022
= 2p11+p33+ pupz

P44

y la fidelidad promedio de este proceso esta dada por
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N / 0 [0 (p(4125.0,) + (1 — p) (WIL) (1[))
B (a(@18B0,J0) + (1 — q) (010)(0[))] dep,

2 1
= [1 + p14 m_ - (p22 + p33)] )
V pas 2

3
2 1 [pn 2 P44
= S+ 5y/— |Cra— (Vp22 — V/p33)” — (p22 + p33) ——1]].
3 3V pu p11
Aqui nos damos cuenta de que existe un valor umbral de la concurrencia Cx_pgg ih, fx,PEE
es mayor que 2/3, cuando

P44
Cx_prpm = (/P22 — \/P33)” + (p22 + p33) ( o 1> .
En otras palabras, el entrelazamiento es necesario pero no suficiente debido a que el proceso no

es elemental sélo cuando

C > Cx_pEE th-

Es evidente que el umbral Cx_pgg s, es mayor que Cx,es decir, este procedimiento con PEE
exige mas entrelazamiento con el fin de tener un resultado con fidelidad promedio normalizada
mayor que fx si piq # p11.

Vale la pena destacar que, en el caso de un Estado-X, con y sin PEE, el proceso de tele-
portacién manifiesta caracteristica cuantica para C mayor que los valores de umbral debido a la
decoherencia en el subespacio Hog,11 ¥ a la poblacién del subespacio Ho1,19. Por lo tanto, lo que
estamos observando en este esquema es una competencia entre el entrelazamiento, que introduce
la caracteristica cuantica y la decoherencia, que introducen clasicidad al canal cuantico.
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Conclusiones

Se ha realizado un andlisis de la redistribucion de la fidelidad medio en un protocolo de
teleportacién Cudntica perteneciente al estudio de Teoria de la Informacién Cuéantica, para un
estado desconocido de un qubit. En particular, se utiliza proceso de extraccién de estado para
llevar a cabo la redistribucion de la fidelidad.

Para el caso puro

= La fidelidad media solo es 1 para C' = 1 correspondiente al canal maximalmente entrela-

zado.

fidelidad minima alcanza un valor 2/3 cuando C' = 0 correspondiente a un canal puro sin
entrelazamiento. lo que nos dice que la correlacién de entrelazamiento contribuye solo con
la tercera parte superior en la fidelidad promedio del estado teleportado.

= La fidelidad promedio total del proceso de teleportacién con un PEE es menor que uno
donde no se utiliza PEE. Sin embargo, el proceso proceso de teleportacién con PEE permite
la obtencién de un estado de fidelidad 1 con probabilidad pe,s = 1 — v1— C2. Por lo
tanto, el PEE redistribuye la fidelidad promedio total generando una salida con fidelidad
promedio igual a 1 con probabilidad 2a? al costo de generar también dos salidas con
fidelidad promedio 1/2, y la disminucién de la fidelidad total promedio de (2 + C)/3
a 1—+1-C?/3.

Encontramos que los procesos de teleportacion, con y sin PEE, sélo requieren entrelaza-
miento diferente de cero para ser no elemental, cuando el canal cudntico es puro. En este caso, el
PEE redistribuye la fidelidad promedio de tal manera que hay un resultado posible con fidelidad
1, que significa que la teleportaciéon es exitosa.

Para el Estado X

= La fidelidad promedio sin PEE no depende de los elementos no diagonales p23 v p32 pero
depende de la suma de sus diagonales, pso + p33; f disminuye a medida que dicha
probabilidad aumenta. En otras palabras, la probabilidad dentro del subespacio Ho1 19
afecta la disminucién de la fidelidad promedio, pero su grado de decoherencia no la afecta.
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= Cuando el canal cuantico es un estado X, nos encontramos con que la teleportacion no es
elemental si y sélo si la concurrencia del canal es mayor que algunos valores de umbral
particulares. En otras palabras, el entrelazamiento es necesario pero no suficiente. Atin més,
nos encontramos con que el valor umbral requerido es mayor para el proceso con PEE que
el uno sin PEE. Pensamos que Cx_pgg, > Cx porque el proceso con PEE permite, con
probabilidad diferente de cero, un resultado con mayor fidelidad que la fidelidad promedio
del procedimiento sin PEE.

Finalmente podemos concluir que existe una competencia entre el entrelazamiento por in-
troducir rasgos cudnticos y la decoherencia por introducir clasicidad, cuando el canal cudntico
es un estado X.
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