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Parte 1

Preliminares



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién y objetivos

Esta tesis ha sido concebida en el contexto de dos temas ain no comple-
tamente resueltos por la fisica actual: por un lado, la cuantizacién del campo
gravitacional, y por otro, la cosmologia.

La Teoria General de la Relatividad de Einstein ([1], [2], [3]) describe ex-
itosamente el campo gravitacional en términos cldsicos, sin embargo se ha re-
sistido a la cuantizacioén, [4]. Este hecho motiva la construccién y exploracién
nuevas teorias. En este escenario podemos ubicar a las teorias gravitacionales,
—invariantes de gauge—de Chern-Simons ([5], [6], [7], [8]), en una de las cuales
estd basada la presente investigacion. En particular nos fijaremos en la Teoria
de Einstein-Chern-Simons [8], a partir de la cual obtendremos soluciones de
universo en expansién acelerada.

Porqué estudiar cosmologia? Por dos razones. La primera tiene relacién con
lo recién senalado. La cuantizacién del campo gravitacional presenta dificultades—
ademss de las técnicas-matemaéticas y conceptuales, [9]-experimentales: debido
a las altas energfas involucradas (~ 10'%GeV), parece imposible construir en
La Tierra un acelerador de particulas que nos permita experimentar con efectos
cudntico-gravitacionales, [10]. No obstante es posible encontrar en la naturaleza
procesos con potencial para revelarnos el cardcter cudntico del espacio-tiempo,
i.e. del campo gravitacional. Junto con los agujeros negros, el universo como
una totalidad se nos presenta como uno de estos laboratorios naturales. La idea
es la siguiente: el modelo estdndar de la cosmologia ([1], [2], [3], [11], [12], [13],
[14]) nos muestra un universo en expansién, que comienza en una singulari-
dad (también estdn presentes en agujeros negros, y representan un problema
para la fisica); donde, se supone, los efectos cudntico-gravitacionales dominan,
y remanantes de aquella época podrian ser, en principio, rastreados hoy en dia
mediante la observacién astronémica. Parece interesante entonces estudiar las
predicciones de nuevas teorfas en el ambito de la cosmologia cudntica ([15], [16],
[17], [18]). Si bien el tema principal de esta investigacién no corre por este car-



ril, presentaremos aqui una primera aproximacién a la cosmologia cudntica en
el contexto de la teoria de Einstein-Chern-Simons.

La segunda razén tiene que ver con la cosmologia cldsica (relativista, no-
cuédntica), entorno en el que podemos ubicar el grueso del contenido de esta
tesis. Aunque la Teoria Genenal de la Relatividad presenta un marco concep-
tual sélido para entender la interaccién gravitacional, y en particular de la cos-
mologia, ya que nos muestra un universo en expansién ([1], [2], [3], [11], [12],
[13], [14]), el esquema no estd completo. Hay problemas importantes (ademéds
del de la singularidad inicial ya sefialada), para los cuales todavia no se tiene
respuestas precisas y concensuadas ([12], [13]). El principal parece ser el prob-
lema de la actual expansion acelerada del universo ([19], [20], [21]), conocido
como el Problema de la energia oscura. Si bien existen modelos capaces de de-
scribir una expansién como tal, e.g. considerando la constante cosmolégica en las
ecuaciones de Einstein, el tema no estd zanjado. Otras cuestiones no resueltas
tienen que ver con acontecimientos ocurridos en etapas tempranas de la evolu-
cién del universo; aqui ubicamos los Problemas del horizonte, de la planitud y
de los monopolos magnéticos ([12], [13]). Aunque hay bastante concenso en que
dichos problemas son resueltos por la Teoria de inflacién césmica—lapso de ex-
pansién rapida y acelerada que tuvo lugar en el universo primigenio ([11], [12],
[22], [23])—, el mecanismo especifico no es algo absolutamente claro. Cabe men-
cionar que dichos problemas, que tienen relacién con una dindmica acelerada—el
tema de esta tesis—, no son los 1inicos; en un dominio diferente encontramos los
Problemas de la materia oscura y el de la asimetria bariénica ([12], [13]).

Asi, teniendo en vista la necesidad de una teoria para la gravedad consistente
con la mecédnica cudntica y el importante rol que jugado por la cosmologia—ya
sea en el marco cldsico o en el cudntico—, reconocemos lo interesante que puede
ser explorar teorias alternativas a la Relatividad General y, en particular, el
estudio de soluciones de universo. Llegamos asf al objetivo principal de la
investigaciéon aquf expuesta:

Obtener soluciones cosmolégicas tipo Friedmann-Robertson-Walker
aceleradas en el contexto de la teoria para gravedad 5—dimensional
de Einstein-Chern-Simons [8].

Debe ser notado que en un trabajo anterior [24] encontramos algunas solu-
ciones tipo Friedmann-Robertson-Walker para la teoria de Einstein-Chern-Simons
que son consistentes con los modelos cosmolégicos usuales. Sin embargo, varias
interrogantes quedaron alli planteadas, asociadas principalmente al tipo de ma-
teria incluida en teoria de Einstein-Chern-Simons, a la necesidad de soluciones
coherentes con la idea de un espacio-tiempo 4—dimensional, y a la construccién
de soluciones aceleradas. De aqui emergen los objetivos secundarios:

En el marco de la cosmologia tipo Friedmann-Robertson-Walker
acelerada para la gravedad de Eintein-Chern-Simons, i) obtener solu-
ciones consistentes con la nocién de espacio-tiempo 4—dimensional vy,
ii) lograr una interpretacién de los campos de materia incluidos en la
teoria.



1.2. Resumen

En esta tesis encontraremos soluciones cosmoldgicas tipo Friedmann-Robertson-
Walker de expansién acelerada para la gravedad 5—dimensional de Einstein-
Chern-Simons construidas a partir de tres diferentes enfoques:

1. En la parte II, encontraremos soluciones 5—dimensionales, obtenidas a
partir de un conjunto de ecuaciones similar al de Einstein-Maxwell (que
aparecen como un reordenamiento de las ecuaciones de [8]). Veremos aqui
que el campo material h* de la teoria de Einstein-Chern-Simons puede
interpretarse como una constante cosmoldgica (resultados publicados en
[25]).

2. En la parte III, bajo ciertas imposiciones al lagrangiano en consideracién,
conseguiremos una accién para una brana 4—dimensional inmersa en el es-
pacio de la teoria de Einstein-Chern-Simons, y a partir de ella soluciones
de universo acelerado. Aqui el campo h® se interpreta como un campo es-
calar acoplado no-minimalmente a la gravedad; en particular serd asociado
a una particula de Klein-Gordon y a un taquién (articulo en construccién,
[26)).

3. En la parte IV, desarrollaremos el formalismo hamiltoniano correspon-
diente al modelo cosmolégico tipo brana recién mencionado, para po-
tenciales del campo escalar cuadrético y lineal. En ambos casos obten-
dremos una solucién acelerada. Ademads, derivaremos un par de ecuaciones
cosmoldgico-cudnticas tipo Wheeler-de Witt; aqui no daremos soluciones.

Aparte de estos resultados, como un contenido adicional, en la parte V de
esta tesis se incluyen algunas soluciones estdticas para la gravedad de Einstein-
Chern-Simons asociadas a una variedad que contiene un subespacio 3-dimensional
maximalmente simétrico. Veremos que es posible hacer contacto con los resul-
tados de [27], derivar soluciones de agujero negro e interpretar la materia h* de
la teorfa como una constante cosmoldgica (articulo enviado, [28]).

Para terminar, en la parte VI se presenta una sucinta revisién de los con-
tenidos desarrollados en esta tesis. Ademds se incluyen tres apéndices (parte
VII) y un listado de referencias (al final).

A continuacidn, en lo que sigue esta parte I, revisaremos brevemente algunos
tépicos relevantes que fundamentan la presente investigacion; a saber: Relativi-
dad General, la cosmologia estdndar y sus problemas, la aceleracién del univer-
so, algunas extensiones o variantes de la Relatividad General (los tratamientos
de Palatini, Lovelock, Kaluza-Klein, hamiltoniano de la Relatividad General y
Wheeler-de Witt, la Cosmologia cudntica, el Mundo Brana, el acoplamiento no-
minimal geometria-materia y la gravedad en el lenguaje de formas diferenciales),
la gravedad de Chern-Simons y, en particular, la de Einstein-Chern-Simons y
algunas de sus soluciones (cosmolégicas y con simetria esférica).



Capitulo 2

Breve revision de toépicos
relevantes

Los aspectos tedricos en los cuales se basa esta tesis pueden ser divididos en
dos conjuntos. El primero incluye temas ampliamente aceptados y reconocidos,
los cuales se supone han de ser un ingrediente fundamental en la construccién de
nuevas teorfas y/o modelos: Relatividad General (sec. 2.1), cosmologia estdndar
(sec. 2.2) y, los problemas cosmolégicos y aceleraciéon del universo (sec. 2.3). El
segundo incluye contenidos que emergen como posibles variantes, o extensiones,
de los temas recién sefialados: extensiones de la Relatividad General (sec. 2.4),
gravedad de Chern-Simons (sec. 2.5), gravedad de Einstein-Chern-Simons (sec.
2.6) y sus soluciones: Friedmann-Robertson-Walker Einstein-Chern-Simons (sec.
2.7) y con simetria esférica (sec. 2.8), que han sido encontradas con anterioridad.

2.1. Teoria General de la Relatividad

Acciéon de Einstein-Hilbert y Ecuaciones de Einstein. La Teoria Gen-
eral de la Relatividad es la teorfa de Einstein para el campo gravitacional, y
describe exitosamente el movimiento planetario, predijo los agujeros negros y
nos muestra un universo dinamico. La bibliografia en el tema es numerosa, e.g.
(1], [2], [3].

La Relatividad General emerge como una generalizacién de Teoria Especial
de la Relatividad. Mediante el principio de equivalencia—entre un sistema de
referecia no inercial y el campo gravitacional, esto en un sentido local-Einstein
identificé el campo gravitacional con el tensor métrico g, (con p,v =0,1,2,3)
correspondiente a una variedad espacio-temporal 4—dimensional curva barrida
por un sistema coordenado z* (como se ha dejado ver, la Relatividad General
estd intimamente ligada a la geometria diferencial, tema que aqui no tocaremos;
tratamientos bastante amplios pueden encontrarse en los libros estdndar sobre
Relatividad General, e.g. [1], [2], [3]). En el espacio-tiempo, asociado al elemento



de linea
ds* = g, datda”, (2.1)

los cuerpos sometidos a la fuerza gravitacional siguen trayectorias geodésicas,
descritas por la expresién

d2zH " dz¥ @

dr? YA dr dr

= 0. (2.2)

Aqui z#(7) representa la trayectoria de la particula, parametrizada por el tiempo
propio 7, y T | son los simbolos de Christoffel

1
FMV)\ = 5-(]“/) (8l/g>\p + 8)\91)1/ - 3pgm) . (2.3)

En Relatividad General, la dindmica del espacio-tiempo, i.e. el campo grav-
itacional, cuya fuente es la distribucién de energia-momentum, es dada por las
ecuaciones de Einstein. Este conjunto de ecuaciones puede ser derivado a partir
de un principio de accién. Consideremos una accién cuya densidad lagrangiana
L estd compuesta por dos partes, una puramente gravitacional L y otra pura-
mente material £y; (Acoplamiento minimal)

Sz/ﬂd‘*xcz/ﬂd‘*m(ﬁngLM). (2.4)

Ciertas exigencias razonables conducen al L correcto [29]. L debe ser una
densidad escalar, construida a partir de g,,, de sus primeras derivadas 0xg,.
y, a lo mds, de sus segundas derivadas 0,0xg,., siempre y cuando estas ulti-
mas aparezcan de forma lineal, de modo que términos de superficie puedan ser
despreciados, y asf obtener—como corresponde—ecuaciones de campo de segundo
grado. Si se intenta construir Lg sélo a partir de g,, y sus primeras derivadas
Irguw—contenidas en la conexioén I'" | —el resultado es fallido: no es posible obten-
er una densidad escalar utilizando sélo g,,, y I'" ,. Si uno se permite considerar
segundas derivadas, se verd que existen 14 invariantes de curvatura en 4 di-
mensiones; pero s6lo uno de ellos es lineal en segundas derivadas: el Escalar de
Ricci

R =Rl =g""R,,, (2.5)
obtenido a partir de la contraccién del Tensor de Ricci
Ry =Ry, = 9" Ry, (2.6)

que a su vez, se obtiene a partir de la contraccién del Tensor de curvatura de
Riemann

Rul/)\p = 8PFILV)\ - 8)\F#Vp + F#ap UIJ/\ - FMO'/\FUVP' (27)

De este modo

Lo =V gR, (2.8)



donde se ha incluido /—g el para asegurar la covariancia. La accién correspon-
diente a la densidad lagrangiana (2.8) es conocida como Accién de Einstein-
Hilbert.

Consideremos ahora el término material £jy;. En la teoria newtoniana la
fuente de campo gravitacional es la masa; Einstein, en la Relatividad Especial,
mostré la intima relacién entre ésta y la energia-momentum. Con esto en cuen-
ta, se intuye que la fuente de campo gravitacional debe aparecer ahora como
una generalizacién covariante y relativista del concepto de masa, i.e. el tensor
de energia-momentum. Asi, todo lo que posea energia-momentum deberd estar
presente de alguna forma en la accién de la Relatividad General. Escribimos
entonces

EM = —25\/ —gLM, (29)

donde Lj; es un escalar asociado a todos los campos presentes diferentes al
gravitacional, y donde se ha incluido el \/—g para asegurar la covariancia; el
—2k se ha escogido de esa manera por comodidad en los célculos, y representa
la constante de interaccién gravitacional.

Asi, a partir de (2.4), (2.8) y (2.9) se consigue la accién para la Relatividad
General

e / d*zv/—g (R —2kLyy). (2.10)
Q

Las ecuaciones de campo se obtienen a partir del principio de minima accién

1
0S = / d*z\/—g (RW - ig,“,R - /iTW> og"” = 0. (2.11)
Q

Como dg"” es arbitrario, se tiene que

1
F¥oa— igWR = (2.12)

La expresion (2.12) muestra las Ecuaciones de campo de Einstein . Aqui T},
es el Tensor de energia-momentum dindmico, definido como

T 2 0(V=glum) (2.13)

pv \/jg 59/»“’

Por supuesto la teorfa de Einstein contiene a la de Newton. En el llamado
Ifimite newtoniano ([1], [2], [3]) es posible relacionar a la constante s con la
constante gravitacional G de la teoria de Newton:

donde c es la velocidad de la luz.

Existen varias soluciones para las ecuaciones de Einstein, las cuales describen
con alta precisién fenémenos como el movimiento planetario, el desvié de la luz
que pasa cerca de un cuerpo masivo, agujeros negros, lentes gravitacional, entre
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otros ([1], [2], [3]). No daremos detallares sobre estos temas, sin embargo, mas
adelante revisaremos las soluciones cosmolégicas estdndar.

Es importante notar que es posible agregar un término cosmoldgico en la
accién de Einstein-Hilbert, que no afecta las predicciones a nivel del sistema
solar siempre que su valor sea lo suficientemente pequeno. En escalas cosmol6g-
icas, dicho término, aunque pequeno, puede tener notables consecuencias (mds
adelante discutiremos el tema). Teniendo en cuenta este término, la accién a
considerar tiene la forma

S = / d*z/=g (R —2A — 2kLyy), (2.14)
Q

donde A es la llamada Constante cosmoldgica.
A partir del principio de minima accién se obtienen las Ecuaciones de Ein-
stein con constante cosmolégica

1
iRm— §gle +Agp = k1. (2.15)

El tratamiento estdndar de Relatividad General no incluye la constante cos-
moldgica, y ese camino seguiremos en la mayor parte de este capitulo. Si en
algiin momento es considerada serd aportunamente senalado.

Gravedad acoplada a un campo escalar. El tema de la inclusién de mate-
ria en teorias para gravedad es un asunto relevante en el desarrollo de esta tesis:
la teorfa de Einstein-Chern-Simons incorpora términos que asocian materia y
geometria acoplados de manera no trivial (ver ec. (2.171); los campos h® y k%
representan materia). Es de particular importancia para nosotros el estudio del
caso de un campo escalar. A continuacién revisaremos el acoplamiento minimal
de un campo escalar en Relatividad General.

El lagrangiano para un campo escalar ¢ asociado al potencial V(¢) en
ausencia de gravitacion, i.e. en el espacio de Minkowski descrito por la métrica
N, = diag (—, +, +, +), tiene la forma

L= 30 0up) (0up) +V = 3 (u0) (") + V. (2.16)

Para encontrar el lagrangiano correspondiente al caso en que estd presente

la gravitacién recurrimos procedimiento de acoplamiento minimal, que consiste

en multiplicar el lagrangiano por \/—g (asegurando la covariancia), y efectuar

los reemplazos de una métrica plana por una curva, y de las derivadas parciales
por covariantes,

Nuw = G O = Vi (2.17)

De este modo se obtiene

Ly = V73|30 (V) (Vup) V] = V73 [ (V) (P + V] (218)

11



Considerando este lagragiano se construye la accién que combina los efectos
de los campos escalar y gravitacional

S = /d‘*x\/fg{R—Qn [; (Vup) (VFo) +V] } (2.19)

Al variar (2.19) con respecto a los campos g,, y ¢, e igualar a cero, se
obtienen las ecuaciones de campo que buscamos

1
Rp.l/ - ig;U/R = HT’f,, (220)
1%
Pp— — =0. 2.21
ViVt =55 =0 (2:21)

Aqui T, es el tensor de energfa-momentum asociado al campo escalar ¢,
que es derivado a partir de (2.18),

1
17, = VuoVip = g <§VA<pr - V) : (2.22)

Ecuaciones de Einstein-Maxwell. Otro conjunto de ecuaciones que tocare-
mos en esta investigacion es el de Einstein-Maxwell, que describren el efecto
combinado del campo gravitacional y del campo electromagnético libre. Proce-
diendo de manera andloga a lo hecho con el campo escalar, pero ahora partien-
do del lagrangiano para el campo electromagnético (A,,) libre y en ausencia de
gravitacion

Lem = %F‘”FW’ (2.23)
donde F),, = 0,4, — 0,A,, es posible derivar dicho conjunto de ecuaciones:
R, — %gWR = rT," (2.24)
V,F*¥ =0 (2.25)
VuFoA+VaFu,, +V, Fy, =0, (2.26)
donde
T = —% <FMFVA - ingApF“’> : (2.27)

2.2. Cosmologia estandar

Mostraremos a continuacién algunas soluciones a las ecuaciones de Einstein.
Estas son pertenecientes a la llamada Cosmologia Estdndar, tratamiento que
es abordado en la mayoria de los libros de Relatividad General, también en los
textos bésicos de cosmologia; e.g. [1], [2], [3], [11], [12], [13], [14].
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Principio cosmolégico y métrica de Friedmann-Robertson-Walker. Co-
mo hemos visto, las ecuaciones de Einstein involucran, por un lado, a la geometria—
el campo gravitacional mismo—y por otro, a la materia—fuente de campo gravita-
cional. Para encontrar soluciones, de acuerdo a cada caso, es necesario modelar
convenientemente cada uno de estos aspectos. Comencemos por el lado izquier-
do de las ecuaciones de Einstein, la parte geométrica, para construir modelos
cosmoldgicos.

Hasta donde podemos ver, en escalas del orden de cientos de millones de
anos luz, la densidad de galaxias parece ser la misma en todas partes, y cada di-
reccién en la que se mire parece equivalente; i.e. la materia en el universo parece
estar distribuida de forma homogenea e isétropa. Si damos a esta afirmacién a
cardcter de principio tenemos el Principio cosmoldgico: el universo es homoge-
neo e isétropo. La métrica asociada a un espacio con dichas caracteristicas es
la de Friedmann-Robertson-Walker (para una derivacién rigurosa ver e.g. [1],

[11)):

dr?

2 _ 2 2

+ 72 (d92 + sen29d¢2) , (2.28)
donde la funcién a = a(t) es el llamado factor de escala, que caracteriza la
dindmica de estos modelos; k£ es una constante que puede tomar los valores
—1,0 y 1, que describen respectivamente geometrias espaciales hiperbdlica (o
abierta), euclidiana (o plana) y eliptica (o cerrada); y o = (¢t,1,0,¢) es el
sistema de coordenadas comdviles.

Al elemento de linea (2.28) corresponden las componentes del tensor métrico
diferentes de cero

2
a
goo = —1 gi11 = 1—‘167‘2 922 = a’r? g33 = a’r?sen?0. (229)

Fluido perfecto. En el lado derecho de las ecuaciones de Einstein se ubica la
parte de materia. Teniendo en cuenta el principio cosmolégico, el tensor energfa-
momentum a considerar debe ser homogeneo e isétropo. La forma ma&s general
para T}, consistente con dichas caracterfsticas es la del fluido perfecto

T = (p+P) Wt + PGy, (2.30)

donde p(t) es densidad de energia, p(t) la presién y u, la 4—velocidad corre-
spondientes al fluido. Notar que esta tltima debe tener componentes espaciales
nulas, para no violar el principio de isotropfa.
De manera explicita, las componentes de T},,, diferentes de cero, considerando
que en el sistema de referencia comévil u, = (1,0,0,0), son
a’p

Too=p T = T 52 Ty = a’r’p Ty = a’r’sen’Op. (2.31)

Una ecuacién de estado p = p(p) caracteriza los diferentes tipos de materia
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que pudieran ser considerados. En cosmologfa estdndar se tiene !:

Materia incoherente o polvo: p=20 (2.32)
Materia relativista o radiacién: p=p/3 (2.33)
Constante cosmoldgica o energia de vacio: p=—p. (2.34)

Ecuaciones de Friedmann. Al reemplazar (2.29) y (2.31) en las ecuaciones
de Einstein (2.12) se obtienen las ecuaciones que describen la dindmica de los
modelos cosmolégicos estdandar, las Ecuaciones de Friedmann?

.2
a +k
3| 5| =snGo (2.35)
.. .2 I
SR L e (2.36)
a a

Una ecuacién ttil, la de conservaciéon de la energia, puede ser derivada a
partir de (2.35) y (2.36):

b+3% (p+p)=0. (2.37)

Para resolver el sistema (2.35)-(2.36) es necesario introducir una ecuacién
estado p = p(p), ya que las ecuaciones de Friedmann son dos y las incognitas tres:
a(t), p(t) y p(t). Al hacer esto estamos eliminando p(¢) del sistema. Evaluando
(2.32)-(2.34) en (2.37) se obtiene la relacién entre el factor de escala a(t) y la
densidad de energia p(t):

Materia incoherente o polvo: P = Pmo@ > (2.38)
Materia relativista o radiacion: Pr = proa”t (2.39)
Constante cosmoldgica o energia de vacio: PA = PAos (2.40)

donde el subindice 0 indica funciones evaluadas en el tiempo actual, denotado
por tp; asf, e.g. la densidad de materia incoherente en la actualidad serd p,,,, =

Combinando las expresiones (2.35)-(2.40) se deriva una tnica ecuacién, es-
crita convenientemente en funcién de pardametros observacionales, que entregard
la dindmica, i.e. a = a(t), de los modelos de universo estdndar:

H2

z o Qroa™ 4+ Qmoa™> + Qroa™? + Qpo. (2.41)

I Notar que en cosmologfa estdandar es usual incorporar la constante cosmolégica como parte
del contenido material y no como pertenciente a las ecuaciones de Einstein. De una u otra
forma, el resultado es el mismo.

2Donde se ha considerado un sistema de unidades en el que ¢ = 1.
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Aqui Hy, Q0, Qmo, Qo y Qa0 son constantes, obtenidas a partir de la evaluacion
en el tiempo actual los siguientes pardmetros, definidos como:

Pardmetro de Hubble H=a/a (2.42)

Pardmetro de densidad de radiacién : Q.= p./p. (2.43)

Pardmetro de densidad de materia : Qi = pn/p.(2.44)

Pardmetro de densidad de constante cosmoldgica : Qp = pa/p. (2.45)
Pardametro de densidad de curvatura espacial : Q. = — k/H@%46)

donde p, es la densidad critica, que es la densidad de energfa asociada al caso
plano, definida como
3H?
Pe = gnG-
Es dificil encontrar soluciones para la ecuacién (2.41) considerando todos sus
elementos, sin embargo es posible construir algunas soluciones exactas tomando
el contenido material por separado, i.e. polvo, radiacién y constante cosmolégica.
A continuacién revisaremos algunos modelos simples.

(2.47)

Era de materia. EIl universo en la actualidad, observado a gran escala, del
orden de cientos de millones de afos luz, aparece como un polvo conformado por
galaxias, osea materia no interactuante, i.e. descrito por la ecuacién de estado
p = 0. El aporte energético de éstas es notable en comparacién con el de la
radiacién, que es despreciable. En otras palabras, £2,,0 predomina sobre €,.;
haremos 2,0 = 0 en la ecuacién (2.41). Si ademds se considera una constante
cosmolégica nula (249 = 0), es posible encontrar soluciones exactas para (2.41),
que describen la era de materia:

Q,
a(n) = 520 — (coshn — 1
k=1 ;{ i ) 2(159m°>( n-1) (2.48)

M) = hea- oo (inhn =)

£\ 2/3
=0 el = <t> (2.49)
0
Qm
k=1 :{ a(n) = 5,41y (1 — coshn)

. 2.50
t(n) = QHO(&W (n — sinhn) (2.50)

Notar que en los casos con k = +1 las soluciones vienen en forma paramétri-
ca; ) es el pardmetro. Ademsds se ha considerado la condicién inicial a(t = 0) = 0
(en concordancia con la observacién y con la Teoria del Big Bang, que nos mues-
tra un universo en expansién, que comienza en una singularidad). Estas solu-
ciones describen un universo dindmico; en los casos plano y abierto tenemos una
expansion hasta el infinito, cuya velocidad va disminuyendo en el tiempo; en el
caso cerrado la solucién muestra una cicloide, i.e. un universo que parte con
a = 0, se expande hasta llegar a un méximo, y se contrae hasta retornar a un
radio nulo.
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En este contexto—el de una era de materia—se puede obtener una primera
estimacién de la edad el universo tp, que no es tan distante de la obtenida de
manera m&s precisa considerando diversas fuentes de evidencia observacional;
més adelante daremos algunos datos. En esta estimacién se considera la solucién
plana y el valor medido de la constante de Hubble Hy ~ 70 km s~ Mpc~':

to ~ 14 x 10° afios.

~ 3H,

Era de radiacién. Como hemos mencionado, en la actualidad el aporte en-
ergético de la radiacién en el universo parece despreciable en comparacién con
el de la materia incoherente en forma de galaxias. Sin embargo, esto no siempre
fue asi: si volvemos atras en el tiempo la densidad de energia contenida en el
universo va aumentando conforme a la disminucién de su tamano; pero, mien-
tras la densidad de energfa correspondiente a materia no interacuante p,,, crece
como a2, la de la radicién p,, lo hace como a~*. De este modo, llegamos a la
conclusién de que en algin tiempo pasado la radicién dominé la dindmica de la
expansion.

Una solucién para la era de radiacion se encuentra haciendo €2,,0 = Qx9 =0

en (2.41):
alt) = \/2Ct — ke, (2.51)

donde C' es una constante que, escrita en términos de H3 y k, o de Q.9 v k,

tiene la forma
ko
— ./ H2 L, [ Tt 2.52
O=\H +h=1 g5 (2:52)

Aqui, como en el caso de la era de materia, los universos plano y abierto se
expanden hasta el infinito, y en el cerrado la expansién llega a un médximo y
comienza la contraccién.

Supongamos que volvemos ain mds atrds en el tiempo, superando asi la
era de radiacién, y acercdndonos al inicio de todo. Nos encontrarfamos en este
escenario con un periodo de rédpida expansion acelerada, la inflacién césmica,
tema que trataremos en la siguiente seccién. Debe ser notado que esto ocurre
en un universo muy pequeno y comprimido, donde la fisica de particulas cobra
importancia. Dicho tema estd fuera del alcance de esta tesis; en ref. [30] se
aborda el asunto desde variados puntos de vista. Si retrocedemos todavia mé&s
en el tiempo llegarfamos a una singularidad, problema que ya hemos mencionado
y que més adelante revisaremos.

Modelo de de Sitter. Ya hemos hablado acerca de la actual expansién aceler-
ada observada ([19], [20], [21]); también la existencia de un periodo inflacionario
(e.g. [22], [30]), que presenta aceleraciéon. Un modelo cosmoldgico simple con
este tipo de dindmica puede ser construido haciendo Q,,0 = Q2,0 = 0 en (2.41),
dejando que el término cosmolégico (A > 0) domine la expansién. Este es el
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llamado Modelo de de Sitter:

\/Ecosh( %t), k=1

a(t) = C/'\exp (\/§t) , k=0 (2.53)
\/%Sinh (\/gt) , k=-1,

donde C es una constante arbitraria.

Notar que en el caso cerrado el modelo alcanza un minimo para t = 0, y
que en t < 0 se observa una contraccién; en ¢ > 0 hay expansién acelerada.
No hay singularidad. En el caso plano tampoco la hay; aquf el radio del uni-
verso se aproxima a cero mientras ¢t — —oo. En el caso abierto se observa una
singularidad en ¢ = 0, pero es sélo una singularidad coordenada.

Datos observacionales. En 1998 dos grupos de astrénomos, The supernova
Cosmology Proyect [19] y el High-z supernova cosmology team [20] determi-
naron, usando supernovas tipo Ia, valores para los pardmetros de densidad:
Qo = 0, Qo = 0,28 y Qpag =~ 0,72. Aqui se considera el aporte de la ra-
diacién en la actualidad como despreciable: 2,9 ~ 0. Asi, en el contexto de
la cosmologia estdndar, la evolucién del universo es dominada por el término
cosmolégico (A > 0), lo que se traduce en una expansion acelerada.

En el caso de no haber incluido la constante cosmolégica en los cdlculos
estarfamos en problemas; ya que con las ecuaciones de Einstein sin constante
cosmolégica no hubiese sido posible explicar un expansiéon como la observada.
La validez de la inclusién de la constante cosmolégica en la teoria es ain un
tema poco claro; en la siguiente seccién profundizaremos en el problema de
la aceleracion del universo o de la energia oscura. Ademds revisaremos otros
problemas cosmoldgicos.

2.3. Problemas cosmolégicos; inflacion y acel-
eracién del universo

Problemas cosmolégicos. La cosmologia estdndar, a pesar de sus éxitos:
muestra naturalmente un universo en expansién, predice de abundancia de ele-
mentos livianos, explica el fondo césmico de microondas, provee un marco para
entender la formacioén de galaxias y otras estructuras; presenta problemas (e.g.

[12]):

= Singularidad inicial: en teorfa, el universo parte en un estado de densidad
y temperatura infinitas, en una singularidad; aqui la geometria se indefine
y las leyes fisicas pierden validez. Una teoria cudntica para la gravedad
satisfactoria deberia resolver este problema. Por el momento sélo existen
respuestas parciales, y una de ellas es dada en el contexto de la cosmologia
cuédntica, tema que revisaremos en la siguiente seccidn.
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El horizonte cosmolégico: el fondo césmico de microondas se ve muy ho-
mogeneo e isétropo—de hecho, es el cuerpo negro conocido més perfecto—,
caracteristica que indica que la radiacién ha tenido contacto térmico en
algin momento. El problema consiste en que los modelos cosmolégicos
estdndar no describen una conexién causal entre puntos distantes, i.e.
hay un horizonte causal jcémo se explica entonces esta homogeneidad e
isotropia? La teoria inflacionaria, que en esta seccién revisaremos, entrega
una respuesta.

La planitud: la densidad de energfa en el universo parece ser muy cercana a
la critica p,, i.e. ala del caso plano. En el universo primigenio una pequena
desviacién de p, hubiese conducido, por un lado a un recolapso, o por otro
a una muerte térmica jcémo se explica este ajuste fino en la densidad
de energia, que nos permite estar en un universo como el observado? La
inflacién soluciona este problema.

Los monopolos: las teorias de la gran unificacién predicen monopolos mag-
néticos creados en los comienzos del cosmos; hasta ahora no se ha encon-
trado ninguno. Nuevamente, la teorfa inflacionaria tiene una respuesta
para este problema.

La asimetria bariénica: una suposicién natural es que el universo sea neu-
tral con todas las cargas conservadas; en este sentido, el Big Bang debié
haber producido cantidades iguales de materia bariénica que antibariéni-
ca. Sin embargo, existe una asimetria: el universo parece estar hecho casi
integramente de materia, en desmedro de la antimateria. No existe una
teoria general que explique este fenémeno.

La materia oscura: mas del 80 % de la materia del universo, i.e. mds del
0,22 de Q,,0 = 0,28, no ha sido observada por telescopios ;dénde esté
dicha materia, cudl es su naturaleza?

La aceleracion del universo; energia oscura: el universo se expande de forma
acelerada (Qp0 &~ 0,72) jcémo se explica dicho comportamiento inesper-
ado? jconsiderando una constante cosmolégica positiva en las ecuaciones
de Einstein, como el efecto de algin tipo de materia desconocida no ob-
servada a la que se asocia presién negativa—la energia oscura—, recurriendo
a la energia del vacio, atribuyendolo a un fallo de la Relatividad General?

A continuacion revisaremos con mads detalle los problemas del horizonte, de
la planitud y de la energia oscura, todos asociados a una dindmica de expansion
acelerada, tema relevante en esta tesis. Los dos primeros, como ya hemos senala-
do, son resueltos por la teoria de inflacién césmica, que posee amplia aceptacion;
en ese sentido, dichos problemas han dejado de serlo, pero en otro lo siguen
siendo: el mecanismo inflacionario especifico no es un tema concensuado; exis-
ten muchos modelos de inflaciéon. Otros problemas, como el de los monopolos,
el de la asimetria bariénica y el la materia oscura—asociados directamente a la
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fisica de particulas—escapan del alcance de esta tesis, y no serdan aqui discutidos.
Por 1ltimo, el problema de la singularidad inicial serd brevemente estudiado
en la seccién siguiente, en el contexto de la ecuacién de Wheeler-de Witt y la
cosmologia cudntica.

Problema del horizonte. Para ilustrar el problema del horizonte nos val-
dremos del modelo cosmoldgico de Einstein-de Sitter, i.e. la solucién para la era
de materia en caso plano k = 0 mostrada en (2.41).

Los modelos cosmoldgicos estudiados presentan horizontes, que definen la
region de causalidad en el espacio. Considerando la trayectoria radial de un
fotén emitido en t = 0 que se aproxima al origen del sistema coordenado r = 0—
al que se asocia un elemento de linea ds? = 0-, y la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker con factor de escala a(t) = (t/ tg)2/ ? correspondiente al mod-
elo de Einstein-de Sitter, se puede demostrar que la distancia al horizonte de
causalidad dp en funcién del tiempo es dada por ([3])

dp (t) = 3t. (2.54)

Asi, el volumen Vy encerrado por el horizonte serd Vi o 3. Considerando
la razén entre los volumenes de causalidad del tiempo actual Vo = Vi (to)
(to ~ 15 x 10% afios), y el de la recombinacion Vi, = Vg(t,) (tiempo en que
la radicién se desacopla de la materia y nace el fondo césmico de microondas,
t. ~ 3 x 10° anos; [3]), se obtiene la expresién

¢ 3
- — <-> Vio. (2.55)
to

Por otro lado, el volumen de lo que hoy es el universo visible en momento
de la recombinacién Vi, es dado por

Viror = <Z$O;)3VH° = <Z)2VH0. (2.56)

A partir de (2.55) y (2.56) se obtiene la relacion

VH’I“ tr -5
=—~2x1077, 2.57
Vior %o (2:57)

que nos dice que, al momento de la recombinacién, s6lo una pequena parte de
lo que hoy es el universo visible, el 2 x 107° del volumen total, tenfa conexién
causal ;Como se explica entonces la isotropia de la radiacién de fondo, teniendo
encuenta que regiones distantes, al momento su creacién en la época de recom-
binacién, no habrian tenido conexién causal, y por lo tanto, tampoco equilibrio
térmico? Este es el problema del horizonte.
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Problema de la planitud. Las expresion (2.35) puede ser reescrita como

k

Q-1=—, (2.58)

donde () representa el pardmetro de densidad de energia total, definido como

=2 (2.59)

Pe
Asi,
<1 parak=-1
Q =1 parak=0 . (2.60)
>1 vparak=+1

Esta expresiéon puede interpretarse como: el contenido de materia en el uni-
verso determina su geometria.

Con ayuda de estas ecuaciones ilustraremos a continuacion el problema de la
planitud. En el caso de un universo plano, i.e. con k = 0, la expresién (2.58) nos
indica que en todo tiempo se cumple 2 — 1 = 0. Supongamos que no lo fuera, y
consideremos los modelos abierto y cerrado—i.e con k = —1, +1 respectivamente—
; en ambos casos es vdlida la siguiente ecuacion, derivada a partir de (2.58),

Q-1 a2
T (2.61)

Asumiremos un universo que comienza con una era de radiacién y que—en
acuerdo con los datos observacionales; [19], [20]-es cercanamente plano. De este
modo, a partir de (2.51), la expresién (2.61) puede ser aproximada como

Q-1 t
— ~ —. 2.62
Qo -1 to ( )

Evaluando (2.62) en el inicio del universo, digamos en el tiempo de Planck
t, = 107*3[s], y teniendo en cuenta que ty &~ 15 x 10%[afnos] ~ 5 x 10'7[s], y
que—de acuerdo con la cercana planitud mencionada—0,5 < Qg < 1,5, se obtiene

Qt,) — 1~ 1079, (2.63)

Esta expresién nos dice que para llegar tener un universo como el observado
en la actualidad, la densidad de energia en el tiempo de Planck debié haber
sido extremadamente cercana a la critica ;Cémo puede se explica un ajuste tan
fino en el contenido energético al inicio del universo? Este es el problema de la
planitud.

Inflacién como solucién a los problemas del horizonte y de la planitud.
La inflacién césmica se concibe en el marco de la fisica de particulas y de la
cosmologia, y propone una etapa de evolucién muy rdpida y acelerada en el
universo primigenio. Una dindmica como tal permite resolver los problemas de
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la planitud y del horizonte (también el de los monopolos). Aunque el mecanismo
detallado de la fisica se desconoce, la imagen bésica proporciona predicciones
consistentes con las pruebas observacionales [23]. A continuacién consideraremos
un modelo inflacionario basico para ilustrar la manera en que este permite dar
respuesta a los problemas cosmolégicos senalados. La justificacién tedrica para la
inflacién, proveniente de la fisica de la particulas, escapa del alcance de esta tesis
y no serd aqui tratada; s6lo mencionaremos algunas referencias que pudieran
ser de interés: i) Ref. [30] es un libro que trata de manera muy completa el
tema de la fisica de particulas y la cosmologia inflacionaria; ii) Ref. [22] fue el
primer modelo cosmoldgico inflacionario, y propone la solucién a los problemas
antes citados; iii) En los libros estdndar de gravitacién y cosmologia también se
encuentran modelos inflacionarios, e.g. [3], [11], [12].

Consideremos un modelo ilustrativo. La idea es la siguiente [3]: en la fisica
de particulas el quiebre de simetria es una caracteristica fundamental, proceso
que es determinado por la energfa del sistema o, equivalentemente, su temper-
atura; a ciertas temperaturas es posible asociar al potencial de un campo es-
calar ¢ una simetria exacta, pero si la temperatura baja la simetria se quiebra.
Situando dicho campo en nuestro universo en expansién, y teniendo en cuenta
que mientras aumenta el volumen la temperatura disminuye, las condiciones
son propicias para una ruptura de simetria. En en el contexto de la Teoria de
Gran Unificacién se estima que la temperatura del quiebre es apréximadamente
Teur ~ 10%7[K], al que se puede asociar un lapso cosmolégico entre los 10725 [s]
y 10733[s]. Con la simetrfa rota ocurre una transicién de estado en el sistema,
aqui el campo ¢ adquiere el comportamiento de la constante cosmoldgica A. La
dindmica inflacionaria puede ser entonces descrita como un modelo de de Sitter,
i.e. dada por la expresién (2.41). Notando que el tiempo que nos incumbe es
pequeno, la expansién para los casos abierto y cerrado puede ser aproximada a
una exponencial:

a(t) =e** parak=—1,0,+1. (2.64)

Veamos a continuacién como la inflacién resuelve el problema de la planitud.
Reemplazando (2.64) en (2.58) se obtiene

k

w2e2wt

0-1 (2.65)

Evaluando (2.65) en t; = 107%5[s], tiempo que comienza la inflacién, y en
to = 10733[s], cuando termina, tenemos:

k
k
Qte) — 1= St (2.67)
Para los casos no planos, a partir del cuociente
Q(t2) —1 2w(t1—t2) —56
= e ~ 10 2.68
Qt) -1 ¢ (2.68)
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se obtiene
Q(ty) — 1~ 107°%(Q(t;) — 1) (2.69)

Que nos dice que, dentro de un amplio rango de condiciones iniciales—i.e.
valores de €(t1)—, al final del periodo inflacionario la densidad es energfa es muy
cercana a la critica—i.e. Q(t2) ~ 1-, resultando de esto un universo cercanamente
plano (notar que si k& = 0 no hay problema), tal y como lo indica la observacion.
Asi la inflacién soluciona el problema de la planitud.

Veamos ahora la solucién al problema del horizonte. Para esto tomaremos
un modelo plano, hecho razonable debido a la evidencia observacional. Consid-
eremos primero la magnitud del horizonte al momento de comenzar la inflacién,
en t; = 1073%[s], que es dada por la expresion

dp(t1) =2t; =6 x 1072"[m)]. (2.70)

A continuacién notamos lo siguiente: el universo tiene aproximadamente 15 x
10°[afi0s], asf el horizonte actual se encuentra a una distancia de 15 x 10°[afi0s —
luz] = 1,4 x 10%%[m]. Si retrocedemos en el tiempo, la regién encerrada hoy por
el horizonte se vuelve més pequena. Nos preguntamos ;La regiéon hoy encerrada
por el horizonte, contraida hasta el comienzo de la inflacién, es mas pequena que
la regién dentro del horizonte en dicho tiempo? Si asf fuera, tenemos la solucién
al problema del horizonte. Llevemos entonces lo que hoy es el universo visible,
hasta su tamano al comienzo de la inflacién. Empezamos en una era de materia,
i.e. a(t) o t?/3 entre los 10'1[s] = t3 < tyr < to = 10%7[s]; pasamos por una era
de radiacion, i.e. a(t) o< t/2/2, entre los 10733[s] =ty < tg < t3 = 10'![s]; para
terminar en una era de inflacién, i.e. a(t) o e*?, entre los 1073%[s] = t; < t; <
to = 10733[s]. De acuerdo esto, tenemos que el radio del universo hoy visible
dgv al comienzo de la inflacién es dado por

23 11\ 12
(dgv)s, = e?t—1) (2) (i’> ri ~ 1,4 x 10728m), (2.71)
t3 ts
donde rg = 1,4 x 10%[m] es la distancia coordenada al horizonte.
Ahora comparamos la distancia al horizonte al comienzo de la inflacién, dada
por (2.70), con el radio, de lo que hoy es el universo visible, al comienzo de la
inflacién, dado por (2.71). Vemos que

du(t1) > (duv)e, - (2.72)

Que indica que todo lo que hoy vemos puede tener conexién causal, en partic-
ular a la radiacién de fondo (que se desacopla de la materia a los 10'3[s]) pudo
estar en equilibrio térmico, lo que se traduce en la homogeneidad e isotropia
observada. Lo que soluciona el problema del horizonte.

Expansién acelerada del universo; energia oscura. El universo se ex-
pande de forma acelerada; [19], [20]. En términos matematicos, esto se traduce
en un factor de escala tal que d(t) > 0. Este comportamiento inesperado—
considerando la naturaleza atractiva de la fuerza gravitacional-al dia de hoy
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no tiene una explicacién concluyente, y constituye, quizds, el mayor problema
de la cosmologia en la actualidad; ver e.g. [31], [32].

Se vislumbran tres posibles fuentes de error (o, siendo optimistas, tres posi-
bles lugares donde encontrar una solucién al problema): i) El lado derecho de
las ecuaciones de Einstein, i.e. la parte correspondiente al contenido material, el
tensor de energfa—momentum, podria estar incompleto, algo importante no se
ha considerado. ii) El lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein, i.e. la parte
geométrica-dindmica de la teorfa, correspondiente al término de Einstein-Hilbert
en la accién, no es correcto. iii) Hay problemas en los dos lados de las ecuaciones;
i.e. tanto la parte geométrica-dindmica como la del contenido material fallan.

Siguiendo estos enfoques se han propuesto variadas soluciones al problema
de la aceleracién. En el modelo estdndar de la cosmologfa se atribuye dicho com-
portamiento a la llamada energfa oscura: hipotética forma de energia distribuida
homogeneamente en todo el espacio, la cual, asociada al término cosmolégico
en las ecuaciones de Einstein, representaria cerca de tres cuartas partes de la
energia total del universo (Qa0 ~ 0, 72; sec. 2.2); a ésta corresponde una presién
negativa (p = —p), resultando de esto una fuerza gravitacional repulsiva. El
concepto de energia de vacifo, proveniente de la teorfa cudntica de campos, es
usual verlo junto al de energia oscura, ya que se piensa que ahi podria tener
su origen. Debe notarse que esta formulacién es un tanto ambigua: por un lado
se habla de la constante cosmoldgica, que corresponde a la parte geométrica-
dindmica de la teorfa de Einstein, y por otro, de energia, que naturalmente se
asocia al contenido material. Otra propuesta que describe expansion acelerada
es de la quintaesencia (ver e.g. [31]): materia hipotética que actiia como un cam-
po repulsivo, asociada a una ecuacién de estado con la forma p = wp, donde
el pardmetro w < —1/3 puede variar en escalas de tiempo cosmoldgicas. En
el contexto de teorias que proponen modificaciones a la Relatividad General
es posible encontrar modelos acelerados, hay bastantes; e.g. la Cosmologia de
branas (ver e.g. [33]), o soluciones construidas a partir de la Gravedad f(R) o
de la Teorfa de Brans-Dicke ([34]).

Si alguna de estas propuestas—u otra-llega a transformarse en la explicacion
oficial al problema de la expansién acelerada del universo es algo que estd por
verse. Cada teorfa proporciona sus particulares predicciones, las cuales deben
ser constrastadas con la experimentacién. Este es un punto fundamental en el
problema: se estima que el valor la energia asociada a una dindmica como la
observada es pequefio; la constante cosmoldgica serfa del orden de 10712° en
unidades de Planck, de modo que se vuelve dificil tomar partido por una teoria
u otra, al tiempo que no se cuenta con una base tedrica sélida. En este contexto,
parece importante la bisqueda de teorfas y soluciones consistentes, que revelen
naturalmente un dindmica de expansién acelerada.

2.4. Extensiones de la Relatividad General

La teorfa para gravedad de Einstein-Chern-Simons puede entenderse como
una versién extendida de la Relatividad General; mas adelante veremos el de-
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talle (sec. 2.6). Para comprender el sentido de dicha extensién parece conve-
niente abordar ciertas variantes de Relatividad General, que en esta seccién
revisaremos. Ademds, mostraremos cierto tipo de formulaciones que nos seran
utiles para obtener las soluciones presentadas en esta tesis. A continuacién de-
scribiremos brevemente los tratamientos de Palatini, Lovelock, Kaluza-Klein,
hamiltoniano de la Relatividad General y de Wheeler-de Witt; la cosmologia
cudntica, el Mundo Brana, el acoplamiento no-minimal geometria-materia y la
gravedad en el lenguaje de formas diferenciales.

Método de Palatini. En geometria diferencial, la conexién es un objeto
definido sobre una variedad diferenciable que permite relacionar o conectar
puntos préximos. Para establecer dicha relacién el concepto de métrica no es
estrictamente necesario [35]. Un tipo particular de conexién son los sfimbolos de
Cristtoffel (ec. (2.8)), i.e. una conexién definida a partir del tensor métrico, en
funcién de los cuales se construye la Relatividad General. Sin embargo, es posi-
ble conseguir una formulacién para la gravedad méds general considerando una
geometria en la que los conceptos de métrica y conexién sean independientes,
esto es el Método de Palatini ([36], [37], [38]). Se cree que este tratamiento,
que aparece como una extension de Relatividad General, podria jugar un rol
importante en cuantizacién del campo gravitacional, de ahi su importancia.

Las ecuaciones de esta teorfa se obtienen variando la accién (2.10), ahora
con respecto a los campos independientes g, y I' \:

1 ).
R;w - ig;wR = KTy (273)

1 1 v « 14 ra
Vag“”t;ifVAg””+§gaﬂVAg“Bg"”—§gaﬁvygaﬁg””5’§+TA Mt T g =T, "ok =

(2.74)
donde T}, representa al tensor de energfa-momentum, y T4 =TI, —T* el
tensor torsion.

Notar que: i) Aquf las conexiones no son simétricas; ii) Si a este conjunto de
ecuaciones se impone o la condicién de metricidad Vg, = 0, o la de torsién
nula T, = 0, se recobran las ecuaciones de Einstein.

Lagrangiano de Lovelock. La gravedad de Lovelock [39] es la generalizacién
natural de Relatividad General a un espacio-tiempo D-dimensional. Es la teoria
métrica mds general que conduce a ecuaciones de segundo orden. La densidad
lagrangiana de Lovelock, en D dimensiones, es dada por

LP) = 3" o, L{P), (2.75)
2p<D

donde vy, son coeficientes arbitrarios con unidades [masa]? 2P y

E(D) o 5)\1."A2PR7172 . R72p—1’72p (276)

P Y12 At A2p—1A2p?
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aquf 62‘12‘;1’ son los delta de Kronecker generalizados y R“%)\1 x, €s el tensor
- ap

de curvartura de Riemann.
Los tres primeros términos de la accién construida a partir de esta accién
son el cosmoldgico, el de Einstein-Hilbert y el de Gauss-Bonnet:

SD = / V=9 z. (2.77)
s0 / V=gRdz. (2.78)
S = [V R R ) P (270

Este tultimo término, el de Gauss-Bonnet, cobra importancia a partir desde
D = 5. En D = 4 no aporta a las ecuaciones de movimiento, de modo que
se recobra la teorfa de Einstein. En el caso de la gravedad de Einstein-Chern-
Simons (que es 5—dimensional) este término estd presente.

Teoria de Kaluza-Klein. En el contexto de las teorias para gravedad en
dimensiones mayores a cuatro, el concepto de compactificacién de Kaluza-Klein
(ver e.g. [3], [24], [40], [41]) cobra importancia: el mundo que vemos es 4—dimensional;
se hace necesario algin mecanismo que haga consistentes las teorfas en altas
dimensiones. La teoria de Kaluza-Klein nacié como un intento de unificacién
de la gravedad y el electromagnetismo, y se construye a partir de una versién
5—dimensional de la Relatividad General; sin embargo, en actualidad se uti-
liza mds como un método de reduccion dimensional en teorfas gravitacionales,
y no sélo en cinco dimensiones. La idea es simple: se asume que—en adicién a
las cuatro usuales— existe una o mds dimensiones espaciales compactas extra,
pequenas, y que no podemos ver. Para entender el sentido de esto e ilustrar la
mecdnica del asunto, revisaremos cémo, mediante esta formulacién, se pueden
unificar la gravedad y el electromagnetismo a partir de la Relatividad General
5—dimensional.

Consideremos una métrica asociada a un espacio-tiempo 5—dimensional con
cierta simetria espacial a la que corresponde un vector de Killing (este espacio
se puede visualizar de la siguiente forma: en cada punto del espacio-tiempo
4—dimensional se adjunta una pequena circunferencia. Para detalles ver e.g.
3])

ds* = g datde” + ¢ (dy + Auda)? (2.80)

donde g,,,, es el tensor métrico 4—dimensional, y 2* las coordenadas que le corre-
spondien, donde i, v = 0, 1, 2, 3; la coordenada y se asocia a la quinta dimension;
¢ es un campo escalar que define el tamafio de la dimensién extra; y A, es un
campo vectorial que da inclinacion de la dimensién extra. La designacién de
este campo vectorial con la letra A no es casual: veremos que se identifica al
potencial electromagnético. Notar ademds que la simetrfa asociada a la quin-
ta dimensién puede ser relacionada con la conocida invariancia de gauge del
electromagnetismo.
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Al evaluar la métrica (2.80) en la accién para Relatividad General 5—dimensional,

dada por

Sk :/\/—9(5)R(5)d5x, (2.81)

se obtiene

Sk = / o/—g® <R<4> - iqSZFWF*“’ - za#a%) d*zdy, (2.82)

donde F,, = 0,A, — 0, A,. Esta es la accién de Kaluza-Klein en el marco de
Jordan. El caso més simple es el que considera al campo ¢ como constante e igual
a 1. Bajo esta consideracién, e integrando en la quinta dimensién compacta, se
unifica gravedad 4—dimensional con el electromagnetismo:

1
Sk = [V (RO = LB p ) e (2.59)

Esta es la imagen bésica de la teorfa de Kaluza-Klein. Si bien ella posee

consistencia matemadtica, el geometrizar en este sentido el electromagnetismo
tiene implicancias que muestran fuertes constrastes con lo observado; y, aunque
se haya descartado en su sentido original—el de la unificacién—, el mecanismo de
reduccion de dimensional todavia aparece como una opcién vilida.

Mundo Brana. Otra manera de lidiar con el problema de las dimensiones
extra es la Teorfa de Branas o Mundo Brana. La idea bdsica consiste en que
nuestro espacio-tiempo 4—dimensional aparece como una membrana inmersa en
un espacio-tiempo de mayores dimensiones, el bulk. En el lenguaje coloquial
término membrana hace alusién a una superficie 2—dimensional inmersa en un
espacio 3—dimensional; el término brana generaliza esta nocién a dimensiones
arbitrarias, también se utiliza a veces d—brana, donde d corresponde a la dimen-
sién del objeto inmerso. En el bulk pueden convivir varias branas. Para ilustrar
el asunto nos valdremos de la Relatividad General 5—dimensional.

Consideremos una métrica para branas (e.g. [42]) en un bulk 5—dimensional

ds? = Wy, (v)da"da” + r2dy?, (2.84)

donde g, (z) es el tensor métrico correspondiente a la parte 4—dimensional del
espacio, a la que correponden coordenadas xz*, con u, v = 0, 1, 2, 3; la coordenada
y se asocia a la quinta dimensién; la funcién f(y) es el factor warp y la constante
rc el radio de compactificacion (este nombre hace alusién a un espacio compacto;
esto no es absolutamente necesario).

En este espacio-tiempo la, o las, branas se ubican de modo tal que les cor-

responde una coordenada y = cte. (dy = 0); de este modo la métrica inducida
en la brana serd

ds? = 2w=cte) g (x)datda". (2.85)

Notar que el €2/(¥=¢%) puede ser eliminado ficilmente mediante una trans-

formacion de coordenadas, resultando de esto un elemento de linea con la forma
ds? = g (z)dztdz.
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A continuacién, la métrica (2.84) se evalia en las ecuaciones de Einstein
5—dimensionales (también se podria hacer en el lagrangiano)

1 5
RY) - 5gf);’gR@ = kTP a,f=0,..4. (2.86)

Aqui el tensor de energia-momentum 5—dimensional T(ES) tiene una forma
particular, y en él se distingue la materia que vive en el bulk de la que vive en
la brana

1) = T + §(yp,)TE (2.87)

«

donde 6(yp,) es un delta de Dirac, evaluado la coordenada yg, en la que estd
ubicada la brana.

Las ecuaciones obtenidas mediante este procedimiento se evaliian sobre la
brana, resultando de esto las ecuaciones que describen una dindmica 4—dimensional
de la brana, resolviendo asf el problema de las dimensiones extra. Esta es la im-
agen bésica de la teorfa; para un estudio més riguroso ver e.g. [3], [42].

Formulacién hamiltoniana de la Relatividad General y ecuacién de
Wheeler-de Witt. La teoria de Wheeler-de Witt ([43], [44]) se vislumbra
como una primera aproximacién a la cuantizacién del campo gravitacional. El
primer paso para obtener la ecuacién de Wheeler-de Witt es construir la formu-
lacién hamiltoniana de la Relatividad General, procedimiento que a continuacion
resumiremos; para profundizar ver e.g. [3], [45]. Una vez conseguida la formu-
lacién hamiltoniana, mediante el método de cuantizacién canénica se obtiene la
ecuaciéon de Wheeler-de Witt.

Consideremos la descomposicién del espacio-tiempo (4—dimensional) en es-
pacio y tiempo (3+1) mediante el uso de las variables ADM (de Arnowitt, Deser
y Misner; los autores de [46], donde se introducen dichas variables), (N, Ny, gap):

ds* = (N*N, — N?) dt* + 2N, dtdz" 4+ gopdadz’. (2.88)

Aqui t representa una coordenada temporal y =% (a = 1,2,3) coordenadas
espaciales, N y N son funciones dependientes de (¢,2%), conocidas como lapse
y shift respectivamente, y gq; €s una métrica puramente espacial 3.

En funcién estas variables la accién de Einstein-Hilbert—y considerando el
término cosmolégico—puede ser reescrita como

tl 1 tl
SGIN,N%, gap) = / dt / Erlg=—— [ dt / @zN\/g (PR — K? + K, K® — 21)
to boM 167TG to R
(2.89)

donde g es el determinante de g, v Kqp €s la curvatura extrinseca asociada al
subespacio—tipo espacio—barrido por las coordenadas x®, dada por

1
Kab - ﬁ (vaNb + VbNa - gab) = Kbaa (290)

3Para bajar y subir indices a,b, ... se usa la métrica espacial. En este caso Ny = gqp N°.
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donde V, denota una derivada covariante en el espacio con métrica gqp v el
punto sobre g, significa derivada con respecto a t. La funcién K es la traza de
Kop, dada por K = K¢,
A continuacion se definen los momenta canénicos como
o . ILg _ 0Lg [ab oL

= a._ 7Z = . 2.91
ON ON, 0 (gan) (2.91)

Para encontrar la densidad hamiltoniana de la Relatividad General se lleva
a cabo, como es usual en este tipo de procedimientos, una transformacion de
Legendre [47], de modo que se obtiene:

Ha =NH, + NH®, (2.92)
donde ) )
= SR—2A — — (TI°*T0,, — -I12 2.93
=i = (- 5 (299
Hab
H® = 2,/gV, ( ) 3 2.94
V9 v (2.94)
con II = 11¢,.
Mediante la aplicacién de las ecuaciones Hamilton se encuentra las relaciones
oH
e — = 2.
5N H 0 =H, 0, ( 95)
oH
I @ pr— 2 = . 2.
5N, H 0 =H"=0 (2.96)

Estas expresiones son los llamados constraint hamiltoniano y constraint de
momentum respectivamente.

Finalmente, para obtener la ecuacién de Wheeler-de Witt, se efectuan los
reemplazos

9ab = Jab = Jab (2.97)
. )
v mv = —i— 2.
— SN (2.98)
. B
I e = —i 2.
— Z(SNG (2.99)
1 O . , (2.100)

correspondientes al procedimiento de cudntizacién canénica [48], en el con-
straint hamiltoniano dado por (2.95), y se multiplica por la funcién de onda (o
mejor dicho, funcional del onda) ®[g.):

{Gabcd ; (gab‘; ot 1&{% (3R +24] } Wgus] = 0, (2.101)
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donde Ggupeq €s la llamada supermétrica, que se interpreta como la métrica del
superespacio, que es el espacio infinito-dimensional de todas las 3-geometrias
definidas por g.p [3], v es dada por

Gabcd = 2\1/‘5 (gacgbd + GadGbe — gabgcd) . (2102)

La expresién (2.101) es la ecuacién que buscdbamos, la ecuacién de Wheeler-
de Witt ([43], [44]), que es una ecuacién diferencial funcional hiperbélica de
segundo orden sobre el superespacio, para la funcién de onda ¥lg.s], que se
supone contiene toda la informacién del sistema.

Notar que es posible incluir campos de materia en esta formulacién, hecho
que se traduce en un incremento de las dimensiones del superespacio. Notar
también que la ecuacién de Wheeler-de Witt puede ser obtenida a partir del
método de las integrales de camino [49].

Cosmologia cuantica. La aplicacién de la teorfa cudntica en la descripciéon
del universo es lo que se conoce como cosmologia cudntica; modelos cosmoldgi-
cos construidos a partir de la ecuacién de Wheeler-de Witt corresponden a
esta denominacién. Para ilustrar el tema, revisemos el universo funcién de on-
da de [48], que es una solucién cosmolégica de la ecuacién (2.101), basada en
la métrica Friedmann-Robertson-Walker cerrada, i.e. con & = 1. Este modelo
se construye en base al concepto de minisuperespacio, que es un subespacio
finito-dimensional del superespacio. En el caso de cosmologias tipo Friedmann-
Robertson-Walker se habla de modelos de minisuperespacio, ya que son descritas
por una unica variable, el factor de escala a, en contraposicién a las infinitas
variables correspondientes al superespacio. Para una discusién sobre la validez
de la aproximacién del minisuperespacio ver [50], [51].

En este modelo se parte de la métrica Friedmann-Robertson-Walker cerrada

d 2
ds® = —dt* + a*(t) [7’

s r? (do* + sen29d¢2)} , (2.103)

a la cual corresponde una accién como la dada por (2.89), escrita de manera
explicita como

2
Sgrav = /dtLgm — 2’% /dt {—a% +a <1 - Z(Q)ﬂ 7 (2.104)

donde se ha definido ag = /3/A. A partir (2.104) se obtiene el momenta conéni-
co asociado a la variable a,

8Lgrav _ 3r .

— - T 2.1
Pa= "5 26" (2.105)
A partir de (2.104) y (2.105) es posible derivar la ecuacién de movimiento
2 2
3T a
c+ls5) @ (1-=) =0 2.106
i+ (aa) < (-3) (2208
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Reemplazando en (2.106) a y p, por los operadores correspondientes, i.e.

N R 0
a—a=a pg— fzﬁ% , (2.107)
e introduciendo una funcién de onda dependiente de a, t(a), se obtiene la
ecuacion de Wheeler-de Witt para este caso cosmolégico en particular

0? 31\’ 9 a?
— — | =—== 1-— =0. 2.108
[&12 (2Gﬁ> ‘ ( ag) Vo) (2.108)
Notar que esta ecuacién tiene la misma forma que la ecuacién de Schrodinger

independiente del tiempo 1—dimensional para el caso de una particula de masa
unitaria y con energfa nula, en un potencial dado por

V= (Y (1o 2.109
E S R

De acuerdo a esto, es posible usar métodos ya conocidos para tratar la
ecuacién (2.108) y extender las interpretaciones de la mecdnica cudntica or-
dinaria a los conceptos de espacio y tiempo, lo que permite interesantes conclu-
siones. Quizds, las cuestiones més llamativas son que el tiempo no estéd presente
en la ecuaciéon de Wheeler-de Witt y la introduccién del concepto de espuma
espacio-temporal. No viene al caso profundizar ahora en estos temas, para una
introduccién breve y concisa ver [15], y para revisar el concepto de espuma
espacio-temporal ver [52].

En el potencial (2.109) es posible distinguir dos regiones, una bajo la barrera,
0 < a < ap, que es clasicamente prohibida (a la particula de energia cero), y
otra, donde a > ag, que es cldsicamente permitida. Este potencial describe
una forma que hace pensar en el efecto tunel; de hecho es posible encontrar
soluciones donde un universo se crea desde la nada (esa nada hace referencia
a una condicién fisica para la cual no tienen sentido las nociones de espacio y
tiempo cldsicas) mediante efecto tunel. A continuacién revisaremos brevemente
dos posibles soluciones para (2.108), una de las cuales considera la situacién del
efecto tunel.

Para determinar la funcién de onda del minisuperespacio—seleccionar una
solucién particular de la ecuacién de Wheeler-de Witt—las condiciones de borde
deben ser especificadas. Para obtener un universo nacido a partir de efecto tiinel
se debe requerir que en la regién cldsicamente permitida la solucién represente
s6lo una onda saliente; esta eleccién de la condicién de borde define la llamada
funcién de onda tunelada, 1)1, de [53]. La solucién semicldsica (para revisién del
tema de la aproximacién semicldsica en el caso general ver [54]) que describe tal
onda, en la regién 0 < a < ag, es dada por

2\ 3/2
flag 1— 0;2
2G ag
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1
wT(O<a<a0)o<{exp +iexp
r(a)

2

(2.110)

2
T a
T 21
2Ga0( a?
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1/2
donde k(a) = (%)Za (1 — Z—z) , mientras que la solucién para la regién
0

cldsicamente permitida, a > ag, es

1
k(a)

Yop(a > ag) o exp

T (a2 3/2
a2 (Y 1) : (2.111)
2G 0\ a?

5 R 1/2
donde k(a) = (3Z)"a (Z—g - 1) .
Otra opcién es considerar cantidades iguales de ondas entrantes y salientes
en la regién cldsicamente permitida, que conduce a la funcién de onda sin borde,
Yy (HH de Hartle y Hawking, [48]); bajo esta consideracién la solucién en la

region 0 < a < ap es dada por

1 T 4 a\*?
0<a<ag) x exp |—=—=a5 | 1 — — , 2.112
S0 < 0 <o) o« e |5 (1= ) 2112
mientras que en la regién a > ag se tiene
1 T o fa? >3/2
a>ap) X ———=cos |—ap | 5 — 1 . 2.113
V(e > 10) & i cos | L (% 2113

En los dos casos revisados la funcién de onda en la regién clasicamente per-
mitida es oscilatoria, mientras que la solucién bajo la barrera es exponencial. La
funcién de onda tunelada, que es compleja, tiene sélo una componente saliente,
y representa un universo Friedmann-Robertson-Walker en expansién, mientras
que la funcién de onda de Hartle-Hawking, que es real, consiste en dos piezas,
una entrante y otra saliente, y asf, asigna una probabilidad no cero para un uni-
verso que colapse. Un universo como tal no sobrevive lo suficiente como producir
observadores que descubran el colapso.

Estas funciones de onda, han sido seleccionadas porque han sido las més am-
pliamente discutidas y las condiciones de borde tienen una fécil interpretacién.
Las condiciones de borde de tunelamiento y las de Hartle-Hawking simplemente
restringen los modos presentes en la regién cldsicamente permitida. Asi, éstas
son aplicables a clases més generales de modelos cosmolégico-cudnticos que el
caso simple presentado acd. En particular, son aplicables a modelos no-vacios,
en los cuales varios tipos de materia cuantizada estdn presentes. Puede argu-
mentarse, con base en estos modelos, que la funcién de onda tunelante predice
un universo en el cual una inflacién suficiente tiene lugar, mientras la funcién
de onda de Hartle-Hawking no. Todavia no hay consenso en esta materia. De
hecho, hay varias posibles elecciones; por ejemplo, en ref. [55] se han investigado
condiciones de borde mds generales.

Cabe mencionar aqui una cuestién importante. La particula en a = 0-un
universo cudntico Friedmann-Robertson-Walker de tamano cero, o, una nada
cosmoldgica—puede atravesar la barrera de potencial via efecto tinel, y apare-
cer en a = ag. Este evento de tunelamiento representa un universo Friedmann-
Robertson-Walker de tamafio (factor de escala) ag que ha sido mecanica-cudnticamente
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arrojado a la existencia; i.e., un universo que ha sido creado espontdneamente,

y sin una singularidad (ya que comienza con tamaiio finito; esto puede interpre-

tado como algo bueno, ya que muchos piensan que las singularidades carecen de

significado fisico). Escogiendo la funcién de onda tunelante, es ahora una ma-

teria simple (usando los métodos usuales) calcular la probabilidad de que esto
ocurra: 3

T

P ~exp { GA] (2.114)

Pero ;Coémo se interpreta esta expresiéon? Tenemos s6lo un universo—jqué

significa el concepto de probabilidad para un sistema tnico? Este es un problema

fundamental, y ha llevado a nuevas interpretaciones de la mecdnica cuéntica.

No daremos detalles aqui, pero bibliograffa relacionada es la siguiente: [16], [17],
[56], [57], [58].

Acoplamiento no-minimal. Otra posible modificacién de la Relatividad
General consiste en incluir términos de acoplamiento no-minimal, i.e. que combi-
nen geometria y materia. De este modo se puede obtener ecuaciones que describ-
an dindmicas diferentes a las regulares. Este tipo de acoplamiento normalmente
tiene su justicacién en la teorfa cudntica de campos en un espacio-tiempo curvo
([59], [60]), también aparece en la teorias de cuerdas [61] y en la de Brans-Dicke
[34].

A modo de ejemplo consideremos la accién de Brans-Dicke en el marco de
Jordan

1
Spp = ﬁ/\/——g ({(ﬁR N %VMV% + V(¢)D d'z + Sy, (2.115)

donde R es el escalar de Ricei, ¢ un campo escalar con potencial V (¢), w es un
pardmetro adimensional y Sy es la accién correspondiente a materia ordinaria.
Aqui el acoplamiento no-minimal aparece en el término ¢R que incluye a la
geometria—mediante R—y al campo escalar ¢. Las ecuaciones obtenidas al variar
la accién (2.115) con respecto a los campos g,,,, y ¢ presentan términos extra:

8 1 1 1%

G,u,u = %TMVJF% <v,u¢vu¢ - 29uuvz\¢v/\¢>+¢ (VHV,,(ZS - guuaA‘ﬁaAﬁb)*%g/w
(2.116)
%w PO ) + R+ %vmvA — % =0. (2.117)

Gravedad en el lenguaje de las formas diferenciales. El tratamiento es-
tandar de la Relatividad General ocurre en el lenguaje tensorial (e.g. [1], [2]). Sin
embargo es posible usar un lenguaje distinto, el de las formas diferenciales (no
estudiaremos aquf dicho lenguaje en sf mismo, sino su relacién con la gravedad;
para profundizar ver e.g. [1], [2], [3], [7], [35]). Este enfoque presenta ventajas
en el sentido que hace mas manejable los tratamientos para gravedad en dimen-
siones diferentes de cuatro (e.g. la accién de Lovelock) y cuando se considera
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torsion (e.g. la accién de Palatini); ademads, facilita la implementacién de teorias
para gravedad invariantes de gauge (renormalizables y cuantizables), como la
gravedad de Chern-Simons. A continuacién mostraremos la accién de Lovelock
(que, recordemos, en el caso 4—dimensional es la teorfa de Einstein) escrita en
el términos de formas; posteriormente serdn incluidos términos que involucran
torsion. Seguiremos aquf lo expuesto en [7].

La idea es construir una accién para gravedad en términos de las 1—formas
vielbein e® y conexién de espin w? (relacionadas a g, y I'", respectiva-
mente), y sus derivadas exteriores (notar que para indices de Lorentz se uti-
lizardn caracterés latinos a,b, ...). El hecho de que d?> = 0 implica que el la-
grangiano contendra, a lo més, derivadas de primer orden de e® y w®; esto
através de las 2—formas curvatura R = Dw® = dw® + w? w® y torsién
T = De® = de® + w®,e’. Ademds contamos con los tensores invariantes de
Lorentz 1,3, ¥ €a;---ap, donde N es la dimensién de variedad espacio-temporal
considerada.

Teorema de Lovelock: La accién més general para gravedad que no involucra
torsién y conduce a ecuaciones de segundo orden en la métrica es de la forma

[(N/2

]
Sy = m/ N7 o, LR (2.118)
M =

donde
LWNP: — ke, gy R399, RI20-192p 02041 ... AN (2.119)

En N = 4 la accién toma la forma
Sy = n/ Eabed [agR“bRCd + a1 R%ee? + aoecedeced} . (2.120)
M

Aqui el primer término es de el Gauss-Bonnet, que-en N = 4— no aporta a
las ecuaciones de movimiento; el segundo es el de Einstein-Hilbert; y el tercero el
cosmoldgico. De modo que tenemos la Relatividad General. En lenguaje tensorial
(2.120) toma la forma

Sy=—k / V=9 [az (R** Ry, — 4R"™ Ry, + R?) + 201 R + 24ay) d*a.
M

(2.121)

@b g6 obtienen

Al variar la accién (2.118) con respecto a los campos e® y w
las ecuaciones

(N-1)/2]
> ap (N = 2p) capypy R RIwP bz PN =0, (2.122)
p=o0
(N-1)/2]
Z app (N — 2p) €apagay RBP4 ..RI2P-1920 92051 02042 . 00N — (),
p=1

(2.123)
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Si se asume—como usualmente se hace—que la torsién es nula 7% = 0, la
ecuacién (2.123) se satisface automdticamente. En este caso es posible despejar
las conexiones de espin en términos del vielbien, de modo que la conexién I'* |
se identifica con los simbolos de Christoffel.

El teorema de Lovelock no incluye torsién. Sin embargo es posible adicionar
términos asociados a la torsién, con la forma

Ay, = 6a1RZ;RZ§---RZZ;1€%a par p > 2, (2.124)
Bopi1 = T RO RG:..Rgr—'e,  cualquier p > 1, (2.125)
Copya2 = To RglRG2...Rex'T%,  dmpar p > 1, (2.126)

que representan respectivamente 2p, 2p+1 y 2p+2 formas. Con estos ingredientes
es posible construir acciones bastante més complejas; para un anélisis detallado
ver [62].

2.5. Gravedad de Chern-Simons

La gravedad de Chern-Simons responde a la necesidad de implementar una
teoria para gravedad invariante de gauge, renormalizable y cuantizable. A con-
tinuacién veremos que, en el contexto del formalismo de Yang-Mills, es posible
construir acciones como éstas a partir de formas de Chern-Simons, esto en tér-
minos de los campos independientes e y w®. Seguiremos aqui lo expuesto en

(5], [6], [7].

Teoria de Yang-Mills. La estructura dindmica del exitoso modelo estdndar
de la fisica de particulas es dada por la acciéon de Yang-Mills, construida bajo
el precepto de que la naturaleza debe ser invariante bajo un grupo de trans-
formaciones que actia de manera independiente en cada punto del espacio, i.e.
una simetria local, o de gauge. La principal gracia de esta teorfa es permite
eludir inconsistencias: no presenta anomalfas y, mediante el procedimiento de
renormalizacién, es posible lidiar con la aparicién de términos divergentes.

Revisemos la estructura basica de la teoria de Yang-Mills [63]. Consideremos
la accién invariante de gauge, para un grupo de Lie n-dimensional simple G,
dada por

S = —2—;2 d*x (F,, F"™). (2.127)

Aquf g? es una constante positiva, el corchete ( ) representa la traza, y los
potenciales de campo son los vectores A, los cuales, escritos en términos de los
generadores t, del dlgebra de Lie asociada al grupo G ([ta,ts] = CSyte, donde
C¢, son las constantes de estructura del dlgebra y los indices a,b,c = 1,...,n),
tienen la forma

A, =gtaAj,  con Af(z) €R, (2.128)
y vienen dentro del tensor F),, como
Fu = 0,Ay — 0, A, + [Ay, Al = gta By, (2.129)
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con
(A, A = A,A, — A A (2.130)

vy,

pv

FY, = 0,A% — 9,A% + gCp Ab AS. (2.131)

La invariancia de gauge de la accién se verifica para las transformaciones (de
gauge) de A, y F,,, dadas por

Ay — A =wAw +wdw! (2.132)

Fu — Fl, =wFw (2.133)

donde w = w(x) es una elemento del grupo Gy w™! es el inverso de w.

Las ecuaciones de campo se obtienen extremando la accién (2.127) con re-
specto a Ajj, y es posible ponerlas en términos de una derivada covariante D,,:

(DuFn)" = 0uF\ + gCiALFS, = 0. (2.134)

Ademds, al igual que en el electromagnetismo, F},, satisface la identidad de
Bianchi
e" (D, Fy,)* = 0. (2.135)

Notar que la derivada covariante puede ser escrita en forma matricial como
D,F» =0,F,\ + [Au, Fuyl. (2.136)

Por 1ltimo, es interesante senalar que esta teorfa puede ser elegantemente
escrita en el lenguaje de formas diferenciales (ver e.g. [3], donde ser construye
la electrodindmica de manera similar a lo que mostraremos a continuacién). En
este caso la accién considerada tiene la forma®

1

S = “og (F?), (2.137)

donde F representa la 2—forma curvatura, dada por
F=dA+ AA. (2.138)

Aqui el potencial A es una 1—forma, y es escrito en la base de los generadores
t, del dlgebra como
A =1, A} dx". (2.139)

Este es bédsicamente el formalismo de Yang-Mills.

4El simbolo A del producto cufla entre formas, en la totalidad de esta tesis, serd omitido;
eg. FAF=FF = F?.
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Formas de Chern-Simons. Es posible construir acciones para gravedad con
una estructura similar a la recién presentada en base a formas de Chern-Simons.
Antes ir a las teorias gravitacionales, veamos a grandes rasgos lo que son estas
formas de Chern-Simons (para estudios més rigurosos ver [5], [64]).

Una (2p — 1)-forma de Chern-Simons Qa,_1 es una clase cardcteristicas se-
cundaria, definida de modo tal que

dQop_1 = (FP), (2.140)

donde p=1,2,... y F es la 2—forma curvatura dada por (2.138).
Asi, las 1,3 y 5 formas de Chern-Simons tienen respectivamente la forma

91 = (4) (2.141)
Q3 = <FA;A3> (2.142)
Q5 = <F2A—;FA3—110A5>. (2.143)

Gravedad en 241 dimensiones como teoria de Chern-Simons. La
Teoria General de la Relatividad es una teoria invariante bajo transformaciones
generales de coordenadas; estd es una simetria local, de cierto modo andloga
a las tranformaciones de gauge. Bajo esta consideracién se podria intentar re-
construir una Relatividad General invariante de gauge, en el mismo sentido que
la teoria de Yang-Mills, sin embargo, para cuatro u otras dimensiones difer-
entes de tres esto no es posible (ver e.g. [6], [7]). El caso 3—dimensional (o
(2 + 1) —dimensional), que a continuacién revisaremos, es una excepcion.
En tres dimensiones la accién de Einstein-Hilbert es dada por

Sot1 = /5abCR“b = /Eabcec (dw™ + w® W) . (2.144)

Si se interpreta los campos e y w® como campos de gauge, y se considera el
conjunto como una éntidad tnica, el parecido del lagrangiano correspondiente
a (2.144) con una 3—forma Chern-Simons es evidente:

Qs = <FA — ;A3> = <AdA + §A3>. (2.145)

En efecto, la Relatvidad General (2 + 1) —dimensional es un sistema Chern-
Simons invariante de gauge para el grupo de Poincaré 150O(2,1). Para justificar
esta afirmacién, identificamos primero al e* tomando el rol de una conexién,
el cual, en conjunto con w®, aparecen como parte de una conexién de gauge
A expandida en la base de los generadores del algebra de Poincaré P¢ y Jo
(traslaciones y rotaciones de Lorentz 3—dimensionales)

A=Aty = e* P, + W™y, (2.146)

donde se ha considerado el desdoblamiento de los indices I = (ab, ¢).
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Recordar que el dlgebra de Poincaré es descrita por [65]

[Py, Py) =0 (2.147)
[Jaba Pc} = _naCPb + 7717(:13(1 (2148)
[Jabs Jed] = NepJad — Neadbd + NapJea — Naadeb (2.149)

A la conexién (2.146) corresponde la 2—forma curvatura F' = dA+ AA dada
por

F = Fl;=F'P,+F*"J,
1
TP, + 5R‘“l]a,,, (2.150)

donde T y R representan respectivamente las 2—formas torsién y curvatura:

T = De®=de® +we (2.151)
R® = Dw® = dw® 4w w®. (2.152)

Con estos ingredientes construimos la accién

1 1 1
S :/ (F?) :/ (T ar b (P, P, + 37 AR (P, Jpe) + 5Ra”T°<Jach> + ZRal’Rcd (Jachd>> ,
M M

(2.153)
definida sobre una variedad 4—dimensional sin borde M.
Notando que un invariante para ISO(2,1) es dado por
<P¢1Pb> =0 <Panc> = <Jach> = Eabe <JabJ(:d> =0, (2154)

la expresién (2.153) toma la forma

S = / (F?) = / <FA — 1A3> = / d (cabee®R™) = / Eapce® R, .
M oM 3 M oM
(2.155)
que es la accién de la Relatividad General (2 + 1) —dimensional dada por (2.144).

De este modo, por contruccién, se ha implementado la Relatividad General
(2 4 1) —dimensional como un teorfa de Chern-Simons invariante de gauge para
el grupo 150(2,1).

De manera similar, se puede demostrar que la Relatividad General (2 4+ 1) —dimensional
con constante cosmolégica A es un sistema de Chern-Simons para el grupo de
de Sitter (dS) SO(3,1) si A < 0, o para el de anti-de Sitter (AdS) SO(2,2) si
A > 0; ver e.g. [6], [7].

Gravedad en dimensiones impares como teoria de Chern-Simons. Pro-
cedimientos como el recién mostrado para el caso 3—dimensional, basado en la
accion de Einstein-Hilbert de la Relatividad General, no pueden replicarse con
éxito para diferentes dimensiones. Sin embargo, a partir de la gravedad de Love-
lock y bajo una eleccién particular de las constantes involucradas, es posible
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construir teorias invariantes de gauge del tipo Chern-Simons para dimensiones
impares.

A la accién de Lovelock, dada por (2.118), corresponden las ecuaciones de
campo (2.122) y (2.123). En el caso que las (N +1)/2 constantes «, sean
arbitrarias, la evolucién temporal no queda completamente determinada por
dichas ecuaciones. Sin embargo existe una eleccién particular de los coeficientes
ap que permite resolver el problema [66]. Si se considera dimensiones impares
N = 2n — 1 resulta que las ecuaciones (2.122) y (2.123) poseen igual niimero
de términos y, en efecto, son proporcionales; de este modo es posible encontrar
una correspondencia entre las ecuaciones y seleccionar asi las constantes a, de
forma que el sistema quede dindmicamente determinado. Asi, de la comparacién
de las ecuaciones (2.122) y (2.123), en el caso N impar, surge la expresiéon que
fija los a, como

(£1)PH 2N

ap =K N2

(nz—)1>’ conp=1,2..,(N-1)/2  (2.156)

donde p = 1,2,...,(N — 1) /2, k es una constante arbitraria adimensional, y I
un pardametro con dimensiones de longitud. Asi el mimero de constantes en la
accion se reduce a dos, k y [, las que pueden ser relacionadas a las constantes
de la Relatividad General: la gravitacional de Newton G y la cosmoldgica A.
En el caso par, efectuar una eleccién como ésta no es posible, debido que las
ecuaciones (2.122) y (2.123) presentan un nimero diferente de términos.
Consideremos entonces el lagrangiano de Lovelock para dimensiones impares
N = 2n — 1 elegiendo las constantes como (2.156), el cual denotaremos como

LS donde el (A)dS se asocia al grupo de invariancia,
n—1
L= S e, prets, 257
p=o0

con L(?»=1P) dado por (2.120).
Es posible identificar (2.157) como un lagragiano Chern-Simons. Para con-
seguirlo, el primer paso es definir la 1—forma conexién

1 1
A= 5WABJAB =e"J, + §w“bJab, (2.158)

donde Jap = (Ja, Jap) representa los generadores del dlgebra (A)dS: J* boosts
(A)dS y Jup transformaciones de Lorentz. El dlgebra (A)dS es definida por

[Pa, Py] = £ Jab (2.159)

(Jabs Pe] = =10 Po + My Pa (2.160)

(Jabs Jed] = NepTad — Neavd + NapTea — Naaeb, (2.161)

donde los signos “+” y “—” corresponden respectivamente a las dlgebras de AdS

SO(N —1,2) y de dS SO(N, 1).
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A continuacion, a partir de la conexién A—el campo de gauge (A)dS—dada
por (2.158), se construye 2n—forma densidad de Euler

Eop = €4,..p,, FA142 . FAn-1420 (2.162)

donde FAB se asocia a la 2—forma curvatura

F = AdA+AA=F*B ] p = (dW*P + WEWB) Jap
1 1
= 3 (R“b — l2e“e”> Jap +TJ,. (2.163)

Después de algunos cédlculos es posible obtener la relacién entre el lagrangiano
de Lovelock en dimensiones impares Lg's)

es dada por

_dls y el la densidad de Euler FEs,, que
dLS)" = By, (2.164)
De este modo, vemos que L;ﬁ)_
Chern-Simons (ec. (2.140)), y que es invariante bajo el grupo (A4)dS.
Como ejemplo, en el caso 5—dimensional, que es el que mds nos interesa, el
lagrangiano Chern-Simons-(A)dS tiene la forma

Ayds Kk 2 1
Lé )ds 7 Eabede R®Redec + 3?Rabecedee + 5?eaebecedee ) (2.165)
Aqui el signo “4” corresponde a invariancia AdS, mientras que el “—” a la

ds.

2.6. Gravedad de Einstein-Chern-Simons

Para cualquier teorfa gravitacional es fundamental hacer contacto con la
Relatividad General. En el caso del lagragiano Chern-Simons-(A)dS dado por
(2.165), ni en el limite [ — oo, ni en limite [ — 0 se consigue que el término de
Einstein-Hilbert €4,...q, R*1*2€%3 - - - €45 aparezca solo. Sin embargo, mediante la
consideraciéon de un dlgebra diferente—como ya lo veremos—es posible obtener un
lagrangiano Chern-Simons con dicha caracteristica. Esta es la teoria de Einstein-
Chern-Simons [8], en la que se basa esta tesis, y que a continuacién revisaremos.

Algebra B. Antes de ir a la teorfa de Einstein-Chern-Simons, parece conve-
niente revisar algunos aspectos importantes del dlgebra asociada: el dlgebra B
([67], [8]). Esta tiene relacion con los conceptos de contraccién de Inonu-Wigner
[65], expansién [68] y S-expansion de dlgebras [67], que aqui no serdn detallados.

El dlgebra B se obtiene-siguiendo las definiciones de ref. [67]—a partir de la

S-expansion del dlgebra de Lie SO (4, 2) con el semigrupo abeliano discreto Sg’):

los generadores de SO (4,2), T4 = {Jab,Pa}, que satisfacen las relaciones de

conmutacién (2.165)-(2.165), se multiplican por cada elemento de Sg’), Ao =

39

dls puede ser implementado como una (2n — 1) —forma



{X0; A1, A2, As, A4}, que obedecen el producto dado por, A\yAg = Mgy, cuando
o+ <4,y AagAg = A4, cuando a+ 3 > 4. De este procedimiento se obtiene un
nuevo conjunto de 10 generadores, T(4.o) = AaTa, que satisfacen el producto
algebraico [67]

[Ta.0):T(B,p)] = Aars[Ta, Th]. (2.166)

Una seleccién particular de ciertos elementos de esta nueva algebra S-expandida
constituye la base de una subalgebra, el dlgebra B. La seleccién de estos elemen-
tos se basa en los conceptos de subdlgebra resonante y 0g-reduccion, [67]. Los
generadores del algebra B son {Jup, Pa, Zap, Za }, definidos como

Jab:)\0®jab Zab:)\2®jab Pa:>\1®Pa Za :)\3®Pa7 (2167)
y satisfacen las relaciones de conmutacion ([67], [8])
[‘]abv JCd] = Uchad —TNea de + TldeC(l — Nda JCb

[Jabv PC] =NevPa — Nea o

[Pa, Ps] = Zab
[Jab, Zea] = NeyZad — NeaZbd + NavZea — NdaZeb
[Jabs Ze] = ey Za — NeaZb (2.168)
[Zab, Pe) = NevZa — NeaZs
[Py Zp] =0
[Zab, Zc] = 0
[Zabs Zea] =0
[Za, Zp) = 0.

Gravedad de Einstein-Chern-Simons. En ref. [8] se presenta la accién de
Einstein-Chern-Simons, invariante de gauge para el algebra B5.

A fin de obtener un lagrangiano Chern-Simons para el dlgebra B, consider-
emos la 1-forma conexién de gauge expandida en la base del dlgebra

1 1
A= Zw®J, + =

1 1
5 le“Pa + ik“bZab + ~hZ,, (2.169)

l

a la cual corresponde la 2-forma curvatura

1 1 1 1 1
F=_-R®J,+ TP, + = (Dwk:“b + Pe“eb> Zap + = (Duh® + ke’ Z,,

2 l 2 l
(2.170)
donde D,, es la derivada covariante asociada a wgp.
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Usando la férmula de homotopfa de Cartan extendida como en [69], e inte-
grando por partes, es posible derivar el lagrangiano de Einstein-Chern-Simons
para gravedad 5—dimensional:

2
Lg)})LS _ all25abcdeRabRCd€e+a3€abcde (Rabecedee =+ 2l2k'abRCdT e =+ l2RabRcdh6> )

3

(2.171)
Aqui a7 y a3 son constantes arbitrarias, [ es un pardmetro con dimensiones
de longitud; hay dos campos geométricos independientes, el vielbein e y la
conexién de espin wgpy, v dos campos bosénicos, h® y k. Los términos aqui
presentes son, de izquierda a derecha, el de Gauss-Bonnet, el Einstein-Hilbert,
ademds de dos términos de acoplamiento geometria-materia. Notar que en el
limite [ — 0 el tnico término que queda es el Einstein-Hilbert, recobrandose as{

la Relatividad General.
La variacién del lagrangiano (2.171), médulo términos de borde, es dada por

SLE) s = Eapede (203R™e%e? + a1 PRPR™ + 20312 D, k™ R°?) 6

+asl?e gpede R REAShE + 20312 gpege REOT 5k°

+2abede (1P RT © + agl® Dk T + c3e®e?T¢ + asl® R Dy h® + asl® Rk el ) dw.
(2.172)
Por lo tanto, en el limite donde la constante de acoplamiento [ — 0 se obtiene

5L(C‘?})LS = 2038 apede R0 + 2032 gpeae e T 0w ™, (2.173)

que describe la dindmica de Einstein-Hilbert en el vacio. Es interesante notar
que el argumento dado aquf no es sélo un accidente 5-dimensional. En cada
dimensién impar, es posible realizar la S-expansiéon del modo ilustrado aqui,
tomar el lfmite de la constante de acoplamiento | — 0, y recobrar la gravedad
de Einstein-Hilbert.

Si se incluye un lagrangiano de materia Ly ([24], [25]) se obtienen las ecua-
ciones de campo

0L

Eavede (203 R e + a1 PR R + 2031 D, k"’ R*?) = e (2174)
312 apege R R = n‘;Lh“f (2.175)

2 pedm e 2 abre ¢, de 2 ped e 2 pedye 0Ly

2abede (1P RT © + asl® Dok™T¢ + aze®e™T + asl®? R Dy, he + a3l Rk el ) = Kot
(2.176)
2031%€ gpede ROTE = n%, (2.177)
donde %Le—ﬁf se asocia al tensor de energfa-momentum 7,,, 55Lhﬁ? al tensor de
energia-momentum para el campo h®, que denotaremos como T,Sif), §£§£ al al

tensor de espin S, ¥ ‘gi—% es su andlogo para el campo k.
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2.7. Cosmologia Friedmann-Robertson-Walker Einstein-
Chern-Simons

En [24] encontramos algunas soluciones para la teorfa de Einstein-Chern-
Simons que describen la evolucién de universos tipo Friedmann-Robertson-
Walker con curvatura espacial nula. En ese articulo se mostré que es posible
recuperar la cosmologia estdndar, en cinco y cuatro dimensiones, a partir de la
gravedad de Einstein-Chern-Simons.

Soluciones 5—dimensionales. El primer paso para encontrar estas solu-
ciones es imponer las condiciones de torsién y campo k% nulos, i.e. T¢ = 0
y k% = 0, en el sistema de ecuaciones (2.174)-(2.177), lo que simplifica bastante
el sistema. A continuacién se introduce la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker 5—dimensional

ds® = —dt*+a*(t) { T ir:na + 72 [d@% + sen’0,d03 + sen292$en293d9ﬂ } =, e’
(2.178)
Ngp = diag (=1, +1,+1,+1,+1), k=0,+1,-1,
donde se ha elegido la base ortonormal
e = dt el =at)dr/(1—Ekr?) € =a(t)rdd,
3 = a(t)rsenfadfs  e* = a(t)rsenfasendzdb,. (2.179)

Exigiendo que el campo h® sea consistente con la homogeneidad e isotropia
espacial, se postula

RO = f(t)e®  hP =g(t)e?, p=1,...4. (2.180)

Ademds, se considera a los tensores de energfa-momentum 71}, y T, ﬁf) como
fluidos perfectos, de modo que la materia es descrita por su densidad de energia
p(t) y presién P(t); y andlogamente p(*) y P(). Asi, las ecuaciones de campo
toman la forma

2

.2
k k
1805 | L) poaag [ 28] =5y (2.181)
a a
k .. .2 k
2oy |2+ [ S0 | - 240022 [ 22E) —p (2.182)
a a a a
.2 2
a +k
240312 = = Bph) (2.183)
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.2
a +k

—240,122 2| =pP® (2.184)
a a
.2 n i .
a a .
24ar31? " (g— 1) —+g| =0 (2.185)

donde [ corresponde a las constante de acoplamiento de la materia y en la
dltima ecuacién hemos considerado el tensor de espin nulo, Sy, = 0.

En el caso que I, f y g sean iguales a cero (y por lo tanto pM) = p(
0), sélo sobreviven las ecuaciones (2.181) y (2.182), y toman la forma de las
ecuaciones de Friedmann en cinco dimensiones. Con una ecuacién de estado con
la forma P = wp (con w constante) y para el caso plano, i.e. kK =0, se derivan
las siguientes soluciones (aproximadas) para las ecuaciones tipo Einstein (2.181)
y (2.182):

h‘) =

= Si w = —1, se encuentra la solucién aproximada (para valores de I% pe-
quenos)
a(t) = Ceflot, (2.186)

donde Hj es la constante de Hubble dada en este caso por

Pok 5 QR
sza{1—l— } 2.187

0 6 36 Po ( )
donde se ha definido las constantes & = 31 /a3 y £ = 5/8as, y py rep-
resenta la densidad de energia constante asociada a este caso. Notar que
este es un modelo de de Sitter, y que si [ — 0 se obtiene la solucién de la
cosmologfa estdndar basada en la Relatividad General.

= Siw # —1, se encuentra la solucién aproximada (cuando el término pro-
porcional a I? es pequefio)

a(t) ~ Ct1/2(1+w)

al? 1 39
T (2(1 +w>> t] : (2.188)

donde 5 K1pg | V/A40+w)
C =ap {[2(1 +w)] T} . (2.189)

Notar que los casos de mayor interés fisico son los con w = 0 and w = 1/4,
que representan respectivamente a las llamadas eras de materia y de radiacion.
Esta solucion es interesante ya que permiten recobrar las soluciones cosmologia
estdndar 5-dimensional en el limite [ ~ 0, siempre y cuando ¢ y [ no sean del
mismo orden. En el caso que si lo sean vemos el término de la derecha en (2.188)
cobra importancia y la aproximacién considerada pierde validez.
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Soluciones 4-dimensionales. También es posible encontrar soluciones con-
sistentes con la nocién de un espacio-tiempo 4-dimensional con parte espacial
plana; esto con base en el procedimiento de compactificacién dindmica desarrol-
lado en [40] y [41].

En este caso partimos de una métrica con parte espacial homogenea que
contiene a la de Friedmann-Robertson-Walker plana 4-dimensional

ds? = —di? + (1) | (da')” + (d2?)” + (d2)*) +a 2" (D)da?, n >0, (2.190)
a la que asociamos la base ortonormal
e =dt e =a(t)da? e'=a"(t)dzt, p=1,2,3. (2.191)

Notar que en el caso de un universo en expansion, i.e. cuando la funcién a(t)
se incrementa, la parte del elemento de linea asociado a la quinta dimensién,
a~2", decrece, hecho que esté de acuerdo con el concepto de compactificacién.

Ademss, se postula—acorde a la simetria del espacio—que el campo h® y los
tensores de energfa-momentum, 7}, y TL(L}VL), tienen la forma

RO = f(t)e® + g(t)e*  hP =r(t)e? At =m(t)e® 4 q(t)et, p=1,2,3

(2.192)
T,, = (p,P,P,P,P5) T — (p<h>,P(h),P<h>,P<h>,P§h)) (2.193)

Al reemplazar estos campos en el sistema (2.174)-(2.177), y tras algunas
definiciones y pasos intermedios [24], se obtiene el siguiente conjunto de ecua-
ciones:

.2 A
a a P
3(1—n) poles 12En&1 > A (2.194)
. %2 .. 2 .2 ﬁ
a a a a |a
1-— 2— + — 4 4— — — | — = —— 2.195
( n) a + a? +ane a a2l a? 2K1 ( )
. 2 2 L2 P
a a a aa 5
-3 |-4+2—= 33— +12e—— = — 2.196
a+ a? + a2+ Eaa2 2K1 ( )
4
enl = Figp™) (2.197)
!
(nt1)e )
n(n a aa
)
aa (h)
6&; = FJ2P5 (2199)
: a
g—n- (q—f) = (2.200)



g+ 29— =0 (2:201)

En el caso que € (asociado a 1), f, g y ¢ sean iguales a cero (y por lo tanto
ph) = ph) = ngh) = 0) las ecuaciones que sobreviven son (2.194), (2.195) y
(2.196). Las dos primeras tomaran la forma de las ecuaciones de Friedmann de
la cosmologia esténdar 4-dimensional. B

Introduciendo un ecuacién estado en la forma P = wp (con w constante) se
encuentra las soluciones aproximadas para los siguientes casos:

= Si w = —1, se encuentra la solucién aproximada (para valores de ¢ pe-
querios)
a(t) = Cefot, (2.202)

donde Hj es la constante de Hubble dada en este caso por
Hymarfo__Jy 20 1o (2.203)
3(1—71)/4,1 3(1—n) K1

Expresiéon que en el caso limite ¢ = 0, se vuelve idéntica a la obtenida
usando las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones.

= Siw # —1, se encuentra la solucién aproximada (cuando el término pro-
porcional a ¢ es pequefo)

a(t) ~ Ct1/3(1+w)

2ne 2 3
L (1—n) (3(1 +w)> tQ] (2:204)

donde

g 1/4(14w)
C = ao { B(l + w)] ﬁ} (2.205)

Notar que los de casos de mayor interés fisico son los con w =0y w = 1/3,
los cuales representan respectivamente las llamadas era de materia y era
de radiacion.

Estas ultimas soluciones, (2.202) y (2.204), tienen la misma forma que las
mostradas anteriormente para la métrica de Friedmann-Robertson-Walker
5-dimensional, y por lo tanto poseen la misma interpretacién, que no repe-
tiremos. Si parece importante recalcar que la diferencia entre éstas es que,
en este caso la métrica ha sido elegida ex profeso para lograr la com-
pactificacién de la cuarta dimensioén espacial (mientras tres dimensiones
espaciales se expanden, la cuarta se contrae, volviéndose esta iltima in-
significante en relacién con las otras).

Notar que en el conjunto de soluciones encontradas no se ha hecho referencia
al comportamiento de la materia tipo A®. En esta tesis se incluira este tema.
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2.8. Solucién con simetria esférica para la gravedad
de Einstein-Chern-Simons

Ademds de las soluciones cosmolégicas para la teorfa de Einstein-Chern-
Simons, se han encontrado otras para espacios con simetria esférica. En [27] se
presenta una solucién de agujero negro, y en [70] se estudia el equilibrio estelar.
A continuacién revisaremos brevemente los resultados encontrados en [27].

Ecuaciones de campo. En [27] se consider6 el lagrangiano
L = Lgcs + L, (2.206)

donde Lgcs es el lagragiano de Einstein-Chern-Simons dado por (2.171) y Ly es
el lagrangiano correspondiente a materia, y tiene la forma Ly = Ly(e®, h%, w?).

A partir de la accién (2.206), con 7% = 0 and k® = 0, se encuentran las
ecuaciones de campo de Einstein-Chern-Simons, escritas aqui de la siguiente
manera [27]:

de® +w%eb =0, (2.207)
5abcde-RCdthe = 07 (2208)
2 be pde dLnm
043l * (EabcdeR R ) = — % Sha 5 (2209)
1 .
* (5abcdeRbcedee) + %F * (gabcdeRbcRde) = K‘EHTa7 (2210)

donde “x” representa al operdaor estrella Hodge, o := a3/a1, kgu es la con-
stante de la gravedad de Einstein-Hilbert 5-dimensional y

Ty =Topeb = —% <5LM> (2.211)

el

es la 1-forma de energfa-momentum correspondiente al tensor de energfa-momentum
usual Tab.

Como la ecuacién (2.210) es una generalizacion de las ecuaciones de campo
de Einstein, es ttil escribirla en la forma

. 1 oL
* (8abcdeRbCedee) = K;EHT(L + m * < §h1;/[> s (2212)

donde se ha usado la ecuacién (2.209). Este resultado conduce a la definicién de
la 1-forma de energia-momentum asociada al campo h*

. . 1 oL
Ty —ph) b 2 M)
@ ab © 20y * oh

Esto permite reescribir las ecuaciones (2.209) y (2.210) como

1 N
- sg;n(oz)il2 * (sabcdeRbcRde) = kgulW, (2.213)

1 N
* (sabcdeRbcedee) + sgn(a)§l2 * (EabcdeRbcRde) = kpuly, (2.214)
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donde el valor absoluto de la constante a ha sido absorbido por la redefinicién
del pardametro [ :

1

=

Solucién con simetria esférica. Consideremos la métrica 5-dimensional

aq

as

=1 =

dr?

g%(r)

donde d2 = d@? + sin? 91d0§ + sin? 6 sin? ngﬁg es el elemento de linea de la
3-esfera S5.
Introduciendo la base ortonormal

ds? = —f2(r)dt® + + r2dQ32 = n,,e%"

dr

T R 1

= dt = — =rdf

€ f(?“) , € 92 (7’) , € T 1

e? = rsinf; dby, e® = rsinb; sin b, dfs, (2.215)

y reemplazando en la ecuacién (2.214), en el vacfo (TTT =Trr = Tj = 0),
se obtienen ecuaciones como las (26) -(28) de [27]; siguiendo el procedimiento
usual se consigue la solucién

2 4
r r K
F2(r) = g*(r) = 1+ sgn(a) (P - 5\/14 + sgn(a)&TE;;M) ., (2.216)
donde M es una constante de integracién y 8 = £1 muestra la degeneracién
debida al cardcter cuadrético de las ecuaciones de campo. De (2.216) es directo
ver que cuando [ — 0, es necesario considerar 8 = 1 para obtener la estdndar de
las ecuaciones de Einstein-Cartan, lo que permite identificar a la constante M

con la distribucién de masa. Este resultado permite describir un agujero negro
[27].
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Parte 11

Cosmologia
Einstein-Chern-Simons
Friedmann-Robertson-

Walker 5-dimensional
acelerada

48



Capitulo 3

Ecuaciones de campo de
Einstein-Chern-Simons

3.1. Ecuaciones tipo Einstein-Maxwell

Encontraremos en esta parte de la tesis un conjunto de soluciones tipo
Friedmann-Robertson-Walker 5—dimensionales, algunas aceleradas y otras no,
para la gravedad de Einstein-Chern-Simons. Bajo ciertas imposiciones en el
sistema de ecuaciones (2.174)-(2.177) derivaremos un conjunto similar al de
Einstein-Maxwell (ecs. (2.24)-(2.27)), a partir del cual encontraremos nuestras
soluciones.

Como punto de partida impondremos las condiciones de torsiéon nula (7% =
0) y k% =0 en (2.174)-(2.177), de modo que se obtiene

0Ly

Eabede (2043R”beced e oquR”’bRCd) =K Soc (3.1)
asl?eapede R R = 565Lh]\e/[ (3.2)

i’ﬁf =0 (3.3)

20302 apeae RODL RS = ngi% (3.4)

Para conseguir ecuaciones similares a las de Einstein, reordenamos la (3.1)
como 5L
be d e K M 1 52 be pde
€u,bcdefi € = P l 6abcdeR R 3 (35)
2a3 de 203
y reemplazamos (3.2) en (3.5), de modo que el término cuadrético en la cur-
vatura pasa a considerarse como correspondiente al contenido material, asi se
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obtiene el conjunto de ecuaciones

oL oL
Eabede R?PeCe? = 4k (561;/[ +a 6};1) (3.6)
oL
1Peapeae R R = 8ky— (3.7)
ohe
oL
2 d _ M
l EabcdeRc the = 4“5@; (38)
donde se ha definido las constantes k5 = k/8as y & = —a1 /3. Esto nos permite

interpretar 0Ly /dh® como el tensor de energia-momentum de un segundo tipo
de materia, no ordinaria, el campo h®.

La ecuacién de movimiento para el campo h* es dada por (3.8). Por consis-
tencia con la condicién T% = 0, se impone 6Ly /0w = 0 (usual en teorfas para
gravedad), lo que conduce a (3.11) para h*. De este modo obtenemos el sistema

oL oL
5abcdeRabeced = 4ks ( 5@14 ta (5hjg) (39)
o . Cabcde “ = 1
8H5€ bede R 12 Ohe (3 0)
EabcdeRCdthe =0. (311)

Asi, a partir de la teoria de Einstein-Chern-Simons, sujeta a las condiciones
T =0,k% =0y 5Ly /6w = 0, hemos derivado un sistema similar al Einstein-
Maxwell.

Notar que al imponer 7% = 0 la conexién de espin w® ya no es un campo
independiente, y puede ser escrito en términos del campo vielbien e®. Ademss,
de (3.9)-(3.11) se puede ver que si Lys = 0, entonces no existe una solucién tipo
Schwarzschild 5—dimensional; [8], [27].

3.2. Rango de validez de la Relatividad General

De (3.9)-(3.10) podemos ver que la Relatividad General es vélida cuando la
curvatura R® y la constante o no poseen valores excesivamente grandes, y el
pardmetro [ es pequetio ([8]). De hecho, en este caso, (3.10) toma la forma

0Ly
ohe

~ 0. (3.12)

Introduciendo (3.12) en (3.9) se obtienen las ecuaciones de Einstein 5—dimensionales

0Ly

Eabede R €€ & Ak .
oe®

(3.13)

Si R% no es grande entonces dLys/de® tampoco lo serd. Esto significa que
la Relatividad General puede ser vista como un limite de baja energia de la
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gravedad de Einstein-Chern-Simons. Asi, en el rango de validez de la Relatividad
General, las ecuaciones (3.9)-(3.11) son dadas por

oL
Eabede R*eCed = 4&5%, (3.14)

Eabede R°D,he = 0. (3.15)

Por otro lado, si R es lo suficientemente grande, tanto como para que al
ser mulplicado por [? (que es muy pequeiio) el resultado no sea despreciable,
entonces vemos que 6L /0h® no tampoco serd despreciable. En este caso, el
sistema completo, (3.9)-(3.11), debe ser considerado.
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Capitulo 4

Cosmologia Friedmann-
Robertson- Walker
5-dimensional acelerada

4.1. Ecuaciones de campo Einstein-Chern-Simons
para el espacio-tiempo tipo Friedmann-Robertson-
Walker

Buscaremos soluciones para (3.9)-(3.11) modelando los campos, e* y h¢,
de acuerdo al principio cosmolégico. La métrica asociada a un espacio-tiempo
5—dimensional con parte espacial maximalmente simétrica es la Friedmann-
Robertson-Walker; ec. (2.178). Como en [24] el vielbein se escoge como

e’ = dt,
1 a(t)
e = ————dr,
V1 —kr?
e? = a(t)r dbs,
e3 = a(t)rsin f, dfs,
e* = a(t)rsinfy sin 03 db, (4.1)

El campo h®, modelado para satisfacer la simetria de este espacio, tendré la
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forma ([1], [24])

h(0) dt = h(0)e®,

| |
>

t at) dr = h(t)et,

(

( V1—kr?
(t)a(t)r dfy = h(t)e?
(

(

) =

Ja(t)

t)a(t)rsin by dfs = h( t)e,

t)a(t)rsin Oy sin O3 dy = h(t)e! (4.2)

h
h
h

donde h(0) es una constante y h(t) es una funcién del tiempo ¢ que debe ser
deteminada.

Ademds deben introduirse los tensores de energfa-momentum 7, y T,E,,),
asociados respectivamente a 55L SEy 5 oL S En ambos casos consideraremos fluidos

perfectos, de modo que, en el smtema de referencia comovil tendremos
T,u,l/ = diag(p7p7pap7p)a (43)
T = diag (p(h),p(h),p(h),p(h),p(h)> : (4.4)

donde p y p™ corresponden a las densidades de energia y, p y p!) a las
presiones. Entonces, el tensor de energia-momentum total, compuesto por los
fluidos es dado por

Ty = Ty + T ) (4.5)
= diag (p + ap(h),p 4 ap(h),

p+a#mm+aﬂmm+aﬁm) (4.6)

= diag(p, p, P, P, P)- (4.7)

En el caso libre de torsién, el tensor de energia momentum para materia
ordinaria satisface la ecuacién de conservacion y el tensor de Einstein también
posse divergencia nula. En este caso el tensor de energfa-momentum para la
materia no-ordinaria también debe satisface la ecuacién de conservacion. De
hecho, a partir de la ec. (3.9) se encuentra que

h
v, =0 , v,7"" —0 (4.8)

Introduciendo (4.1)-(4.7) en (3.9)-(3.11) obtenemos las siguientes ecuaciones
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de campo (ver [24] y el apéndice A):

6 (ai; F ) — ks, (4.9)

3 [ ; ("Lzaj ’“)} = —rs, (4.10)
LCE) e e

(ai; k) [(h ~ 1(0)) g + h} = 0. (4.13)

Las ecuaciones (4.9) y (4.10) tiene la misma forma que las ecuaciones de
Friedmann 5—dimensionales, sin embargo, aqui p y p estdn sujetas a las restric-
ciones impuestas por las restantes ecuaciones. Notar que la ecuacién (4.9) fue
estudiada en [71] en el contexto de la cosmologia inflacionaria.

4.2. Soluciones cosmolégicas Einstein-Chern-Simons
5-dimensionales

Con el objeto de obtener resultados conocidos de la cosmologia estandar en
el contexto de la expansién acelerada consideraremos la aproximacién

Ty < T, (4.14)

Este enfoque es andlogo al caso en que, en la era de energia oscura, el tensor
de energia-momentum se desprecia en favor de la consideracién de la constante
cosmoldgica. Esto significa que la contribucién de materia ordinaria a las energia
y presion totales serd despreciable en comparacién al aporte hecho por el campo
h®. En este caso, el tensor de energia momentum T;w es dado por

= aT;S}j)

= diag (ozp(h), ap™ . ap™  ap™, ap(h)) . (4.15)
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y las ecuaciones (4.9)-(4.13) toman la forma

6 (dza—; k) = kgap (4.16)
3 [Z (dza—i; k)] = —rsapM (4.17)
. 2
()= (19
(d:i k) [(h - h(O))g + h] =0. (4.20)

4.2.1. Caso k= -1
Introduciendo (4.18) en (4.16) obtenemos

.9 .9 k 2
6<a — )—312a<“; ) , (4.21)

expresion que puede reescribirse como

a’+k 2 a’+k
- =0. 4.22
< a? ><alz a? > | (4.22)

Solucién con a = 0.

Consideremos una solucién con d = 0, i.e. sin expansién acelerada. Para el
primer término en el lado izquierdo de (4.22) tendremos

-2
ek, (4.23)

a2
recordando que k = —1, entonces
a=+v—k. (4.24)

La solucién es

a(t) = \/jk (t - to) + ag. (425)

En este caso a(t) crece linealmente.
Reemplazando esta solucién en (4.18) y (4.19) encontramos que

o) = p — 0, (4.26)

y que (4.20) se satisface para h(t) arbitrario.
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Solucién con d # 0.

A partir de (4.22) obtenemos
a’ — —a® = —k, (4.27)
y vemos dos opciones: a >0y a < 0.

Caso a > 0. Consideremos el caso en que la constante « es positiva. Con-

siderando el ansatz!
a(t) = Asinh | 4/ i(t —t) (4.28)
- al? '

donde ' es una constante de integracién, obtenemos

al?k
2

alt) = —O‘l;k sinh (M%(t —t’)) . (4.30)

La condicién inicial ag = a(t = tp) conduce a

A=4/— (4.29)

y por lo tanto

_al2k:

. 2 ) [ 2
x sinh [ Eﬁ(t — tp) + arsinh ( RIS a0>] (4.31)

y
a(t) = v -k
h,/Q(t to) + arsinh | 4/ 2 (4.32)
X COS - — arsin — = Q . .
a2’ al?k °
LEste ansatz puede ser obtenido a partir de
2
a= Eaz —k,
cuya solucién es (a > 0, k = —1)
t da —
t/ 2_42 _ L

usando una sustituciéon hiperbdélica

2
iarsinh A= 2 al =t—t.
2 al?k
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Resultado que muestra que, si @ > 0, entonces hay expansién acelerada.
Por otro lado, desde las ecuaciones (4.31) y (4.32) podemos ver que

at) = %a(t). (4.33)

Reemplazando (4.31), (4.32) y (4.33) en (4.16)-(4.19) obtenemos

12

() _ 12
p P pvER

(4.34)

i.e., tenemos una expansién acelerada con una densidad de energfa positiva y
presién negativa (como una constante cosmolégica positiva).
A partir de la ecuacion (4.20) encontramos que

_ _ % (4.35)

Integrando, tenemos que

sinh [\/:l;(t — to) + arsinh (, /-2 ao)]

donde C es una constante de integracién. La condicién inicial hg = h(to) conduce

a
h(t) = lho = MOy arew a0 +1(0), (4.37)

* sinh [\/:ll:(t — t) + arsinh (, [— 2 ao)]

de donde podemos ver h(t) — h(0) cuando t — oo.

h(t) = + h(0), (4.36)

Caso o < 0. Consideremos ahora el caso en que la constante « es negativa.

El ansatz 2

a(t) = Asin ( —%(t _ t’)) (4.38)

2Este ansatz puede ser obtenido a partir de
2
Vo= o/ 2 _
=V k,

t da

cuya solucién es (o < 0, k = —1)

usando una sustitucién trigonométrica

al? . / 2 ,
— ——arcsin ———a | =t-1.
2 al?k
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con t' una constante de integracién, conduce a

12k
A= % (4.39)

alt) = al;k sin (,/—;p(t - t’)) . (4.40)

La condicién inicial ag = a(t = tp), lleva a

por lo tanto

al?k
alt) =2
X sin l\/ —%(t — to) + arcsin <\/ ﬁ a0>] (4.41)
y
a(t) = V—k

X COS l\/—%(t — tg) + arcsin (\/ ﬁ a0>] . (4.42)

Por lo tanto si a(t) > 0 entonces d(t) < 0, que muestra que si o < 0, entonces
hay una expansién desacelerada.
Por otro lado, reemplazando (4.41) y (4.42) en (4.16)-(4.19) obtenemos

12
(R = _ph) = . 4.43
p P ol (4.43)

Como el tensor de energia-momentum es dado por
T, = aTlgﬁ) = diag (ozp(h’), ap™  ap™ ap, ap(h)> (4.44)

tenemos que la densidad de energfa y presién correspondientes son

(h) 12

b= = >0 4.45
p=ap PR (4.45)
12
5—ap® — — =2
p=ap ez <0
A partir de (4.20) encontramos
h a
—_—— = 4.46
h—h(0) a (4.46)
Integrando, se obtiene
C
h(t) = + h(0) (4.47)

sin {Q/fﬁ(t —tg) + arcsin (, | 5% a())]
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donde C es una constante de integracién. La condicién inicial hg = h(tg), con-
duce a

_ /2,
h(t) = (o ~ MODy w0 + h(0). (4.48)

sin [\/—ﬁ(t — to) + arcsin (\/ﬁ ao)}

4.2.2. Caso k=0
Introduciendo (4.18) en (4.16) y considerando k = 0, obtenemos

6 (Z>2 =3l%a (Z>4 (4.49)

que puede ser reescrita como
. 2 )
a 2 a
- — — — | =0. 4.50
(a) ( al2 a2 ) ( )

La solucién para un universo estédtico es dada por

Solucion estatica a = 0.

a(t) = ap (4.51)

que conduce a
ph) = p(h) = (4.52)

y la ecuacion (4.20) se satisface para todo h(t).

Solucién no estatica a # 0.

A partir de (4.50) obtenemos

2
-2 2 _
Q" = —pa” = 0. (4.53)

Esta ecuacién tiene solucién sélo si a > 0.

Caso a > 0. En este caso tenemos una expansién acelerada

a(t) = Aexp <\/ % t) . (4.54)

La condicién inicial ag = a(tg) conduce a

a(t) = ap exp (H % (t— t0)> (4.55)
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(hy _ _ (ny _ _12

p Ksal?’

Reemplazando (2.104) en (4.20), resolviendo para h(t) y usando la condicién
inicial hg = h(tp), encontramos

h(t) = o — 1(0) + h(0). (4.56)

exp (\/%(t - t0)>

Caso a < 0. En este caso no es posible encontrar una solucién.

4.2.3. Caso k=1
Introduciendo (4.18) en (4.16) obtenemos

.2 .2 2
6(“ atk> = 3% (“ ;k> : (4.57)

que puede ser reescrita como

a?+k 2 a4k
il =0. 4.
< a? > <a12 a? > : (4.58)

Caso con g = 0.

En este caso no es posible encontrar una solucién.

Caso con a # 0.

A partir de la ecuacién (4.58) se obtiene

2
WGJQ — d2 = k. (459)

Desde (4.59) vemos dos casos: a > 0, < 0.

Caso a > 0. Si a > 0 postulamos la solucién

a(t) = Acosh (\ / %(t — t')) , (4.60)

donde ' es una constante de integracion, se llega a

ol?k
5

A:

(4.61)
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La condicién inicial ag = a(tp) nos lleva a

ok [ 2 [2
a(t) = 5 cosh ﬁ(t —t') + arcosh ( 0412@0)] (4.62)

a(t) = Visinh |4/ %(t — to) + arcosh (\ / 032%)] ; (4.63)

que representa una expansion acelerada.

Reemplazando (4.62) y (4.63) en (4.16)-(4.19) obtenemos

12
h = _p = 22 4.64
p p Kksal?’ (4.64)

i.e. tenemos una expansiéon acelerada mientras que la densidad de energfa es
positiva y la presién negativa, cuyos valores son constantes (como una constante
cosmoldgica positiva).

A partir de (4.20) encontramos

a
_ &mA __ " 4.

de modo que

h(t) = + h(0), (4.66)

cosh [\/%(t — to) + arcosh (\/:%;Clo)}

donde C' es una constante de integracion. La condicién inicial hg = h(tg) conduce

. (ho — h(0))y/ <25 ao o

o o ()

Notar que h(t) — h(0) cuando t — oc.

Caso a < 0. Sia <0 laecuacién (4.59) no tiene solucion.

4.3. Consistencia de las soluciones con la era de
materia

En la seccién anterior encontramos soluciones para las ecuaciones de campo
Einstein-Chern-Simons con T}, = 0, que pueden ser ttiles para describir mode-

los de una era de energfa oscura. En esta seccién revisaremos la consistencia de
estas ecuaciones con la era de materia.
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Consideraremos materia ordinaria o polvo (p # 0, p = 0), tal como se hace en
la cosmologia estdndar. La materia no-ordinaria serd modelada como un fluido
perfecto (p™ # 0y p™ # 0). En este caso las ecuaciones (4.9)-(4.13) toman la

forma
a?+k
6 < pe > = K5 (p + Oép(h)) (4.67)
. .2 k
3 [a + (a —g )} = —rsap™ (4.68)
a a
32 (a2 + &\
o = p® 4.69
L ( s ) o (4.69)
3%d (a®+k
¢ = —p 4.70
e ( p ) p (4.70)
.2 k . .
(a ha ) {(h —hop + h} -0, (4.71)
a a
y las ecuaciones de conservacién (4.8) para cada fluido son dadas por
,'0+4%,0=0 (4.72)
y .
o) 4 42 (o) 4 pMY) =
P 4 (o™ +p™) =o0. (4.73)

La ecuacion (4.72) tiene solucién

o(t) = (k))p (4.74)

a(t

donde se han fijado las condiciones iniciales ag = a(to) y po = p(to)-
Reemplazando (4.74) y (4.69) en (4.67) tenemos

a2 +k\> a2+ k ad
donde se ha definido 1
K500
A= — B .= 4.
al? 7’ 3 (4.76)

4.3.1. Caso k£ = -1

En este caso, la ecuacién (4.75) puede ser reescrita como

22 1 2 -2 1 4
(aa2 ) 2A<“a2 >+AB22—0, (4.77)
de donde despejamos
a==,Aa? [ 1+sgn(A)4/1— Tt + 1. (4.78)
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Caso a >0

En este caso 1
A=—>0. 4.79

De (4.78) podemos ver que a estd bien definido para

|B
a> amin = A 1w (4.80)
R 4//<:5ozl2p0a
min — 3 0-

Por otro lado, ag debe satisfacer

donde

ag > Gmin, (4.81)
de modo que
% <1 ie, B<A, (4.82)
y por lo tanto
Po = Pmax = ﬁ (4.83)

Este resultado nos permite analizar el radical en (4.78)
at.
Ac? {144/1— -2 | 11>, (4.84)
a

ie.,
—A?q%

min

<1+ 24d® (4.85)

se satisface para todo a.

(Signo “4+” o “—"?7 La eleccion del signo del radical tiene la informacién
acerca de los valores permitidos de a. Consideremos a > 0 (el andlisis del caso
@ < 0 es muy similar)

at

4
a=,|Aa? (1 /11— a) — k. (4.86)

La funcién a(a) es monoténicamente creciente (decreciente) si consideramos
el signo mds (menos) al frente de la raiz cuadrada.

De (4.86) podemos ver que existe un Ge;

. . [k
Geri 1= a(aﬁlin) = %a% — k. (4.87)

63



Si consideramos el signo m&s (menos), ac; es el miimo (méximo) valor de

a.
Si hay un limite para a > anin, entonces
a*.
a==,A4a2 1+ 1—% —k
a
Aa? T
~ + 14+ (12 —k
s (5]
donde k = —1.
Caso con signo “+”. En este caso

4
a= :I:\/Aa2 (2— 2“—?) — k~++v/24a% -k,
a
cuya solucién aproximada es

_al2k
2

a(t) ==+

. A2 ) [ 2
X smh[ W(t — tg) + arsinh ( T a())]

donde usamos A = 7 y k= —1.

Caso con signo “—”. En este caso

4
a=+)Amin g4 /TF,
2a?

cuya solucién aproximada es

a(t) = =V —k(t — to) + ao

donde hemos usado k& = —1.
Caso o < 0.
En este caso 1
A=—<0.
al?
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De (4.78) podemos ver que a estd bien definido si
B a}
———=2>0 4.93
<o >0, (4.93)

pero esta condicion se satisface para todo a.

Caso con signo ‘+’.  En este caso

Ba}
2 0
de modo que
— Aa? Ba}
k= da? 1o Ba (4.95)

Aa? Aat’
El lado izquierdo esta ecuacién debe ser positivo, i.e.

k—Aa®> <0 or aS\/%. (4.96)
De (4.95) obtenemos
k? — 2Aka® > — ABaj, (4.97)

y nuevamente, el lado izquierdo de esta tdltima ecuacién debe ser positivo, i.e.,

[k
k> —24Aka’ >0 <<= a< 1 (4.98)

y, de (4.97) encontramos

2 AB 4
a< k—;ﬁ. (4.99)

Ik [k k% + ABag
PR— — — P > .
1 > 51 > 5 Ak Amax > @, (4.100)

encontramos el valor mdximo para a

i = \/ Bolk? ¥ rspotiy (;C'{E’p 0% (4.101)

A partir de

y por lo tanto
a(a = amax) =0, (4.102)

i. e., amax €s un maximo local. Es directo probar que a # 0 para a # apax- Si a
tiene un valor maximo ay.y entonces (ver (4.74))

4 4
ap Qo
A = > — 4.103
p( ) <a(t)) Po = <amax> Po Pmin ( )
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Esto significa que p tiene un valor minimo p, ;, dado por
6ka3 2
w=\=— 4.104
pmln (3Oél2k2 + K5P0G3> p07 ( )

donde k = —1.
Consideremos el caso donde @ > 0. Tomaremos sélo @ > 0 debido a que el
andlisis para el caso @ < 0 es muy similar. En este caso

4
a= | A <1+ —i?j)—k (4.105)

es una funcién decreciente. Podemos ver que el minimo valor de a es dado por

amin - d(améx) - 0, (4106)
y el méximo por
. . K50
amax = ala =0) = “—M—galza%—k
Caso con signo “—”. FEn este caso obtenemos la siguiente condicién:
Ba}
Ad® [1—4/1-—3 ] -k>0 4.107
a < Aa,4 — ) ( )
donde A = —ﬁ y k = —1. Esta condicion es trivialmente satisfecha para todo a.

Este resultado implica que a # 0. Esto significa que a no tiene maéxi-
mos/minimos locales, de modo que a es monoténicamente creciente o decre-

ciente.

Si hay un limite para a > ¢ f% ag, entonces

B4
0=+ Aa2<1—\/ —szg)—k
) Ba}
~ty[Aa? [ 1— 1_2Aa4 —k (4.108)
B4
a= i\/%g — ko~ +V—F, (4.109)

cuya solucién aproximada es

a(t) = £vV—=k(t — to) + ao, (4.110)
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donde usamos k = —1.

En este caso
Ba}
o= ,|Aa? |1 — - =Y ) —k 4.111
a a ( Aa4> ( )

es una funcién decreciente. El valor médximo de @ es dado por

dmmix = a(a = 0) = 1| /= 20002 _ (4.112)

y podemos ver que ¢ tiende a un valor minimo dado por

amin = a(a — 00) =V —k =1. (4.113)

4.3.2. Caso k=0

En este caso, la ecuacién (4.75) toma la forma

L\ 4 .\ 2 4
(9> _24 <9> +AB2 —y, (4.114)
a a a
de donde obtenemos
a==,|Aa? [ 1+sgn(A)/1— ik (4.115)
Caso a >0
En este caso $
A= I > 0. (4.116)

De (4.115) podemos ver que a esta bien definido para

./B
a >/~ ao, (4.117)

y por lo tanto un valor minimo para a es dado por

4] k5ad?py

min — . 4.118
a 3 ap ( )
Por otro lado ag > auin, de modo que
. 3
B S A 1.e., pPg S Pmsix — W (4119)
Este resultado conduce a
B a}
Aa® [ 1 £sgn(A - =221>0 4.120
( sgn(4) Aa4>_, (1120)

i.e., a no posee maximos/minimos locales, de modo que a monoténicamente
creciente o monoténicamente decreciente.
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(Signo “+” o “—"7 La eleccion del signo en el radical tiene la informacion
acerca de los valores permitidos de a. Consideremos @ > 0, el anélisis para el
caso G < 0 es muy similar,

a’ﬁlin
4>. (4.121)

a=,|Aa? <1 +14/1-
a
La funcién a(a) es monoténicamente creciente (decreciente) si consideramos
el signo mds (menos) en el radical.
De (4.121) podemos ver que existe un Ge;

4/ K5P0
3al?

Qeri i= Gmin = V Aaml’n = ag.

Si consideramos el signo mds (menos) de la raiz cuadrada, ., es el minimo
(méximo) valor de a.

Si hay un limite para a > ayi, entonces

4
a=+,|Aa? <1i 1-““%)
a

~soyfa (15 (1- ). (4122

Caso con signo “+”. En este caso

4
i=+tayA <2 = ‘;m—;> ~ +aV/24, (4.123)
a

cuya solucién aproximada es

a(t) = agexp (iq/ %(t - t0)> , (4.124)

donde A = # > 0.

Caso con signo “—”. En este caso

A a2,
1 4 — 2R 4.12
k[ G, (1125)
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cuya solucién aproximada es

2
a(t) = i\/a% £/ 3% (t — o)

(t — to), (4.126)

sal?
donde hemos usado A = —&z > 0 and ayin = 4/ el gy

Caso a <0

En este caso

1
A=—<0. 4.127
o < (4.127)

De (4.115) podemos ver que a estd bien definido si

B a}
1 — — 20 <. 4.12
- Aa4*0 ( 8)

“

Esta condicién se satisface sélo si usamos el signo “—”, para todo a, i.e.,

B a}
1-4/1-=-2<0, (4.129)
A at
y por lo tanto a no tiene méximos/minimos locales, de modo que a es monoténi-
camente creciente o monoténicamente decreciente. Asi, a tiene un valor méaximo
en a =0, ie.,

amax = a(a=0) = ¢ _gz’zg ao, (4.130)
y a tiende a un valor minimo dado por
amin = a(a — 00) = 0. (4.131)

Si existe un limite para a > ¢ —% ao entonces

B a} B a
i=+,|A4a2 |1 — -==0 zi\/> 4.132
a a( ACL4> 2 aa ( )

cuya solucién aproximada es

on

——(t—to) (4.133)
donde usamos B =

K509
3 -
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4.3.3. Caso k=1

En este caso, la ecuacién (4.75) puede ser reescrita como

a2 +1\° a2+1 al
(EoY aa () apt oo
de donde despejamos
a==x,|Aa®[1+sgn(A) 1_Z¥ —k (4.135)
con k = 1.
Caso a >0
En este caso 1
A= Bz 0. (4.136)

De (4.135) podemos ver que a estd bien definida si

12
Amin = ¥ '%5053 Po o, (4137)
de modo que
3
B<A ie. < Prix = ——> - 4.138
= 1€, Po = Pmiax K,5Oél2 ( )

Con estas consideraciones podemos analizar (4.135) cuando el radical es
positivo
at.
Aa? [ hak (T 2=k, (4.139)
a

.Signo “+” o “—"?7 C(Consideraremos @ > 0, el anédlisis del caso @ < 0 es muy
similar,

4
a=,|Aa? (1 /1 aa4n> — k. (4.140)

La funcién a(a) es monoténicamente creciente (decreciente) si consideramos
el signo mds (menos) en la raiz cuadrada.
De (4.140) podemos ver que existe dcr;

. . K.
Qeri - = a(amin) = A/ %ﬁl)ga% — k. (4141)

Si consideramos el signo m4ds (menos) en la raiz, a.; es el minimo (m&ximo)
valor de a.
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Caso con signo “+”. En este caso

min

Ami >\/E = a4>3a12k2
min = A Poly = . ,

4
Ad® <1+ 1—“";;“)—sz@2 k>0,
a

de modo que

pero (ver (4.74))

4
ao
p(t) = (a(t)> po = pa' = pyag,
entonces 915
pat > 3al k
K5

(4.142)

(4.143)

(4.144)

Es directo probar que @ # 0 para a > anyin, entonces a no posee mé&xi-
mos/minimos locales, y por lo tanto a es monoténicamente creciente o monoténi-

camente decreciente.
Si hay un limite para a > an;, , entonces

4
6=+ Aa2<1+ 1—am41“>—k;zi 24a% — k,
a

cuya solucién aproximada es

al?k
2

a(t) =+

2 2
x cosh [ @(t —t9) + arcosh (\ / al%ao)] ,

donde usamos A = ﬁ yk=1.

Caso con signo “—”. En este caso

2 a4min
Aa” (1 —y/1—- 22 —k >0,
a

por lo tanto

2 1
Aa* — k o1 agin
Aa?2 at

Esta condicién debe ser también ser satisfecha por anin

| k
Aa/rznin - k 2 0 — Amin Z Z,
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de modo que,

2.2
oy > 30[25 )
pero (ver (4.74))
pa’ = pyag
y por lo tanto
pat > 3041214;2
K5

A partir de (4.147) obtenemos

k2 + A2a4

min

2Ak ’

a < Apax =

i.e.

B \/3&[214:2 + Kspoag
amax - 6k .

De la expresion
4

<)
p= 51/)07
obtenemos
4
_ %
Pmin = 4 Pos

max

y por lo tanto

6ka? 7
Puin =\ 59725 .., 4 ) Po

3al?k? + k5pyag

Caso a <0

En este caso 1
A=— <0.
al?

De (4.135) podemos ver que a estd bien definida si

4
B ag

2

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

Este constraint excluye el caso con signo mds en la rafz cuadrada. Esta

condicién conduce a

—ABa} — k?
a < Gmax = T oAk

donde k =1y A= # < 0. Hay un valor méximo para a

A \/3@[%2 + Kspoag
max — 6k )
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que conduce a

12k?
poad > —30‘,_% : (4.160)
pero (ver (4.74))
pa* = poag,
de modo que
27.2
pat > —3O‘lﬁk . (4.161)
5

Si hay un méximo ay,,x entonces, debe existir un minimo para p,

6ka3 2
= . 4.162
pmln (3Otl2k2 + /ﬁ5p0a§> pO ( )

No hay limite para a — oo y por lo tanto no es posible encontrar una
solucién aproximada para

B 4
o Aa2<1— —Z%>—k. (4.163)
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Capitulo 5

Conclusiones: Cosmologia
FEinstein-Chern-Stmons
Friedmann-Robertson-
Walker 5-dimensional
acelerada

En ésta, la segunda parte de la tesis, titulada Cosmologia Einstein-Chern-
Simons Friedmann-Robertson- Walker 5-dimensional acelerada, hemos consider-
ado una accién 5—dimensional S' = S, + S); compuesta por un sector gravita-
cional, correspondiente a la gravedad de Einstein-Chern-Simons y un sector de

materia, descrito como un fluido perfecto. Hemos mostrado que:

1. Las ecuaciones de campo de Einstein-Chern-Simons (2.174)-(2.177) sujetas

a las condiciones T% = 0, k** = 0 and 35% = 0 pueden reescribirse de

forma similar a las ecuaciones de Einstein-Maxwell ((3.9)-(3.11)). En el
caso donde las ecuaciones (3.9)-(3.11) satisfacen el principio cosmolégico y
la materia ordinaria es despreciable en comparacién con la energia oscura,
encontramos que éstas toman la forma (4.16)-(4.20). Cuando la materia
ordinaria es modelada como polvo (era de materia), las ecs. (3.9)-(3.11)
toman la forma (4.67)-(4.71).

. Las ecuaciones de campo (4.16)-(4.20) fueron completamente resueltas
para una era de energfa oscura (sec. 4.2, expansiéon acelerada). Encon-
tramos que el campo h® tiene un comportamiento similar al de una con-
stante cosmoldgica.

. Las ecuaciones de campo (4.67)-(4.71) fueron resueltas para una era de
materia (sec. 4.3). Encontramos varios modelos consistentes con la cos-
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mologia estandar. La dindmica del campo h* (4.71) no fue analizada ya
que nos enfocamos en investigar la dindmica del factor de escala a(t).

En particular, en la sec. 4.2 hemos encontrado soluciones que describen ex-
pansién acelerada para las tres posibles geometrias contenidas en la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker: esférica (k = 1), plana (k = 0) e hiperbdlica
(k = —1); esto cuando la constante o es mayor que cero. Cumpliendo asi con
el objetivo principal (ver objetivos en sec. 1.1) de encontrar soluciones aceler-
adas para la gravedad de Einstein-Chern-Simons. Podemos asociar estos resul-
tados a una era de energia oscura. Ademés, hemos logrado interpretar al campo
h* incluido en la teorfa como una suerte de constante cosmolégica (positiva);
cumpliendo asf con uno de los dos objetivos secundarios. El objetivo secundario
restante, encontrar soluciones consistentes con la nocién de espacio-tiempo 4-
dimensional, no fue satisfecho, y constituye el mayor problema del enfoque aqui
desarrollado. En las partes III y IV de esta tesis—adelantamos—encontraremos
soluciones que no presentan esta dificultad.

Ademss de estos modelos acelerados, encontramos otros resultados, que no
presentan una dindmica con tal, pero que completan el conjunto soluciones para
las ecuaciones en cuestion.

En la sec. 4.3 hemos encontrado una familia de soluciones consistentes con
una era de materia.

En el caso k = —1 (universo abierto), las soluciones corresponden a, una
expansion acelerada (o > 0) con un minimo factor de escala en el tiempo inicial
que, cuando el tiempo va a infinito, se comporta como una funcién seno hiper-
bélico; una expansién desacelerada (o < 0) con un Big Crunch en un tiempo
finito t,4x; ¥ un par de soluciones sin aceleracion, cuyo factor de escala tiene a
un valor constante.

En el caso k = 0 (universo plano), las soluciones describen una expansién
acelerada cuyo factor de escala muestra un comportamiento exponencial; y par
de soluciones con expansién desacelerada cuyo factor de escala tiende a una raiz
cuadrada.

En el caso k = 1 (universo cerrado) se encontré una solucién de universo en
expansién, cuyo comportamiento es dado por una funcién coseno hiperbdlico.
Ademss, hay dos soluciones de universo en contraccién, ambas terminan en un
tiempo finito; una termina en el valor minimo anj,, cuando « es positivo y la
termina en un Big Crunch, cuando « es negativo.

En estos casos no analizamos la dindmica del campo h®.

(6]



Parte 111

Cosmologia acelerada para
una brana en la gravedad
de Einstein-Chern-Simons

76



Capitulo 6

Accién para una brana en
la gravedad de
Einstein-Chern-Simons

6.1. Simplificacién de la teoria

El espacio-tiempo correspondiente a la gravedad de Einstein-Chern-Simons
tiene cinco dimensiones, en contraste con las cuatro experimentadas. Para en-
frentar este problema, en este capitulo introduciremos una métrica para branas,
y de pasada lograremos una simplificacién de la teoria. Encontraremos una ac-
cién asociada a una brana 4-dimensional Y4 inmersa en un espacio-tiempo 5-
dimensional cilindrico X5 = ¥4 x S, que contiene al término de Einstein-Hilbert,
més términos de acoplamiento no-minimal entre la geometria y un campo es-
calar. Aqui los términos cuadrédticos en la curvatura desaparecen. Para dicha
accién encontraremos las ecuaciones de movimiento. En el capitulo siguiente
encontraremos soluciones cosmolégicas aceleradas.

Nuestro punto de partida es el lagrangiano para gravedad 5-dimensional de
Einstein-Chern-Simons [8] dado por

Lg’)l)IS[Qw’ h7 k] = O‘llQEabcde—Rab‘RCdes (61)

2
+a3Eabede <3Rabeced€e + 2l2kabRCdT e + Z2RabRthe) )

Ciertas imposiciones, que a continuacién efectuaremos, nos conducirdn a la
accién y a las ecuaciones mencionadas.
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6.2. Torsién nula
Como primer paso, parece razonable imponer la condicién de torsién nula:

T = de® + web = 0. (6.2)

Con esto podemos dejar de tratar a w?

w=w(e):

como variable independiente, ahora

W, = 76'81) (8aea6 - Iwaﬁe“,y) (6.3)

Ademsds, vemos que el tercer término en (6.1) desaparece, de modo que se
pierde la dependencia en el campo k®°. Entonces tendremos

2
L&) sle.h) = arlPeaneac R R + aseapeae (3R“be0edee + l2RabRcdhe> .
(6.4)
6.3. Geometria de branas
A continuacién nos proponemos eliminar los términos cuadréticos en la cur-

vatura de (6.4), hecho que representa un gran simplificacién. Para ello, el primer
paso es considerar una métrica de branas (e.g. [42]):

ds? = gop(x)dz®da”®
= Tpee’
ds? = g, (2)di"dz” + ride?
= H®q  emar 1 r2dg?, (6.5)

donde el simbolo ~ hace referencia a cantidades 4-dimensionales, r. es una
constante llamada radio de compactificacion y

= (2" 9)
0 < ¢<27
a,f = 0,...,4
a,b = 0,..,4
w,v = 0,...,3
m,n = 0,..,3
N = diag(—1,1,1,1,1)
N, =  diag(—1,1,1,1). (6.6)

La métrica (6.5) describe un espacio-tiempo 5-dimensional cilindrico ¥5 =
¥, x St Si se fija el valor de ¢, digamos en ¢, lugar donde podrfamos ubicar—
arbitrariamente—una brana, se obtiene una métrica 4-dimensional inducida para
ésta:

ds? = 2 (P, (&)dz dz" . (6.7)
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De acuerdo con (6.5), escribimos el vielbein

el Wem () = el Ve (z)da" (6.8)
64(¢) = Tcd¢-
A partir de la condicién de torsién 5-dimensional nula, 7% = de® +w“beb =0,

se encuentra la forma de las conexiones de espin y la expresion que da cuenta
que la torsién 4-dimensional 7™ también es nula:

f !
W = eTfe (6.10)
wh o= Wwh(Z) =" (6.11)
™ = dé™+ame" =0, (6.12)
donde 9 5
= — = di'—. 1

A partir de (6.10) y (6.11) se encuentra la curvatura 5-dimensional R =
dw® + wwe :

f

R™M = = (2 f") dge" (6.14)
~ F5\?

R™ = R™_ <€Tf> gmen, (6.15)

donde se ha definido la curvatura 4-dimensional
R™ = d™ + &P, (6.16)

Por dltimo, es conveniente definir el simbolo de Levi-Civita 4-dimensional
como

gmnpq = Emnpg4- (617)
6.4. Accién para la brana

6.4.1. Accién total

Consideraremos una accién total con la siguiente forma:
S =S+ 5, (6.18)

donde Sp representa la accién en el bulk 5-dimensional, descrita por el la-
grangiano de Einstein-Chern-Simons (6.4) sujeto a la imposicién de la métrica
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para branas, y S, es una accién para materia tipo h que vive en una brana
4-dimensional ubicada en ¢ = 0 dada por!

2m

des () . d*z\/=gLlg, h]

Sb[gah]
0

d*z/—gLlg, h] (6.19)
3y

Enfoquémonos por ahora en Sp y dejemos para el final ;.

6.4.2. Accién en el bulk

Al aplicar la geometria de la seccién anterior al lagrangiano (6.4) se obtiene
los siguientes términos:

LGB = Eabcde]%ab-RCdee

- - 2¢2f -
redd {émn,,qu”Rm - (i_2) (3% +2f") Emnnpg R EPE1+

(63

4f
+ (%fm) (5f/2 + 4f”) gmnpqéménépéq} (6.20)

C

Leg = EapedeRPeCe’e” (6.21)
5 4f -
_ Tcd¢ { (362f) g_mnqumnépéq N <€T2> (5fl2 + 2f//) Emnpqérnénéth}

C

Ly = EabcdeRabRthe

N2

= émnm{ém” (eif> émé”} X (6.22)
I\ 2

[ (20 sl () i ).

T c
Vemos que en (6.20) y (6.22) hay términos que contienen curvaturas al
cuadrado, &npg R RPY y émnqum”quh4, que nos molestan y nos propusi-
mos eliminar. Para esto, lo primero es notar que en la accién correspondiente al
primer término de (6.20) es posible integrar directamente en ¢:

27
Te / dQZ mnpg R™ RPY = 7, / do | EpmnpgR™RP1 = 271, / Ernpg R RPY.
Y5 0 I 34
(6.23)

L Arbitrariamente hemos considerado una sola brana. Podrian incluirse mds sin problemas,
pero hacerlo parece redundante.
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Que es el término de Gauss-Bonnet 4-dimensional, que sabemos no aporta
a la dindmica. Por lo tanto, simplemente no lo consideraremos.

A continuacion, para eliminar el término é,,”quR’”"quh‘l, hacemos el sigu-
iente ansatz (de manera andloga al de e®) para el campo h*:

W (g,2) = eIPhm(%) (6.24)
pt = 0. (6.25)

Bajo estas consideraciones, se obtiene la accién para el bulk

Sule, h] = /2 L&) e, h] (6.26)
5

Sple, h] = / Enpa (AR™EE0 4 B @ + CRMER + BEEER1)
v

(6.27)
donde
A 2f 0‘112 2 "
A=2r, doe”! |az — 2 (317 +2f") (6.28)
0 c
1 27 2 2
B — _ d¢e4f |:__§é§ (5f/2 + 2f//) _ a”ﬂl.ijZ (5f/2 + 4f//):| (629)
Te Jo c
4 12 2w
c=— C:f / dge’ e9 (2 + f") (6.30)
c 0
2 27
F = 4‘:31 / dee ed 2 (f2 + ). (6.31)
@ 0

6.4.3. Accién efectiva en la brana. Comentario sobre las
constantes

Para obtener una accién efectiva para la brana debemos escoger conveniente-
mente las funciones f(¢) y g(¢), de modo sea posible integrar sin problemas A,
B, C y E, para que éstas representen constantes. Por supuesto dichas integrales
deben ser convergentes y, notando que trabajamos con una variedad cilindrica,
hay que ser cuidadoso con la continuidad y diferenciabilidad. Por ahora no fijare-
mos una eleccién particular para dichas funciones, sin embargo, en el apéndice
B se presentan algunas opciones cémodas (se muestra que es posible elegir las
constantes de forma consistente con la Relatividad General).

Aunque aquf no daremos f(¢) y g(¢), sf asumiremos que es posible despejar
A= -1/2y B=A/12 (las constantes de la Relatividad General), en el mismo
sentido que lo mostrado en el apéndice B.

De acuerdo a lo dicho, trabajaremos con la accién efectiva para la brana

1 - A o )
Sple,h] = /E Z g <2Rm"épéq L Emenert + CRMER + Eémé”éphq> ,
' (6.32)
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donde A es una constante arbitraria.

Notar que si I — 0, entonces: i) C — 0y E — 0, como lo muestran (6.30)
y (6.31); ii) las constantes A y B se comportan bien, como lo muestran (6.27)
y (6.28). De modo que, en ese limite se recupera la Relatividad General 4-
dimensional con constante cosmolégica:

- - 1 - A
Sp1-olé, ] = _7/ Emnpq | RTEPET — = gmeneret ) (6.33)

Por tltimo, relacionado al tema de las constantes, notar que al poner ay = 0
y ag = 1% =1 en (6.28)-(6.31) se hace contacto con la teorfa Chern-Simons de
[72]. Esto se muestra en el apéndice C.

6.4.4. Accién en lenguaje tensorial

Como ahora las conexiones de espin no se tratan como variables independi-
entes, parece conveniente—con miras a llevar a cabo la variacién del lagrangiano—
escribir la accién (6.32) en lenguaje tensorial.

Los dos primeros términos de (6.32) son conocidos. De [7], sabemos que:

EmnpgRT"EPE7 = —2,/—§Rd'z (6.34)
Emnpg€€"EPE1 = —24./—gd*s (6.35)
donde g es el determinante del tensor métrico y R el escalar de Ricci, 4-

dimensionales.
Los dos términos restantes—después de algunos calculos—toman la forma

Emmpg R EPRT = 24/=§ (RE = QR”VBVH) 43 (6.36)
Ermnpg€ T E"EPRT = 6/—ghd*Z, (6.37)
donde se ha considerado ~ ~
h™ = h", dz", (6.38)
y se ha definido o
h= 0", (6.39)

Al reemplazar (6.34)-(6.37) en (6.32), se obtiene

Splg,h) = / di5\/—G KR - QA) +20 (RB - 2}%%) + 6Eﬁ] . (6.40)

Esta accién parece bastante mds tratable que la original (asociada al la-
grangiano (6.1)). Sin embargo, todavia es un poco complicada debido a la pres-
encia del término R“yh"u. En la subseccién siguiente interpretaremos h,, como
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campo escalar y de pasada transformaremos la accién (6.40) en una més simple
2

Notar que, como se esperaba, en los limites C — 0y E — 0 (equivalentes a
I — 0) se recobra la Relatividad General 4-dimensional con constante cosmoldg-

| 55 = /d%\/Tg (J?z - 2A) . (6.42)

6.4.5. Accién con h interpretado como campo escalar e
inclusién de un término cinético

Si introducimos un campo escalar ¢ = (&) como parte de h,, en la forma?

~ F(o) .
huv = %guua (643)
se tiene que
N () P I (O
RNy = — 79w R = ——R (6.44)
7 I =uv Flo). . v ~
=g = D9, 50 = F(g). (6.45)
De modo que la accién (6.40) se transforma en
Spl3, ) = / d'i\/—§ [(R - 2A) + CRF(®) + 6EF(¢)} . (6.46)

Entonces, hemos encontrado una accién para gravedad 4-dimensional acopla-
da no-minimalmente a un campo escalar. Notar que (6.46) que tiene la forma

SErmS. 145,455 (6.47)

donde Sg corresponde a una accién puramente gravitacional, S'W a un término
de interaccién no-minimal de la gravedad con la materia, y 5@, a la accién
de materia pura. Podriamos decir que —6EF () hace de potencial del campo
escalar, y que sélo faltarfa incluir el término cinético. Aqui es cuando volvemos
a la accién total (6.18), y consideramos S; asociado al término cinético que nos
falta:

5,06, / " 465 () / a5/ 5L05, )
- / 15/ 75 (V,8) (73), (6.48)

20tra forma de conseguir una accién simple es haciendo C' = 0 (o C' — 0), en cuyo caso
tendriamos la accion:

Splg, k] = /d“i«\/fg [(7—2a) +6ER]. (6.41)

3Parecido a lo que pasa en cosmologia tipo Friedmann-Robertson-Walker. En un espacio
maximalmente simétrico todos los tensores de rango dos deben ser proporcionales al tensor
métrico. Esta manera de introducir el campo escalar se hizo pensando en que queremos aplicar
estos resultados a la cosmologia, donde se trabaja con un espacio-tiempo altamente simétrico.
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donde k es la constante gravitacional.
De este modo, obtenemos la accién para la brana:

S = SB + Sb (6.49)
4 - - L 1 . [~ 3E _ .
= d*z\/—g (R—2A) + CRF(p) — 2k §(Vug0) (VEp) — ?F(ga) .
Finalmente, para escribir las cosas de la manera usual, quitamos los gorritos

~, vy definimos la constante € y el potencial V(i):

—g—g Vip) = f%F(g@). (6.50)

Entonces, nos quedamos con

E =

Sloel = [ dtov=g { (R —20) + RV(9) - 20 |5 (9,0 (V) 4 V(i) | }.

2
(6.51)
Este es el resultado que buscdbamos. Hemos encontrado, a partir de la
gravedad de FEinstein-Chern-Simons, una accién efectiva para una brana 4-
dimensional >4 inmersa en un espacio-tiempo 5-dimensional cilindrico ¥5 =
¥4 x S', acoplada no-minimalmente a un campo escalar, y que no involucra
torsién, ni incluye términos cuadréaticos en la curvatura; hecho que simplifica

bastante la biisqueda de soluciones *.

6.5. Ecuaciones de campo

Para encontrar las ecuaciones de movimiento debemos extremar la accién.
Por comodidad, escribamos (6.51) como

S = / dzl = / d*z (Lre + Lgy) (6.52)

4 Algo interesante relacionado con el contenido de esta seccién es lo siguiente: a partir de
(2.33) es posible obtener una accién como la de la teoria escalar-tensorial en marco de Jordan.
Para esto asumimos que C' y E son grandes, tanto como queramos, y que son del mismo
orden, de modo que los términos cosmolégico y de Einstein-Hilbert se vuelvan despreciables.

Asi tendremos: 6B
Sp = c/d%\/—g {RF(@) + FF(@)} )

(Notar que la constante 6 E/C no toma un valor exagerado, al ser C'y E del mismo orden).
Agregando ahora el término cinético [w (¢) /@] (0,.) (0¥ @), se obtiene

5= [aev=i {are) - 2|2 @ 00 - 22re) |-

Que es una accién como la de la teoria escalar-tensorial en el marco de Jordan (ver e.g.
[34).

Notar que, si se considera F' = @, w = (wo/2k) = cte. y se desprecia el aporte del ultimo
término se obtiene la teorfa de Brans-Dicke:

5= [atay=5[Re- 2 0.0) @5
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donde
Lrc = +—g(R-2A) (6.53)
Lo = VI{ERVIE) - 20 |3 (V) (V) 4 Vo) | 050)
La variacién total 0S5 tendrd la forma

58 = / A5t = / 'z (5Lre + 5Ly,) . (6.55)

El primer término, 6 Lrg, lo conocemos de la Relatividad General (e.g. [74]):

0LrG = V=9 (Guv + Agu) dg". (6.56)
Aqui no se ha considerado los términos de borde y G, es el tensor de
Einstein

1
G =R~ §Rgu'/' (6.57)

El segundo término, 6L, toma la forma (e.g. [75])

2

1
6Ly, = =g {E [GWV ~V,V,V+ ng*vAV] — K [Vugovygp — G (V’\oV,wp +V

+2Ky/—g {VuV“cp | &V (1 = €R> } dp.
Op 2K

Aqui tampoco se han considerado términos de borde. Notar que el segun-
do paréntesis cuadrado de (6.58) contiene al tensor de energia-momentum del
campo escalar:

1
T,lfl/ = V;ﬁpvugp — Guv <2VA(PV)\Q0 + V) . (659)

Los términos con las derivadas covariantes de V' los agruparemos en el tensor
H,,, definido como:
H, = gV VAV —V,V,V. (6.60)

De acuerdo a (6.55)-(6.60) la variacién total L tiene la forma

5L SLRG + 0Ly,

= g [G/w (1+eV)+Aguy +eHy — KT:;’V] ogh + (6.61)

+ 26y/—g [VNV“ - 6‘; (1 - 8R>] dop.
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A partir de 6S = 0 se obtiene las ecuaciones de campo’:

Guv (1 +€V) + Agy + eH,, = KTS, (6.64)
oV eR
M p— — —_— — =
VaVie - 5o (1 2ﬁ> . (6.65)

Notar que si € — 0 se recupera las ecuaciones de Einstein con constante
cosmolégica y un campo escalar:

G + Mg = kT2, (6.66)
oV
o — = =0, 6.
ViVre - 52 (6.67)

5El caso siguiente podria resultar interesante:
Si el escalar de Ricci es constante e igual a 2k/e, la expresion (2.42) toma la forma simple:

V. VFp = 0. (6.62)

Por otro lado, al contraer la ecuacién (2.41) se obtiene:

3 2
VA oVap — ;EV)\V,\V+2V+E(2A€7K) =o. (6.63)
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Capitulo 7

Soluciones cosmolégicas
aceleradas en la brana

7.1. Ecuaciones cosmolégicas Friedmann-Robertson-

Walker
Para estudiar cosmologfa, consideremos la métrica de Friedmann-Robertson-
Walker (ahora 4-dimensional):
2

2 2 2
ds* = —dt* + a(t) A

+7? (d0® +sin® 0dy®) |, k=0,£1. (7.1)

A este elemento de linea corresponden las siguientes cantidades geométricas
[78] (componentes diferentes de cero):

2

a .
goo=-1 gu= T2 927 a®r® g3y = a*r?sin® 0 (7.2)
1—kr? 1 1
00 11 22 33
g g a? g a?r? g a?r?sin® 0 (73)
e, = 1 ac;f 5 [y = aar FO33 = aar?sin® 0
—kr
a
1—‘101 = F10—F02:F20—F03—F30—5
L, = —r (1 — k7"2) Iy, =—r (1 — k‘rz) sin? 6 (7.4)
1
I‘212 = I‘221 = I‘313 =Ty = r
%, = —sinfcosf T3,= T%,=coth
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a a +k
Ry = 733 W( > (7.5)

@,
a
.. 2
Roy = a?r? <a+2 +k) Rgg—ar sin < )
a?

R:6<d+d2+k>, (7.6)

a a?

Como la métrica de Friedmann-Robertson-Walker describe un espacio-tiempo
con parte espacial homogenea, el campo escalar ¢ dependerd sélo de la coorde-
nada temporal:

= p(t). (7.7)

Parece conveniente calcular por separado los términos que involucran derivadas
covariantes de ¢ y V(y); estos toman la forma:

. a,
ViVio=—¢=3-¢ (7.8)
9?V oV
MYy — 2

V. V*V 22 ? ~ap ( +3- <,0> (7.9)

o?V ., OV a>  adv .

VoVoV = 8(,02S0 +$Q0 V1V1V*‘1—k"r25%¢
VoVoV o = _a22d Y 7 V3VsV = —a?r?sin? 62 a—v¢). (7.10)

a dp a dp

A partir de (7.2) — (7.10) se obtiene G .., H, y T},

nz
a2+ k a? i a’+k
_ N Y 11
Goo 3 a? G 1—k;7‘2<a+ a? )(7 )
. .9 k pad -2 k
Gos = —a’r? 2 + a+ Gs3 = —a’r?sin? 60 2 + ot
a a? a a?
a oV
H, = 3——
00 o 0p
a? 0*V oV a
H _ ) ov . 2%
0= o g g (v
0%V oV a
Hyy = 22 2 — ([ p+2-¢ 7.12
22 —a’r [84,0 + o <<P+ aw)] (7.12)
oV oV i
H33 = —0,2’/'2 Sin20 2 + = <P+2980
890 Op a
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TS = Lgqv T = 1 < (lpe v (7.13)
00 2<P U= 7 2 <P .

1 1
T, = a*? <2<,'02 - V) TS, = a’r*sin® 0 <2<,'02 - V) .

Reemplazando (7.2), (7.6), (7.11), (7.12) y (7.13) en (6.64) y (6.65) se obtiene

las ecuaciones!:

a*+k ov I
3( pe >(1+5V) A+35 @a = <2 +V) (7.14)
i A+ k LV [ oV 1,

<2 + 2 )(1+6V) A+€{ 84—(@4—2 >8<p} —/@(2<p —V)
(7.15)

. .2
b+32 ¢+8—V[1—3—5<9+a Jgk)]zo (7.16)

dp Kk \a a

Fl siguiente paso es encontrar solucién a este sistema para un potencial V'
dado. A continuacién estudiaremos tres casos acelerados simples.

7.2. Solucién I: Campo escalar constante y particu-
la de Klein-Gordon

Buscaremos una solucién para el sistema (7.14)-(7.16) bajo el ansatz de
campo escalar constante:

= py = cte. (7.17)
En este caso, como ¢ = ¢ = 0, las ecuaciones toman la forma:
. 2 k
3 (“ ; )(1+5v0) —A=xVp (7.18)
. 1
(2 48 : ) (1+eVo) — A = KV (7.19)

INotar dos cosas:
i) Si € = 0 se recobran las ecuaciones Friedmann con un campo escalar y constante cos-

moldgica (ver e.g. [79]):
02 + k 1
3<a§ )7A:H(7<P2+V)
a 2

. .2 1
224 ¢ +k—A:—m<f¢:2—V)
a a? 2

oV
P+ 3 go +—=0.
O
ii) En el caso que V = @2, los términos extra (correspondientes al término de acoplamiento
no-minimal entre geometria y materia) que aparecen en las ecuaciones son iguales a los de
[80], donde se considera una accién similar a la nuestra.
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A% 3 (4 a’H+k
o [ G )] #2

donde

oV oV

Vo=V — = . 7.21

0 (o) o~ 9p (o) (7.21)

Ecuacién (7.20). Para buscar una solucién, consideremos primero (7.20) con
OV /0p # 0 2:

.. . 2
1—35(a+atk>=o. (7.22)
Kk \a a

La ecuacién (7.22) tiene soluciones aceleradas para los tres casos, k = 0, £1,
y son dadas por:

V& sinh (E),  k=-1
a(t) = Cexp (&), k=0 (7.23)
\/%cosh (VEt), k=+1,
donde C' es una constante arbitraria y € > 0.

Ecuaciones (7.18) y (7.19). Al evaluar (7.23) en (7.18) y (7.19) se obtiene
la expresion:

% (1+eVp) — A = &Vp. (7.24)
A partir de ésta despejamos Vjp:
— 2eA
Vo = u (7.25)
KE

Campo de Klein-Gordon. Es posible interpretar al campo escalar como una
particula de Klein-Gordon, con potencial V (¢) = (m2 / 2) 2. Para encontrar su
masa hacemos:

Vo=V (py) = 59p = —, (7.26)

de donde obtenemos

, (7.27)

“_»

con K —2¢A > 0 y donde se escoge el signo “+” cuando ¢, > 0, y el signo
cuando ¢, < 0.
En el caso que A = 0, tendremos una particula con masa

1 /2
m = ﬁ:\/7. (7.28)
%o

Esta expresién también sirve como aproximacion para el caso en que A sea
pequena. Esto es porque viene multiplicada por €, que debe ser pequena para
hacer contacto con la Relatividad General.

2El 8V /¢ = 0 no tiene mucha gracia.
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Notar la diferencia con la Relatividad General. La solucién que hemos
encontrado, con ¢ = ¢, = cte; y que parece trivial, no tiene andlogo en la
Relatividad General. Allf se obtienen las ecuaciones cosmoldgicas:

a’+k 1.4
3( e )—A:H(2<p +V> (7.29)
a a>+k 1
2 S Y .
<a+ 2 > /i(2<p V) (7.30)
a ov
7 —q — =0. 31
P35 =0 (7.31)

Si proponemos el ansatz de campo escalar constante, la expresién (7.31)
toma la forma

av

dp

que nos dice, que el potencial V' debe ser constante, i.e. que no aparece

. Osea, no es posible llegar a intepretar al campo escalar, por ejemplo, como

una particula de Klein-Gordon. Por otro lado, las ecuaciones (7.29) y (7.30)

arrojan soluciones aceleradas con la misma forma que (7.23), pero ahora V' (al

no depender de ¢) hace simplemente de constante cosmoldgica, y hasta parece
redudante.

0, (7.32)

7.3. Solucién II: Campo escalar como taquién

En esta solucién consideraremos el caso plano. Con k = 0 el sistema (7.14)-
(7.16) toma la forma:

a? a .oV 1.,
3¥(1+5V)—A+355g0% —/1(290 +V) (7.33)
i a? L0V (L a )\ OV 1.,
(7.34)
. a. OV 3¢ (d  a®

Ecuacién (7.35). Para empezar a buscar una solucién tomemos la ecuacién
(7.35). Las cosas se simplifican notablemente si se iguala a cero el paréntesis
cuadrado, de modo que obtenemos la ecuacién

3 (a4 a?
l1-—|—-4+—= =0 7.36
: (+) , (7.36)

cuya solucién es

a(t) = CreVr/6et (7.37)
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donde C7 es una constante arbitraria. Sin pérdida de generalidad, podemos
hacer C; = 1. Notar que ¢ debe ser mayor que cero.

Por otro lado, con el paréntesis cuadrado igualado a cero y notando que
aja = /K /6¢e, la ecuacién (7.35) se transforma en

R

7 p=10 7.38
ptop=0 (7.38)

cuya solucién es
p(t) = Che™ V32t 4 Cy, (7.39)

donde C5 y (5 son constantes arbitrarias. Escogemos Cy =1y C5 = 0.
Entonces, ya tenemos una solucién para (7.35) :

a(t) = eVr/oet o(t) = e”V3r/2et, (7.40)
Lo que estaria faltando es encontrar un potencial V(¢) que sea consistente con
estos resultados y con las ecuaciones (7.33) y (7.34).
Ecuacién (7.33). En este punto introducimos un potencial con la forma
Vip) = A¢™, (7.41)

donde A y n son constantes a determinar.
Al reemplazar (7.40) y (7.41) en (7.33) se obtiene la expresion

K K |3k o _
(2? 3 A) {%g; +(1+3n)V| =0, (7.42)
que se satisface con
K 3K 3A
A=2 v = 2o 0% 2 7.43
% @)=’ (1+3n)% (7.43)

Entonces, de acuerdo a (7.41) y (7.43):
3A
-

El valor de n = 2 nos indica que el campo ¢ podria representar una particu-
la de Klein-Gordon. Sin embargo, el valor negativo de A\ no permite esta in-
terpretacion (notar que A > 0). A pesar de esto, tratemos de relacionar A con
cierta masa m; para esto escribamos

m? 3A

Vip) = 59" = ——¢" (7.45)

De esta expresion, lo que obtenemos es una masa imaginaria:

m = iﬁ. (7.46)

Entonces interpretamos al campo ¢ como un taquién, particula hipotética
cuya velocidad es superior a la de la luz.

n=2 A= (7.44)

92



Ecuacién (7.34). De la ecuacién (7.34) sélo diremos que es consistente con
los resultados obtenidos. No entrega nada nuevo.

Recapitulando. Hemos encontrado la solucién (ahora escrita en términos de
A)

a(t) = eVA3 o(t) = e V3 (7.47)
para el sistema de ecuaciones (7.33)-(7.35), asociado a la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker plana y al campo escalar ¢. A este iltimo corresponde el

potencial
3A

Vig) =~ (7.49)
que describe una taquién con masa
6A

7.4. Solucién III: Campo escalar sin término cinéti-
co

En este caso no vamos tener en cuenta el aporte del término cinético —k+/—gV o V"¢
en la accién (6.51). Para justificar su exclusiéon notemos dicho término fue meti-
do a mano en (6.49), de modo que parece razonable buscar una solucién donde
este no se considere.

Trabajaremos entonces con las ecuaciones de movimiento derivadas a partir
de la accién

Slg, ] = / d*ay/=g [(R— 2A) + cRV () — 26V ()] (7.50)
Para la métrica de Friedmann-Robertson-Walker tenemos
-2
3# (1+eV)— A+38a<pav KV (7.51)
a dp
i a’+k , 0%V a.\ oV
<2a+ pe )(1+5V)—A+a{ 82+< +2a¢>&0}_mv (7.52)
oV 3¢ (d a*+Ek
o ] (50

Buscaremos una solucién plana. Con k = 0y 9V/dp # 0, (7.51), (7.52) y
(7.53) toman la forma:

22

av
3“ (14+2V)— A 432 2o, V=0 (7.54)

a a? - a.\ ov
<2a+az>(1+av A—&-C[ 87 <<P+2a90>8s0}_“v—0 (7.55)
3¢
K

(Z Zi) 0, (7.56)

93

1-—



Ecuacién (7.56). Como en el caso anterior, consideramos primero la tercera
ecuacién del sistema, (7.56), cuya solucién es

a(t) = CreVr/6et, (7.57)

donde C; es una constante arbitraria. Sin pérdida de generalidad, podemos
hacer C; = 1. Aqui € > 0.

Ecuacién (7.54). A continuacién, postulamos una funcién V' con la forma
V(e) = Ap™. (7.58)

Al reemplazar (7.57) y (7.58) en (7.54) se encuentra la expresion

(Z-1)+ \/Ev [@ni - ;} —0, (7.59)

que se satisface con
K p 1 [k 1 /A
A = = — =’ — == — .
2¢ p mn\6s nV3 (7.60)
)

La ecuacién diferencial de (7.60) tiene la solucién

o(t) = Crelt/MVA/BE (7.61)

donde C5 es una constante arbitraria. Sin perdida de generalidad, podemos
hacer Cy = 1.

Ecuacién (7.55). De la ecuacién (7.55) sélo diremos que es consistente con
los resultados obtenidos. No entrega nada nuevo.

Es importante notar que los valores de n y A de la funcién V no han sido
restringidos por las ecuaciones.

Recapitulando. Hemos encontrado la solucién (ahora escrita en términos de
A)
a(t) =e A/3t o(t) = e(t/m)VA/3t (7.62)

para el sistema de ecuaciones (7.54)-(7.56), asociado a la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker plana y al campo escalar ¢. A este ltimo corresponde la
funcién

Vi(e) = Ae", (7.63)

donde n y X son constantes arbitrarias. Ya no tenemos el problema de la masa
imaginaria, pero tampoco podemos interpretar ¢ de una manera adecuada, de-
bido a que no estd presente el término cinético.
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Capitulo 8

Conclusiones: Cosmologia
para una brana en la
gravedad de
FEinstein-Chern-Simons

En ésta, la tercera parte de esta tesis, titulada Cosmologia para una brana
en la gravedad de Einstein-Chern-Simons, hemos encontrado los siguientes re-

sultados:

1. En el capitulo 6, bajo ciertas imposiciones en el lagrangiano de Einstein-

Chern-Simons (torsién nula, geometria de branas y un ansatz para el cam-
po h?), hemos conseguido una accién mds simple que la original, para una
brana 4-dimensional inmersa en el espacio de la teoria de Einstein-Chern-
Simons (ec. (6.51)). Resolviendo asi el problema de las cinco dimensiones,
que contrastan con las cuatro experimentadas (cumpliendo asi uno de los
objetivos secundarios planteados). En esta accién simplificada, el campo
k% de la teorfa desaparece, y el campo h® se interpreta como un cam-
po escalar (cumpliendo con el otro objetivo secundario; en el capitulo 7 se
profundiza en esta interpretacion). Dicha accién aparece escrita en lengua-
je tensorial y contiene a los términos de Einstein-Hilbert y cosmolégico,
mds términos de materia correspondientes al campo escalar, acoplada no-
minimalmente a la geometria.

Al extremar la accién (6.51) se encuentran las ecuaciones de campo (6.64)
y (6.65), a partir de las cuales, en el capitulo 6, encontramos soluciones
cosmoldgicas aceleradas.

Del analisis de las constantes asociadas a la accién (6.51) (subsec. 6.4.3
y apéndices B y C) vemos que en el limite [ — 0 se recobra la Relativi-
dad General, como se espera ocurra para la gravedad de Einstein-Chern-
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Simons; y que ademas es posible hacer contacto con la teoria Chern-Simons
de [72]. Otras posibilidades, como una conexién con la teorfas, escalar-
tensorial en marco de Jordan, o de Brans-Dicke, se revisaron brevemente.

2. A partir de las ecuaciones de campo (6.64) y (6.65), en capitulo 7 encon-
tramos tres tipos de soluciones cosmolégicas tipo Friedmann-Robertson-
Walker aceleradas (cumpliendo con el objetivo principal de esta tesis),
correspondientes a diferentes potenciales para el campo escalar (interpre-
tando de manera mds precisa al campo h®):

a) En la sec. 7.2 encotramos soluciones aceleradas para los casos plano,
abierto y cerrado (ver (7.23)), e interpretamos al campo escalar aso-
ciado a h%, que se en este caso se mantiene constante, como una
particula de Klein-Gordon, cuya més es dada por (7.27), y viene
escrita en términos de las contantes k, A y . Mostramos que una
solucién andloga en la Relatividad General no existe.

b) En la sec. 7.3, procediendo de forma similar a lo hecho en la sec. 7.2,
encontramos una solucién que describe una dindmica exponencial
acelerada (ec. (7.47)) para el caso plano. Aqui el campo escalar se
interpreta como un taquién, cuya masa es dada por (7.46) (y que
depende de A), y se comporta de manera exponecial (ec. (7.47)).

c¢) En la sec. 7.4 encontramos una solucién acelerada exponencial (ec.
(7.62)) para el caso plano despreciando el término cinético de la ac-
ci6én (imposicién que parece razonable, ver sec. 7.4). Esta solucién es
valida para un potencial con la forma V = Ap™, donde A\ y n son con-
stantes arbitrarias; sin embargo, aqui, al no haber término cinético,
la interpretaciéon de ¢ no es completamente satisfactoria. El campo
escalar describe un comportamiento exponencial (ec. (7.62)).

Para finalizar, quedan aqui algunos temas no resueltos: 1. Estudiar con mayor
profundidad las consecuencias de escoger de una u otra forma constantes de
la teorfa; por ejemplo para obtener una teorfa tipo Brans-Dicke, o similar. 2.
Encontrar soluciones para las ecuaciones de campo de la brana (6.64) y (6.65) en
contextos diferentes al de la cosmologia. 3. Estudiar la posibilidad de extender
el reducido nimero de soluciones cosmolégicas encontradas.
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Parte 1V

Formulacién hamiltoniana
para cosmologia de branas
Einstein-Chern-Simons y
ecuaciones para cosmologia
cuantica
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Capitulo 9

Campo escalar con
potencial cuadratico

En esta parte de la tesis construiremos la formulacién hamilitoniana asociada
a la cosmologia para branas estudiada anteriormente (a partir del lagrangiano
(6.51)), considerando dos casos particulares de potenciales para el campo es-
calar: uno cuadratico, que estudiaremos en este capitulo, y uno lineal (y donde
se desprecia el término cinético), en el capitulo siguiente. A partir de estos re-
sultados, encontraremos algunas soluciones aceleradas, y derivaremos un par
de ecuaciones tipo Wheeler-de Witt para cosmologia cudntica, para la que no
daremos soluciones.

9.1. Hamiltoniano y ecuaciones canénicas en cos-
mologia

Meétrica. Consideremos una métrica similar a la de Friedmann-Robertson-
Walker

dr?

2 2 2
ds* = =N(0)dt* + a(t)’ | 1=

+ 7% (d0* +sin® 0dy?) |, k=0,£1, (9.1)

donde a(t) es el factor de escala y N(t) es la funcién lapse (la de las variables
ADM, [46]).

Lagrangiano. Al evaluar (9.1) en (6.51), en el gauge N = 1, es posible derivar
la accién tipo particula puntual

S = Zg/dtL(a,a,gp,(p), (9.2)
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donde X3 representa el volumen espacial y L el lagrangiano (tomado la constante
gravitacional k = 1)

L(a,a,¢,9) = —3a (a*> — k) (1+V)+d® (;@2 -V - A) —35a2d<,bg::. (9.3)

Momenta conjugados. A continuacién construiremos el hamiltoniano aso-
ciado a (9.3). Para ello, el primer paso es definir los momenta conjugados

oL . OV
Pa= 52 = —3a [2@(1 +eV) +eap &p} (9-4)
0L L, (. .oV
Py = a5 a (cup 35&390) (9.5)

Hamiltoniano. El siguiente es despejar a y ¢ en términos de a, ¢, P ¥ Dy-
De (9.4) y (9.5) podemos obtener la expresién

Pa OV Py
|:3a +€8<p a2]

a=— 5T (9.6)
3 v
2|:1+€V+252 (%) :|
Para hacer el tratamiento mas simple, consideramos V' de modo que
3,0V’
V+-e?[—] =0. 9.7
eV + 5¢ ( 5'90) (9.7)
La solucién de esta ecuacién diferencial es
1 A
\% =_——p? =22 9.8
(p)=—gz¢ =3¢ (9.8)

que describe o una particula de Klein-Gordon (con masa m = +/A), cuando
€ <0, o un taquién (con masa m = i4/|A|), cuando £ > 0.
Ahora es posible despejar

o1
a = @ (p<p<,0 - paa) (9-9)
$= 6 [6p, — ¢ (Pp — Paa)] - (9.10)

Ya estamos en pie de construir el hamiltoniano:

H = pi¢g—-L
paa +P¢§b - L

[ (Paa — pop)’ | @® (Ap® +2A)  ka (6 ¢?) (©.11)
2a® 12a3 2 2 '
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Ecuaciones candnicas. A este hamiltoniano corresponden las ecuaciones
canonicas:

. OH 1
a= e = 62 (Ppp — Paa) (9.12)
OH
= 9 6 ~ 9.13
Ll [6p, — ¢ (Ppp — Paa)] (9.13)
. 8H pg, (6 B 2) B pi PaPo 3a2 ()\902 + 2A) . k (6 — <p2)
Pa=""9a ~ 4a 12a2 " 3a3 2 2
(9.14)
. oH ptp 3
Pe = =5, = 6a? (Po — Paa) — Apa® — kap (9.15)
Ademss, debemos tener en cuenta el constraint:
H=0. (9.16)

9.2. Solucién para ¢ = cte.

Es posible encontrar una solucién acelerada simple con el ansatz ¢ = ¢, =
cte. Con esta condicién, las ecuaciones (9.12) — (9.16) arrojan los siguientes

resultados:
\/%sinh (\/gt) , k=-1

a(t) = Cexp (\ﬂt) k=0 (9.17)
[cosh ( H ) k=+1
¢ =y =6 % >0 pa=0 (9.18)

% cosh (/4 t) sinb? ((/31), k=~
py(t) = VBAC exp (ﬁt) k=0 (9.19)
smh (\[t) cosh? (\[t) =+1,

donde C' es una constante arbitraria. Notar que como £ > 0 el campo escalar
describe un taquién, el cual posee una masa m = i/A/3.

9.3. Ecuacion tipo Wheeler-de Witt para cos-
mologia cudntica
Una ecuacién andloga a la Wheeler-de Witt, en nuestro caso para cos-

mologia Friedmann-Robertson-Walker Einstein-Chern-Simons, se obtiene me-
diante el procedimiento de cuantizacién candnica. Haciendo HV = 0, donde ¥
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es una funcién (funcional) de onda, e introduciendo los operadores p, — —id,
y Py — —10,, se consigue

[(6 —?) 3% — a?02 4+ 2ap0,0, + 6a° (Ap® + 2A) — 6ka” (6 — ¢*)] Y[a,¢] =0,

(9.20)
notando que aqui se ha considerado el caso que parece més simple en lo que se
refiere a la ordenacién de los factores: poner todos los a y ¢ a la izquierda de los
operadores de momentum. Hasta ahora no hemos encontrado soluciones para

(9.20), ni para alguna ecuacién similar obtenida considerando una ordenacién
diferente de los operadores.
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Capitulo 10

Campo escalar con
potencial lineal y sin
término cinético

10.1. Hamiltoniano y ecuaciones candénicas

Lagrangiano. Cuando no consideramos el término cinético correspondiente
al campo escalar en (6.51) es posible obtener ecuaciones algo mds simples que
las de la seccién anterior. Excluirlo dicho término parece razonable ya que se
introdujo a mano en (6.49).

A continuacién construiremos el hamiltoniano correspondiente al lagrangiano
(9.3) sin término cinético:

La,a,¢,¢) = —3a(a® —k) (1 +eV) —a® (V+A) - 36a2d¢g‘;. (10.1)

Momenta conjugados. Definimos los momenta conjugados:

oL . %
Pa= 5o = —3a |2a(1+€V)+ 60,@% (10.2)
oL 5.0V
Do = % = —3¢ca aa@. (10.3)

Hamiltoniano. Fl siguiente paso es despejar @ y ¢ en términos de a, ¢, p, y

Pe-
De (10.3) vemos que

. Py
a=— . 10.4
35@2—‘3‘; ( )
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Tener a ¢ en denominador, dentro de V', puede ser un poco molesto. De
forma que consideramos el caso en que

aVv
ik cte. = V(p)=ap, (10.5)
Con este potencial las cosas se simplifican, y se obtiene
. Do
=— . 10.6
4= =354 (10.6)
. 2p, Pa
= 1 — 10.7
¢ 362a3( + Be) 352 (10.7)
donde se ha definido la constante 8 = ca.
A continuacién construimos el hamiltoniano:
H = pigi—L
Pal + ppp — L
H = v (1+ By) — 2L2 4 3 (ap + A) — 3ka (1 + By)  (10.8)
35%a3 3Ba?

Ecuaciones candnicas. A este hamiltoniano corresponden las ecuaciones
canonicas:

. OH Py
= = — 1 .
¢ Opa 33a? (109)
. 1 8H A 2p<’9 A Pa
P on, 352w TP " 3 (1010
. 0H  p} 2Py, 2
Pa=—75 = Pl (14 Byp) 38a° 3a” (ap +A) + 3k (1 + Bp)  (10.11)
0H

. __OH _ — ad® 10.12
Do a0 35a7 aa® + 3kfa (10.12)

Ademss, debemos tener en cuenta el constraint:

H=0. (10.13)

10.2. Solucién para ¢ = cte.

Es posible encontrar una solucién acelerada simple con el ansatz ¢ = ¢, =
cte. Con esta condicién, las ecuaciones (10.9) — (10.13) arrojan los siguientes

resultados:
\/%sinh (\/gt) , k=-1

a(t) = Cexp (@t) . k=0 (10.14)

\/%cosh (\/gt) , k=41,
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1 1 1
=@y = B = —— = — > 0 Pa =0 (1015)

— 189 cosh (\/7 t) sinh? (\f t) -

pe(t) = —35\ﬁ03exp(\/§t) k=0 (10.16)

— 188 ginh (\f t) cosh? (\f t, k=1,

Notar que esta solucién describe la misma dindmica que la de la seccién
anterior. Pero ahora no hay taquién, hay un potencial lineal y no hay término
cinético.

10.3. Ecuacion tipo Wheeler-de Witt para cos-
mologia cudntica

Al hamiltoniano (10.8) corresponde la siguiente ecuacién tipo Wheeler-de
Witt para cosmologia cudntica

[(1+ Bp) 82 — Bad,d, + 36%aC (aup + 2A) — 95%ka’ (1 + By)] ¥la, ¢] = 0,
(10.17)
donde, del mismo modo que en la seccién anterior, se ha considerado la
ordenacién de los factores que parece mas simple, al momento llevar a cabo el
procedimiento de cuantizacién canénica reemplazando p, — —i0, y pp — —%0,,.
Aqui tampoco tenemos soluciones.
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Capitulo 11

Conclusiones: Formulacion
hamaltoniana para la
cosmologia de branas
Einstein-Chern-Simons y
ecuaciones para cosmologia
cuantica

En ésta, la cuarta parte de la tesis, titulada Formulacidon hamiltoniana para
la cosmologia de branas Einstein-Chern-Simons y ecuaciones para cosmologia
cudntica, hemos encontrado los siguientes resultados, que cumplen con los ob-
jetivos propuestos (ver objetivos en la sec. 1.1):

1. En el capitulo 9 desarrollamos el formalismo hamiltoniano asociado a la
cosmologia de branas de la parte III para el caso en que el potencial del
campo escalar es cuadratico. Pudimos encontrar soluciones aceleradas para
geometrias plana, abierta y cerrada (ec. (9.17)), cuando el campo escalar
toma un valor constante. Dicho campo se interpreté como un taquion,
cuya se masa estd relacionada a la constante cosmolégica: m = iy/A/3.

Ademsds, a partir del hamiltoniano encontrado (ec. (9.11)), y mediante el
procedimiento de cuantizacién candnica, considerando la ordenacién de los
operadores de momentum que parece mas simple, obtuvimos una ecuacién
para cosmologia cudntica tipo Wheeler-de Witt (ec. (9.20)) para la cual
no dimos soluciones.

2. En el capitulo 10 desarrollamos el formalismo hamiltoniano para a la cos-
mologia de branas Einstein-Chern-Simons en el caso donde se desprecia el
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término cinético del campo escalar y se toma un potencial lineal. Pudimos
encontrar soluciones aceleradas para geometrias plana, abierta y cerrada
que describen la misma dindmica que en el caso del potencial cuadrético
(ec. (10.14)); aqui también el campo escalar es constante.

Ademds, a partir del hamiltoniano encontrado (ec. (10.8)), y mediante el
procedimiento de cuantizacién candénica, considerando la ordenacién de los
operadores de momentum que parece mas simple, obtuvimos una ecuacién
para cosmologia cudntica tipo Wheeler-de Witt (ec. (10.17)) para la cual
no dimos soluciones.

Para finalizar, diremos que el andlisis aqui presentado podria ser profundiza-
do en varios aspectos (esto sin desconocer la dificultad que su implementacién
implicarfa): 1. Podrfa intentarse construir el formalismo hamiltaniano para po-
tenciales del campo escalar diferentes a los aqui abordados. 2. Las soluciones
aqui presentadas consideran el caso simple en el que campo escalar es constante,
se podrian buscar soluciones dindmicas. 3. En el procedimiento de la cudnti-
zacién canédnica aqui realizado se consideré una ordenacién de los operadores
de momentum, habiendo més posibilidades, las que podrian ser exploradas. 4.
No encontramos soluciones paras ecuaciones de cosmologia cuédntica, esto por su
evidente complejidad; sin embargo no hemos intentado buscarlas con métodos
numéricos.
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Parte V

Solucién estatica para la
gravedad de
Einstein-Chern-Simons
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Capitulo 12

Solucion estatica con
subespacio 3-dimensional
maximalmente simétrico

En [27] se encontré una solucién con simetria esférica para las ecuaciones de
Einstein-Chern-Simons, la cual, en cierto limite, conduce a la solucién estandar
para gravedad de Einstein-Cartan. También se encontraron las condiciones bajo
las cuales dichas ecuaciones admiten una solucién de agujero negro.

En esta parte de la tesis encontraremos soluciones mas generales que las
encontradas en [27], considerando una variedad espacio-temporal 5-dimensional
que contiene un subespacio 3-dimensional maximalmente simétrico; hay tres
casos: abierto, plano, y cerrado. Aquif se incluye un lagrangiano de materia cor-
respondiente al campo h®—como en soluciones anteriores—, cuya derivada fun-
cional se asocia a un segundo tensor de energia-momentum, el correspondiente
al campo h%, i.e. Tl(/,ﬁ). Este tensor serd modelado como un fluido anisétropo,
caracterizado por su densidad de energfa, y sus presiones radial y lateral. Los
resultados encontrados conducen a identificar al campo h® como un suerte de
constante cosmoldgica. Los resultados de [27] se recobran a partir de estas solu-
ciones més generales..

12.1. Soluciones de las ecuaciones de Einstein-
Chern-Simons

Siguiendo lo expuesto en [82] y [83], asumiremos que es posible reemplazar la
3-esfera S3—considerada en [27]-por otra varidad 3-dimensional maximalmente
simétrica X3, que llamaremos variedad base, de modo que el elemento de linea
es dado por

d 2
ds? = — f2(r) de* + —

+ r2dx2. 12.1
g2(r) 3 (12.1)
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Es importante notar que este elemento de linea puede obtenerse siguiendo
el mismo procedimiento usado para obtener el espacio que contiene a S3. Esto
requiere encontrar los vectores de Killing que describen rotaciones espaciales 4-
dimensionales. Como se muestra en [1], [24], [27], los vectores de Killing pueden
obtenerse a partir de un espacio plano 4-dimensional dotado de una métrica
gy =diag{+1,£1,+1, £1}.

Como la varierdad 3-dimensional Y3 es maximalmente simétrica, posee cur-
vatura constante, lo que se traduce en un escalar de Ricci con la forma

R = 6, (12.2)

donde, v = 0 para una variedad plana, v = —1 para una variedad hiperbdlica,
y 7 = +1 para un variedad esférica.
Asi, introducimos el vielbein

el = f(r)ydt, ef=—— ™ =réem, (12.3)

donde €™, con m = {1,2,3}, es el driebein de la variedad base Xs.

A partir la condicién de torsién nula es posible obtener la conexién de espin
en términos del vielbein; y a partir de la segunda ecuacién de estructura de
Cartan R%® = dw® + wew® se calcula matriz de curvatura. Las componentes
diferentes de cero son

RTR<lgz+flg’g>eTeR RTmzif;/QQGTém
S f ’ f

RRm — _gleRém’ R — Rmn _ g2émén7 (124)

donde R™" = d@™" + @™ wP" son las componentes de la curvatura en la var-
ieda base. Para escribir la curvatura en la variedad base es necesario definir la
conexion de espin @™" de la variedad. Esta conexién puede ser determinada en
términos del €™ utilizando el lema de Weyl y la condicién de torsién nula en la
variedad base T™ = 0.

Reemplazando las componentes de la curvatura (12.4) en las ecuaciones
(2.214), para el caso T, = 0 (vacio), se obtienen tres ecuaciones

B.(r)R(Z) + 6A,(r) =0, wu={0,1,2}, (12.5)

donde R(a?) es el escalar de Ricci correspondiente a la variedad base y las fun-
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ciones A, (r) y By(r) son dadas por

Ap(r) = =2r (927‘2)/ + sgn(a) Pr (94)/ , (12.6)

By(r) = 2r (2r —sgn(a) 2 (g2)/) , (12.7)

Aq(r) =2r (—27“92 — 3sgn(a) I*r? QJ;C/ + 2sgn(a) l294j;l> ) (12.8)

By(r) =2r (27“ — 2sgn(a) l292f;) , (12.9)
Ay(r) = =212 (2 (6*r%) + 4rg? J;/ (92)/];/ + 2r2g2];/>

+ sgn(a) %2 (3 (g* )/ f7 + 44* ];, ) (g* ) , (12.10)

By(r) =2r {2—sgn(a)z ((g )’ J; +2 ”;/)}. (12.11)

La ecuacién (12.5) con u = 0 puede reescribirse como
Ao(r) 4 R(j)
B (12.12)

Como el lado izquierdo depende sélo de r y el lado derecho sélo de Z, en-
tonces, ambos lados deben ser iguales a una constante v, de modo que

R(Z) = 6. (12.13)
Esto muestra que la variedad base ¥3(Z) posee curvatura constante, como
se anticipé. La solucién de Ag(r)/By(r) = —y conduce a
2 r? rt H
g°(r) = v + sgn(a) 7 8 l4 + sgn(a )l4 , (12.14)

donde p es una constante de integraciéon y 8 = £1. Las ecuaciones (12.5) con
v =0y u=1conducen a f2(r) = g?(r), mientras que u = 3 nos dice que

R =6\, (12.15)

de forma que la constante de integracién A debe ser igual a 7y, por consistencia
con (12.13).

Asi, al elemento de linea (12.1) corresponden las funciones f(r) y g(r) dadas
por

2
F2(r) = %) = 7 +sen(a) o — sem(0) 8y 7 + sem() 4

donde f = =£1 muestra la degeneracién debida al cardcter cuadratico de las
ecuaciones de campo, u es una constante de integracién relacionada a la masa del
sistema y v es otra constante de integracién relacionada al escalar de curvatura

de la variedad base (R = 67): v = 0 si es plana, v = —1 si es hiperbdlica or
v =1 si es esférica.

+ sgn(a ) (12.16)
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12.2. Tensor de energia-momentum para el cam-
po h®

A partir del vielbein encontrado en la seccién anterior podemos encontrar
el tensor de energia-momentum asociado al campo k%, i.e., podemos resolver la
ecuacién (2.213).

Consideremos el tensor de energia-momentum para h® modelado como un
fluido anisotrépico, descrito en términos de la densidad de energia y las presiones
radial y lateral. En el marco de referencia comévil tenemos

T = pW(r), T =p@(r), T =p (). (12.17)

i

Con esta definicién, ademds de la solucién encontrada (12.16) y reemplazan-
do en las ecuaciones de campo (2.213), obtenemos

PD(r) = (1) = = e {2—5M}, (12.18)

" kgn 1 +sgn(a)t;
4 6+9sgn(a)r%+f—§
6—p 3
REH (1+sgn(e) )

" (r) = B (12.19)

12.3. Densidad de energia y presién radial

Ahora consideremos las condiciones que deben satisfacer la densidad de en-
ergia p™ (r) y la presién radial pg)(r).

De (12.18) podemos ver que la densidad de energia es cero para todo r, sélo
si =1y pu=0. Este es el tnico caso en p( (r) se anula. De otro modo, )
es 0 positivo o negativo.

Para simplificar el anélisis, la densidad de energia puede reescribirse como

p(h)(T) _ 12 {21/1 +sgn(a) & — B (2 + sgn(a)%) } ' (12.20)

2kgn 1 +sgn(a)f;

Como la solucién (12.16) tiene que ser real, entonces se satisface que 1 +
sgn(a)£; > 0. Hecho que implica que los términos que aparecen en el numerador
de (12.20) se ven restringidos por la expresién

1 [

0<24/1+4 sgn(a)r—4 < (2 + Sgn(a)r—4> . (12.21)

Este constraint se obtiene considerando que (sgn(oz)%)2 > 0, sumando en
ambos lados 4 (1 + sgn(a) 4 ) y tomando la raiz cuadrada.

Asi, si f = —1 la densidad de energia en menor que cero. Si 8 = 1 la densidad

de energfa es mayor que cero, a menos que g = 0, en cuyo caso se anula. La
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presién radial es el negativo de densidad de enegfa, como lo dice la ecuacién
(12.18).

También podemos ver que si ;= 0 la densidad de energia permanece con-
stante. De otro modo, la densidad de enegia es o monoténicamente creciente
(8 = —1) o decreciente (8 = 1), siendo funcién de la coordenada radial.

Notar que si § = —1 entonces cuando r — oo, la densidad de energia y la
presién radial tienen a un valor diferente de cero

p(h) (T N OO) = —pp (T — oo) = (1222)

ZQKJEH ’
como si fuera una constante cosmoldgica negativa. En el caso que g = +1, la
densidad de energia y la presién radial son asintéticamente cero, como en el caso
de una constante cosmolégica nula.

En resumen,

= Si =0, entonces la densidad de energia es constante en todo el espacio,

cerosi =10 —2— s f=—1.
[?kEn

= Sif =1y pu#0,ladensidad de energfa es positiva y decrece a cero en el

infinito.
= Sif=-1yu+#0,ladensidad de energia es negativa y su valor crece
hacia —ZQiiH .

Como se mostrd, la presién radial es el negativo de la densidad de energia.

12.4. Presion tangencial

Podemos ver que la presién tangencial dada por (12.19) se anula si

sgn(a)ﬁ =9 +46V6. (12.23)

rd
Asf tenemos
= Si 8 =1, la presién tangencial se anula sélo si sgn(«)p > 0.
= Si 8 = —1 la presién tangencial se anula sélo si sgn(a)p < 0.

= En los otros casos, la presién tangencial no cambia de signo.

+[sgn(@)p

Ademss, es directo mostrar que hay sélo un punto critico en r = SR

s6lo si sgn(a)p > 0.
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Caso =1

Si 8 =1 se distinguen tres casos, que dependen de la cantidad sgn(a)p :

1.

Para p© = 0, tenemos el caso méds simple. La presiéon tangencial es cero
para todo r .

2. Sisgn(a)u > 0 la presion tangencial diverge hacia menos infinito en r = 0,
y es una funcién creciente que se anula en
46 —9
r = il/sgn(a),u \fT ~ 0,484/ |pl, (12.24)
y se vuelve mayor que cero, alcanzando el valor méximo
(h) max _ 4 <54 _19 6) ~ 3,3
Pi 9 l2I<LEH \[ lzliEH ’
en
sgn(a
ry = { % ~ 0,67 /1] (12.25)
y decrece a cero como r tiende a infinito.
3. Si sgn(a)u < 0, entonces la presién tangengial diverge hacia el infinito
positivo en
rm = /—sgn(@)n = /Jul; (12.26)
por supuesto, la variedad no estd definida para r < r,, (ver coeficientes
métricos en (12.16)). La presién tangencial es una funcién decreciente de
r que se anula en el infinito, pero es siempre es mayor que cero.
Caso = -1
Si 8 = —1 se distinguen tres casos
1. Para . = 0, tenemos el caso mas simple. La presién tangencial es constante
y mayor que cero para todo r
(r) = ——. 12.27
P = (12.27)
2. Sisgn(a)p > 0, la presion tangencial diverge al infinito positivo en r = 0,

es una funcién decreciente de r, alcanza un valor minimo

45

(min _ 4 (54 19 6) ~ 12.28
Pi 9 l2I€EH + \/> ZZHEH ( ' )

en
r=4 % ~ 0,67/, (12.29)
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y entonces crece hacia un valor constante en el infinito

La presién tangencial es siempre mayor que cero.

. Si sgn(a)p < 0 la presién tangencial diverge hacia el infinito negativo en
(recordar que la variedad no estd definida para r < r,,)

T'm = 4\/ 7Sgn(a) = W-

La presién tangencial es una funcién creciente de r que tiende a un valor
positivo constante cuando r — oo

(h) 48
pi (T — OO) = %

Ademds, la presion tangencial se vuelve cero en

9+ 46
= q/—sgn(a),u mE - 1,06 v/ |-
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Capitulo 13

Solucion esférica a partir de
la solucién general

Consideremos ahora el caso de la solucién con simetria esférica estudiado en
[27] ¥ revisado en sec. 2.8. Esta solucién es descrita por el vielbein definido en
(2.215), con las funciones f(r) y g(r) dadas por (2.216).

Esta solucién corresponde al caso estatico general encontrado en (12.16)
donde la curvatura de la variedad base 3-dimensional es positiva. De [27] sabe-
mos que los valores de la masa relativa M y la distancia [ de esta solucién
conducen a agujeros negros o singularidades desnudas:

1. En el caso que a > 0, la variedad tiene una singularidad en r = 0. De otro
modo, si a < 0, la variedad tiene una singularidad en

o = Y= { ZETI;MF. (13.1)

2. Hay una solucién de agujero negro con horizonte de eventos definido por

_p—sgn()lt \/HEH 3 ?
ro = \/ E = 1271_2M sgn(a) 5 (13.2)

si i > I#, o equivalentemente

KREH 2
—M > 1°. 13.3
e M > (13.3)

De otro modo, hay una singularidad desnuda.

13.1. Caso a >0

En este caso la densidad de energia decrece y se anula en el infinito, y la
presion radial es su negativo (ver subsec. 12.3 con 8 =1y sgn(a) u > 0).
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Ms3s interesante es el comportamiento de la presién tangencial. De hecho,
como fue estudiado en la subsec. 12.4, la presién tangencial es menor que cero
para r < r1 (12.24), se anula en r1, se vuelve mayor que cero hasta llegar a un
méximo en ro (12.25) y entonces decrece hasta llegar a cero en el infinito.

Comparacién de rg, 1 y 72 para la solucién de agujero negro

Cuando la solucién es un agujero negro, entonces se debe satisfacer la condi-
cién (13.3) y hay un horizonte de eventos en 9 dado por (13.2). Puede ser
interesante estudiar los casos en que 1y es mayor o menor que r1 y rs.

Primero consideremos ry para [ fijo, i.e., estudiamos el comportamiento de
la funcién 79 = ro(u). Para u > 1* (solucién de agujero negro), ro = ro(u) estd
bien definida, es continua, estrictamente creciente, y tiene un valor minimo en
p = 1*, donde se anula, i.e., ro(u = (*) = 0. Ademds, cuando p > I* la 7o(p)
funcién se comporta como /.

Por otro lado, el estudio de las funciones r1(p) y r2(1) muestra que estdn
bien definidas, que son continuas y estrictamente crecientes para p > 0, las que
se anulan en p = 0. Mientras y se incrementa, 7, y 72 crece proporcional a /.

A partir de las definiciones de 71 y ro dadas por (12.24) y (12.25), y del
analisis precedente, se ve que 5 > 71 > rg si p =14, y rg > ry > 1y si g — oo.
Esto significa que puede existir un tnico valor para la constante p, denotado
como fiq, tal que ro(py) = r1 (1) y un tnico p, tal que ro(ug) = r2(py). Después
de algunos célculos se obtiene

4
Ml:% (8\/6—3+2 6(7—2\/6)) ~ 1,58 I*

iy = g (7 + 2\/6) ~ 2,38 I,

De este andlisis de concluye que, dependiendo del valor de la constante p,
proporcional a la masa, tenemos los siguiente casos:

» Sil* < p < py entonces 79 < r1. Fuera del horizonte del agujero negro,
hay una regién ro < r < r1 donde la presién tangencial es negativa.

= Si p > py entonces rg > ri, la zona en la que la presién tangencial es
negativa estd encerrada dentro del horizonte del agujero negro.

Un andlisis andlogo puede hacerse para estudiar la relacién entre ry y rs:
si p < g, €l valor maximo de la presién tangencial estd fuera del horizonte de
eventos o, dentro si gt > ps.

Presiones radial y tangencial

En resumen, para a > 0 vemos que la densidad de energia es siempre mayor
que cero, mientras que la presién radial es siempre menor que cero, y ambas se
anulan cuando r tiende a infinito.
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Por otro lado, la presién lateral es menor que cero para r < ry, se vuelve
positiva para r > r; alcanzando un méximo en ro y entonces decrece hasta
anularse cuando 7 tiende a infinito.

La solucién puede ser una sigularidad desnuda (4 < [*) o un agujero negro
(u > 1*). En el caso del agujero negro hay un horizonte de eventos en r = g, el
que esconde una zona de presién tangencial negativa (u > p;) o de otro modo,
queda descubierta.

13.2. Caso a <0

Consideremos ahora la constante de acoplamiento a < 0. En este caso el
espacio-tiempo posee un radio minimo ,,,, definido en (13.1), donde estd ubicada
la singularidad.

Del anélisis efectuado en la subsec. 12.3 (con 8 =1y sgn(a) u < 0) obten-
emos que la densidad de energia se reduce progresivamente y se anula en el
infinito. Por otro lado, la presién radial es el negativo de la densidad de energia.

Ademds, la presién tangencial positiva tiende a infinito en r = r, = Yy
decrece a cero en el infinito (ver subsec. 12.4 con =1 y sgn(a) 1 < 0).
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Capitulo 14

Conclusiones: Solucion
estatica para la gravedad de
Eiwnstein- Chern-Simons

En esta, la parte V de la tesis, titulada Solucidn estdtica para la gravedad
de Finstein-Chern-Simons, hemos encontrado un conjunto de soluciones para
la gravedad de Einstein-Chern-Simons contruidas a partir de una métrica 5-
dimensional que contiene un subespacio 3-dimensional maximalmente simétrico;
distinguimos tres casos: plano, abierto y cerrado. Se estudiaron las soluciones
para diversas combinaciones de los pardmetros involucrados; y se mostré su
conexién con los resultados de [27]. A continuacién senalaremos los aspectos
més interesantes de esta investigacion.

Cuando el campo h®, que aparece en el lagrangiano (2.171), se modela como
un fluido anisétropo (ver ecs. (12.18)-(12.19)), encontramos soluciones para las
ecuaciones de campo que predicen la existencia de una zona de presién tangen-
cial negativa alrededor de las distribucions de baja masa (i < ;) cuando la
constante de acoplamiento o es mayor que cero.

Adicionalmente (« > 0), este modelo predice la existencia de un valor méx-
imo para la presién tangencial, que puede ser observado fuera de la regién de
una distribucién que satisface p < .

También es importante notar que dentro de las soluciones se encuetran al-
gunas que se comportan como modelos con una constante cosmoldgica negativa
(8 = —1). En tal situacion, el campo h* juega el rol de constante cosmolégica
(124], [25)).

Resultados similares fueron a los obtenidos en este articulo pueden encon-
trarse en el contexto de la Relatividad General, cuando el tensor de energia-
momentum describe materia anisétropo. En [86] se dan algunos ejemplos de
soluciones con simetria esférica de las ecuaciones de campo de Einstein con un
fluido anisétropo, para modelar el interior de estrellas. En [87], [88] se estudi-
an casos donde no es posible encontrar un sistema de referencia comdévil con
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diferentes fluidos cosmoldgicos en reposo. En estos casos es posible encontrar
un marco de referencia donde el tensor de energia-momentum de un sistema
de varios fluidos puede reescribirse como el de uno que incluye un tdnico fluido
anisétropo. Ejemplos detallados se encuentran en [89].
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Parte VI

Conclusiones
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Capitulo 15

Resumen y comentarios
finales

Hemos comenzado esta tesis reconociendo la importancia del estudio de
teorfas para gravedad alternativas a la Teoria General de la Relatividad, y en
particular de la cosmologia (parte I); lo que motivé el planteamiento del objetivo
principal de esta investigacién: obtener soluciones cosmolégicas tipo Friedmann-
Robertson-Walker aceleradas en el contexto de la teorfa para gravedad 5—dimensional
de Einstein-Chern-Simons ([8]).

Ya que a esta teoria corresponde un espacio-tiempo 5-dimensional (en con-
traste con el 4-dimensional experimentado), e incluye campos de materia poco
estudiados, es que nos propusimos dos objetivos secundarios: i) obtener solu-
ciones tipo Friedmann-Robertson-Walker aceleradas consistentes con la nocién
de espacio-tiempo 4—dimensional y, ii) lograr una interpretacién de los campos
de materia incluidos en la teorfa.

Tanto el objetivo principal, como los secundarios, fueron cumplidos dentro
del desarrollo de esta investigacion, cada uno en diferente medida en cada parte
de esta tesis; ver conclusiones, capitulos 5, 8, 11 y 14. En estos se resumieron los
resultados mads interesantes, se revisaron algunas limitaciones de nuestras solu-
ciones, y se presentaron algunas posibilidades de ampliacién de la investigacion.
Aqui no repeterimos las conclusiones alli expuestas, sin embargo haremos un
breve repaso de nuestros resultados:

1. En la parte II, encontramos soluciones tipo Friedmann-Robertson-Walker
5—dimensionales, obtenidas a partir de un conjunto de ecuaciones simi-
lar al de Einstein-Maxwell (que aparecen como un reordenamiento de las
ecuaciones de Einstein-Chern-Simons de [8]). Vimos que el campo ma-
terial h* de la teoria de Einstein-Chern-Simons puede interpretarse como
una constante cosmoldgica (resultados publicados en [25]). Para mayor de-
talle ver el capitulo 5: Conclusiones: “Cosmologia Finstein-Chern-Simons
Friedmann-Robertson- Walker 5-dimensional acelerada”.
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2. En la parte III, bajo ciertas imposiciones al lagrangiano en consideracién,
conseguimos una accién para una brana 4—dimensional inmersa en el es-
pacio de la teoria de Einstein-Chern-Simons, y a partir de ella soluciones
de universo acelerado. Aqui el campo h® se interpreta como un campo es-
calar acoplado no-minimalmente a la gravedad; en particular, fue asociado
a una particula de Klein-Gordon y a un taquién (articulo en construccién,
[26]). Para mayor detalle ver el capitulo 8: Conclusiones: “Cosmologia para
una brana en la gravedad de Einstein-Chern-Simons”.

3. En la parte IV, desarrollamos el formalismo hamiltoniano correspondi-
ente al modelo cosmoldgico tipo brana de la parte I11, para potenciales del
campo escalar cuadrdtico y lineal. En ambos casos obtuvimos una solucién
acelerada. Ademads, derivamos un par de ecuaciones tipo Wheeler-de Witt
para cosmologfa cudntica; aqui no dimos soluciones. Para mayor detalle
ver el capitulo 11: Conclusiones: “Formulacion hamiltoniana para la cos-
mologia de branas Einstein-Chern-Simons y ecuaciones para cosmologia
cudntica”.

4. En la parte V, aunque fuera de los objetivos propuestos, incluimos algunas
soluciones estdticas para la gravedad de Einstein-Chern-Simons asociadas
a una variedad que contiene un subespacio 3-dimensional maximalmente
simétrico. Vimos que es posible hacer contacto con los resultados de [27],
derivar soluciones de agujero negro e interpretar la materia h® de la teoria
como una constante cosmoldgica (articulo enviado, [28]). Para mayor de-
talle ver el capitulo 14: Conclusiones: “Solucion estdtica para la gravedad
de Finstein-Chern-Simons”.
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Parte VII

Apéndices
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Apéndice A

Obtencion de las ecuaciones
(4.9)-(4.13)

De las ecuaciones (28)-(32) de [24] sabemos que

.2 -9 2
a +k a +k
48a3( g >+24a1l2< — ) = B1To0, (A1)
. .2 L
2o [a+ (a - )]
a a
2 (o +k
a a
—24041l25 ( s ) = 61T117 (A2)
2 2
a +k
2Aagl” ( ) ) = ByTy, (A.3)
.. 2 k
—240,2% (“ s ) = B,1\Y, (A.4)
.2 +k .
a a
24@312( 5 ) (g—f-+g|= (A.5)
a a
donde
RO = f(t) €° (A.6)
hP =g(t)e?, p=1,..,4. (A7)

En esta tesis hemos considerado ; = 85 = k. Efectuando el reemplazo en
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(A.1)-(A.7) y dividiendo por 8ay tenemos

2 2 2
a +k o s a +Ek K
— | (3l =|— )T A.
6(a2)+QJ (QQ) ESTR—

.. .2
o 20 [a +k K
P —_— —_— = _— T A.
(a?)) {3[ a( 2 )] <8a3) 11, (A.9)
.2 2
afa +k) [ K\ m
3l(ﬁ )_(MJ%W a0
L _ (N pw
ma(GQ) ()t )

= 0. (A.12)

Considerando ahora la definicién de las constantes de sec. 3.1

KR O
= — =—— A.13
Rs 80[3’ « (13, ( )

las ecuaciones (A.8)-(A.12) toman la forma

) - 2
a +k a +k
6 ( ) ) -« 312 ( ) ) = I€5T00, (A14)
. .2 I . .2 k
_8F+(a;>]+ahw(ag)]:%ﬂh (a5
a a a a

) 2
k
312 (a ; ) = k5T, (A.16)
v
sa [a +k (h)
=30 | = | = weT (A.17)
.2 .
a +k a -
31 ( s ) (9—1) Stel= 0. (A.18)
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Reemplazando ahora (A.16) en el paréntesis cuadrado de (A.14), y (A.17)
en el paréntesis cuadrado de (A.15), y pasando esos términos al lado derecho de
las ecuaciones, obtenemos

.2
k
62 g = k5Too + KsaT ), (A.19)
k
(a + = I€5T11 + Oé/€5T1({L), (AQO)
k
(a | =Ty (A.21)
—3z2% “ a‘; = kT, (A.22)
.2 n i .
a a
pe (g— 1) o +g| =0. (A.23)

Acomodando los signos en (A.20) y (A.22), y agrupando términos en (A.19)
y (A.20), tenemos

6 3 j A (Too + 0738 (A.24)
( ) = s (Tu1 +oT}), (A.25)
( ) = k5T, (A.26)
312 ( LILY I (A.27)
( (g—1) % +g|=0. (A.28)
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En la sec. 4.1 consideramos un tensor de energia-momentum con la forma

T#y — T+ OLTﬂi) (A.29)
= diag(p, p, p, p,p)
4 adiag (p(h) M) ) ) p(m) (A.30)
_ diag(p +ap®™, p+ ap®
0+ ap™ p+ap™ p+ Oép(h)> (A.31)
— diag (5, 5. 5, 5 p) (A.32)
donde
T, = diag(p, p, p,p, p) (A.33)
TIE?,) — diag (p(h)’p(h)’p(h)vp(h%p(h)) . (A34)

Escribiendo las funciones f y g como
f = h(0), g =h, (A.35)
encontramos que las ecuaciones (A.24)-(A.28) toman la forma

2

a +k 5
6 pe = Kgp, (A.36)
e L2} i
3|24 [ L5 = e, (A.37)
a (05
o [ 2 2
32 (o +k )
2 - A.38
| a2 P, (A.38)
32a (@ +k
T ETE) = ), (A.39)
K5 a a
.2
a +k

= 0. (A.40)

| [ =h0) 2+

a

Que corresponden a las ecuaciones (4.9)-(4.13).

127



Apéndice B

Posibles elecciones de f(¢) y
g(¢). Constantes A, B, Cy E

En la subseccién 4.2 se defini6 las constantes A, B, C' 'y E como (6.28)-
(6.31), cuyo valor dependerfa de la eleccién (arbitraria) que se hiciera de las
funciones f(¢) y g(¢). Las integrales involucradas deben ser convergentes y,
notando que trabajamos con una variedad cilindrica, hay que ser cuidadoso
con la continuidad y diferenciabilidad. En esta seccién consideraremos algunas
elecciones, que nos permitirdn obtener resultados consistentes con la Relatividad
General. Los casos aqui presentados son ilustrativos, y no hay que cerrarse a la
posibilidad de encontrar una eleccién mejor.

Eleccién 1: f(¢) = cte. Con f(¢) = cte. se recobra la acciéon de Einstein-
Hilbert 4-dimensional, ya que B, C, y E se anulan. En particular, con f =0, A
toma el valor 47r.asz. Escogiendo aig = 1/47r,, la accién (6.27) se transforma
en

Sp = / Emnpg R EPEL, (B.1)
i
En este caso, el elemento de linea (6.5) toma la forma
ds* = G (2)dF"dE" + r2d¢?, (B.2)

que describe una compactificacién tipo Kaluza-Klein de las mds simples.
Notar que aqui no es necesario dar g(¢), ya que C = E = 0.

Eleccién 2: f(¢) = In (8 +sin¢). Primero escogeremos la funcién f(¢), de-
spués g(¢). En este caso consideraremos

f(¢) =In(B+sing), 1< B =cte. (B.3)
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A partir de (B.3) se obtiene

e/ = B+4sing (B.4)
;o Cos ¢
fo= B+ sin¢ (B:5)
. 14+ Bsing
= _—_ B.6
d (8 + sin ¢)* (B-6)

Notar que todas estas funciones estdn bien definidas 0 < ¢ < 27, y que
f(0) = f(2m), f/(0) = f'(2n)y f”(0) = f”(27), de modo que no hay problemas
con la continuidad y diferenciabilidad.

Reemplazando (B.4), (B.5) y (B.6) en (6.28) y (6.29), e integrando (con
la calculadora de integrales online de Mathematica, ref. [76]), se obtiene las

constantes:
2

A="[azr? (282 +1) + u1?] (B.7)
B lag (@ +1) - 2L (B.8)
o, | 0 i '

Si queremos que A y B representen las constantes de la Relatividad General
hacemos

A= -1

2

2 1
Tﬂ [0637”3 (2[32 aF 1) + 04112} a *57 (Bg)

B - A

12

T 9 aql? A

4 1) — — = — B.1

. {0‘3(5 +1) 2rg] 12 (B-10)

donde A es la constante cosmolégica. Despejando ay y ag de (B.9) y (B.10) se
encuentra:

o (4r2A - 3) (28% + 1)
N e [ 3 (108% + 3) (B-11)
1 (4r2A—3) (B.12)

“ 7 2. (1087 + 3)

Ya tenemos las constantes A = —1/2 y B = A/12, y nos falta C y E. Para
encontrarlas debemos introducir una funcién g(¢).

En el caso que g(¢) = cte. se recobra la Relatividad General 4-dimensional
con constante cosmoldgica, ya que C'y E se anulan. En particular, con g = 0 se
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obtiene:

dosl?
c = - 0;3 cos o2 =0 (B.13)

3 |27
E = ——cos’¢|," =0, (B.14)

C

De modo que la accién (6.27) toma la forma

- 1 - A
SB = **/ gmnpq (Rmnépéq - = éménépéq> .
2 Js, 6

Otra posible eleccién para g(¢) es

9(¢) = f(¢) =In(B +sing), 1< B = cte. (B.15)

Al reemplazar (B.4), (B.5), (B.6) y (B.15) en (6.30) y (6.31), e integrando,

se obtiene:

4 2
C = —tr2p = 4Tl (B.16)

Tc

Y usando (B.12):

2 (4r2A — 3)
— A2 — L Nt T
C=—4riE =1, o (B.17)

De acuerdo a esto, tenemos la accién efectiva para la brana

1- A - N
Splé, h] = / Emnpa <2Rm"épéq + 35 E"EEE + CR™ME R — “émé”éphq> :
24 C

(B.18)
donde A es una constante arbitraria y C una constante dada por (B.17) (C
también podria considerarse como arbitraria debido a la libertad que tenemos
para escoger los pardmetros I, r. y ).

Notar que si I — 0, entonces: i) C — 0, y ii) las constantes A y B se
comportan de manera adecuada, como lo muestran (B.7) y (B.8). De modo que,
en ese limite se recupera la Relatividad General 4-dimensional con constante
cosmoldégica:

~ - 1 ~ A
SB lHO[é, h] = —5‘/2 gmnpq (Rmnépéq — g éménépéq) . (B].g)
4

Otra manera de recobrar la Relatividad General es con A = 3/472, en cuyo
caso C' = 0. Lo bueno de esto es que la constante cosmoldgica fija un valor para
el radio de compactificacién r..
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Apéndice C

Accién para una brana en
la teoria de [72]

En [72] se construye un lagrangiano bastante parecido al que nosotros hemos
considerado. La principal diferencia estd en el término de Gauss-Bonnet; otra
diferencia estd en el pardmetro [2. A continuacién revisaremos brevemente co-
mo acomodar los resultados que hemos obtenido para la gravedad de Einstein-
Chern-Simons a la accién de dicho trabajo.

El lagrangiano de Einstein-Chern-Simons fue dado en (6.1):

2
L(g;)ls _ a1l2€abcdeRabR6dee L O b cde (SRabecedee 4 2l2kabRch e 4 l2RabRth€
(C.1)
Haciendo a1 = 0 y [ = a3 = 1 se tiene
2
L) s = Eabede <3R“becedee + 2k RT © + R“bRCdif) . (C2)

Que es el lagrangiano de [72]. Es claro que si repetimos los procedimientos
de la parte III, ahora partiendo de (C.2), obtendremos una accién con la forma
de (6.27):

Splé, h] = / Emnpg (ARm"épéq + B &gmeneret + CR™MEPhT + Eémé"éPB‘I) :
b
’ (C.3)

La diferencia es que para esta teoria las constantes A, B, C'y E vienen dadas
por:

27
A=2r, dge*! (C.4)
0
2 2
B=-o dpe* (5% +2f") (C.5)
c JO
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4 27
C=—— dpeled (f* + f") (C.6)

Te 0

27
E= % /0 dpe* e’ 7 (f° + 1) . (C.7)

Para obtenerlas basta con hacer a3 =0y [ = a3 = 1 en (6.28)-(6.31).

Eleccién 1. En el caso que se escoja f(¢) = cte; B, C'y E se anulan, de modo
que solo sobrevive el término de Einstein-Hilbert.

Eleccién 2. En caso que f(¢) = g(¢) =In (8 +sin¢), con 1 < § = cte. (como
en el apéndice B), tendremos:

s

o» (48 +1) C=-4?2E= An (C.8)

Te

A=2mr.(28°+1) B

Para hacer contacto con la Relatividad General hacemos A = 1/2 y B =
—A/12. Notando que 8% >1 y que r. > 0, llegamos a las siguientes conclusiones:

O<Tcm2—512fl)<1%% (C.9)

—o0 < A = 2477 (48° + 1) (28° + 1) < —3607° (C.10)
487% < C = 1672 (28° +1) < o0 (C.11)

—o00 < B =647 (282 +1)° < —1728* (C.12)

Vemos entonces que aqui las constantes estdn mds restringidas que en la
teoria de Einstein-Chern-Simons. Salvo por esta diferencia, todo lo demés queda
igual: estdn los mismos términos en la accién, se obtiene las mismas ecuaciones
de movimiento, etc.
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