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Prodlogo

El presente texto estd dirigido a un piblico amplio, interesado en in-
ferencia estadistica en economifa. La idea del texto ha nacido de una larga
experiencia de ensenanza de econometria bésica en la carrera de Ingenieria
Comercial de la Universidad de Concepcién. Los contenidos corresponden
aproximadamente a lo que se cubre en un semestre de estudios parciales o
cinco semanas de estudios intensivos en el primer nivel . En este sentido,
el libro no presenta prerrequisitos en econometria. Eso si, para un uso més
optimo del texto, es recomendable tener algunos conocimientos previos de
economia béasica y matematicas.

La econometria se ha transformado en una herramienta indispensable
para profesionales de distintas disciplinas que enfrentan la tarea de trabajar
con datos econémicos. El objetivo de este texto es presentar en forma
comprimida, pero amigable, los rudimentos de econometria que debe tener
cualquier profesional que se quiera desempenar bien en un drea de trabajo
que contenga requerimientos de procesar y analizar datos econémicos.

En el mercado existen distintos textos que cubren el material tratado en
este libro, algunos con un nivel muy bésico y otros de nivel muy avanzado. La
necesidad de un texto de este tipo surge del convencimiento que falta un texto
de nivel intermedio, que permita abordar en forma mas general y con un grado
de profundidad mayor, aunque sin llegar a un nivel de postgrado, los métodos
economeétricos bdsicos. Ademads, el presente texto estd orientado a aplicar
los conocimientos adquiridos en Econometria a la realidad nacional. Para
ello, los ejemplos y aplicaciones se desarrollan con series de datos nacionales.
Ademds, en el apéndice se presentan series de datos adicionales con los cuales
se pueden realizar ejercicios no desarrollados en el texto. Ello no sélo permite
al lector realizar ejercicios que relacionen el acontecer y la coyuntura nacional,
con los métodos aprendidos, y eventualmente con la teorfa econémica, sino
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que ademds introduce al lector en el mundo de las estadisticas disponibles
en el pafs. El trabajo de Econometria no solo implica realizar regresiones y
pruebas con los datos, sino que ademaés implica recolectar, procesar y ordenar
los datos. Esto ultimo depende de la disponibilidad, accesibilidad y calidad de
los datos disponibles. Al trabajar con series de datos nacionales, creemos que
incentivamos al lector a completar las series, a buscar series para variables
adicionales, a penetrar en el mundo de las instituciones que generan datos
econémicos en Chile. Todo esto es parte del trabajo de un econometrista.

Queremos reconocer la excelente y abnegada labor de asistencia realizada
por Vanessa Maynou. Su contribucién ha sido muy importante para poder
completar el presente texto. También estamos en deuda con Romina Vil-
larroel, cuyo trabajo y apoyo fue muy importante en las tltimas etapas de
edicién de este libro. Finalmente, queremos reconocer el invaluable aporte a
la generacién de la idea de escribir este libro y a su gestaciéon de nuestros
alumnos, que a través de los anos y sin saberlo, fueron disenando la forma
final que éste tomo.

JORGE DRESDNER C. FELIPE VASQUEZ L.



Capitulo 1
ALGEBRA MATRICIAL

1.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es entregar algunas nociones de dlgebra matri-
cial que son necesarias para la comprensién de los modelos y técnicas de esti-
macién econométricas desarrollados a partir del capitulo 3. Se comienza con
la definicién de matrices y con una clasificacién de éstas, para posteriormente
estudiar las operaciones matriciales bdsicas, entre las cuales se mencionan la
adicién, la multiplicacién, los determinantes y el Producto Kronecker. Otras
herramientas que serén discutidas son la obtencién de reciprocos (inversos
multiplicativos) y sus respectivas propiedades, para finalizar con una breve
introduccién a la diferenciacién matricial.

Las matrices son convenientes porque permiten expresar en forma orde-
nada y compacta una variedad de tépicos relevantes desde la perspectiva
econémica. Por ejemplo, se puede representar en forma matricial la informa-
cién de muiltiples series con numerosas observaciones de datos econémicos,
los cuales sirven para estimar diversos modelos tedricos y contrastarlos con la
evidencia empirica. Asi mismo, modelos tedricos con gran cantidad de rela-
ciones se expresan en forma sencilla al trabajar con matrices. Por ltimo, los
resultados de los diversos problemas de estimacién planteados son entrega-
dos en una forma ordenada y de facil interpretacion. Estas ventajas serdn
claras para el lector en la medida que profundice en el andlisis de los datos
econémicos.

Los tépicos presentados en este capitulo no pretenden ser una revisiéon
completa del dlgebra matricial, sino sélo entregar los elementos necesarios
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para comprender los procedimientos matriciales utilizados en estimaciones
econométricas basicas. Para una profundizacién del dlgebra matricial se re-
comienda literatura como Devaud, et al. (1991), Herstein y Winter (1989) y
Jacob (1995)

1.2. Matrices

Las matrices se definen como un ordenamiento o arreglo rectangular de
elementos dispuestos en filas y columnas. La cantidad de filas y columnas
que posea una matriz determinard el orden de ésta. Asi una matriz A que
posea m filas y n columnas, tendrd orden m x n y la matriz se denotard como:
Apnxn. Su representacion grafica es

aix a2 Q1n

a1  A22 Q2n,
Amxn . )

Am1 Am2 een A,

donde a;; denota al elemento de la matriz que estd en la interseccién de la
i-ésima fila y la j-ésima columna. Veamos el caso de una matriz A de orden
2 x 3, y de una matriz B de orden 2 x 2:

3 -1 7 2 =5
A2X3:l0 5 4] B2><2:|:6 417

donde —1 es el elemento a2, y 4 es el elemento bys.

En economia interesa muchas veces relacionar conjunto de datos. Por
ejemplo, los datos anuales del Producto Interno Bruto (en millones de
pesos de 1986) y el Saldo de la Balanza Comercial (al 31 de diciembre
de cada ano en millones de délares) de la economia chilena entre los anos
1991 y 1996 se presentan a continuacién como la matriz X:

4,841,447 1,485, 1
5435881  722,0
5,815,646 —989,8
6,147,610  732,0
6,800,952 1,369, 1
7,305,141 —1,095,0
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El orden de esta matriz es de 6 x 2. El elemento x5, indica que el Producto
Interno Bruto fue superior a los 5 billones de pesos en 1992 y x42 que el Déficit
en Balanza Comercial fue de casi 1.100 millones de ddlares de 1996.

1.2.1. Tipos de Matrices

Casos especiales de matrices son el vector columna y el vector fila. El
primero es una matriz que posee sélo una columna y n filas. Andlogamente
el vector fila posee sélo una fila y n columnas. Por ejemplo:

!/
a= a:[an a2 - am},

En esta situacién a es un vector columna de orden n x 1 y a’ es un vector
fila de orden 1 x n. En general, esta es la forma de escribir los vectores usada
en la literatura, por lo que de aqui en adelante se entenderd que un vector a
denota un vector columna, mientras que a’un vector fila.

Otro caso particular de matrices que es de interés, son las matrices cono-
cidas como matrices cuadradas, cuya caracteristica es que posee igual
numero de columnas y filas. En este caso se dird que la matriz es cuadrada
de orden n con n columnas o filas. Un elemento importante de la matriz
cuadrada es la diagonal principal, que es la diagonal formada por todos
los elementos a;;, para ¢ = 1....n. Es decir, para esta matriz, la diagonal
principal estd formada por los elementos a1, ass....Gyy,.

A partir de la diagonal principal se pueden definir geométricamente las
siguientes matrices:

1. Matriz Diagonal: Es aquella matriz que posee sélo los elementos de
la diagonal principal distintos de cero.

2. Matriz Triangular Superior: Matriz en que todos los elementos
bajo la diagonal principal son cero.

3. Matriz Triangular Inferior: Anédlogo a la matriz anterior, pero donde
ahora los elementos sobre la diagonal principal son cero.

4. Matriz Escalar: Es una matriz diagonal, con la caracteristica que
todos los elementos de la diagonal principal son iguales.

5. Matriz Identidad: Es una matriz escalar cuyos elementos son 1. Esta
siempre se denota por I, o I,, cuando se desea especificar su dimensién.
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Por 1ltimo, otra clase de matriz es la matriz simétrica, en la cual los
elementos sobre la diagonal principal son el reflejo de los elementos bajo la
diagonal principal. En otras palabras, el elemento a;; es igual al elemento a;;,
para 7,7 = 1...n. Por ejemplo, veamos la siguiente matriz simétrica:

5 4 -9
Asps=1| 4 0 3
-9 3 1

En esta matriz se puede observar que el elemento as3(3) es igual al ele-
mento agy, asi como el elemento ais (4) es igual al elemento ay;. También se
observa que los elementos de la diagonal principal son 5, 0 y 1, respectiva-
mente.

1.2.2. Transposicion

La transpuesta de una matriz A, denotado por A’, se obtiene mediante
el intercambio de filas y columnas, es decir, las filas se convierten en columnas
y viceversa, manteniendo su orden.

Si consideramos la siguiente matriz A, al transponerla queda:

5 4 -9 5 —11 2
A3><3 - —1]_ 0 3 Aéx3 - 4 0 8
2 8 1 -9 3 1

En el caso particular de los vectores filas y vectores columnas, al
transponerlos se convierten en vectores columnas y filas, respectivamente.
Recuerde que escribimos a como vector columna y a’ como vector fila. Por
su parte, un escalar, que es una matriz de orden 1 x 1, al transponerlo queda
el mismo escalar.

Existen, ademads, matrices que son simétricas, las cuales al ser transpues-
tas quedan inalteradas. Es decir, si A es una matriz simétrica, entonces:

A=A

En la siguiente matriz, podemos observar que al transponer las filas y las
columnas, obtenemos la misma matriz.
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3 5 23 4 3 5 923 4
|51 9 7 , |51 9 7
As=193 9 g 5| M=|939 ¢ 5
47 5 1 47 5 1

Un caso especial de matrices simétricas, es la matriz identidad I,,, la cual
es de gran utilidad en econometria.

10 -0 10 - 0
01 --- 01 - 0
00 --- 1 00 --- 1
Obviamente (A’) = A, es decir, al transponer una matriz transpuesta

recobramos la matriz inicial.

1.3. Operaciones de Matrices

1.3.1. Igualdad de Matrices

Para que dos matrices, A y B, sean iguales, éstas deben tener el mismo
orden o dimensién y sus elementos correspondientes deben ser idénticos, es
decir a;; = b, Vi, j.

1.3.2. Adicidn - Sustraccion

La condicion necesaria para sumar dos matrices A y B, es que ambas
tengan el mismo orden. Asf se puede definir la adicién (sustraccién) como:

Amxn + (_) Bm><n = Cm><n
De tal manera que cada elemento de la matriz C se obtiene de la siguiente
forma:
Cij = agj + (=) b

En el siguiente ejemplo se suma la matriz A de orden 2 x 3 con la matriz B
de la misma dimension.
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5—81_{_—432_1—53
9 0 -13 7 -6 -1 |16 —6 —14

Propiedades de la Adicién de Matrices

1. La adicién de matrices es conmutativa, es decir:

A+B=B+A

2. La suma (resta) de una matriz A, con la matriz nula @ (matriz que posee
todos los elementos iguales a cero), es la matriz A, es decir:

Am><n + Omxn = Amxn

3. La adicién (sustraccién) de matrices es asociativa, es decir:

[A+(-)Bl+(-)C=A+(-) B+(-)C]

4. La transpuesta de la suma (resta) de dos matrices es igual a la suma
(resta) de las matrices transpuestas, es decir:

(A+(-)B)=A"+(—) B

1.3.3. Multiplicacién por Escalar

Para multiplicar una matriz cualquiera de orden m x n, por un escalar
cualquiera A, se multiplica cada uno de los elementos de la matriz por el
escalar, de tal forma que queda:



1.3. OPERACIONES DE MATRICES

11 A12

Q21 A22
ANAL, = A

Am1 Am2

)\'CLH )\'CL12
)\'CLQI )\'CLQQ

)\'Cbml /\-am2

1.3.4. Multiplicacién de Matrices

Q1n
Q2n,

Qmn
/\ *A1n

/\'CLQn

A Qo

Para multiplicar matrices se requiere que el niimero de columnas de la
primera matriz sea igual al nimero de filas de la segunda matriz. Esto es
porque se multiplican, en orden, los elementos de la fila ¢ de la primera
matriz por los elementos de la columna j de la segunda matriz. Por ello, la
cantidad de elementos debe ser la misma. Sélo es posible multiplicar A, x,
y Bpxg siy sélo si n es igual a p, y el resultado de la multiplicacién denotado
por la matriz C serd de orden m x ¢q. Por ejemplo,

Amxn : Bn><q = Cm><q

11 - Aip bii - blq
Q1 -+ A2p b1 - qu
Am1 *° Amn bnl o bnq

C11 oo Clq
C21 e CQq

. )
Cm1 v Cmyg

donde cada elemento de la matriz C corresponde a lo siguiente:

n
Cij = E ik + br
k=1

Asi, por ejemplo el primer elemento de la matriz C, (¢11) corresponde a:

c11 = a1 - by +ag - boy +aiz-bsy + -+ ar, - b
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Si el nimero de filas de la primera matriz A, es igual al ndmero de colum-
nas de la segunda matriz B, se dice que estas matrices son conformables para
la multiplicacién. Como ejemplo consideremos la siguiente matriz A de orden
2 x 3, que vamos a multiplicar por la matriz B que necesariamente debe tener
3 filas, es decir, una posibilidad es que sea de orden 3 x 1:

1

5 4 -10
A_{—82 15] B= :‘3

Sabiendo el orden de ambas matrices, A y B, conocemos el orden de la
matriz resultante, ésta es de orden 2 x 1. La matriz resultante es la siguiente:

AxB:l5.1+4.(_3)+(—10)-(_2)]:{(5—12+20 1:l 13 ]

(=8)-1+2-(=3)+15-(—2) —8) —6—30 —44
Matriz Idempotente

En el caso particular de que de la multiplicacién de una matriz cuadrada
A por sf misma se obtenga como resultado la misma matriz A, se habla de
una matriz idempotente. Analiticamente se tiene que:

Anxn : An><n - Anxn

Por ejemplo:

6 10 6 10
AB = -3 —5]'[—3 —51
[ 6-6+10-(-3) 6-10+10- (=5)
L (=3)-6+(=5)-(=3) (=3)-10+(=5) (-5)
6 10
-3 —5]

Esto quiere decir que al multiplicar esta matriz por si misma un mimero
de veces cualquiera siempre dard como resultado la matriz A. La matriz I es
otro ejemplo de matiz idempotente.
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Propiedades de la Multiplicacién de Matrices

Algunas propiedades de la multiplicacién de matrices son:

1. La multiplicacién de matrices no es, en general, conmutativa, es decir:

A-B£B-A

Una conclusién que se puede sacar de esta propiedad, es que por lo general
el orden que posea la matriz obtenida de multiplicar A -B es distinto al orden
de la matriz obtenida de multiplicar B - A.

Ademsds, dado que esta operacién no es conmutativa, el orden de los
factores sf altera el producto. Es necesario definir dos operaciones de multi-
plicacién de matrices. La multiplicacién por la derecha o postmultiplicacién
y la multiplicacién por la izquierda o premultiplicacién. En el caso de A - B,
implica que A esta premultiplicando a B, o alternativamente, B esta post-
multiplicando a A.

2. Un vector fila (p'), postmultiplicado por su traspuesta (@) da como
resultado un escalar. Este escalar va a ser la suma de los elementos del
vector al cuadrado, es decir:

Hq

) -
pop =l ol || = =)

' i=1

fn

3. Un vector columna postmultiplicado por su traspuesta da como resul-
tado una matriz cuadrada simétrica de orden n, donde n es el niimero
de elementos del vector columna, es decir:

1y B fafy e [ty

Lofly M3 - ol

pop =T e = S
. by Hplly <=0 p2
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4. La multiplicacién de matrices es asociativa, es decir:
(A-B)-C=A-(B-C)

5. La multiplicacién de matrices es distributiva con respecto a la suma
(resta), es decir:

A-B+(-)C)=(A-B)+(-)(A-C)

6. La transposicién del producto de dos matrices, es igual a la multipli-
cacion de ambas matrices transpuestas en orden inverso, es decir:

(A-B) =B A’

Observe que en la suma (resta) de matrices transpuestas se mantiene el
orden de los elementos, mientras que en la multiplicacion el orden es inverso.
Esta propiedad se puede generalizar en el caso que sean més de dos matrices
las que se multiplican, esto es:

(A-B-C)=C B A

7. La premultiplicacién y postmultiplicacién de una matriz A por la matriz
identidad entrega como resultado la matriz A, es decir:

Amxn : In - Im . Amxn - Am><n

8. La transpuesta del producto de un escalar por una matriz es igual a la
multiplicacién del escalar por la transpuesta de la matriz, es decir:

AN-A)Y =A - N=A"A=\ A

1.3.5. Producto Kronecker

Esta operacién entre matrices, implica la multiplicaciéon entre dos matri-
ces (A y B) pero en una forma particular, en la cual no se requiere igualdad
entre las filas de la matriz A y las columnas de la matriz B, al contrario de
los casos de adicién y multiplicacién presentados anteriormente. El producto
de Kronecker implica multiplicar cada elemento de la matriz A por toda la
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matriz B, como una simple multiplicacién por un escalar. Si A es de orden
m X ny B esdep x ¢, entonces nos queda que la matriz C es de orden
mp X nq, denotado por:

Am><n X Bp><q - Cmpan

donde ® denota el operador del producto de Kronecker. Para estas matrices
la expresion mas general de la matriz C es:

bin bz -+ by bin bz -+ by
bor bao - by bai by - by
aii- . . . . T Qipe .
bpr bp2 bpq | bpr by bpq i
bi1 D12 biq bir bi2 biq
ba1  bao bag ba1 Do bag
G21- . . . T G2
Conpseng = I
bpl bp? bpq i bpl bp? bpq i
b bz - by [ by by o by |
bar b -+ Doy bar by -+ Doy
am1- . . .. . Amn . . .
L bpr bz oo bpg | bpr bz oo bpg 1]

Para clarificar la aplicacién de este operador, veamos el ejemplo de dos
matrices de 2x2. El resultado se obtiene como se muestra a continuacién.

a1 Q12 bll b12
A — B =
2 l Qg1 QG22 } ’ 22 [ ba1 b2 ]

con estas matrices el producto de Kronecker queda expresado como:

b b
Cuxa = Asyo ® Bayo = l Z; Z; 1 ® { b; b;z }
s - b1 b2 s - b1 Do
Cuos— S S 27 by by
xd b1 b2 b1 b2

a2y - ag2 -
bai  bao ba1  bao
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Cuyo resultado final es:

a11b11  a11bi2 aiebin aiebio
a11b21  ai11baa  ai2bar  ai2ba

C4><4:
a21b11 a21b12  agebii  agebio

a21ba1  a21b22  ag2b21  a22bao
1.3.6. Traza de una matriz

La funcién traza de la matriz A, denotado por ¢r(A), es una funcién que
entrega como resultado un escalar obtenido de la suma de los elementos de
la diagonal principal de una matriz cuadrada, es decir:

n
tr(A):Zai¢:a11+agg+-‘~+arm
=1

Si consideramos la siguiente matriz A, su funcién traza es:

tr(A) =4+9+6=19

Esta funcién tiene las siguientes propiedades:

1. La traza de la suma (resta) de dos matrices, A y B, del mismo orden
es igual a la suma (resta) de las trazas, es decir:

tr(A+ (=) B)=tr(A) + (—) tr(B)

2. La traza del producto de la matriz A y un escalar, es igual al escalar
multiplicado por la traza de la matriz A, es decir:

tr(aA) = atr(A)

3. La traza del producto de la matriz A posmultiplicada por la matriz B
es igual a la traza del producto de la matriz A premultiplicada por la
matriz B, es decir:



1.4. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ 13

tr(AB) = tr(BA),

siempre que AB y BA estén definidos. Lo mismo es véalido para los productos
de las matrices A, B, C siempre que éstos estén definidos:

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CBA)

4. La traza de una matriz B, es igual a la traza de la matriz B posmulti-
plicada por la matriz A y premultiplicada por la inversa de la matriz
A, siempre y cuando la matriz A tenga inversa y esté conforme para
la multiplicacién, es decir:

tr(B) =tr(A™'-B-A)

1.4. Determinante de una Matriz

El determinante de una matriz es una funcién sobre una matriz cuadra-
da, que asocia a ésta un niimero real univoco. Se denota por det A o por el
simbolo |A|. El determinante de una matriz de orden n, se obtiene como la
suma de n! (factorial) de términos. Cada uno de estos términos se obtiene
de la multiplicacién de n elementos de la matriz, uno de cada fila y de cada
columna, es decir:

n!
|A| = Z (-].)U * Qg t A2y * - - gy,

Donde, o se define como el nimero de permutaciones posibles entre los
elementos de la matriz. Para una matriz de 222 el determinante estd definido
como:

a1 Q22

A — lall Glz}

11 A2
Q21 A22

Al =

= (an : Cl22) - (021 : alz)
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En este caso bésico, la regla para obtener el determinante indica que se
debe multiplicar los elementos de la diagonal principal (a1; y a), y a
ellos restar el producto de los elementos de la otra diagonal (a12 'y asg).

Por su parte si la matriz es de dimensién de 3x3, su determinante se define
como:

11 Qa2 Q13
A=|an ax ay

a31 32 as3

|A| = (a11- a2 - ass + a1z - ass - ag + aiz - ass - az)

— (asy - age - @13 + a1y - Az - g3 + a3z - Ag1 - A12)

En este segundo caso, el determinante de esta matriz se obtiene como la
suma de los productos de los elementos que pertenecen a las diagonales que
tienen sentido hacia abajo y a la derecha, menos la suma del producto de los
elementos que pertenecen a las diagonales que tienen sentido hacia arriba y
la derecha , tal como lo indica la férmula anterior.

Este es un método que presenta cierta dificultad, especialmente si se trata
de matrices de orden 5 o superiores, donde la suma va a estar formada por lo
menos por 120 términos. Afortunadamente existen otros métodos que sirven
para simplificar el cédlculo del determinante. Para aplicar estos métodos es
necesario discutir los conceptos de Menor, Cofactor, Matriz de Cofactores y
Matriz Adjunta.

1.4.1. Menor de una Matriz

Supongamos que tenemos una matriz cuadrada A de orden 3, es decir;

11 aiz2 A3
A= Q21 Qg2 (23
a31 dasz2 ass

El menor es un determinante especial de la matriz. Para esta manera se
pueden definir 9 menores, tantos como los elementos que contiene. Podemos
definir el menor correspondiente a cada elemento, como el determinante de
la matriz resultante de eliminar la fila y la columna de dicho elemento de la
matriz original. Por ejemplo, para el elemento as; de la matriz A, el menor
estd dado por:
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12 a3
g2 a3s3

My, = = (alz : CL33) - (a32 : als)

y se denota My, donde se ha construido una matriz nueva eliminando la
segunda fila y la primera columna de la matriz A. A esta nueva matriz se le
calcula su determinante. Asi, se pueden encontrar todos los menores de una
determinada matriz.

Ejemplo: Consideremos la siguiente matriz cuadrada A, de orden 3 x 3.

5 4 -9
Ass3=1| —-11 0 3
2 8 1

Se puede obtener el menor del elemento ass, v éste queda de la siguiente
manera

5 —9

1.4.2. Cofactor de una Matriz

El cofactor es otra magnitud importante de las matrices cuadradas. Se
denota por ¢;;, y se define de la siguiente manera:

¢y = (1) My

Donde M;; es el menor discutido anteriormente. En otras palabras, el
cofactor es un menor con un signo determinado. Si consideramos el ejemplo
anterior, se puede determinar el cofactor del elemento ass de la siguiente
forma:

Coo — (—1)2+2 . M22 =23

En este caso el cofactor corresponde con el menor antes calculado, aunque
ello no siempre es asi. Para los cofactores cuyos subindices i, j sumen un valor
impar entonces el signo que precederd al menor serd negativo. Este serd el
caso, por ejemplo, del cofactor co;.



16 CAPITULO 1. ALGEBRA MATRICIAL

1.4.3. Matriz de Cofactores

Una vez definidos los cofactores, se puede plantear la matriz de cofactores,
que es la matriz resultante de reemplazar todos los elementos a;; de la matriz
original por sus cofactores. Generalmente se le denotara como cof A. Asi la
matriz de cofactores de A, definida en el ejemplo anterior, sera:

—24 17 —88
COf A3><3 = —76 23 —32
12 84 44

El lector deberia asegurarse que entendié como se obtuvo esta matriz de
cofactores.

1.4.4. Matriz Adjunta

La matriz adjunta, que es la transpuesta de la matriz de cofactores, se
denota por Adj(A). Analiticamente se expresa como:

Adj(A) = (cof A’

Retomando el ejemplo anterior la matriz adjunta de la matriz A queda
de la siguiente manera:

24 —76 12
Adj(Azys) = | 17 23 84
88 —32 44

Esta matriz, serd de utilidad cuando se discuta la obtencién de la matriz
inversa.

1.4.5. Meétodo de Cofactores para el Determinante

Ahora estamos en condiciones de retomar el cdlculo de determinante a
través de un método alternativo conocido como el M étodo de los Cofactores.
Con este procedimiento el determinante se obtiene de sumar los productos de
cada elemento y su correspondiente cofactor a lo largo de una fila o columna
cualquiera de la matriz. Por ejemplo si usamos la matriz cuadrada de orden
222 tenemos:
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ail Az
A=
G21 Q22

Si sumamos los elementos de la primera columna, el determinante de esta
matriz se obtiene como:
1+1 2+1
|A’ =dai - [(—1) : G22] + a1 [(—1) : &12} = a1 - Q22 — Q21 * A12

Alternativamente, si sumamos por la segunda columna, obtenemos el mis-
mo resultado.

|A| = aip L(—l)lJr2 cag1 | + ass - L(—1)2+2 ca11] = a11 - ag — a1z - ag

Consideremos la matriz del ejemplo anterior:

5 4 =9
As3=1|—-11 0 3
2 8 1

El determinante de esta matriz queda expresado de la siguiente manera,
si consideramos aleatoriamente la segunda columna:

|A| = aia-c12+ a2+ aza - C32
= 4-1740-23+8-84 =68 +672
= 740

Este ejemplo ilustra un criterio de eficiencia al aplicar el uso de este
método. Como es posible ver el elemento ayy es cero, por lo cual el producto
correspondiente desaparece de la sumatoria. Ello simplifica el cédlculo del
determinante. Por ello uno deberfa elegir una fila o columna que tenga la
mayor cantidad de ceros para reducir los cédlculos lo més que se pueda.

1.4.6. Propiedades del Determinante.

1. Los determinantes de una matriz A y de su transpuesta (A) son iguales,
es decir, |A| = |A/].
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2. Al intercambiar de posicién dos filas o columnas cualesquiera de una
matriz A cambia el signo del determinante. Es decir, si B resulta de
intercambiar de posicién dos filas (columnas) de A, entonces

Bl = - |A|

3. El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de
los determinantes de las matrices.

|A-B| = [A[-[B]

4. El determinante del producto de una matriz de orden n, multiplicada
por un escalar, es igual al escalar con potencia n multiplicado por el
determinante de la matriz original, es decir:

laA]=a" - |A|
5. El determinante de una matriz serd cero si:

= la matriz posee dos filas (columnas) iguales;

» Una de las filas (columnas) es una combinacién lineal de otras filas
(columnas);

» Todos los elementos de una fila (columna) de la matriz son cero.

1.5. Rango de una Matriz

Una matriz se puede definir como un conjunto de vectores filas o vectores
columnas. Esto permite aplicar la teoria de Espacios Vectoriales a las filas o
columnas de una matriz, y hablar de filas (columnas) linealmente indepen-
dientes o dependientes. Entonces el rango de una matriz se define como el
méximo nimero de filas (columnas) linealmente independientes que tiene la
matriz. Por ejemplo, si la matriz A es cuadrada con orden n, y todas las
fias son linealmente independientes, entonces el rango de la matriz sera n. Se
puede definir la matriz singular, que es aquella que posee filas (columnas)
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linealmente dependientes, es decir, el rango de ella es menor que el méximo
nimero de filas o columnas que posee. En el caso contrario, o sea, cuando to-
das las filas y columnas son linealmente independientes, se le llamard matriz
no singular.

Otra forma de definir el rango es como el orden del determinante mas
grande que puede formarse de la matriz distinto de cero.

La propiedad méas importante del rango de una matriz es que éste no
cambia si se multiplica la matriz, tanto por la derecha como por la izquierda,
por otra matriz cuadrada singular. Generalizando, dadas dos matrices A, x,y
B4, se tiene que:

Rango (A - B) < min{Rango (A); Rango (B)}

Un ejemplo de una matriz singular serfa:

I

Un ejemplo de una matriz no singular serfa:

oo ([ 4 2]) -2

1.6. Matriz Inversa

Una de las ventajas que tiene trabajar con determinantes es que permite
calcular la inversa de una matriz. Se puede demostrar que toda matriz no
singular tendra una inversa tal que:

A,-B,=B,-A, =1,

Esto implica que B es la inversa de A y se denota como B = A~!. La
inversa es ttil en una serie de aplicaciones. Por ejemplo, es posible escribir
y resolver un sistema de ecuaciones en forma matricial, de forma bastante
sencilla. Supongamos que tenemos el siguiente sistema:

a1+ T+ a-To+ ...+ ay, x, =b
Q91+ X1+ Qoo - To+ ...+ Aoy - Ty, = ba

Apl " T1+ Qpa - Xo+ ...+ Qup - T, = by
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Escrito matricialmente quedarfa de la siguiente forma:

Anxn *Xpxl = bn><1

Luego resolviendo el valor de x se obtendria la solucién completa del
sistema de ecuaciones. Esto se soluciona premultiplicando ambos lados de
la ecuacién por la inversa de la matriz A, es decir por A7!. De esta forma
tenemos:

= A™"'b
= A™7b
= A™'b,

A1 A
I.

XXX

Lo cual es la solucién del sistema de ecuaciones.
Una forma bastante comun de encontrar esta matriz inversa es:

Adj(A)
Al

Consideremos como ejemplo la matriz de los ejemplos anteriores:

Al =

5 4 -9
As3=| —11 0 3
2 8 1

Si aplicamos la definicién para obtener la matriz inversa, debemos usar
la matriz adjunta y el determinante obtenidos anteriormente!:

—24 —76 12
17 23 84
88 39 44 —24/740 —76/740 12/740

Al = 0 = | 17/740  23/740 84,740
—88/740 —32/740 44/740

En otras palabras, si a;; es el elemento ij-ésimo de la matriz A~!, entonces:

|Gyl
WA

Ver Seccién 1.4.
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1.6.1. Propiedades de la Matriz Inversa

Algunas de las propiedades que presenta la matriz inversa son:

1. La inversa de una matriz invertida es la matriz original, es decir:

(A7) =4

2. La transposicién e inversion son operaciones que pueden intercambiarse
sin alterar el resultado, es decir:

(A= (A7)
3. La inversa del producto de dos matrices es equivalente al producto de

las inversas de las matrices, pero con el orden intercambiado, siempre
y cuando existan las inversas de cada una de ellas, es decir:

(A-B)'=B'.A"!

4. La inversa de una matriz triangular o diagonal es también una matriz
triangular o diagonal, con la caracteristica en las matrices diagonales,
que los elementos son los reciprocos de los elementos originales.

5. Los determinantes de una matriz y su inversa, son reciprocos entre ellos,
es decir:

1
Al = —
AT =1x
1.7. Diferenciacién de Matrices

La diferenciacién de matrices es una herramienta importante en econometria,
especialmente cuando se requiere maximizar o minimizar funciones objetivo

escritas en forma de matrices. Un ejemplo de ello es el anilisis de regresion
multiple.
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i) Asuma que existe un vector columna m, cuyos elementos son nimeros y
otro vector columna de variables x tales que:

my X1

ma T2
m,x; = . Xnx1 =

mpy Tn

Para multiplicar estos vectores es necesario trasponer uno de ellos, por
ejemplo, se puede trasponer el vector m, obteniéndose un escalar al multi-
plicar ambos vectores (es un polinomio). Es decir:

x1

T3
/
m'x = (my mg -+ My) - . = myx; +maTy + ...+ mux,

Tn
Note que m’x es igual a x'm. Luego si queremos derivar con respecto

al vector columna x, lo que se hace es derivar el polinomio resultante de la
multiplicacién por cada variable del vector columna, de la siguiente forma:

9(m'x)
8(833} | my
m'x
0 (m'x) _ 925 I IR m
ox :
H(m’x) mt
81’t

De esta manera conseguimos el vector m.

ii) Un segundo caso de relevancia, cuando se trabaja con formas cuadrati-
cas, considera el vector columna x del caso anterior mds una matriz
cuadrada M simétrica de coeficientes de orden n, del siguiente tipo:

mix Maz2 -+ Mip T
mo1 Mao2 -+ Moy T2

Mnxn -

Mp1 Mpz - Mpp Tn
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La forma cuadréitica se expresa de la siguiente forma:

n n
/ P .. ) .
Xixn * M(nxn) . X(n><1) - E E Mmgj - Iy - Ty

i=1 j=1
Si se deriva la expresién anterior con respecto a cada variable del vector
columna x, se tiene, entonces, que:

0 (x'Mx)
ox
Ejemplo: Supongamos que se tiene una matriz cuadrada simétrica de
coeficientes M de orden 2, y un vector x de variables de orden 2 x 1:

mi1 M2 X1
My,o = l 1 Xox1 = l

Mo1  Mag T2

= 2Mx = 2M'x

Al establecer la forma cuadratica se tiene que:

my1 Mmi2 x1
xXMx = [z1 29)- :
Moy M22 T2
X1
= [rima1 + xamar  T1Mag + Tamgs) - s

2 2
= [ZL‘lmll + 2x1x2m12 + Igmgg]

donde se asumié que la matriz M es simétrica, es decir mis = mg;. Luego
derivamos por el vector x, es decir, derivamos con respecto a cada variable
del vector. Esto queda:

0 (X’MX) . 0 (x%mll + 2x19M19 + l’%mgg) o 2x1may + 2x9mys
0x N Ox | 2zimas + 2z9mgs
_ 2myr 2maa T1 | _g| M M2 Ty
2myy 2moy T Mo Mg T2
= 2Mx = 2M'x

El conocimiento de los tépicos tratados hasta este momento facilitars la
comprensién de los siguientes capitulos, en los cuales se presentardn muchas
veces ejemplos de problemas en forma matricial y donde se usaran las propiedades
de las matrices para obtener resultados ttiles desde la perspectiva del econometrista.



24

CAPITULO 1. ALGEBRA MATRICIAL



Capitulo 2

ESTADISTICA,
PROBABILIDAD E
INFERENCIA

2.1. Introduccion: Definiciones

La economia estd interesada en ciertos fenémenos que desde el punto
de vista estadistico reciben el nombre genérico de variables. Las variables
son magnitudes que pueden adoptar diferentes valores en distintos puntos de
observacion. En el plano macroeconémico algunos ejemplos de estas variables
son el Producto Interno Bruto, las exportaciones y el tipo de cambio real,
mientras que en el plano microeconémico, tenemos variables como, el precio
de los bienes, el ingreso y el consumo de las familias.

Antes de profundizar en los tépicos econométricos se debe discutir al-
gunos conceptos estadisticos de utilidad para comprender los procedimientos
economeétricos. Primero definamos un suceso o punto muestral como uno
de los posibles resultados que pueden observarse en el comportamiento de
una determinada variable. Cada variable puede, en principio, adoptar distin-
tos valores (resultados). Sin embargo, en cada observacién vemos s6lo uno de
los valores posibles, el cual corresponde a un suceso. Distinguiremos variables
discretas y continuas. La variable sera discreta si su recorrido es un con-
junto finito de valores reales. Ejemplo de este tipo de variable es el mimero
de viajes a un sitio recreacional tal como una playa, realizados por una fa-
milia el cual claramente sélo puede tomar nimeros enteros. Por el contrario,

25
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una variable serd continua si el recorrido es un intervalo de la recta real o la
recta real completa. En este caso, podemos mencionar como ejemplos el PIB,
el ingreso familiar. Estas variables son continuas en el intervalo no negativo
de la recta real, porque en principio pueden tomar cualquier valor mayor o
igual a cero.

Una muestra es un conjunto de sucesos (medidas) seleccionadas de un
universo o espacio muestral. Este tiltimo abarca la totalidad de resultados
posibles de un experimento. A este universo se le da el nombre de poblacién.
Por ejemplo, el espacio muestral asociado al PIB, est4 limitado a ser un valor
no negativo. En principio, el PIB pude tomar innumerables valores diferentes,
pero si tomamos el PIB efectivo entre los anos 1980 y 1990 tendremos una
muestra determinada la cual fue escogida del universo muestral.

La informacién contenida en la muestra se utiliza de dos formas. La
primera de éstas da origen a la Estadistica Descriptiva. Esta se preocupa
de la recoleccién, ordenamiento y presentacién de datos.Por ejemplo, cudl
es el promedio, la desviacion estandar, y la distribucién de los datos de in-
greso nacional en una determinada muestra de la poblacién chilena para un
determinado afio. La segunda es la Inferencia Estadistica. Esta utiliza la
informaciéon de la muestra para proyectar sus resultados al conjunto de la
poblacién. Un ejemplo es intentar, sobre la base del promedio de ingreso de
la muestra, inferir cudl es el ingreso promedio de la poblacién.

En econometria generalmente se cuenta con datos que contienen informa-
cién de un determinado perfodo o de un determinado segmento de los agentes
econémicos. Un objetivo es, cominmente, inferir como se comportardn estas
variables en otro periodo para el cual no tenemos informacién o cémo reac-
cionardn otros agentes econémicos no considerados en la muestra. Es decir,
generalmente, estamos interesados en el comportamiento de la poblacién.
Desde esta perspectiva, la econometria esta interesada principalmente en la
inferencia estadistica.

Note ademéds, que en Estadistica se trabaja generalmente con experimen-
tos muestrales en los cuales se selecciona con algiin método (aleatorio general-
mente) las observaciones de la poblacién que pertenecerén a la muestra. Sin
embargo, en el campo de la economfia la obtencién de la muestra no siempre
responde al diseno de un experimento muestral y lo que ocurre generalmente
es que los datos ya estdn predefinidos por la disponibilidad de informacién
econémica (es el caso de variables como el Producto Interno Bruto, el nivel
de ahorro e inversién de la economia, etc.).

Las variables pueden ser clasificadas en funcién de su naturaleza deter-
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minfstica o aleatoria. Se definen como variables deterministicas o contro-
lables aquellas cuyo valor se conoce con certeza. En cambio se denomina
variables aleatorias o no controlables, las que asumen un valor con al-
guna probabilidad asociada. De esta forma, el valor exacto que tomara esta
variable es desconocido antes que un determinado experimento se desarrolle,
pero puede asumir un conjunto de valores dentro de un determinado rango,
cada uno de estos valores con una probabilidad distinta. Desde la perspectiva
econométrica son de particular interés las variables aleatorias. Ello porque
la medicién de los fenémenos econémicos es de cardcter probabilistico. Por
una parte, la ciencia econémica no posee conocimiento sobre todos los acon-
tecimientos que condicionan un evento y/o no puede medir todos los acon-
tecimientos relevantes. Ello hace que en los intentos de aplicar las teorias
y medir los fenémenos existan muchos elementos “aleatorios”, que reflejan
la dimensién del desconocimiento del investigador de variables relevantes.
Por otra parte, el interés de proyectar y predecir los valores de las variables
econdmicas es siempre incierto y por ello probabilistico.

Existen distintas formas de concebir la nocién de probabilidad. Por una
parte, la idea de probabilidad asociada a una variable aleatoria se relaciona
con la creencia en la ocurrencia de un evento incierto, y se basa en la nocién
de experimentos mutuamente excluyentes e igualmente probables. Es decir,
si n es el espacio muestral, la probabilidad de un resultado es 1/n para un
experimento con resultados excluyentes e igualmente probables. Por ejemplo,
si hay n bolitas de distintos colores en una caja, iguales en todos los otros
sentidos, y se extrae una en forma aleatoria sin conocer el color, entonces la
probabilidad de tomar un color determinado es 1/n.

Otra forma de entender la probabilidad es como una frecuencia relati-
va. En este caso, si el experimento se repite N veces y se observa que un
evento A ocurre n; veces, entonces n;/N es la frecuencia relativa de A en
N repeticiones del experimento. Al extender esta idea se puede entender la
probabilidad como el limite de la frecuencia relativa cuando el nimero de
veces que se repite el experimento tiende a infinito, siempre y cuando este
limite exista. En este caso se asume que el experimento puede ser repetido
en las mismas condiciones aunque sea conceptualmente.

Para que una medida sea probabilistica debe cumplir con algunas condi-
ciones. La probabilidad es una medida, cuyo valor no puede adoptar nimeros
negativos. Es més, debe tomar un valor entre cero y uno. Es decir, su valor
méaximo es uno y su valor minimo es cero. Ademdss, tiene como propiedad
que la suma de todos los sucesos posibles, mutuamente excluyentes, es igual
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a la unidad. Cumplidas estas condiciones podemos construir una funcion de
distribucion de probabilidad o simplemente funcion de probabilidad que nos
mostrard cémo la masa de la probabilidad se distribuye entre los valores que
puede tomar la variable aleatoria.

Para una variable aleatoria discreta X la funcion de probabilidad se define
como una funcién f(z) tal que para todo numero real z, donde x € X ,
f(z) = P(X = z), lo cual representa la probabilidad que la variable aleatoria
X tome el valor ' y se cumple que:

. 0<f(x)<1 siz€eX y
2. flx)=0siz¢X

Ademas, si x4, x2, ..., T, son todos los valores de X entonces
3. Zl fx)=1

Ejemplo 1: Suponga que la variable aleatoria (X) es el niimero de caras
que resulta del lanzamiento de una moneda que se arroja dos veces al aire.
Para cada lanzamiento el resultado (o suceso) puede ser cara (C') o sello (.5).
Por ello los posibles resultados para ambos lanzamientos son

r; S8
ze SC
g CS
zy CC

Si asumimos que la moneda y el lanzamiento no tiene sesgo, la probabili-
dad de cualquier evento particular para un lanzamiento serd % Por ello para
dos lanzamientos consecutivos e independientes serd 1 (3 x 1). De tal forma
podemos ordenar la informacién en la siguiente tabla:

Sucesos | N° de caras (z) | Funcién de probabilidad f (z)
SS 0 1/4
SC 1 1/4
cs 1 1/4
cc 2 1/4
Total 1

'En general, denotamos la variable que puede tomar diversos valores con maytsculas,
y una realizacién especifica (un nimero determinado) de la variable con minisculas.
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O si el orden en que salen los resultados en cada lanzamiento no nos
interesa, podemos escribir

N° de caras (x) | Funcién de probabilidad f (x)
0 1/4
1 1/2
2 1/4
Total 1

La distribucién de las probabilidades de ocurrencia de los eventos es lo
que se conoce por funcién de distribucién de probabilidades.

En el caso de una variable continua en que X puede tomar cualquier
valor en al menos un intervalo sobre la linea de niimeros reales, la probabilidad
que X tome cualquier valor particular es cero. Esto porque la cantidad de
valores posibles es infinito en cualquier intervalo de la recta real. Por ello,
la probabilidad de que un valor especifico ocurra es cero. De tal manera
que la funcién de probabilidad, que para el caso de una variable continua
se denomina funcidn de densidad de probabilidad, tiene sentido sélo en un
intervalo. Una funcién definida sobre los nimeros reales es una funcién de
densidad de probabilidad para una variable aleatoria continua si:

1. f(z)=0

o

2. _f f(x)de=1

3. Va,bcon—o0o<a<b<oo,secumple P(a <z <b)=Pla<z<b) =

/bf(x)dx

En este caso es més claro el hecho que la P (X = z) = 0, ya que en este
caso el lfmite superior e inferior de la integral coinciden, y esto implica que
el drea asociada a esta integral es cero.

Toda variable aleatoria tiene una funcidn de distribucion acumulada que
se define como la suma de probabilidades para los valores de la variable
aleatoria X, menores o iguales que un valor dado z. Es decir, la funcién de
distribucién acumulada estd dada por, F'(x) = P(X<z) para —oo < z < o0,
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donde F(x) es la probabilidad que la funcién tome valores menores o iguales
a . Para una variable discreta serd:

mientras que para una variable continua su funcién de densidad acumulada
es:

F (x0) = /f(t)dt

En el ejemplo de la moneda que se arroja dos veces (ejemplo 1), la dis-
tribucién acumulada (discreta) de que al menos una de las monedas sea sello

es

1

PX<)=FM) =Y f()=fO)+f)=7+5=7

1
2 4
Las propiedades que debe cumplir esta funcién de densidad acumulada
son las siguientes:
1. F(—00)=0
2. F(oo0)=1

3. Pla<z<b)=F(b) —F(a)

4. f(z)=2E9 — F/(z) para el caso continuo.

Por 1ltimo, es necesario mencionar la funcién de probabilidad conjunta.
Sea X e Y dos variables aleatorias. El correspondiente espacio de X e Y,
corresponde a un espacio bidimensional, donde la probabilidad que X = x
e Y = y simultdneamente, es denotado por f(z,y) = P(X = z,Y = y). La
funcién f(x,y) es llamada la funcién de densidad conjunta de X e Y y tiene
las siguientes propiedades:

L 0< f(zy) <1

2. > > f(x,y) =1 para el caso discreto. y
z oy

3. [[ f(z,y) =1 para el caso continuo.
zy
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2.2. Momentos de la Distribucion

Para describir una distribucién se utilizan pardametros denominados mo-
mentos. Se pueden definir los momentos de una distribucién respecto de un
valor especifico o respecto al origen. Se llama r-ésimo momento de una dis-
tribucién respecto de b, al valor de la esperanza matemédtica, si es que ésta
existe, de la siguiente expresién:

n
B =) =3 (i~ 0 f (x1),
i=1
en su version discreta, y

o0

Bla-v = [ =t (@)
—o0
en su version continua.
Por ejemplo, el r-ésimo momento de la variable aleatoria X respecto de
su origen (b = 0), denotado por ,, es :

n

w, =E(z") = > 2l f (z;) si es una distribucién discreta
i=1
o

py=E (") = [ 2"f(x)dr sies una distribucién continua
—00

El primer momento respecto al origen, es decir del cero, recibe el nombre
de esperanza matemadtica de la variable aleatoria, y representa el valor
promedio de esta variable. Se denota simplemente como:

p=FE(z)=> xz;f(x;) siesuna distribucién discreta
i=1

p=~FE(x)= [ xf (x)dx siesuna distribucién continua
—00

En el ejemplo 1, la esperanza matemadtica de la distribucién es

M:E(X):gxifm):o.G)H.G)H-G):1

Otros momentos de uso comun son los momentos respecto de la media .
Si existe la esperanza matemética de una variable aleatoria, se pueden definir
momentos con respecto a la media de la forma:
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my= > (x;—p)" f(x;)  sies una distribucién discreta

1=1
00

m, = [ (x—p)" f(z)dr sies una distribucién continua

—0o0

El primer momento respecto de la media es cero para cualquier variable
aleatoria. Pero mucho méas importante es el segundo momento con respecto
a la media, llamado varianza, denotado por

Var(z) = o® = Z (@i — ) f (w:)

i=1

en forma discreta, o

en forma continua.
La raiz cuadrada de la varianza se conoce como desviacion estandar o

tipica.
o=+/Var(zx)

La varianza de X en el ejemplo 1 es

Var (X) = Z(Iz — 1) f (22)

1=0

- (o—1)2-<i>+<1_1)2-<%>+<2_1)2.G>:%

Por ende la desviacién estdandar o tipica es

1
JVar (X) = \@ ~ 0,7071

Adema3s, existen los denominados productos de momentos de variables
aleatorias. En este sentido puede definirse el siguiente momento:



2.2. MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION 33

Un momento especial es el producto de los primeros momentos respecto
de la media de cada variable aleatoria definido como:

p =Ellx—E(x)(y—E W) =E(xy) — E(z) E(y)

Por su importancia, este momento acostumbra a denotarse en forma es-
pecial como o, y es conocido como la covarianza entre variables aleatorias.

De tal forma
Cov (x,y) = Ogy — E(%y) - E(:U) E(?/)

La covarianza mide el grado de asociacién entre las variables, asociacion
que puede ser positiva o negativa. Para comprender este argumento considere
otra forma de expresar la covarianza en el caso de variables discretas:

n

Cov (z,y) = Z(JI@ — ) (yi — /’Ly)f(xini)

=1

en que fi,, fi, y f(zi,y;) representan la media de la variable aleatoria X, la
media de la variable aleatoria Y, y la funcién de probabilidad conjunta, re-
spectivamente. Se puede constatar que si los valores de ambas variables estdn
por sobre la media o ambos valores estdan bajo la media simultdneamente, el
valor de la covarianza serd positivo. Por el contrario si un valor estd por sobre
la media y el otro bajo la media, el valor de la covarianza serd negativo.

A partir de los momentos mencionados anteriormente se puede definir un
pardametro conocido como coeficiente de correlacién entre X e Y:

. Cov (z,y)
o/ Var (2)y/Var (y)

que refleja el grado de variacién conjunta (asociacién lineal) entre dos
variables en relacién a una medida de la variacién total de ambos. Si no
existe correlacién entre las variables aleatorias p debe tener un valor igual a
cero.

Existen una serie de propiedades ttiles de los momentos 2. Considere las
variables aleatorias x; y las constantes a;, donde 7, j = 1, .., n, entonces:

L E(xi + a;) = E(x;) + E(aj) = p; + a;

2Una descripcién detallada de estas propiedades puede encontrarse en Mora, et al.
(1996).
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2. Elajz) = a; E(z;) = a;p;

3. Elag+a1xi+asxa+...+a,x,) = ag+ a1 E(r1) +asE(x2) + ... +a, E(zy,)

4. E(xqy X a9+ X xy) = F(x1) X E(29) -+ X E(x,) iy solo si los x; son
independientes entre si.

5. Var(z; +a;) = Var(x)
6. Var(az;) = a?Var(z;)
7. Var(z;) = E(x?) — u?
8. Var(agt+airi+asrat. . 4ayx,) = Z a?Var(z;)+2 Z Z a;a;jcov(x;, x;)
i=1j5=1
i#]

También se pueden obtener momentos a partir de una muestra de una
determinada variable aleatoria. Los momentos muestrales m&ds importantes
son la media muestral (X) y la varianza muestral (s?), definidos:

2 — Z(Xi_X)Q

n

Puede definirse ademds, la desviacién tipica o estdndar muestral, s, como
la raiz cuadrada de la varianza muestral, que puede interpretarse como una
medida de la distancia promedio entre la media y las observaciones.

2.3. Distribuciones de Probabilidad

Para poder aplicar los conceptos estadisticos revisados hasta aqui a la
medicién de procesos econémicos especificos, es necesario determinar la fun-
ci6n de distribucién de probabilidad, f (x), que se utilizara. Existen miltiples
distribuciones de probabilidad disponibles, pero por diversas razones algunas
se utilizan en forma mds profusa que otras. Aqui revisaremos las relevantes
para nuestros propdsitos.
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2.3.1. Distribucién Normal

La distribucién normal es una de las distribuciones mas utilizadas en
estadistica y en la modelaciéon de fenémenos econémicos. Una razén fun-
damental para esto es la existencia del teorema del limite central, el cual
plantea que cuando el tamano de la muestra se incrementa la distribucién de
una variable aleatoria cualquiera tiende a comportarse de acuerdo a una dis-
tribucién normal. Por lo tanto, basta con tener una muestra suficientemente
grande como para sustentar el uso de una distribucién normal.> Ademds,
muchas de las distribuciones en la naturaleza y en la sociedad son normales.
Finalmente, es una distribucién simple de caracterizar.

Una variable aleatoria continua que puede tomar cualquier valor en la rec-
ta de los niimeros reales, tendra distribucién normal si su funcién de densidad
de probabilidad es:

1 (i — p)°
exp ,
V2mo? —202

donde y es la esperanza de X que es un valor real, y o2 es la varianza. La
notacion que se utiliza en este caso para indicar que X se distribuye en forma
normal con media p y varianza o es X ~ N(u,0?).

El gréafico de la funcién de densidad normal es en forma de campana,
y es simétrico con respecto a u (media), donde alcanza su punto maximo.
Ademas, posee dos puntos de inflexion en los valores 4+ oy u — o.

Un caso particular de esta funcién es la funcién normal estandar (figu-
ra 2.1), cuya media es cero y su varianza es uno. Esto se indica X ~ N(0,1).
La funcién de densidad normal estdndar es:

f(x) =

1 l x?
exp | ——1|,
V2T P 2

y su funcién de distribucién acumulada es:

F(2/0,1) = ® () = /_oo \/127 exp [—";] i

3Una versién formal del teorema del limite central es como sigue: Si X es la media de
una muestra aleatoria X, Xo, ..., X, de tamano n de una distribucién de media finita

y varianza positiva finita o2, entonces la distribuciéon de W = U’”/_\/‘% tiende a distribuirse

asintéticamente N (0, 1).Ver Hogg y Tanis (1983).

f(x/0,1) = o (x) =
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Figura 2.1: Grafica de la Distribucién Normal Estandar

Esta es una integral que sélo se puede calcular a través de métodos de
aproximacion y generalmente se encuentra tabulada en todos los libros de
estadistica.

En los casos en que la variable aleatoria se distribuye normal pero con
media 4 y varianza o2, se puede estandarizar la distribucién restando a cada
observacion la media de la distribucién y dividir el resultado por la desviacion
estdndar. Es decir:

Ti — |
o

Z =

Esto permite el uso de la funcién de distribucién y densidad de probabili-
dad normal estdndar, sin pérdida de generalidad. En otras palabras, a partir
de cualquier distribuciéon normal se puede llegar a una distribuciéon normal
estdandar.

Existen tres distribuciones de probabilidad especificas asociadas a la dis-
tribucién normal y que serdn utilizadas para inferencia estadistica. Estas son
conocidas con el nombre de Chi-Cuadrado (x?), t de Student (t) y F de
Fisher (F).

2.3.2. Distribucion Chi - Cuadrado

Considere una variable aleatoria X tal que X ~ N (u,0?). Si se define

T — UK . .
z = , entonces z ~ N (0,1). Definamos una nueva variable aleatoria
o

2
’I' JE—
como X%l) = 2?2 = ( - “) entonces decimos que 2 se distribuye Chi-
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Figura 2.2: Grafica de una Distribuci 6n Chi-Cuadrado

Cuadrado con 1 grado de libertad.

Si X1,...,X, son n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.) en forma normal estdndar, y sea u = > | X?. Entonces
u se distribuye Chi-cuadrado con n grados de libertad.

Lo que se quiere expresar, es que la suma de variables Chi-cuadrado tiene
también una distribucién Chi-cuadrado, y sus grados de libertad son igual al
nimero de variables sumadas.

En general, si X,..., X, son variables independientes distribuidas Chi-
cuadrado con vy, vs,...,v, grados de libertad respectivamente, entonces si
y = Y., X;, se dird que y se distribuye Chi-cuadrado con ), v; grados
de libertad. El grifico de la funcién de distribucién Chi-cuadrado, es como el
que se muestra en la figura 2.2. Como puede constatarse, la distribucién y?
no es simétrica, como lo es la distribuciéon normal. Ademas, la distribucion
x? concentra su masa a la izquierda de su mediana.

2.3.3. Distribucion t de Student

Sea X7 una variable aleatoria normal estandar y X, una variable aleatoria
distribuida Chi-cuadrado con v grados de libertad. Si ambas variables son
independientes, entonces la variable aleatoria 71" :

X4

T —
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tiene una distribucién t de Student con v grados de libertad y se de-
nota por (7'~ t(v)). Su uso corresponde a casos donde es posible aplicar la
distribucién normal, pero bajo la restriccién que se desconoce el valor de la
verdadera varianza poblacional (o?).

2.3.4. Distribucion F de Fisher:

Sean X; y X, variables aleatorias independientes distribuidas Chi - Cuadra-
do con vy y vy grados de libertad respectivamente, entonces la variable aleato-
ria Y:

o X / U1

Y - )
Xz/Uz

tiene distribucién F' de Fisher con v; grados de libertad en el numerador
y vg grados de libertad en el denominador, es decir, Y ~ F(v1,v2). Es posible
demostrar que una distribucién F' con (1, n) grados de libertad es equivalente
al cuadrado de una distribucion t con n grados de libertad.

Tanto para el caso de la distribucién normal, como para los otros tres
casos (chi-cuadrado, t-student, F-Fisher), existen tablas que muestran sus
resultados. Estas tablas permiten realizar diversos tipos de juicios sobre el
valor de los pardametros, lo que se discutird en mas detalle en la seccion de
pruebas de hipétesis.

2.4. Inferencia y Estimacién

El propésito de la inferencia es utilizar la informacién contenida en una
muestra para obtener conclusiones sobre los pardmetros que representan a
la poblacién. Debido a que los pardametros originales, que caracterizan a la
poblacién son desconocidos, se utiliza una muestra con el fin de obtener una
idea de cual es el valor y comportamiento del parametro poblacional.

Dos tipos de inferencia son importantes desde el punto de vista econométri-
co: la Estimacion y las Pruebas de Hipétesis. Para el primer caso, lo que
interesa es calcular valores lo més cercanos posibles a los verdaderos pardmet-
ros poblacionales que permitan explicar el comportamiento de los agentes
econémicos. La economia trabaja con modelos que representan relaciones de
comportamiento en los cuales se observan variables endégenas y variables
exégenas que se relacionan a través de pardametros. Por ejemplo, considere la
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relacién entre el consumo y el ingreso dada por:
C=a+0bY

donde C' es el consumo, Y es el ingreso nacional y a y b son los pardmetros
del modelo que se interpretan como el consumo auténomo y la propension
marginal a consumir respectivamente. El objetivo de la econometria es esti-
mar el valor de estos pardmetros (a y b) a partir de informacién contenida
en una muestra en la que recolectamos diversas observaciones de consumo e
ingreso de distintos pafses o individuos, o simplemente en distintos momentos
del tiempo.

En el segundo caso nos interesa realizar pruebas de hipétesis, es decir,
analizar el rango de valores posibles que pueden tomar los pardmetros pobla-
cionales. En nuestro ejemplo es muy importante que la propension marginal
al consumo esté entre los valores 0 < b < 1, ya que de otra forma careceria
de interpretacién econémica. Note ademds, que si el valor es cercano a uno
implica que los individuos gastan casi todo su ingreso marginal, dejando muy
poco para el ahorro.

Dentro de las pruebas mds importantes se encuentran las pruebas de
significancia estadistica, donde se verifica si con la informacién que se dispone
se puede concluir que el valor obtenido es relevante desde el punto de vista
estadistico. Como veremos més adelante, los valores obtenidos para nuestros
pardmetros (a y b en nuestro ejemplo) son variables aleatorias. Por lo tanto,
no se puede descartar a priori que su valor sea cero. Por esta razén una de
las pruebas mdas importantes es probar si el valor del pardmetro obtenido
es distinto de cero en términos estadisticos. Si no podemos rechazar esta
hipétesis, ello implica que la variable que acompana a este pardmetro no
ayuda a explicar el comportamiento de nuestro modelo.

Otros ejemplos de pruebas de hipdtesis son la verificacién de la elasticidad
unitaria de la funcién de demanda por un determinado producto, o bien
hipétesis de rendimientos constantes a escala para funciones de produccién
del tipo Cobb-Douglas. Veamos en detalle este 1iltimo ejemplo. Considere la
funcién de produccién

Y = AK®LP

Donde Y es el nivel de producto, A es el componente de tecnologia, K
representa el capital y L el trabajo. Para estimar los valores de o y 3, se usa
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una muestra de observaciones de producto, capital y trabajo de distintas em-
presas, o bien de una misma empresa en distintos periodos del tiempo. Para
proceder con la estimacion se utiliza la expresién de la funcién de produccion
en logaritmos:

InY=ImA+alnK +fInL

Suponga que se desea verificar la existencia de rendimientos constantes
a escala en la funcién de produccion anterior. Para tal efecto, la prueba de
hipétesis de rendimientos constantes a escala implica probar que a+ (5 = 1.
El procedimiento de prueba de hipdtesis debe analizar si la suma de los
pardametros es estadisticamente distinto de uno o no.

La necesidad de realizar pruebas de hipétesis se justifica en el hecho que
los estimadores de los parametros poblacionales son aleatorios en el sentido
que dependen de la informacién contenida en la muestra. Si la muestra cam-
bia, entonces el valor estimado también se modifica. En otras palabras, el
valor obtenido asume un valor especifico con alguna probabilidad asociada, y
no existe razén para descartar que tome otro valor cualquiera. Entonces, es
relevante verificar si los pardmetros obtenidos son cercanos estadisticamente
a valores esperados por la teorfa econémica.

A continuacién se explicard las formas tipicas de obtencién de los esti-
madores de los pardmetros poblacionales. En la siguiente seccién se analizard
la construcciéon de Pruebas de Hipétesis.

2.4.1. El problema de la estimacion

Previo a la discusién de los métodos de estimacion es necesario precisar
qué se entiende por un estimador. Sea X una variable aleatoria con funcién
de densidad de probabilidad f (X,#) donde 6 es un pardmetro desconocido
de la poblacién que se desea estimar. Si X1, ..., X,, es una muestra aleatoria
de la poblacién podemos definir un estimador como una funcién o regla de
la forma:

0=0(X1,X,,...,X,)

donde el gorro sobre la variable denota que se trata de un estimador del
parametro poblacional. El estimador es una variable aleatoria que depende
de la muestra observada. Un valor especifico se le denomina valor estimado.
En el ejemplo de la funcién de consumo el estimador del pardmetro b, la
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propensiéon marginal del consumo, va a depender de las observaciones del
consumo y el ingreso. Es decir,

b=0(Cy,Cy, ..., Co Y, Ya, .., V)

2.4.2. Meétodos de Estimacion

Para la estimacion de los pardmetros existen varios métodos. El texto se
concentrard basicamente en el Método de Mdaxima Verosimilitud y el
Método de Minimos Cuadrados.

Método de Maxima Verosimilitud.

Este método elige los valores para los pardmetros de tal forma que éstos
maximicen la probabilidad de seleccionar aleatoriamente la muestra que se
tiene actualmente. Alternativamente podemos definir un estimador Maximo
Verosimil (MV)como aquél valor del pardmetro para los cuales la muestra
observada es la méds probable de haber ocurrido®.

Asumiendo que las observaciones en la muestra son independientes
y aleatoriamente escogidas, la funcién de verosimilitud serd la funcién de
probabilidad conjunta de la muestra. Entonces, para valores observados
Xi,...,X, de una variable aleatoria X, con una determinada funcién de
f (X, 8), que depende de un vector de pardmetros desconocido 6, la funcién
de verosimilitud estd definida por:

n

L(0)=1I7(X.0)

=1

El valor del vector 6 se obtiene por los procedimientos convencionales de
maximizacién con:

oL (9)
90 o—p
Para la funcién de verosimilitud los valores que la maximizan son los
mismos que maximizan la funcién expresada en logaritmos, es decir

1nL(0):§1nf(X,0)

40 bien un estimador MV es aquel valor de § que tenga la mayor probabilidad de
generar la muestra observada.
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y el problema de optimizacién queda dado por:
MazxInL (0) = Max > Inf(X,0),
] o i=1

cuya condicién de primer orden® es:

Oln L (0) _0
00 o
Ejemplo 1

Supongamos que se tiene una muestra aleatoria de una variable X dis-
tribuida normal con media ; y varianza o2, y queremos encontrar el vector
de pardametros estimados para @ que, en este ejemplo, corresponde a los es-
timadores de u y o%. La funcién de verosimilitud queda definida por:

Aplicando logaritmo natural y simplificando se tiene que:

InL (0% = i_z”;m{( 2;G2>exp [%”

n

InL(p,0%) = Z{lnl—%lm@wa?)—7(%_/02}

i=1 202
InL(p,0%) = 2 (2m0?) — L Zn: (z; — p)?
’ 2 202 i=1
Luego obtenemos las primeras derivadas con respecto a p y o2.
Oln L (u,0?) 1 n 12
o 5 A @ =) (<) = 5 3 (@ — )
dln L (u,0?) n 1 n 2 (1 o\ —2
- SO — - ) (=1 -0
002 2 202 T Z:z:l (i = 1) 2 (=1) (0 )
. 2
_n ; (i — p) B

5 . . .
°Naturalmente se requiere que las condiciones de segundo orden se cumplan para que
la solucién efectivamente sea un méximo. En los ejemplos discutidos aqui, esto es asi.
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Resolviendo estas ecuaciones se obtiene que:

ILL =
n
& 2
Z (Iz - M)
A2 i=1

Vemos que, en este caso el estimador de la media es la media muestral y de
la varianza es la varianza muestral.

Ejemplo 2

Consideremos la variable discreta y;, cuya distribucién es Bernoulli®, con
probabilidad de éxito p. Se busca un estimador para este pardmetro.En este
caso la funcién de Verosimilitud estd dada por la siguiente expresién:

()" (1 =p)™"

L) = WE" -

n
=1

Aplicando logaritmo natural, y sus propiedades, se obtiene:

n

InL(p) = iyiln(p)—i-Z(l_yi)ln(l_p)

=1

A partir de la ecuacién anterior, se obtiene la primera derivada de la funcién

MV:
OlnL(p) &

n 1

(1 =) —

1
i=1 P =1 I1—p

6Un experimento del tipo Bernoulli es un experimento aleatorio, en que el resultado
puede ser clasificado en sélo dos eventos mutuamente excluyentes, cominmente denom-
inados éxito y fracaso, con y; = 1 para el éxito y y; = 0 para fracaso. La probabilidad
de éxito es definida por p y la de fracaso 1 — p. Luego la funcién de probabilidad puede
escribirse como: f(y;) = p¥i (1 — p)l=¥:.
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Simplificando e igualando a cero, para poder despejar p:

Oln L no 1 n 1
= i~ T 1— i A:O

dp izzlyp 1:21( y)l—p
oL 2 Y i( 1 )+2221yz_0
81? D i=1 1—13 —]5
oL - np +pi:21yi_0
ap e T R
Oln L L FO.L

oy 1=p)>yi—np+p>. vy =0
1% i=1 i=1
Oln L n .

dp z;y

Luego p esta dado por:

S

[y

1=

p= (2.2)

n
donde el estimador de la probabilidad de éxito p estd dado por la frecuencia
de aciertos.

En este caso se tiene que cumplir la condicién de segundo orden para
que la solucién corresponda efectivamente a un méximo. Es decir, la segunda
derivada de la funcién verosimilitud debe ser menor que cero:

9?In L
Op?

=-n<0

Método de Minimos Cuadrados.

La idea de este método consiste en minimizar la suma de los residuos al
cuadrado. Los residuos se definen como la diferencia entre el valor observa-
do de una determinada variable y su valor esperado. El estimador Minimo
Cuadrético (MC) es aquel estimador @ que minimiza la diferencia al cuadra-
do entre el valor observado y el valor esperado.

m@inQ = ml'nz [Xi —F (Xz' ‘é)r



2.4. INFERENCIA Y ESTIMACION 45

La idea es que los pardametros 0 se elijan de tal forma que esta sumatoria sea
el minimo valor posible.

Ejemplo 3

Asumamos una variable aleatoria Y, para la cual se desea estimar la
media poblacional (). Para una muestra dada de observaciones de la variable
aleatoria, el método de Minimos Cuadrados opera minimizando la sumatoria
de las diferencias al cuadrado entre el valor observado y la media. Esto se
escribe como:

min () = minz (Y — p)°

Jmin Q) .
on 2> " (Y;— ) (1) =0

El resultado es’:

Este nos dice que se utiliza la media muestral como estimador de la media
poblacional.

Dos aspectos son importantes de considerar. Primero, los estimadores
llevan un “gorro” con el fin de distinguirlos de los verdaderos pardametros
poblacionales. Esto ademads, debe indicarnos que los estimadores son una
variable aleatoria, que depende de la muestra con la que se esta trabajando.
Segundo, a diferencia del método de Médxima Verosimilitud, el método de
Minimos Cuadrados no requiere supuestos sobre la distribucién de prob-
abilidad de la variable aleatoria, para obtener el pardametro estimado. Esto
sélo se requerird en el momento de realizar pruebas de hipétesis.

2.4.3. Propiedades Deseadas de los Estimadores.

Los métodos revisados entregan estimadores para los pardmetros pobla-
cionales. Sin embargo, no sabemos que tan adecuados son estos estimadores.
Es decir, cémo se comportan en relacién a los verdaderos pardmetros de la
poblacién.

L. , ~2 .. .
"Es facil observar en este caso que 9> min Q/9j° es positivo, lo cual se requiere para
que efectivamente se trate de una solucién minima.
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Existe una serie de propiedades que son deseables en los estimadores,
independiente del método por el cual se obtuvieron, ya que estas propiedades
reducen los niveles de error entre el verdadero pardmetro poblacional y el
estimador. En la literatura se distingue entre las propiedades asociadas a
muestras pequenas y las propiedades de muestra grande o asintéticas.
Las primeras se cumplen independientemente del tamano de la muestra
seleccionada, mientras que las propiedades asintéticas se cumplen en el limite,
es decir, cuando el tamano de la muestra tiende a infinito.

Las propiedades de los estimadores ayudan a seleccionar un estimador,
cuando se cuenta con un grupo de estimadores. En otras palabras, son cri-
terios que permiten decidir cual estimador es mejor como representante del
pardmetro poblacional desconocido.

Propiedades de Muestra Pequena.

Las principales propiedades que vamos a buscar en un estimador obtenido
de una muestra pequena son las de insesgamiento y eficiencia. Por inses-
gamiento entenderemos que la media o esperanza del estimador sea igual al
valor del pardmetro poblacional. Matematicamente se puede expresar como:

E@):e

Esto significa que en el promedio el estimador es igual al verdadero
pardmetro poblacional. Es decir, si el experimento se repite infinitas veces,
obteniendo muestras de tamano n, el valor promedio del estimador para to-
das las muestras serd 6. Por el contrario, si la esperanza del estimador es
E <@> =60+ 6, donde 6 # 0, se dice que el estimador es sesgado, con sesgo
igual a 9.

Veamos un ejemplo de insesgamiento para el caso discreto de la variable
distribuida Bernoulli, con probabilidad de éxito p presentada anteriormente
(ver Ejemplo 2). En este caso se aplica el operador de esperanza (F) al
estimador del pardmetro, es decir:
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Figura 2.3: Varianzas de la Distribucién: la curva de linea punteada estd
mas dispersa alrededor de la media que la distribucién de linea continua. Es decir,
la varianza de la primera es mayor que la de la tltima.

Por la definicién de esperanza sabemos que E (y;) =1-p+0-(1—p) = p.
Por lo tanto, por la sumatoria obtenemos:

E(f) ="t=p
n

Es decir, el valor esperado del estimador p corresponde al valor pobla-
cional. De esta forma se puede observar que este estimador de p es insesgado.

La eficiencia es un concepto que se aplica a estimadores insesgados y se
refiere a que el estimador tenga la minima varianza posible. Esto quiere decir
que en repetidas muestras los valores de los estimadores tenderdn a concen-
trarse en torno al valor del pardmetro poblacional. Entre muchos estimadores
se preferird aquel que tenga la varianza tan pequena como sea posible. Como
observamos en la figura 2.3 dados dos estimadores diferentes (ambos insesga-
dos) 0y y 05, es preferible aquella distribuciéon que es més estrecha f (6;) en
torno al valor de la media, puesto que mientras menor sea la varianza, menor
serd la amplitud en torno a la media y por lo tanto mayor serd la precision
del estimador.

Para probar que un estimador posee minima varianza existe un teorema
conocido como Teorema de la Cota Inferior de Cramer Rao?®, el cual
establece que la varianza de un estimador 6 serd al menos tan grande como

8 Cramer Rao Lower Bound.
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el inverso negativo del valor esperado de la segunda derivada de la funcién
de verosimilitud respecto al estimador. Por lo tanto, la minima varianza se
obtiene cuando se cumple la igualdad. Si algin estimador cumple con esta
condicién es eficiente. Este teorema se expresa de la siguiente forma:

var (9) > —W

06000’

Donde L es la funcién de verosimilitud. Este teorema proporciona una
cota inferior para la varianza de cualquier estimador del parametro.

Para el caso de muchos pardametros con funcién de verosimilitud dada
por:

f<X|0>=f<X1,...,Xn|e>=Hfi<X|e>

La matriz de esperanzas negativas de segundas derivadas de la funcién de
verosimilitud queda definida por?:

10) =+ (00

i 2 * 2 * 2 * T

5 0 1{12L _E(aAln{/ ) _E<8A1n{/ >
00, 00,00, 00,00,
2 * 2 * 2 *

_E(ﬁAln{/ ) E 0 11}2L _E<8A1n{/ >
= 005,004 362 005,00,
2 * 2 * 2 *
E (8Aln{/ ) 5 (aAln{/ ) 5 0 11112L

00,,00, 00,005 a9,

Esta matriz nos entrega las minimas varianzas de los estimadores méaximo
verosimiles ubicados sobre la diagonal principal, y fuera de ella las covarianzas

de los mismos.

Ejemplo 4:

9Esta matriz se denomina cominmente matriz informacién.
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Para entender el concepto considere el ejemplo 1 dado anteriormente,
donde la variable aleatoria X se distribuye normal con media p y varianza
o%. En este caso, tenemos que considerar las varianzas de dos estimadores, i
y 2. Las primeras derivadas de la funcién de verosimilitud eran:

OlnL(p,0%) 1 &
au - o2 Z:ZI('rl _:u)
< 2
OInL(p,0%) _&_i_i:z:l(xl_'u)
Jo? 202 2 (02)?

Las segundas derivadas de la funcién de verosimilitud son:

WL (p,o?) 12 _on
S =P M et b
< 2
WL (p,0%) n_ Z;(% —
0(0%)°  2(0?)’ (0?)°

2InL(u,o0?) O*InL (u,0?) z;(ml —H)

oud (e2) I (ePou (02)°

Que en términos matriciales se transforma en:

. CEE
; (:L‘l - :u) n Zzzl ("L'z - ,UJ)Z
L 0 202 (®)®

Note que
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El paso siguiente es calcular el negativo de la esperanza de esta matriz,
lo que implica aplicar el operador esperanza a cada elemento de la matriz y
cambiar el signo. Recordando las propiedades de los momentos la matriz se
transforma en:

n
R 82L* ; 0
! <9> =k (aeae’> I [
2(0?)

Por dltimo, se debe calcular la inversa de esta matriz, que es:

T
o
n -1 n 1,
; 2 B O ; B EO O )
0 3 n? 0 2 (0?)
2(0) 3
2 (02) n

, . . . g
En resumen, la minima varianza que puede obtener un estimador de p es —,
n
2\2

mientras que para el estimador de 0?2 es . Con respecto a la covarianza

n
entre los estimadores de 11 y 02 se puede decir que el minimo valor que puede
tomar es cero.

Ejemplo 5

Veamos ahora el caso de la cota inferior para la variable discreta dis-
tribuida Bernoulli (ver Ejemplo 2) con probabilidad de éxito p. Calculando
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la varianza del estimador de p, se tiene que:

var (p) = wvar

donde la var <zn: yz-) = zn: var (y;) .
i=1 =

-1
1 n
Entonces, var (p) = — > var (y;)
n= ;=1
) 1
var (p) = FORECAS (1-p)
1—
var (p) = p(1=p)
n

El resultado de la segunda linea se deriva de: var(y;) = E (y2) — [E (y;)]°,
ademds la E(y;)) =1-p+0-(1—p)=py E(y}) =1 p+0°- (1 -p) =p,
por lo tanto la var(y;) =p—p*=p- (1 —p).

Recordemos que la funcién MV, para este caso es:

L(wilp) =11 ()" (1—p)

=1

Al aplicar logaritmo natural, con sus propiedades, se obtenia:

Ms

1nL<y¢|p>=éyi1n<p> (1— ) x In(1-p)

1=1

Luego, la primera derivada de la funcién de verosimilitud, con respecto a p,
es:
dln L

op

Z”: (1—w)

Yi
p =1 1—-p

n
)
A partir de esto obtenemos la segunda derivada con respecto a p:

?InL 1 1 n
o =——22y1 5> (L—w)

pTi=1 (1— ) =1
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Aplicando esperanza, multiplicado por —1 y simplificando se tiene:

9L 1 » 1 n
(%) = Bl mheo g he-w
21n L iE(yz) iEﬂ_yz)
_ =1 +z:1
(i%2> P’ (1-p)*
il_iE(yz)
o n 1=1 =1
= — 4+ 3
P’ (1-p)
_n, nm—pn _n n(1—p)
B T A Tk
_n,_n _nd-p+pn
p (1-p) p(1—p)

Luego, podemos concluir que la cota inferior para la varianza de p es:

1 p(1—p)

PInL\  n
E
(6%2)

Hasta el momento hemos considerado la situacién en que se debe se-
leccionar entre dos estimadores insesgados, para ello se sugiere utilizar el
criterio de minima varianza. Sin embargo, un problema especial surge cuan-
do se quiere seleccionar entre estimadores que no son insesgados. Existen
situaciones en que no se pueden obtener estimadores insesgados, por lo que
el criterio de eficiencia no es aplicable para la seleccién entre éstos. Ademéds
pueden existir estimadores sesgados con varianza menor que los insesgados.
Existe un trade-off entre insesgamiento y precision: ;FEs preferible un esti-
mador cuyo valor esperado sea igual al pardmetro poblacional, aunque tenga
una gran varianza, o un estimador que fluctie poco alrededor de su valor es-
perado, aunque éste iltimo difiera del pardametro poblacional?. En este caso

existe un criterio que consiste en elegir aquel estimador que posea un menor
Error Cuadratico Medio (ECM), el cual se define como:
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ECM =E(6-6)(6-6)
donde 6 y 0 son el vector de pardmetros estimados y poblacionales respecti-

vamente.

Desarrollando se tiene:

ECM =

Y para el caso particular de un solo pardmetro el Error Cuadratico Medio

es!0:

ECM = var(@) + (sesgo (@))2

Del desarrollo se puede concluir que el minimo error cuadratico medio es
un criterio que toma en consideracién tanto el sesgo como la precisién para
el estimador y selecciona aquel que tenga el menor valor. Note que el sesgo
y la precisién, medida por la varianza, estdn ponderadas de igual forma en
el célculo del ECM.

10Donde se ha hecho uso de las propiedades del operador esperanza. Ademss, el segundo
y el tercer término de ésta expresiéon son nulos, como puede comprobarse al expandir y
sacar la esperanza de cada uno de éstos términos.
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Propiedades de Muestra Grande

Para el propdsito del texto nos concentraremos en la propiedad de con-
sistencia para estimadores obtenidos de muestras grandes!!. Esta es una
propiedad asintética, ya que describe una condiciéon que se da en el limite
de la distribucién de probabilidades del estimador, cuando el tamano de la
muestra tiende a infinito.

Un estimador se considerard consistente si:

Ve >0, h’mp[

n—oo

@n—ﬁ <5}:1

Esto quiere decir, que en la medida que aumenta el tamano de la muestra
n, la probabilidad de la diferencia absoluta entre el estimador y el verdadero
pardmetro sea menor que un numero €, serd uno, donde € es un nimero
arbitrario que puede ser infinitamente pequeno. Esto quiere decir que si la
muestra es suficientemente grande el valor del estimador tendera a ser igual
al valor del parametro poblacional con certeza. Existen dos condiciones su-
ficientes pero no necesarias, para que un estimador sea consistente, estas
son:

1. lm E (9) y

n—oo

2. lim wvar <0> =0
n—oo
En otras palabras, si estas 2 condiciones se cumplen el estimador serd
consistente.

2.5. Intervalos de Confianza y test de Hipé6te-
sis

Si se considera que los estimadores son variables aleatorias, entonces es
l6gico preguntarse por la utilidad de los valores obtenidos en el proceso de
estimacion. En otras palabras, el estimador depende de la muestra disponible,
por lo tanto si nosotros cambiamos la muestra, entonces también deberia
cambiar nuestro estimador. Si esto es cierto, existe una variedad de valores

1 Otras propiedades asintoticas son el insesgamiento asintético y la eficiencia asintética.
Ver mas detalle en Greene (1998).
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que el estimador puede tomar considerando distintas muestras y por lo tanto
no sabemos cuanto se puede confiar en estos valores. Esto es muy importante
cuando,por ejemplo, los valores obtenidos se pretenden usar con fines de
diseno de politica econémica.

Afortunadamente, en las estimaciones realizadas (es decir en el valor del
estimador y de su respectiva varianza) subyace mucha informacién que puede
ser 1til para afrontar estos problemas. Una alternativa para enfrentar este
problema de informacién es el enfoque denominado Estimacién por In-
tervalos, que consiste en construir un Intervalo de Confianza para el
pardmetro de interés.

El intervalo de confianza refleja un rango dentro del cual se espera que
fluctue el valor del pardmetro. Cominmente se usa un 95 % de probabilidad.
Esto implica que si se construye infinitas veces un intervalo de confianza, en
el 95% de los casos el intervalo contendrd al pardmetro poblacional.

Supongamos que se desea encontrar un intervalo de confianza para la
media de una variable aleatoria distribuida normal con media p y varianza
o2. De una muestra se obtiene que la esperanza es T y su varianza es s2. El
intervalo de confianza se define de la siguiente manera:

P<—zlg <Z<z1 a) =1—-«

2 2
donde Z corresponde a una variable distribuida normal estdandar y « es el
nivel de significancia y —zj—2 y 2;_gson el limite inferior y superior del
intervalo, respectivamente. Por ejemplo para un 95 % de confianza, o = 0,05
(1 —-0,05=0,95).

Luego, recordemos que por hipétesis:

2
ENN<M,U—>
n

Estandarizando la variable aleatoria se tiene:

L N(0,1)

Vo?/n

Luego, reemplazando la variable normal estdndar, en la definicién del
intervalo de confianza, y desarrollando

r—p
P - < < = 1-
( 5 g g 21%> a
P(—zlfg-\/02/n<:i—u<zlfg-\/02/n) = l-a
2 2

Zz =
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Por tltimo, se tiene que el intervalo de confianza es:

P(f—zl_%-\/02/n<u<f+zl_%~\/02/n> =1—-« (2.3)

Note que éste es el caso para la media de una distribucién normal. De
tal manera que para identificar los limites del intervalo se requiere leerlos de
una tabla de distribuciéon normal. Para cada caso se requiere conocer la dis-
tribucion de probabilidad del estimador, y usar por lo tanto una distribucién
adecuada para construir el intervalo de confianza deseado.

Lo que la ecuacién 2.3 refleja es un rango dentro del cual varia la media,
considerando un nivel de probabilidad de 1 — a. Por ejemplo, tomemos la
estimacién de la propensiéon marginal a consumir (PMC) de una funcién de
consumo y asumamos que el estimador del pardmetro poblacional es b= 0,84
y su varianza igual a 0?/n = 0,0064. El intervalo de confianza estarfa dado
por:

P <0,84 — 1,96 - 1/0,0064 < p < 0,84 + 1,96 - \/0,0064> = 0,95

P(0,6832 < 1 <0.9968) = 0,95

donde el valor 1.96 se ha obtenido de una tabla de distribucién normal es-
tdandar para un valor de 0.975 con n infinito.

En palabras, se puede decir que la propensiéon marginal al consumo de-
berfa fluctuar entre un rango de 0.683 y 0.997 con un 95 % de probabilidad.

Si bien es cierto, esta informacién es 1til, existen ocasiones en que puede
resultar muy vaga o riesgosa. Note que sin necesidad de realizar estima-
ciones podemos decir con un 100 % de confianza que la propensién marginal
a consumir estard entre cero y uno. Obviamente, esta informaciéon no es
sorprendente, y serd de muy poca utilidad al momento de disenar politicas
econémicas ( por ejemplo, para activar la economia ). Es decir, si el intervalo
de confianza es muy amplio, no entrega mucha informacion.

Otra forma de abordar el problema es realizar lo que se conoce como
prueba de hipdtesis puntual. Existen ocasiones en que por alguna razon se
cree que el estimador debe tener un valor especifico (por ejemplo, se puede
creer que la PMC es igual a 0.5). En las pruebas de hipétesis, se contrasta
alguna determinada creencia respecto del valor del pardmetro poblacional, a
lo cual se le denomina hipétesis, con una creencia alternativa.

Cualquier prueba de hipétesis que se realice debe contener algunos ele-
mentos bésicos. Estos son:
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1. Hipétesis Nula: es la hipdtesis que se pretende probar. Esta puede
ser simple o compuesta. En el primer caso se desea verificar sélo una
condicién. Generalmente toma la forma de un enunciado sobre el valor
especifico que toma el pardmetro relevante. Por ejemplo p = i, donde
I4o representa un valor determinado.En caso de pruebas compuestas se
quiere probar més de una condicién. Cualquiera sea el caso se denotard
como Hj.

2. Hipdtesis Alterna: Es la hipétesis que sirve para contraponer y que
complementa la hipétesis nula. La hipétesis alterna debe cubrir todas
las otras posibilidades de valores que pueda adoptar el pardmetro rele-
vante, distintos a la enunciada en la hipétesis nula. En nuestro ejemplo
anterior, la hipétesis alterna serfa p # p,. Generalmente se denota por
Hl.

3. Estadistico de Prueba: es una funcién de la muestra y que se con-
trastard con la hipétesis nula. Sobre la informacién que entregue tomare-
mos una decisién consistente sobre la veracidad o falsedad de la hipéte-
sis nula.

4. Zonas de Rechazo y de Aceptacion: son las zonas de la funcién de
distribucién de probabilidades donde se rechaza o acepta la hipétesis
nula a favor de la hipétesis alterna. Si el estadistico de prueba cae fuera
de la zona de rechazo, entonces aceptaremos la hipétesis nula.

Existen dos errores que se pueden cometer al realizar una prueba de
hipétesis. El primero que se denomina error de tipo I corresponde al error
de rechazar la hipétesis nula cuando ésta es verdadera. El segundo es el error
de tipo II que corresponde al error de aceptar la hipétesis nula, siendo esta
falsa. La probabilidad de cometer el error de tipo I se denota por a y se conoce
con el nombre de nivel de significacién, mientras que 1 — « se conoce como
el nivel de confianza. Por otra parte la probabilidad de cometer el error
tipo II, se denota por 3, y 1 — 3 se conoce con el nombre de potencia.

El investigador requerird contrastes donde las probabilidades de come-
ter alguno de los errores sean pequenas, pero lamentablemente solo puede
reducirse uno de ellos a costa de aumentar el otro. Los valores méds comuin-
mente usados para « son 1 % y 5 %. Con estos valores queremos indicar que el
error tipo I es generalmente considerado mé&s importante y que lo queremos
evitar.
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Figura 2.4: Zonas de Aceptacién y Rechazo de Hipétesis

Para realizar la prueba, podemos usar el intervalo de confianza construido
para el pardmetro. Supongamos que se desea contrastar una hipétesis con
respecto al valor de p, lo cual se escribe como la hipétesis nula Hy : p =
Lo, y compararla con la hipétesis alternativa Hy : pu # p,. Para verificar
esta hipétesis debemos observar si p, se encuentra dentro del intervalo de
confianza. Si es asi entonces podemos aceptar la hipdtesis nula. En caso
contrario, si j, se encuentra fuera del intervalo, entonces aceptarfamos la
hipdtesis alterna.

En el caso particular de la PMC asumamos Hy : b = 0,5. Este valor estd
fuera del intervalo de confianza construido, por lo que podemos decir que
se rechaza la hipétesis nula de que el verdadero valor del parametro es 0.5,
considerando un 95 % de probabilidad. En resumen, si se conoce el estimador
de 6, se construye un intervalo al nivel de confianza deseado, y se acepta
la hipétesis nula si 0y cae dentro del intervalo. El andlisis es distinto si la
hipétesis nula se refiere a una igualdad (Hy : 0 = 6p), o si se refiere a una
desigualdad (Hy : 6 > 6p). La diferencia principal estd en la zona de rechazo
de la prueba que en el caso de igualdad tendra dos colas, mientras en una
desigualdad va a existir una sola cola. En el caso de una desigualdad mayor
la zona de rechazo serd la cola de la izquierda, mientras que en el caso de
una desigualdad menor, la zona de rechazo serd la cola de la derecha. Para
entender mejor el resultado se presenta la figura 2.4 en la cual se muestran
las zonas de aceptacién y de rechazo de esta prueba de hipétesis, para un
a = 0,05.
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Alternativamente, la prueba de hipétesis se puede realizar de forma pun-
tual. No olvide que para realizar cualquier prueba es necesario definir la
distribucién de probabilidad que tiene el estimador. Para ejemplificar,
supongamos que tenemos un estimador 0 que tiene una distribucién normal
con media 0 y varianza o2/n. Y planteamos la siguiente hipétesis nula:

Hg 10 = 9*
y su hipétesis alterna:
Hy:0#£0"

Para realizar la prueba se calcula el valor del estadistico z. como una
variable normalizada estédndar:

0 — 0"
\/?

n

Donde 6 es el valor del estimador, 0" es el valor que queremos asignar
mediante la prueba de hipétesis y o es la desviacién estdndar.'? Luego una
vez que conocemos el valor de z. lo comparamos con los valores obtenidos
de la distribucién de probabilidades normal estdandar tabulada. Si el nivel de
confianza es del 95 %, el valor de tabla es de 1,96. Luego si z. es mayor que el
valor de tabla en valor absoluto rechazamos la hipétesis nula. Esto es valido
en el caso de distribuciones simétricas, ya que en los otros casos se tendrd
dos valores, uno para la cola superior (-1.96 en nuestro caso) y otro para la
cola superior (1.96). Si el valor de z. cae dentro de este intervalo, entonces
aceptamos la hipétesis, en caso contrario la rechazamos.

Retomemos el ejemplo anterior en que la estimacién de la propensién
marginal a consumir de la funcién de consumo es b = 0,84 y su varianza

igual a 02 /n = 0,0064. Planteamos la hipétesis que la propensién marginal a
consumir es igual a 0.5, entonces nuestra prueba de hipétesis sera:

Ze =

= Hipdtesis nula Hy: b= 0,5

12Note la diferencia entre 6 y 6*. El primer operador se utiliza para identificar el ver-
dadero valor del pardmetro,el cual es desconocido. Mientras que 6* denota cualquier creen-
cia sobre el valor que puede tomar el pardmetro.
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= Hipdtesis alterna Hy : b # 0,5

Como se puede ver esta es una prueba de dos colas. Calculando nuestro
estadistico de prueba:

b—b  084—05

- = = 13.44
J/s2/n  /0,00064

Zc

Si comparamos este valor con la tabla normal con un 5% de confianza,
encontramos que este valor cae en la zona de rechazo. Por lo tanto podemos
rechazar con un 5 por ciento de significancia que la propensién marginal al
consumo sea igual a 0.5. Note que este caso es andlogo a la prueba usando
intervalos de confianza.

Un caso especial de este procedimiento es el Test de Significancia'®, en
el cual se determina si el valor del pardametro es estadisticamente distinto de
cero. De esta forma la hipétesis nula es Hy : 8 = 0, y por lo tanto la hipétesis
alterna es H; : 6 # 0. Retomando el ejemplo de la funcién de consumo, si la
hipétesis nula plantea que b = 0, y ello resulta ser verdadero, entonces, ésto
quiere decir que el nivel de ingreso no afecta el nivel de consumo. En otras pal-
abras, lo que se busca probar es si la variable que acompana a este pardmetro
es significativa para explicar el comportamiento de la variable dependiente.
Si el valor del pardmetro fuese cero o si aceptdramos esta hipdtesis, implica
que la variable explicativa no es relevante en nuestro modelo. Por ejemplo,
si b = 0 tenemos:

Ze = 080 _ 33,204
v/0,00064"
Lo que cae claramente en el drea de rechazo. Obviamente, si nuestro mode-
lo esta correctamente especificado deberfamos rechazar la hipétesis nula. Si
rechazamos la hipétesis nula de que el pardametro es cero, quiere decir que la
variable usada en el modelo es significativa.

13L]lamaremos Test de Significancia a la prueba de hipétesis mediante la cual se intenta
probar si el valor del pardmetro es igual a cero.



Capitulo 3

MODELO DE REGRESION
LINEAL GENERAL

3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta uno de los modelos més utilizados para la
estimacién econométrica, conocido como el modelo de regresién lineal general.
En su versién sencilla, este modelo sélo tiene dos variables, una explicada
y otra explicativa. En su forma general, este modelo puede incluir tantas
variables explicativas como sea necesario. Debido a que la mayorfa de los
problemas précticos en Econometria incluyen méas de una variable explicativa,
se adoptard el enfoque general.

En la exposicién del tema se trabajard con un enfoque matricial, ya que
con este instrumental es posible tratar con mayor facilidad el problema de
estimacién de un modelo lineal con méas de dos variables. En la exposicion
del capitulo, se recurrird al modelo simple cuando sea 1til para ejemplificar
o explicar algiin punto de relevancia.

El modelo lineal general, también conocido como modelo cléasico, es
el modelo bédsico en econometria, por lo que todo el desarrollo de la teoria
econométrica subsiguiente requiere un conocimiento cabal de éste. Su carac-
teristica fundamental es su simplicidad, como consecuencia de los supuestos
utilizados. Estos supuestos son un tanto restrictivos. Sin embargo, una vez
que se domina el modelo bésico, es posible levantar algunos supuestos y es-
tudiar su efecto sobre los estimadores. Los capitulos posteriores discutirdn
estos aspectos. Por el momento, nos concentraremos en el modelo clésico.

61
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3.2. Modelo Clasico

El Modelo lineal general estd formado por una variable dependiente o ex-
plicada que denotaremos por Y;, cuya variabilidad es explicada por k variables
independientes o explicativas X;; donde j =1, ..., k, y una variable aleatoria
no observable cominmente expresada como y;, y conocida como término de
error. El subindice i expresa la observacién correspondiente de las variables,
donde suponemos que ¢ = 1, ..., n. Por ejemplo, si las observaciones son dis-
tintos individuos, entonces i refleja el valor que tienen las variables Y y X;
para el individuo i. Esto se puede escribir como:

Yi = Bo+ 51 Xa+, s +0,Xik + 1 (3.1)
El sentido de esta relacién es medir la contribucién que cada variable X
realiza a la “explicacién” de la variable Y. Ademds se incluye un término
constante, con valor igual a 1 para cada ¢ (que corresponde al coeficiente f3,),
para captar el efecto de aquellos factores que no varian entre las observa-
ciones 7. Finalmente, el término de error deberia reflejar aquellas variables
explicativas no incluidas en la ecuacion, pero que si varian entre las observa-
ciones.
Como tenemos n individuos, existe una ecuacién como 3.1 para cada
individuo. Con el fin de simplificar la escritura y utilizar las ventajas de la
notacién matricial, el modelo puede resumirse en:

Ynx].: XnXk/ka1+l'an1 (32)

Donde Y es un vector columna con n observaciones de la variable depen-
diente, X es una matriz de orden n x k, con unos (1) en su primera columna y
con las observaciones de las variables explicativas en las restantes columnas,
y [ es un vector columna de coeficientes. Por tltimo, p es un vector columna
que contiene los errores para cada observacién de la muestra.

Es decir:

Yn:cl = ank: Bkle + Mozt
Y'l 1 Xll X12 Xlk ﬁO My 33
}/'2 _ 1 X21 X22 ng 62 n Mo ( : )

Yn 1 an Xng Xnk 6[4: Mo,
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Pero, ;qué refleja esta ecuacion?. Primero que nada esta ecuacién refleja
lo que la teorfa econémica sugiere sobre algiin modelo. En términos generales
dice que los cambios en la variable Y se pueden explicar por un conjunto de
variables explicativas denotadas por S, + 3, X1+, ..., +8, Xk, lo que es cono-
cido como la parte deterministica del modelo, y ademés, existe una porcién
de los cambios en Y que no podemos explicar con este modelo o bien que no
sabemos como explicar. Este 1iltimo componente se conoce como componente
estocdstico del modelo y se incluye en el vector w.

Desde el punto de vista de la estimacién, uno generalmente cuenta con
informacién tanto de la variable dependiente como de las independientes,
y el problema que se enfrenta es determinar el valor del vector (3, es decir
estimar el valor de los coeficientes de las variables independientes. Estos
coeficientes reflejan la contribucién individual de cada variable explicativa a
la determinacién del nivel de la variable explicada.

La ecuacién 3.2 puede representar cualquier modelo econémico, como
una funcién de consumo o una funcién de produccion, etc. Lo que interesa
desde la perspectiva econométrica es estimar los parametros (los 3's) usando
una muestra de observaciones tanto de las variables explicativas como de la
variable explicada.

Por ejemplo, si se quiere conocer la Productividad Marginal del Trabajo,
es necesario estimar una funcién de produccién. Una de las funciones tipicas
usada en economia es la funcién Cobb-Douglas del tipo:

Y = AXOXD

donde X7 representa el capital, X5 es el trabajo y A es una variable de posi-
cién. Los pardmetros de interés asociados a los insumos son « y /3. Aplicamos
logaritmo para linealizar la ecuacién. A partir de una serie de datos obtenidos
del Boletin mensual del Banco Central de Chile! respecto del producto in-
terno bruto, del capital y del trabajo para el periodo comprendido por el
primer trimestre del ano 1987 y el cuarto trimestre de 1993 se obtienen los
siguientes resultados:

In(Y) = —1,7945 + 0,0826 In(X1) + 1,5259 In(X>) + &,

Asi, la elasticidad parcial del capital estd representada por Bl y tiene un
valor igual a 0,0826 y la elasticidad parcial del trabajo estd representada por

'P4gina web del Banco Central y Coleccién de Estudios CIEPLAN N°¢ 39
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32 e igual a 1,5259. Con los valores medios de todas las variables es posible
obtener la Productividad Marginal para ambos factores productivos.
Retomando el modelo expresado en 3.2 el investigador estd interesa-
do en obtener una solucién para el vector de pardmetros B que tenga las
propiedades deseadas de un estimador, como son insesgamiento y eficiencia?.
Para lograr esta solucién, el modelo cldsico asume una serie de supuestos
que tienen la caracteristica de simplificar apreciablemente la obtencién del
vector de estimadores y que ademds aseguran que estos estimadores tengan

las propiedades deseadas.

3.3. Supuestos del Modelo Clasico

Una serie de supuestos sobre las caracteristicas de los datos y la for-
ma como se relacionan son parte del modelo lineal general. Estos supuestos
son fundamentales para obtener las propiedades de los estimadores y son el
punto de partida de los posteriores modelos de estimaciéon. Cambios o levan-
tamiento de estos supuestos imponen nuevos requerimientos en los métodos
de estimacion. Los supuestos del modelo son los siguientes:

Supuesto 1. La regresion es lineal en los pardmetros.

Esto quiere decir que el vector 3 contiene expresiones lineales para cada
uno de los parametros. La linealidad debe cumplirse sélo en los parametros,
no es necesario que las variables explicativas sean lineales. Por ejemplo, el
modelo Y; = 3, + 3, X1 + 8,X% + p; cumple con la propiedad de linealidad
en los pardmetros aunque X; esté al cuadrado.

Supuesto 2. El valor medio o esperanza del error i, es igual a cero, lo cual
se escribe como:

E(p) =0
21 E(py) 0
FE 0
E /{2 _ (N2) _ —0
i E(u, 0

2Ver Capitulo 2
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Esto quiere decir que el valor promedio de p; dado los valores de las
variables explicativas (Xy;) es cero. Lo cual implica que los valores positivos
y negativos de p,; se cancelan de tal manera que su efecto promedio sobre Y;
es cero.

Note que para cada observaciéon tenemos un conjunto de variables de la
forma:

(Yi,Xﬂ, ~-~,Xik7/~bz‘)

donde p; puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo con una
probabilidad asociada. Por lo tanto, para cada observaciéon “i”, el supuesto
(2) nos dice que E (1) serd igual a cero. *

Con la intencién de aclarar més este concepto considere el caso del modelo
lineal general en que sélo existe una variable explicativa, es decir:

Yi = By + B, X + 1y

Asuma, para efectos de este ejemplo, que 5, > 0y #; > 0. En el grafico
correspondiente a esta ecuacién (figura 3.1) se observa que para un valor
especifico de X, llamémosle X, se tiene una serie de posibles valores de
Y. Esto se refleja en la distribucién de probabilidad dibujada sobre la linea
vertical trazada desde X,. Esta gama de valores depende del error p,. Si
E (1;) = 0, entonces se espera que el punto de interseccién entre X y Yy esté
sobre la recta Y; = 3, + 5, X1

Adicionalmente note que para valores dados de 3, y f3;, el valor que asuma
u; dependerd de la diferencia Y; — 3, — 5, X; = ;.

Supuesto 3. Homocedasticidad y no Autocorrelacion.

Este tercer supuesto sintetiza dos propiedades fundamentales del modelo
lineal general; la homocedasticidad o igual varianza de p; y la inexistencia
de autocorrelacion entre los errores*. Estos conceptos estan relacionados con
la varianza y covarianza de los errores, por lo tanto necesitamos encontrar

n
Lo que no significa que para una muestra particular la Y % = 0, ya que en este caso
i

cada error tomard un valor definido cuya suma no necesariamente es cero.
4Cabe mencionar que la heterocedasticidad es un fenémeno comiin en muestras de corte
transversal mientras que la autocorrelacion lo es en series de tiempo.
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Y =8+ BiXi

Y,

Y

Yo

=

v

Xo X X, X

Figura 3.1: Distribucién de los errores con homocedasticidad

esta matriz. Para ello aplicamos la definicién de varianza en forma matricial

y obtenemos:”

[ ] [ pape o
s fafty [ -
E(pp)=E ol pe ] | =B : : :
|t ] O R Ty T U
E(u3) E(Mlgz) - E(papy,)
Epgpy)  E(pz) - - - Elpgpy,)
E(papn) E(pgps) - - - E(ul)

El supuesto de homocedasticidad significa que la varianza de los p, es la

(192

misma para toda observacién “i”, es decir:

E(ui?) =0, Vi=1,..,n

donde Oi es un escalar constante para todo 1.

’

’Recuerde que Var(u) = E [(,ufE(u))(ufE(u)) . Pero como E(p) = 0, obtenemos
E(pp)
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Y
Y=g+ BiXu
Y,
Y
b {
| -
>
Xo Xi X X

Figura 3.2: Distribucién de los errores con heterocedasticidad

Esto se representa gréficamente (figura 3.1) con distribuciones de igual
amplitud para los posibles resultados de Y;, en cada valor de X;. En el caso
contrario, es decir, que las varianzas de los distintos p; fueran diferentes
(heterocedasticidad), entonces enfrentariamos distribuciones de probabilidad
de distinta amplitud para cada valor X (ver figura 3.2)

Por su parte, ausencia de autocorrelaciéon implica que la covarianza entre
;Y 1 es cero, denotado por

Blugpy) =0 Y i#j

En términos conceptuales, ausencia de autocorrelaciéon nos indica que el
valor del error en una observacién ¢ no es afectado por el valor que muestre
el error de otra observacién j. Por tanto, no existird autocorrelacién cuando,
por ejemplo, el comportamiento en un perfodo de un determinado elemento
no afecte el comportamiento que presente dicho elemento en el periodo sub-
siguiente. Es decir, el nivel de consumo de un grupo familiar en un mes ¢ no
afectard el nivel de consumo de este mismo grupo familiar en el mes ¢ + 1.

La homocedésticidad y no autocorrelacion se sintetizan en la matriz de
varianza y covarianzas la cual se expresa como:
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o2 0 - - -0 10 - 0
0 o? 0 01 - 0
/ a 2 2
E(NU‘): . . . . =0 .. . . :guIn
0 0 O'i 00 1

Donde I, es la matriz identidad de orden n.
Supuesto 4. Los valores de X son fijos en muestreos repetidos.

En otras palabras, las variables explicativas son deterministicas o prede-
terminadas. Dado que X contendra solamente valores conocidos, no existira
correlacién entre el término de error y; y ninguno de los X;;, que pertenecen
a X donde j =1, .., k, es decir:

cov(Xijp;) =0 Vi

El aporte de este supuesto es que permite separar el efecto de las variables
explicativas del efecto de los errores sobre la variable dependiente. En el
caso de que este supuesto no se cumpla, no habria forma de determinar qué
proporcion de la variabilidad de Y; se explica por las variables X;; y qué parte
se explica por el término de error.

Los cuatro supuestos mencionados anteriormente son los supuestos mads
importantes del modelo cldsico y determinan las propiedades de los esti-
madores. Existen no obstante, otros supuestos adicionales mencionados comuin-
mente en la literatura, por ejemplo:

Supuesto 5. No existe multicolinealidad perfecta (Rango(X) = k < n). No
hay filas (columnas) linealmente dependientes. Esto tiene una implican-
cia directa sobre la posibilidad de identificar los parametrés deseados.
Si existiera dependencia lineal entre las observaciones de la matriz X,
entoces no se podria estimar el modelo. Este enunciado serd clarificado
mas adelante.

Por dltimo, existe un supuesto de tipo tedrico, es decir, este supuesto
no estd relacionado con los datos. El supuesto es que el modelo de regre-
sion estd correctamente especificado. Obviamente si el modelo no estd bien
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especificado, entonces al aplicar cualquier método de estimacién econométri-
ca no entregard informacién 1til al economista. Por esta razon, se sugiere
que en primer término se debe tener un Buen Modelo y luego una Buena
Econometria, poniendo el énfasis en la labor del economista con el fin de que
construya un modelo que esté correctamente especificado. Ademas, el come-
ter errores en la especificacién del modelo, como por ejemplo no considerar
variables que son relevantes, podria sesgar los estimadores.

3.4. Minimos Cuadrados Ordinarios

Para introducir el proceso de estimacién llamemos a la ecuaciéon Y = X3 + p
(ecuacién 3.2, donde se han omitido los subindices) Funcién de Regresion
Poblacional (FRP). Supondremos que esta ecuacién representa el modelo
tedrico que pretendemos estimar y que refleja fielmente el comportamiento
poblacional. El valor esperado de Y para la Funcién de Regresién Poblacional
es

E(Y) = B(XB) + E(n) = X8

gracias a los supuestos (2) y (4) del modelo.

Sin embargo, esta funcién no es conocida por el investigador, y por esta
razon se desea estimar. Para hacer esto se acude a una muestra de observa-
ciones que permita aproximarnos de la mejor forma posible al modelo teérico.
Asi, definimos una Funcidn de Regresion Muestral (FRM)

Y=XB+e¢ (3.4)

Donde B es el vector de estimadores de los pardmetros poblacionales y &
es el término de error muestral (andlogo al término de error ). Usando una
muestra del Universo se puede estimar la ecuacién 3.4.

Para el caso de una sola variable explicativa, la Funcién de Regresion
Poblacional y la Funcién de Regresién Muestral (ambas hipotéticas) se pre-
sentan en la figura 3.3. Al dibujar esta figura se asume que los coeficientes
estimados (B ) difieren de los poblacionales (). Se puede apreciar que la Fun-
cién de Regresion Muestral subestima los verdaderos valores de la Funcién
de Regresiéon Poblacional o de la variable dependiente a la izquierda de X,
mientras que a la derecha de este mismo punto los valores de la Funcién

de Regresiéon Poblacional son sobrestimados. Para un valor determinado de
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A FRM=Y= j3, + B X,

FRP:Y: ﬂo + ﬂ])(,‘]

€
Subestima <::::> Sobreestima P f
7’

s > E(Yy)

Figura 3.3: Funcién de Regresién Poblacional y Muestral

X, digamos X; observamos que el valor efectivo de Y; es superior al valor
esperado E(Y;). La diferencia estd dada por el error p,;. Sin embargo, en la
Funcién de Regresién Muestral el valor de E(Y;) se sobreestima y por ello el
error estimado(e;) es menor que el error efectivo (u;).

Note que no conocemos la funcién de regresién poblacional, por lo tanto
debemos contar con algin criterio de estimaciéon que nos acerque lo méds
posible a esta funcién. Para hacer esto tenemos los métodos de estimacion
economeétrica, de los cuales se discutirdn el de Minimos Cuadrados Ordinarios
(MCO) y el de Méxima Verosimilitud (MV).

El Método de los Minimos Cuadrados estd basado en la idea de buscar un
estimador que minimice la dispersién de los errores de la regresién en torno
a un estadistico relevante de la distribucién (un momento). Es uno de los
métodos de estimacion mas utilizados en la literatura.

Recordemos que la Funcién de Regresién Poblacional es:

Y=XB8+u (3.5)
La esperanza condicional estd dada por

E(Y/X)=Xg (3.6)
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Las razones de este resultado son el hecho que los X son fijos (supuesto
4) y que B es el vector de pardmetros poblacionales y como tal no es una
variable aleatoria, ademés la F(u) = 0 por el segundo supuesto del modelo
clésico.

Por su parte la funcién de regresiéon muestral es

Y=XB+e¢ (3.7)

con X
E(Y/X)=Y =Xg (3.8)
Como se planteé en el capitulo 2, el objetivo de MCO es obtener el

~ n
vector (3 que minimice la suma de los errores al cuadrado _e?, lo que en
1

forma matricial se traduce en

€1
MJNBigf = MIN; €'e=MIN; (e e .. &) (3.9)
1
En
Despejando € de la ecuacién 3.7 tenemos
e=Y-Xz3
reemplazando la ecuacién anterior en 3.9, se tiene
MIN,(Y — XB3)(Y - XP) (3.10)

utilizando algunas propiedades de la transposicién de matrices analizadas en
capitulos precedentes queda

MIN,(Y'-B'X)(Y — XB) = MIN,(Y'Y - Y'XB - BX'Y + BX'Xp)
(3.11)
tanto Y’ XB como B/X’ Y tienen dimensién 1x1, por ello su valor traspuesto
no varia . En otras palabras Y’ XB = B/X’ Y, quedando la expresion 3.11 de
la siguiente forma

MIN,(Y'Y —28XY +3X'Xp) (3.12)



72 CAPITULO 3. MODELO DE REGRESION LINEAL GENERAL

Asi la ecuacion anterior se convierte ahora en nuestro problema de opti-
mizacién. Como sabemos de la Teorfa de Optimizacién, para encontrar un
minimo debemos derivar esta expresion con respecto al vector de parametros
e igualar a cero, es decir

Y'Y — 28XY + BXXB)
op

Derivando y usando las propiedades de derivacién de matrices presentadas
en el capitulo 1 se tiene:

=0

—2X'Y +2X'X3 =0
X'X3=XY
Despejando el vector B obtenemos
B=XX)Y(XY) (3.13)
Esta tltima ecuacion es la matriz de estimadores de los pardmetros pobla-
cionales. Es claro que el vector de estimadores depende de las observaciones

de la variable dependiente y de las variables explicativas, cuya informacién
est4 resumida en las matrices (X'X) ™' y (X'Y) ya que:

> X ZX% Yo XaXie o D XaXi
XX =| D Xie > XinXi ZXZ% e 0 X Xk
| S Xu S XuXa Y XaXe .. DX
y — — — — —
1 1 1 .1 Y, S,
X Xo Xz ..o X Y, > YiXa

XY =| Xi2 Xoo Xz ... X s | = | D YiXeo

X Xop Xgp oo Xk Yo | > YiXu
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El 3, no es otra cosa que un estimador de los verdaderos pardmetros
poblacionales y por lo tanto es una regla o funcién que depende de los datos
observados. Ya que B depende de una variable aleatoria Y, debe a su vez
también ser una variable aleatoria.Para el caso de una regresién simple (una
variable independiente) se puede mostrar que la ecuacién 3.13 queda

2 (X, X) (- V)

(X, - X)?
donde una barra sobre la variable refleja su valor promedio.

La ecuacién 3.14 permite tener una visiéon més intuitiva de lo que deter-
mina el valor de B . Vemos que el denominador serd siempre positivo, por lo
tanto el signo que adopte B dependeré del valor del numerador. Si cuando los
valores de X; se encuentra bajo el promedio (X), los valores de Y; también
se encuentran bajo el promedio (Y) (y viceversa) entonces el numerador serd
positivo y § > 0. En este caso, existe correlacién positiva entre X; e Y;. Si
por el contrario, cuando X; esté debajo del promedio, Y; esté sobre el prome-
dio (y viceversa), entonces el numerador serd negativo y B3<0 (correlacion
negativa entre X; e Y;). Ademsds, se puede observar que el denominador es
una medida de la variacién de X; en torno a su promedio. Si la covariacién
(positiva o negativa) de X; e Y; es muy grande en relacién a la variacién de
X;, entonces B adoptara un valor grande. En caso que la covariacién de X;
e Y; sea menor que la variacién de X, entonces el valor de B serda pequeno
(menor que uno).

Analicemos en més detalle el proceso de estimacién. Para ello considere-
mos la expresién extendida del modelo que se desea estimar:

B= (3.14)

FRP:Y; =0y + 51X+ ... + 8, X + 1,
La estimacién del modelo correspondiente a la funcién muestral
Y, = Bo + BlXil +o+ BkXik + &
el vector B estd definido como:
b
5y

Iy
I

A

B
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el cual se obtiene usando la formulacién presentada en la ecuacién 3.13. La
interpretacién de los coeficientes es la siguiente:

] Bo es el efecto promedio de todas las variables no aleatorias que no
fueron incluidas en el modelo pero que afectan a la variable dependiente.
Este es el efecto promedio en la regresién general y es un pardmetro de
posicién de la recta.

. aY; . . .
» ;= e es la pendiente de la regresién con respecto a la variable X,
J
es decir, mide el cambio en el valor de Y ante cambios en X;.

Ejemplo 1: Estimacién de una Funcién de Consumo

Como ejemplo consideremos una funcién de consumo Keynesiana bésica

C=a+0bY,

la cual senala que el consumo depende del ingreso disponible Y, pero que
no se gasta todo el ingreso en consumo sino una porcién b de éste, llamada
proporcion marginal a consumir, por otra parte existe un consumo autonémo,
que no depende del ingreso y que estd representado por la constante a en la
ecuacién anterior. Deberfa ser claro para el lector que se estd describiendo el
modelo tedrico que estd dado por la teoria econémica.

Lo que interesa es estimar el valor de a y b usando informacién de con-
sumo e ingreso de una economia (puede ser también de las familias), para
lo cual debemos transformar nuestro modelo teérico deterministico en uno
estocdstico, es decir:

que representa la funcién de regresién poblacional y
C=a+by +¢

que es la funcién de regresion muestral

Usando una muestra de datos® de las Cuentas Nacionales sobre Consumo
e Ingreso Disponible en Chile para el periodo comprendido entre los anos 1960
a 1997 presentada en el apéndice A, podemos obtener estos estimadores.

6Los datos originales estén expresados en millones de pesos de 1986. Para la estimacién
que se hace en este apartado, y en la subseccién siguiente referida al estimador de la
varianza del error; los datos han sido divididos por un millén para evitar resultados muy
grandes. Se sugiere al lector verificar estos resultados para asegurar una buena comprension
del problema.
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Primero considere la ecuacién para el vector de estimadores:

p=XX)"(XY)

En este caso particular la matriz X'X esta dada por:

xx=[ o, E3 ]

Usando los datos de la muestra obtenemos:

X/X:l 38 132,996}

132,996 559,776

y su inversa esta dada por,

~y—1 | 0,1562  —0,0371
(XX)™ = l —0,0371  0,0106 ] (3.15)
a su vez 5
Ny Y | 93,4357
(XY) = { Y Xy } a l 384,8900 ] (3.16)
Por dltimo,

B = (X’X)‘I(X’Y>:[ 0,1562 —070371} [ 93,4357 ]

—0,0371  0,0106 384,8900

0,3152 1

0,6134 (3.17)

B = (XX)(XY)= [

reemplazando en la funcién de regresién muestral, tenemos’:

Cy = 03152406134 XY, + &
n = 38

donde C; representa al consumo privado en el periodo ¢, Y; es el ingreso real
disponible en el perfodo .

Como podemos observar, la estimacién obtenida cumple con la teoria
econémica, en el sentido que el coeficiente del ingreso es un niimero positivo

"Note que el pardmetro de posicién estd expresado en unidad de millones de pesos de
1986.
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menor que uno. El Consumo auténomo es de 0,3152 y la propensién marginal
a consumir es de 0,6134.

Deberfa ser claro para el lector que este resultado estd incompleto ya
que como hemos discutido en el capitulo 2, los estimadores son variables
aleatorias, lo cual significa que el coeficiente calculado es uno entre tantos
valores posibles. Para completar el ejercicio de estimacién econométrica es
necesario calcular la varianza de los coeficientes estimados. Ello nos permitira
realizar pruebas de hipétesis respecto de los valores posibles de los coeficientes
y construir intervalos de confianza para éllos.

El apartado siguiente discutird las propiedades de los estimadores Mini-
mos Cuadraticos Ordinarios, centrandose en las propiedades de insesgamiento
y minima varianza. En el desarrollo de las demostraciones se analiza la forma
de obtener la varianza de los estimadores.

3.4.1. Propiedades del Estimador MCO

En capitulos precedentes definimos un estimador como una funcién o regla
de la forma [ = B (Y1,...,Y,) que permite calcular u obtener un valor para
el parametro poblacional. Ademads, se discutieron las propiedades deseadas
de los estimadores. Es conveniente entonces preguntarse por las propiedades
de los estimadores minimos cuadréticos ordinarios del modelo lineal. Para
obtener estas propiedades se hace uso de los supuestos presentados al inicio
del capitulo.

Existe un teorema denominado TEOREMA de GAUSS-MARKOV, el
cual plantea que si se cumplen los supuestos clésicos, es decir:

L. E(p;) =0
2. Homocedasticidad: E(u;, — E(u;))? = E(u?) = o2

m
3. No autocorrelacion: E(u; — E(u;))(p; — E(p;)) = E(pp;) = 0, con
i# 3.8
4. Cov(zyj, p;) =0 Vj
Entonces el estimador de M CO es el Mejor Estimador Lineal Insesgado
(MELI). Es decir, los estimadores M CO son LINEALES, INSESGADOS y

tienen MINIMA VARIANZA. Revisemos cada una de estas propiedades por
separado.

®Los supuestos de homocedasticidad y no autocorrelacién se resumen en E(pp’) = 021,
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(a) Linealidad

Sabemos que 3 = (XIX)_]‘(X'Y) =AY
donde A = (X'X)_IX’ es fijo por el supuesto de que los valores de X son
fijos, lo que muestra que el estimador es lineal.

(b) Insesgamiento

Para demostrar que el estimador de MCO es insesgado, tomamos como
punto de partida el valor del estimador obtenido por M CO y la Funcién de
Regresién Poblacional:

A

B = (XX)"'(X'Y) (3.18)
Y = XB+p (3.19)

reemplazando la ecuacién 3.19 en 3.18 se obtiene
= (X'X)"'X'(XB + p)

(X'X) 7' X'XB + (X'X) ' X'
= B+ (X'X) 'X'p (3.20)

@ W
I

aplicando esperanza a 3.20

B) = E[B+(X'X) X'yl
E(B) = E(B)+E [(X'X) X'yl
E@B) = B+ (X'X)'XE(n)

Donde se ha utilizado el hecho que E(3) = 3. Por 1ltimo, es necesario
recordar el primer supuesto del modelo clésico, el cual muestra que F(u) = 0,
entonces:

E(B) =8
En palabras, esto nos dice que la esperanza del estimador de la funcién

de regresiéon muestral, es igual al vector de pardmetros B de la funcién de
regresion poblacional. Es decir, el estimador es insesgado.
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(c) Varianza Minima

Antes de mostrar que la varianza del estimador MCO es la minima, re-
querimos de una expresién para esta varianza. En el caso matricial deseamos
encontrar la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores. Para en-
contrar el estimador de la varianza de B reordenemos la ecuacién 3.20 tal
que:

B-B=XX)"Xnu (3.21)

la matriz de varianzas y covarianzas esta definida como E(B— E(B))(B —
E(B)), pero sabemos que E(3) = 3, por lo tanto

Var(B) = E(B- (B))
Var() = E|[(B-B)

y reemplazando 3.21 se obtiene

Var(B) = E[(XX)"'X'p)(X'X) "' X'p)'
Var(B) = E[(X'X)' X' pp/X(X'X)™]
Donde se aplicé las propiedades de la trasposicién de matrices. Ademads

se puede verificar que [(X'X)1" = [(X’X)']fl = (X’X)~L. Por lo tanto, la

expresiéon anterior queda como
Var(B) = (X'X) ' X' E(pp ) X(X'X) !

Ademis, asumiendo el supuesto de homocedasticidad y no autocorrelacion,
implica que

Var(B) = (X'X)'X'02LX(X'X)"!
Var(B) = o%(X'X)™! (3.22)

Esta es la matriz de varianzas y covarianzas del vector de estimadores.
Esta matriz, en su forma extendida es:
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-1

EXZ-Z1 YXiXin o0 XXX
. Y XX, ZX? e Y XX
Var(B) = op | U T T
XXX Y2XpXp - Zka
Vaﬁ(ﬁl) COU(BQ 32) e COU(@D @k)
_ OOU(ﬁm 51) Var(ﬁz) T Cov(ﬁz,ﬁk)
OOU(Bk: 31) COU(Bk: Bz) T VC”‘(Bk)

Con este resultado es posible demostrar que ésta es la minima varianza
para este vector. El procedimiento consiste en utilizar otro estimador lineal
e insesgado y demostrar que para que su varianza sea minima ésta debe ser
igual a la varianza del estimador MCO. Tomemos entonces un 3* cualquiera
tal que sea un estimador lineal insesgado de 3 donde

B'=AY
donde
A= (X'X)'X'+C'
es decir el estimador es lineal, y C es una matriz (nzk) de constantes cualquiera.

Entonces:
6*: [(Xlx)flxl + C/j| Y

= (X'X)"'X'Y + C'Y
reemplazando el modelo poblacional Y = X3 4+ p en en la ecuacién anterior
B = (X'X)'X'[XB+ p+C' [XB+ 4
B = (X'X)'X'XB+ (X'X)'X'p+CXB+Cpu
B = B+(XX)'X'pu+CXB+Cu (3.23)

para que la comparacién a realizar tenga sentido el nuevo estimador debe ser
insesgado, E(3") = 3. Aplicando esperanza a 3.23 se tiene

E(8") = E(8)+ (X'X) 'X'E(k) + C'’X8 + C'E(p)
E(B") = B+CXp (3.24)
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para que cumpla con la propiedad de insesgamiento debe ocurrir que C'X =
0.

Vale la pena resumir lo que hasta el momento se ha realizado. Sabemos
que existe otro estimador denominado 8%, el cual es insesgado. De esta forma
no podemos decir cual de los dos estimadores 3* 6 B es mas recomendable
utilizar. El criterio de decisién deberia ser el de minima varianza, nosotros
conocemos la varianza de B, pero ;jcual es la varianza de 3*7

Reordenando la ecuacién 3.23 se obtiene una expresién para la matriz de
varianzas y covarianzas de 3”

B —B=(XX) X'+ Cp

es decir,
Var(3") = E[(8"-E(8))(8"-E(3"))’]
= E[(8-8)(8-8)]
E [(X'X)"' X'+ C'p)(X'X) "' X'+ C'pa)']
E [(X'X)"'X'p+ C'p) (' X(X'X) ' +4/C)]

= E((X'X) "X pp/X(X'X) O pp X (X'X)
+(X'X)"' X/ pup'C + C'pup'C)
= (X'X) T XE(up ) X(X'X) T HCB(pp ) X (X'X)
+(X'X) "' X'E(up)C + C'E(pup)C
_ 2 -1 -1 2 -1
= o, (X'X)" X'X(X'X)" +0,CX(X'X)
+02 (X'X) ' X'C + 02C'C
de 3.24 se sabe que C'X = X'C = 0. Luego
Var(3*) = 0%, (X'X)™' + CC')
El primer componente de la ecuacién es igual a la varianza del estimador
MCO dado en 3.22. El segundo componente es una matriz (nzn) no nega-

tiva definida. Por tanto la Var(8*) > Var (B) Como B3* fue definida en

forma arbitraria, este resultado es valido para cualquier otro estimador lineal
insesgado de 3.

De esta forma hemos probado que el estimador MCO es el Mejor Esti-
mador Lineal Insesgado (M ELI), es decir, tiene la menor varianza dentro
del conjunto de estimadores lineales insesgados.
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Con la informacién obtenida hasta aqui existe sélo un aspecto que dificul-
ta la estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores.
Esto es, no conocemos el valor de ai. En la siguiente secciéon construiremos
un estimador insesgado para la varianza del error.

3.4.2. Estimador de la Varianza del Error

Otra informacién que nos interesa es estimar la varianza del error, de-

notada por ai. Encontrar un estimador para esta expresién es importante

especialmente para poder calcular la matriz de varianzas y covarianzas y
poder realizar pruebas de hipétesis sobre los pardmetros estimados. Usando
la expresion para la funcién de regresién poblacional y la funcién de regresiéon
muestral:

Y = XB+p (3.25)
Y = XB+e (3.26)

es posible despejar € de la funcién de regresién muestral,
e=Y-Xp3 (3.27)
y reemplazar el modelo poblacional de la ecuacion 3.25 , luego se tiene:
e=XB8+pu— X3
reemplazando la expresién de la ecuacién 3.20 obtenemos
e = XB+p-X [[3 +(XX) X’[,l,]
e = XB+p—-XB8-X(XX)'X'p
e = [In ~ X (X'X)! X’] "
Se define M = I,,—X (X'X) ™" X/,entonces
e=Mp (3.28)

M posee propiedades titiles e interesantes, a saber: es una matriz idem-
potente, es decir se cumple que M'=M y que M'M = M. Probemos cada
una de estas propiedades:
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1. M=M
(L -XXX)"'X) =1, - (X)) [(XX) '] X =1,-X (X'X)"' X/
2. MM =M

M'M = MM
= (I, - X(X'X)"'X') (I, - X (X'X) ' X)
=T1,- X (X'X) ' X'—X (X'X) ' X'+ X (X'X) T XX (X'X) ' X!
=L, X (X'X) ' XX (X'X) ' X'+X (X'X) ' X
=I,-X(X'X)"'X

Esto prueba que M es una matriz idempotente®.

Retomando nuestro problema central, la ecuacion 3.28 expresada en forma

cuadrdtica se puede escribir como:

ee = (Mp)(Mp)
ge = pMMp

ge = p'Mp
n n

A
i=1 j=1

donde m;; es el elemento de la fila ¢ y columna j de la matriz M.
Por lo tanto,

E(e'e) = E(¢'Mp)

E(e'e) = szijE (Nz‘ﬂj)

i=1 j=1

Por los supuestos (2) y (3) se obtiene:
E(é'/é') = Zm”ai
i=1

n
E(€/€) = UiZm“
i=1

E(e'e) = aitr_(M)

‘Donde L, I/, =1, .
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donde, como se recordard, tr(IM) es la traza de la matriz M.
Recordando que M =1,—X (X’X)f1 X’ y usando las propiedades de la
traza tenemos

tr(M) = tr(I, —X (X'X)"' X')
tr(L )—tr(X (X'X) "' X')
= n—tr(X(X'X)"' X))
— n—tr ((X’X)’IX’X>

= n—tr(I,)
= n—k
entonces
E(ee) = oltr(M) (3.29)

E(e'e) = o.(n—k)

Como puede observarse, el valor esperado de los errores al cuadrado
obtenidos de la estimacién MCO, no es un estimador insesgado de Oi. Sin
embargo, este resultado también nos da la clave para generar un estimador
insesgado.

De esta forma, se puede usar como estimador insesgado de O'Z la siguiente
expresion:

F=— (3.30)
ya que
ee . E(ee) oo(n—k)
(0'#) E(n—k) n—k n—k Tu

Esta expresion de la varianza del error puede estimarse usando la infor-
macién muestral contenida en la matriz de variables endégenas y exégenas.

e = (Y-XB)(Y-Xp)

(

(Y-BX)(Y - XB)

ee = (YY Y'X3 - BX'Y + BX'XB)
(Y’

—28X'Y + BX'Xp)

ee =

ge =

Usando el hecho que 3 = (X/X)le’Y
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e = Y'Y -28XY +BXXXX)'XY)
e = Y'Y -28XY+3XY
e = YY-3XY
Luego,
Y'Y - XY
n—k

Ejemplo 1: Estimacién de Varianzas para la Funcién de Consumo

A2
o,=

Estamos en condiciones de retomar el ejemplo de la funcién de consumo y
estimar las varianzas y covarianzas de los estimadores, para ello utilizaremos

las matrices 3.15, 3.16 y 3.17.
La suma de la variable dependiente al cuadrado es:

Y'Y =266,010

De esta forma tenemos:

Al B 93,4357 |
B (XY) = [ 0.3152 0,6134 } l 384.8900 } = 265,542
n—k = 38—-—2=236
Finalmente
2 10—2 42
o 66,010—265,5 0,013

o
" 36
con este estimador de la varianza del error podemos calcular

A

Var(B) = 62L,(X'X)™

- 0,1562 —0,0371 ] [ 0,00203 —0,00049
Var(B) = 0013 | 50371 00106 ]_{—0,00049 0,00014

asf, la ecuacién de consumo queda dada por!'?:

0 Tanto 3, como su desviacién esténdar estén expresados en unidad de millén.
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C, = 03152 + 06134xY, + ¢
d.e. (0. 04506) (0.0118)

en donde bajo el coeficiente estimado entre paréntesis se ha incorporado
la respectiva desviacién estandar de los estimadores.

3.5. Estimador Maximo Verosimil

Alternativamente al método de MCO, podemos usar el método de Méxi-
ma Verosimilitud para estimar los pardmetros poblacionales. La idea bésica
de este 1ltimo método de estimacién, es que distintas poblaciones deberian
generar muestras diferentes. Por lo tanto, una determinada muestra tiene
mayor probabilidad de pertenecer a una poblacién en vez de a otras. El es-
timador se deberia escoger de tal forma que la muestra tenga la mas alta
probabilidad de pertenecer a la poblacién en cuestion.

El Método de Maxima Verosimilitud, a diferencia del método anterior,
requiere un supuesto sobre la distribuciéon de probabilidad de la variable
dependiente que permita construir la funcién de verosimilitud a maximizar.
Manteniendo los supuestos cldsicos vistos anteriormente, asumiremos que la
distribucién de probabilidad del error es normal con media cero y varianza
constante e igual a O'i. Esto se puede expresar como:

Ly ~ N(0> Ui)

Ademsds, asumiremos que los errores individuales se distribuyen en forma
idéntica e independiente (iid). Si usamos el modelo poblacional Y = X3 + p
es posible obtener una funcién de distribucién de probabilidad para Y, dado
que X3 se comporta como constante. Entonces, por las propiedades de la
esperanza y la varianza:

Y ~ N(X3,07)

Utilizando la funcién de distribucién normal para estimar los pardmetros
By ai, la funcién de méaximo verosimilitud es:

n 1 ; — 1:0)?
L(Y;/X;,B,0%) = H \/WGXP {—%}

I
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Utilizando algunas propiedades del logaritmo, podemos simplificar la ex-
presion, de tal manera de dejarla en términos de sélo sumas y multiplica-
ciones:

n

W L(Y,/X,. B,0%) = Z[ln(l)—%ln(?wai)—i—ln(exp{_w})]

i=1 202
2 1 2 - (yi — Ii5)2
InL(Y;/Xi, B8,0,) = — Z 5 In(270},) — Z B
i=1 i=1 Iz

Como podemos observar, el primer término es constante, la sumatoria de
n veces esa constante es simplemente la multiplicacién del término por n.
Expresando en forma matricial:

2 n 2 1 /
InL(B,0,/Y) = -5 In (27r0u)—ﬁ(Y - XB)(Y — XP3)
“w
Lo que se busca es maximizar la funcién de Verosimilitud, para lo cual se
debe derivar con respecto a los pardmetros 3 y o2 e igualar estas derivadas
a cero para obtener las condiciones de primer orden. Las derivadas son las
siguientes:

OmL(Bo2/Y) 1 9(Y-XB)(Y-XB) 0
0B 202 0B -
El resultado de esta derivacion es formalmente idéntica a la obtenida con
MCO (ver ecuacién 3.13). Obtenemos:

1 -
S (—QX/Y + 2X’X6> —0
202
Despejando B se obtiene una expresion andloga a la obtenida por M CO.
Esto quiere decir que los mismos estimadores se obtienen por el método de

mdxima verosimilitud.
BMCO: BMV: (X,XYI(X/Y)

En el caso de la varianza del error (ai) la funcién de verosimilitud se
deriva con respecto de ai y obtenemos:

OmL(B,02/Y) n 1 ) +(Y—XB)/(Y—XB) .
= —— ﬂ' —_—
86i 2 27r03 2(&i)2
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Simplificando se llega al siguiente resultado:

A2 _
g, = =

que es un estimador sesgado y distinto al de M CO.

3.6. Estimacion en Desviaciones de Media

Es comiin en econometria expresar los datos en desviaciones respecto de
la media. La estimacién por desviaciones de media es interesante, ya que,
presenta en forma més compacta las matrices que determinan el vector de
pardmetros y ademds, tiene ventajas para la interpretacion de los resultados.

Para calcular las desviaciones de media es necesario restar a cada obser-
vacién, tanto de la variable dependiente como de las variables explicativas,
su respectiva media, es decir:

yi=Y,-Y

Tij = Xij — Xj

Esta forma de presentar los datos tiene ciertas ventajas entre las cuales
se destacan:

a) Es mis fécil el manejo de la informaciéon muestral ya que los célculos
con desviaciones de media son menos demandantes que usar los datos
originales, en especial si no se cuenta con recursos computacionales.

b) La interpretacién de los datos en desviaciones de media estd direc-
tamente relacionada con la naturaleza del problema econométrico. En
el modelo de regresion lineal se intenta explicar la variabilidad de la
variable endégena. Esta variabilidad se expresa en términos de qué tan
alejada estd la observacién con respecto a su media. La ecuacién en
desviaciones de media expresa en forma precisa este concepto.

Por lo tanto, un modelo expresado en desviaciones de media permitira
distinguir en forma directa qué porcién del cambio en la variable dependiente
es explicada por el modelo econométrico sugerido por la teorfa.
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Para expresar los datos en desviaciones respecto de la media considere la

matriz

1
1
X=|1

1

Xll
X12
X13

Xln

X21
X22
X23

X2n

X1
X2
X3

an

Se puede eliminar la columna de unos, ya que el promedio de columnas
de unos es uno (en la préctica implica eliminar el pardmetro de posicién) y se
resta a todos los elementos de cada columna su respectiva media, quedando
la nueva matriz de la siguiente forma:

I OB ¥
donde X; = &

X — X
KXz — Xj
Xz — Xg
an - Xk

X111 T21 - Tkl
- T12 T2 . Tk2
Tin To2n - Tkn

Hacemos las mismas operaciones con las matrices e Y

p— | fy
[l’: :U’2_,UJ —_ /”1:2

Y1—3_/ N
Yo=Y | _ | %

Note que para un variable particular X; podemos expresar la suma de

todos sus elementos como:

> X =iX;

Donde 7 es un vector de unos.

Adicionalmente se tiene que

Z aX; = ai’X;

si a = 1/n entonces

Z CLXi = %i/Xz
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y
— X; 1.
Xi = Z = —IIXZ‘
n
> X, .1, 1.,
1X; = Zz =i—i'X; = —ii'X;
n n n

Esta expresion es 1til para expresar las matrices en desviaciones de me-
dias. Es decir:

X
X 1
P =X
n
X
y
X1 —Xy
X, — X, _
x = , — X —iX = X——ii'X
. n
X, — X,
1
x = [1 — il | X = MX (3.31)
n

Donde My = I — %ZZ/ H

Si retomamos el problema de estimacién tenemos una ecuacién para la
Funcién de Regresiéon Poblacional expresada en desviaciones de media. Sabe-
mos por la ecuacion 3.1 que la Funcién de Regresiéon Poblacional puede es-
cribirse

Y = By + 81 X1 + .. + B, Xk + 1

Si aplicamos el operador de la esperanza, obtenemos

E(Y)) = B+ B, E (Xi) + .. + 5, E (Xa) + E (1) (3.32)
Entonces (1) — (2) da

IIN6tese que My es una matriz simétrica e idempotente.
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Vi —E(Y) =5, (Xa — E(Xa)) + .. + 8 (Xaw — E(Xa)) + (1 — E (1))
o lo que es lo mismo en forma compacta

y=xB+pn

y una Funcién de Regresién Muestral
y=xB+E&

donde € es la diferencia entre ¢; y &.

Se puede mostrar que € = 0. Para ello considere las ecuaciones normales
del proceso de minimizacién de MCO del modelo lineal general :

XX3-XY = 0
~X'(Y-XB) = 0
—-Xe =0

De donde se puede deducir que:

e =0 (3.33)
Zgini =0
ZEZ'XQZ' =0
Y X _ 0 (3.34)

Por lo tanto, el nuevo vector de errores queda de la siguiente manera:
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Donde & :&, pero de (3.33) se sabe que > ¢; = 0, entonces el nuevo
n

vector € queda

me
Il
I

™

Desde luego, lo que se busca es minimizar la sumatoria de residuos al
cuadrado:

MIN Y e = MIN (€e)
~ ! -~
ge = (y—xB)(y —xP)
e = yy-y'xB-Bxy+BxxB
e = y’y—2B/x’y + B/x’xfi

derivando respecto del vector de pardmetros e igualando el resultado a cero
se tiene

O€'e
0B
B = (xx) Xy

= —2x'y +2x'xB =0

que es el nuevo estimador MC'O usando los datos en desviaciones de media.
Aunque la formulacién parece idéntica a la ecuacién 3.13, en este caso no
se obtiene una estimacién para el pardmetro de posicion, BO, ya que este
ha sido eliminado en el proceso de transformacién de los datos. Como puede
observarse de la ecuacion 3.32, para obtener este estimador basta con calcular:

BO:Y_BX

Esta forma de expresar los datos en desviaciones de medias permite cal-
cular los estimadores con una matriz mas pequena que en el caso general,
pero su utilidad es mas clara al momento de estudiar los criterios de bondad
de ajuste del modelo lineal general.



92 CAPITULO 3. MODELO DE REGRESION LINEAL GENERAL

3.7. Criterios de Bondad del Ajuste

Se denomina Criterios de Bondad del Ajuste a estadisticos que permiten
evaluar la capacidad que tiene el modelo de explicar la variacién de la variable
dependiente. En modelos lineales, el criterio mas utilizado es el denominado
R? (“R cuadrado”).

Para entender qué es el R? retomemos el modelo en desviaciones de me-
dias:

y=xB+e¢

Si consideramos una sola variable explicativa el modelo se reduce a

yi = B + &
es decir, R
Yi—Y:ﬁ)(Xi—X)+€i

Elevando al cuadrado y aplicando sumatoria tenemos

S W=7 = S X— XY e (3.35)
STC = SEC + SRC

Note que el producto de ) z;e; = 0 (ver ec.3.33) .

El primer término se denomina Sumatoria Total de Cuadrados (STC) 'y
es una medida de la variabilidad de la variable dependiente respecto de su
media. Esto es lo que deseamos explicar. Esta variacién se descompone en:

(1) Un componente explicado por el modelo (> (X;—X )2,@2), que conocemos
como Sumatoria Explicada de Cuadrados (SEC) 'y

(2) Un componente no explicado (3 €?) llamado Sumatoria Residual de

Cuadrados (SRC).

El aporte del modelo tedrico sugerido es solamente la SEC, ya que la SRC
refleja nuestra ignorancia respecto de otras variables o factores que explican
los cambios en nuestra variable dependiente. De esta forma, el R? se define
como:

SEC

2
R_STO

(3.36)
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Mientras més cercano a uno sea el valor de R?, entonces mayor serd el
poder explicativo del modelo. Este criterio indica el porcentaje de la varianza
de la variable dependiente que es “explicada” (en un sentido estadistico) por
el modelo y puede estar en el rango de 0 a 1. Es decir, se mueve entre un
cero o cien por ciento de la “explicacién” de la variable dependiente.

Note que dicha definicién se mantiene en el caso de mds variables explica-
tivas, es decir en el caso del modelo lineal general,

y=xB+e¢
y usando la ecuacion 3.31 tenemos que
MyY = MyX3 + Mye

donde Mge = €. Expresado en forma cuadratica
A~ / ~
(MyY) MyY = (MOX[B + Mos) (MOXB + Moe)
Y'M,M)Y = (B’X'Mg + e/M()) (MOXB + Moe)
Y'MY = BXM,MyXB+ 8 XM,Moe+
E/MGMOX,B + E/M6M0€
YMY = BX'MXB+ee
Donde se ha hecho uso de MM, = My y € MyX = &'X = 0.
Luego la STC = Y'M,Y, la SEC = BX'MyX3 vy la SRC = ¢'e.
Y el R? queda definido en forma matricial como:
SEC  STC —SRC  BX'M,XJ3
sTc — STC Y'MyY
B g'e
Y'MyY

R =

Expresada en forma mads sencilla se tiene:

n

STC = Zn:yf =) (Y, -Y)?= zn:Yf —nY?=Y'Y — n¥?
=1 =1 =1

SRC = Y e?=ce=Y'Y-BXY

=1
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entonces
. src—sge Y'Y -n"?— (Y'Y -3XY)
R? = = _ 3.37
STC Y'Y — nY? (3.37)
o BXY v
Y'Y —nY?

También es posible expresar su valor en términos de desviaciones de me-
dias, para lo cual usamos una forma conveniente de expresar la sumatoria de
errores al cuadrado tal como:

- ~\' - ~ -
ge = (y — XB) (y — Xﬂ) = (y/ - BX’) (y - XB)
— yy-BXy—yxB+BxxB3
y'y —28x'y + Bx'x (x'x)"' Xy
A~/ A /
Yy —28x'y+pBxy
N
= yy—BXly
vy —y'x8

oo Y- XeE _yy-ee _yy-yy+yxB _yxB

3.38
>yl y'y y'y y'y (3.38)
<t
R = i’fyy (3.39)

Uno de los problemas que presenta el R? es que su valor aumenta si se
incrementa la cantidad de variables explicativas. Esto se deriva del hecho que
E(e'e) = o%(n — k) (ver ecuacién 3.29). Entonces al aumentar k, para un
niimero fijo de observaciones n, E(g'e) se reducird y el R? aumentard. Ello
sucederd aunque las nuevas variables explicativas agregadas no aporten a la
“explicacién” de la variabilidad de la variable dependiente. Esto hace poco
confiable este criterio de bondad de ajuste. Para evitar esto se ha propuesto
un R? corregido, el cual considera los grados de libertad que tienen y pierden
las variables. Retomando la definicién inicial

/

R_1_ ele ) 5521_253

YMY ¥y Sy

)
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se puede dividir la SRC y la STC por sus respectivos grados de libertad
dando origen a un R? corregido de la forma

o Ee/n=k) | Y-k
R oy Rl P ] Fopg

Esta medida considera el efecto de agregar mas variables o mds obser-
vaciones al modelo. Como es posible observar, al aumentar el nimero de
variables explicativas (k), sin reducir la sumatoria residual de cuadrados,
aumenta el término €’e/ (n — k) y por lo tanto se ve reducido el R%. Este
indicador permite la comparacién del poder explicativo de modelos donde se
agregan o quitan variables.

La relacién entre R? y R? se puede obtener de la siguiente forma:

o B2 (n—k)
o= s e
o (n—1)%ef
(n—k)2y?

(n—1)

BT Ly

de donde es posible observar que siempre R? < RZ.

Ademsds, cabe mencionar que R? no estd delimitado a valores iguales o
mayores que cero. Cuando el modelo incluye muchas variables con muy bajo
grado explicativo R? puede ser negativo.

Ejemplo 1: La Funcién de Consumo Keynesiana

En este punto estamos en condiciones de presentar el ejemplo 1 completo.
Usando el software E-views y las cifras de consumo e ingreso adjuntadas en
el archivo consumo.xls se obtienen los siguientes resultados:

C,= 03152 + 06134xY, + g
(0,04506) (0,0118)
n = 38
R* = 0,9869
R? = 0,9866



96 CAPITULO 3. MODELO DE REGRESION LINEAL GENERAL

donde C} representa al consumo privado en el periodo ¢, Y; es el ingreso
real disponible en el perfodo t. Las cifras entre paréntesis corresponden a la
desviacion estandar del coeficiente estimado (la raiz cuadrada de la varianza).

El primer pardmetro, B 1, corresponde al consumo auténomo. Es decir, si
el ingreso fuese igual a cero, de todos modos existirfa un consumo igual a 3152
millones de pesos!'?. El valor de 3,, igual a 0.6134, se interpreta de la siguiente
forma: si el ingreso aumenta en una unidad el consumo se incrementa en
0.6134 unidades. O sea si el ingreso real disponible se incrementara en 100
millones de pesos, el modelo predice que el consumo privado aumentaria en
61.34 millones de pesos. Esto desde el punto de vista econémico se conoce
como la Propension Marginal al Consumo.

Al evaluar los coeficientes de determinacién (R? normal y ajustado), pode-
mos concluir que la estimacién obtenida se trata de una buena aproximacién,
explicando el 98,66 por ciento de la variabilidad del consumo. Adema&s, como
es posible comprobar, el valor del R? es (aunque marginalmente) menor que
el del R2. Esto es consecuencia que k = 2 en este caso.

Ejemplo 2: Estimacién de la Funcién de Importaciones

Un caso interesante de analizar es la Funcién de Importaciones. Recorde-
mos que, en términos generales, el nivel de importaciones depende del PIB y
del Tipo de Cambio Real (TCR). Esto se debe a que:

a) Un mayor nivel de produccién genera mayores ingresos a nivel nacional.
Estos ingresos permiten aumentar nuestras compras en el exterior,
es decir, elevar el nivel de importaciones. De esta forma, existe una
relacién directa entre PIB e importaciones.

b) El Tipo de Cambio Real refleja la cantidad de bienes nacionales que
deberfamos sacrificar para obtener una unidad de bienes importados.
Si se tiene un TCR elevado, nuestra capacidad de compra del exterior se
deteriora, ya que cada unidad importada resulta mas cara. Este hecho
nos demuestra, entonces, que a medida que el tipo de cambio real crece
el nivel de importaciones disminuye, existiendo asf una relacién inversa
entre ellos. Sin embargo, no es obvio que el efecto de un cambio en el
TCR sobre las importaciones se deje sentir completamente en el mismo
periodo. Por ello es importante en la especificacién del modelo permitir
los efectos rezagados del TCR sobre las importaciones.

12Expresado en moneda constante de 1986.
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Aclarada la relacién existente entre las variables, procedemos a estimar
la Funcién de Importaciones a partir de los datos'® tomados de las Cuentas
Nacionales para el periodo comprendido entre el segundo trimestre del ano
1990 y el tercer trimestre del ano 2000 los cudles puede encontrar en el archivo
importaciones.xls . Los resultados se muestran a continuacion:

In(M;) = 0,47078 4+ 0,99234 In(PIB;) — 0,01299 TCR;_1 + &4

(2,6156) (0,1638) (0,0031)
n = 42
R* = 0,9617
R?2 = 0,9598

donde M, es el nivel de importaciones en el periodo t, PIB; es el producto
interno bruto en el periodo t, TCR;_1 es el tipo de cambio real para el
periodo ¢t — 1, y In indica el logaritmo natural. Tal como en la funcién de
consumo, las cifras entre paréntesis corresponden a la desviacién estdndar de
cada estimador, es decir, a la raiz cuadrada de la varianza.

Considerando el R? la regresién explica un 96.17 % el comportamiento de
las importaciones en relacién a los cambios que se produzcan en el producto
y en el tipo de cambio real en los distintos periodos considerados.

Para poder ver el efecto que tiene la inclusién de més variables sobre el
R? se estimard la funcién de importaciones sin considerar el efecto que puede
tener sobre ellas el tipo de cambio real (T'C'R). Los resultados se muestran a
continuacion:

In(M,) = —9,97143 + 1,63785In(PIB;) + &
(0,89613)  (0,06263)
n = 42
R* = 0,9447
R* = 0,9434

Como se esperaba, el coeficiente de determinacion R? disminuye al re-
ducir el nimero de variables explicativas, o dicho de otra manera, el valor
de R? se incrementa al aumentar el nimero de variables explicativas. Estos

3Fuente: Boletin Mensual del Banco Central de Chile, su pégina web, Indicadores
Econémicos. Informe Econémico y Financiero.
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resultados apoyan el hecho que esta medida puede no ser muy confiable y se
hace necesario considerar como mejor medida el R?. Puede observar que si
bien este ltimo también cae al omitir una variable, lo hace en menor medida
que el R2.

3.8. Inferencia

En esta seccién se discutirdn algunos conceptos relacionados con las prue-
bas de significancia individual, pruebas de significancia global, y prediccién
del modelo lineal general.

Si bien en las secciones anteriores hemos visto como se pueden estimar los
coeficientes de modelos tedricos, no debemos perder de vista la naturaleza
estadistica de estos resultados.

Considere el ejemplo 1, donde se obtuvo un coeficiente estimado de 0.6137
para la Propensién Marginal al Consumo. Sin embargo el pardmetro estima-
do es a su vez una variable aleatoria que puede asumir un rango posible de
valores con mayor o menor probabilidad. Por tanto es posible que el valor
del pardmetro poblacional no sea 0.6137, sino 0.5 6 0.7. Es mds, a menos
que tengamos alguna forma de comprobarlo, no sabemos si el pardmetro
podria ser cero. Para poder determinar la probabilidad de un evento de es-
ta naturaleza, debemos desarrollar la inferencia estadistica que, entre otras
cosas, nos permite establecer Pruebas de Hipétesis para dilucidar este tipo
de problemas.

3.8.1. Pruebas de Hipétesis e Intervalos de Confianza.

Recordemos que la matriz de varianzas y covarianzas de los pardmetros
estimados se calcula como (ver ecuacién 3.22):

2 -1
Var(B) = O'i(X/X)
donde la varianza del primer pardmetro estimado viene dado por:

vm‘(él) = J2@11

m

. . . / —1 ¢
siendo ay; el primer elemento de la matriz (X' X) ™. En el caso de un pardmetro
cualquiera, la varianza es:

VC”“(B@') = U,zﬂn'
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A diferencia de la estimacién por Méxima Verosimilitud, en el método
de Minimos Cuadrados ordinarios no es necesario realizar supuestos sobre
que distribucién tienen los errores del modelo. Basta con asumir que esta
distribucién tiene media cero y varianza constante. Sin embargo, cuando
se pretende realizar inferencia estadistica se debe incorporar un supuesto
adicional al modelo lineal general. Este supuesto es conocido como el supuesto
de normalidad e implica asumir que el error se distribuye en forma normal.
La idea bésica es que si queremos conocer con que probabilidad es posible
observar un determinado valor del pardmetro, debemos conocer la forma de
su distribucién. Lo anterior se resume en que

o~ N(0,0%)

Dado este supuesto, es posible concluir que los pardmetros estimados se
. . . . !/ —1 .
distribuyen en forma normal con media 3 y varianza ai(X X)), es decir:

B~N(B, 2(X'X)™)

Anteriormente demostramos que B es un estimador insesgado, la varianza
de § también ha sido obtenida previamente. Finalmente, sabemos que la
regresion es lineal en los pardmetros. Ello significa que B es una combinacion
lineal de los valores de Y;. De acuerdo a un teorema bésico de estadistica, si
los Y; se distribuyen en forma normal, entonces cualquier combinacién lineal
de estos también se distribuird en forma normal.

Si se conociera el valor de ai, se podrian realizar pruebas de hipdtesis
directamente usando la distribucién normal. Sin embargo, este valor no es
conocido y solo tenemos un estimador para éste. La solucién a este problema
consiste en crear una variable adicional Chi-Cuadrado, con la cual transfor-
mamos nuestra distribucién normal original en una distribucién ¢ de student,
en la cual podemos usar el estimador 6i en reemplazo de ai.

Veamos primero la creacién de la variable Chi-Cuadrado. Para hacer esto
considere el supuesto inicial y; ~ N(O, Ui). y recordando la informacién
discutida en el capitulo 2, se puede estandarizar esta variable dividiendo por
su desviacion estandar .

7

2
O

~ N(0,1)

Si elevamos esto al cuadrado construimos una variable distribuida Chi-
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Cuadrado con 1 grado de libertad.

2
2
Hi i
( o2> =z "X
w @

La suma de los n términos de error al cuadrado (observaciones), tendrd
también comportamiento Chi-Cuadrado, pero con n grados de libertad.

B~ )
7 I

En este punto podemos realizar el siguiente reemplazo

n n

2 2
EMNE:Q
i i

La ecuacién anterior nos queda *

2
2 X (n —F)
y recordando que
>et
0’2‘ - nl— k

e Z - > K X2(n — k;) (3.40)

Esta variable nos permite solucionar el problema mencionado en el parrafo

anterior, ya que ahora se puede construir una variable con distribucién ¢ de
Student. Los pasos son los siguientes:

14Perdemos k grados de libertad ya que para estimar la sumatoria de cuadrados resid-
uales fue necesario calcular los k coeficientes de la regresién.
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1. Dado que 8 ~ N(B, Ji(X/X)fl) se construye una distribucién normal
estandar de la forma R
B-B

Ny —1

ai (X'X)

que para el caso particular de un solo coeficiente es:
Bi—Bi

2.

VO
2. Se sabe del capitulo 2 que una distribucién normal estdandar, dividida
por la raiz de una Chi-cuadrado a su vez dividida por sus grados de

libertad, es una distribucién t-student. Por tanto si utilizamos 3.41 y
3.40, obtenemos

(3.41)

Bi — B
O'iazz . 61 _ﬁz o 61 _51 ~ t( B
(n— k)62 /02 62 5B
n—k

Luego, con esta nueva variable aleatoria construimos un intervalo de con-
fianza para realizar las pruebas de hipétesis. El intervalo de confianza con un
95 % de confianza viene dado por

Pr (—1,96 <Bimhi 1,96) = 0,95
S/\
B
donde los valores se obtienen de una tabla estadistica para el valor de ¢. En
este caso, se escogié un test con dos colas.
Sin embargo, regularmente se usa la prueba puntual y no el intervalo de
confianza. Para el caso de las pruebas puntuales existe una regla practica que
consiste en comparar el valor t-calculado igual a

A

Bi—Bi
5B

t. =

con el valor asociado al ¢ de tabla (¢;). En el caso de que el nimero de
observaciones sea mayor que 20 se utiliza como regla aproximada un valor
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de tabla o valor critico de 2. Esto porque como puede verse en la tabla de la
distribucién ¢, para una prueba de dos colas con un 95 % de confianza el valor
de tabla con 20 grados de libertad es 2.086. El criterio de decisién implica
que si t. > t;, entonces se rechaza la hipétesis nula cualquiera que esta sea.
Como ésta es una distribucién simétrica importa sélo el valor absoluto.

Ejemplo 1: Hipétesis en la Funcién de Consumo

= Recuerde la Funcién de Consumo dada en Ejemplo 1 Seccién 3.4. Para
verificar la significancia de los pardmetros se analiza la Prueba de Sig-
nificancia Individual medida a través de la Prueba ¢. En el caso que
estemos interesados en probar si el pardmetro estimado /3, es distinto
de cero con un 95 % de confianza, podemos establecer la hipétesis nula,
Hy, de la siguiente forma:

HO : 62:0
H1 . 62#0

donde H; es la hipétesis alterna.
El ¢ calculado se encuentra de la siguiente forma:

~

By— By 06137 -0

Ss, 0,0118

te =

= 52,0085

Es posible observar que el ¢ calculado es mayor que el ¢ de tabla!®. El
estadistico ¢ rechaza la hipétesis nula. Es decir, el incluir la variable ingreso
en la regresién, resulta ser significativa. O en otras palabras, con una muy
alta probabilidad se rechaza la posibilidad que el valor (“verdadero”) del
pardmetro poblacional sea cero. De esta forma, se valida el signo que lo
acompana (en este caso positivo). Este hecho es importante ya que, como
se deduce de lo dicho anteriormente, es acorde con la teoria econémica en el
sentido que existe una relacién directa entre ingreso y consumo. Asi, cuando
el ingreso real disponible aumenta en una unidad en el periodo ¢, el consumo
en igual periodo también se incrementars.

15Para una muestra de 38 observaciones y un 95 % de confianza el t de tabla es de 2,021.
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También es posible verificar si un pardmetro es o no significativo a través
de un intervalo de confianza. Cualquiera de los dos métodos, la prueba t
individual o el intervalo de confianza, nos conducen a la misma conclusion.
El intervalo de confianza se encuentra de la siguiente forma:

<32 —1g5p < Byl + t%SBz>

donde S 3, €8 la desviacién esténdar del estimador [3,, reemplazando los
correspondientes valores tenemos:

(0,6137 — 2,021 x 0,0118 < 3, < 0,6137 + 2,021 x 0,0118)

(0,5899 < B, < 0,6375)

Podré observar que dentro del intervalo no se encuentra la posibilidad que
B, tome el valor cero. Este resultado coincide con lo interpretado en la prueba
t individual ya desarrollada. Por lo tanto, podra hacer uso del método que
usted desee para probar la significancia de los pardmetros. A veces el intervalo
de confianza puede ser preferido desde un punto de vista visual. En el ejemplo
anterior, la prueba no sélo dice que 3, # 0, sino ademés aproximadamente
en qué rango se encuentra el valor verdadero con un 95% de confianza. Se
observa que este valor deberfa estar entre 0.59 y 0.64, informacién que no
se obtiene directamente con la prueba puntual. En otras ocasiones, cuando
lo interesante es probar sélo si la Hy es vilida o no, puede ser preferible la
prueba puntual.

Ejemplo 2: Hipétesis en la Funcién de Importaciones.
Llevaremos a cabo ésta prueba sobre los dos pardametros mas relevantes de

la Funcién de Importaciones!®, en éste caso respecto a Bl (PIB)y BQ (TCR—1).
Las pruebas de hipétesis para 5, quedan planteadas como:

H(J : 6120
H1 : 617&0

El estadistico ¢ lo hallamos como se muestra a continuacion:

16Ver ejemplo 2.
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B, — 234 —
tC:51 fr _ 0,9923 0:6.0582

S, 0,1638

Las pruebas de hipétesis para 3, son:

HO : 62:0
Hy : [y#0

El estadistico ¢t serd entonces:

A

By— By  —0,01299 — 0

S 0,0031

Si tomamos el valor absoluto los valores del estadistico ¢ encontrado para
cada uno de los pardmetros y lo comparamos con el de tabla podremos com-
probar que en ambos casos el ¢ calculado es mas grande que el ¢ de tabla,
ubicdndose en la zona de rechazo. Es decir, se rechaza la Hjy y se acepta
la Hy, lo cual significa que con un 95% de confianza se puede decir que el
valor de los pardmetros poblacionales es distinto de cero. Interpretando este
resultado se valida el signo que posee el coeficiente estimado de 3, y (5 .

¢ = =—4.1903

3.8.2. Test T Generalizado

Existen también pruebas de hipétesis de tipo compuestas, en las cuales se
desea realizar una prueba de hipétesis sobre varios parametros a la vez. Por
ejemplo, cuando se estima una funcién de produccioén del tipo Cobb Douglas,
generalmente se estd interesado en compobar la hipétesis de rendimientos
constantes a escala. Como recordard, para que exista rendimientos constantes
a escala en esta funcién, se requiere que la suma de los pardmetros asociados
a los factores productivos sea igual a 1. Entonces si la funcién de produccion
es:

Y = AXPXDX]

donde Y es el nivel de produccién y Xy, X5 y X3 son los factores productivos,
la prueba de hipétesis es que la suma de los coeficientes sea igual a 1.

at+f+y=1
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Para este tipo de hipétesis utilizamos la llamada Prueba T Generalizada.
En esta prueba se utiliza un vector columna t de constantes, de tal forma
que la hipétesis se plantea en términos de

t'8 =t + tafy + ... + tuf3y,

donde, los t; pueden tomar cualquier valor.

Para poder realizar la prueba, primero necesitamos encontrar la distribu-
cién de t/ B Ya que, el vector de estimadores tiene una distribucién normal
y t es un vector de constantes, entonces la esperanza y varianza para t’ B
estdn dadas por!”:

E(t'B) =tE(B) =t'8
Var(t'B) = tvar(B)t = t'o%(X'X) 't = o2t/(X'X) 't

Una vez que tenemos estos datos, podemos observar que:

t'8~ N(t'B,02 t'(X'X)'t)

8-t
o2t/ (X'X) '

~ N(0,1)

Nuevamente, debido a que no conocemos el valor de o2, construfmos una
variable aleatoria ¢, de la siguiente manera:

'8 —t'3
\/ o2t (X'X) "'t t3—t3

\/&it' (X' X) "¢

Observe que la expresién t/(X’X) "'t es una matriz de orden 1 x 1, por
lo tanto la operacién de raiz cuadrada no presenta ningtin problema.

17Para un vector X de variables aleatorias de orden kz1, la forma AX + b, con Ay b
matrices de constantes de orden nzk y nxl respectivamente, se tiene

1. E(AX+b)=AE(X)+b
2. Var(AX +b) = Avar(X)A’
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Volviendo al ejemplo con que comenzamos este punto, nuestro vector de
constantes t, serd:

De esta forma tenemos que:

(67
tB=[111]|8|=a+8+7y
g

Asi el problema se resume en las siguientes pruebas de hipétesis:
HO : t/,B =1
Hl : t/,B 7& 1

para la cual operan los mismos criterios establecidos anteriomente en el caso
de pruebas simples.

3.8.3. Prueba F General.

La caracteristica principal de esta prueba consiste en que permite el con-
traste de varias hipétesis en forma simultdnea. Es posible por ejemplo una
hipétesis de la forma

fr=-1
Hy : 52:1
28, + 3B, =1

En este caso la hipétesis alternativa, es el NO cumplimiento de la hipéte-
sis nula. Es decir, bastarfa que no se cumpla cualquiera de las hipotesis prop-
uestas, para que la hipétesis sea falsa.

Existen dos alternativas para realizar esta prueba.

Alternativa 1.

La primera es via matricial, en que se consideran dos matrices Ryx y
r,x1, donde ¢ se refiere a la cantidad de restricciones (conocidas) que se le
estdn imponiendo al modelo. En este caso, la hipétesis nula se plantea de la
siguiente forma:

H(]Z R,BZI'
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Si consideramos el ejemplo anterior, suponiendo que existen sélo dos
pardmetros, las matrices relevantes serfan:

10
R=]01 r= 1
2 3

Existen algunas condiciones que se deben mantener al realizar esta prue-
ba. Estas son:

1. El nimero de restricciones (q) debe ser inferior o igual al nimero de
pardametros (en nuestro ejemplo, no se cumple esta condicién y la ter-
cera restriccién se puede escribir como una combinacién lineal de las
dos primeras). En otras palabras, el rango de la matriz R debe ser
menor o igual al nimero de restricciones lineales.

2. Cualquier restriccién sera valida, y se podra representar en forma ma-
tricial, siempre y cuando ésta sea lineal. En otros casos no existen las
matrices r y R.

Para encontrar una distribucién ttil para esta prueba de hipdtesis, re-
cuerde que el vector de estimadores presenta la siguiente distribucién:

B~ (802 (X%))

Y ademsds, utilizaremos el hecho que

E(AX) = AxE(X)
Var (AX) = AVar(X)A'

donde A es constante (una matriz de escalares constantes). Entonces, al mul-
tiplicar la matriz de pardmetros estimados de 3, por la matriz de constantes
R, obtenemos la siguiente distribucién de probabilidad:

R3 ~ N (Rﬁ, 2R (X'X) " R’)

Al igual que en el caso de una sola variable aleatoria, cada una de las
variables incluidas en el vector 3 se pueden estandarizar. Sin embargo, en
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este caso particular se debe considerar la distribucion de una forma cuadrética
en la cual puede existir correlacién entre los elementos del vector 3'%.
Asi el vector

(RB _ Rﬂ) ~N (0, o2 R(X'X)™" R’)

y la forma cuadratica de la expresién anterior puede transformarse en una
variable con distribucién Chi-Cuadrado tal que:

(RA - Rﬁ)' RXX)'R) " (RE-RH)

2

Bajo la hipétesis nula

(RA - r>' RXX)'R) " (RE-x)

2
T

~X{ (3.43)

Donde ¢ es el nimero de restriciones lineales impuestas en R3 =r.

En este momento nos volvemos a enfrentar al problema que ai no es
conocida. Por lo tanto utilizamos el mismo procedimiento anterior, dividir la
ecuacién ?? por:

~2
o, (n—k) v
2 AX(n—k)
i
lo cual ajustado por los respectivos grados de libertad de cada variable
Chi-Cuadrado se distribuye F' (vy,v9)".

En este caso la variable F queda expresada de la siguiente manera:
~ / p— ~
(R[B _ RB) (R(X'X)'R)™ (RB _ RB)

02 xq
F= — n_“
LQk)/(n_k)

I

o

1 (RB . Rﬁ)/ (R(X'X)"'R)™ (RB . R[B)

- ~2
q Ou

~ F(qvnfk)

18Para una demostracién ver Johnston (1992).
YVer seccion 2.3.4.
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Como conocemos el valor de &i lo podemos reemplazar, quedando la
siguiente expresion:

(RA - Rﬂ)' RXX)'R) " (RE - RH)
ne—ek
oo (RB- Rﬂ>/ RXX)'R) " (RE-RH)

Bo= q ee ~ Flant)

F = ~ Flgn—k)

| =

En este caso operan los mismos criterios que para las pruebas anteriores.
Es decir, si el F calculado es mayor que el F de tabla se rechaza la hipétesis
nula.

Alternativa 2.

Un método alternativo y mds simple para realizar las pruebas de sig-
nificancia global con distribucién F es mediante la utilizacién de las Sumas
Residuales del Modelo.

Estas sumas residuales se calculan para el caso de un modelo restringido
a la hipdtesis que se desea probar y un modelo no restringido a la hipétesis
nula. De lo que se trata es de comparar si estas sumas residuales son o no
estadisticamente diferentes. Si bajo la hipdtesis nula las sumatorias no son
distintas de las obtenidas en el modelo no restringido, entonces podemos
aceptar la hipétesis nula.

Para clarificar el concepto, tomemos el modelo lineal general en desvia-
ciones de medias y por fines de simplicidad asumamos que existe s6lo una
variable explicativa

Yi = Bﬂh +&;

Elevando esta expresion al cuadrado y aplicando sumatoria se tiene:

Sp=5Y 2243 e (3.44)

que es la sumatoria total de cuadrados (STC) dividida en una sumatoria
explicada (SEC) y una residual (SRC).

STC =SEC + SRC
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Ahora bien, sabemos que 3 « N(8, 0%(X'X)~") y por lo tanto

BB

———~N(0,1)
ai(X’X)*l

que para nuestro caso simple es
B=B _ (B=B)VY a7
— = « IN(0,1)
o, O-H
Vs

Si este resultado lo elevamos al cuadrado, tendremos una distribucién y? con
un grado de libertad.

(5_53—2 Z I?m X2(1>

Asumamos la siguiente hipotesis nula
HO : 6 =0
Bajo esta hipdtesis tenemos dos resultados importantes:

~ 2 x2
L B2 ey

2. Y y? =3 €% es decir la STC es igual a la SRC. Llamaremos Suma-
toria Residual Restringida de Cuadrados (SRRC) a la STC bajo la
hipétesis nula Hj.

Como es posible verificar de 3.44 y del resultado 1.

~2 9
T SEC
l6 Z (A N X2(1)

2 2
UH OM

Pero la SEC' = STC — SRC, y bajo la Hipétesis nula STC = SRRC.
Reemplazando en la ecuacién anterior obtenemos

SRRC — SRC
~x*(1)

2
O
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Se puede construir una distribucién F dividiendo dos distribuciones chi-
cuadrado, divididos por sus respectivos grados de libertad. Por lo tanto,
SRRC — SRC
1-0? SRRC — SRC
L = — ~F(1,n—k)
o o
(n—k) =% g
i
n—k

., ~ ’
también sabemos que ai = =5, entonces

SRRC — SRC _ (n—k) (SRRC — SRC)
ce - 1 SRC A F(l,n—k)
n—=k

En términos generales, la hipdtesis se puede plantear para el caso de
més coeficientes cambiando el mimero de restricciones lineales impuestas al
modelo

I SRRC—SRC _ (n—k) (SRRC — SRC)
q g'e B

n—k

Con este resultado es posible probar muchas hipdtesis alternativas. Para
cualquier hipétesis el procedimiento se realiza en tres etapas:

1.

En una primera etapa se estima el modelo sin ninguna restriccién.

Y=p83X+e

De aqui se obtiene la sumatoria de cuadrados no restringida

g'e = Z e? = SRC
2. En una segunda etapa se estima el modelo sujeto a la hipétesis nula
Hy:B=B Y=pX+¢
y se calcula la sumatoria de residuos al cuadrado restringida.

gz =) & = SRRC.
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3. En una tercera etapa se calcula el valor F' y compara con el valor de
tabla.

(n—k)(SRRC — SRC)
q SRC
Regularmente, en los resultados econométricos que se incorporan en los
programas estandar, se presenta un valor F calculado que esta sujeto a la
hipétesis nula que todos los coeficientes (excepto el intercepto) son iguales a
cero, es decir

Ho!ﬂzo

Esto es lo que se conoce como una hipdtesis de significancia global. Es
decir, lo que se quiere probar es si el modelo tiene algiin poder “explicativo”.
Como el mimero de pardmetros es k, el niimero de grados de libertad de la
prueba es k-1, ya que se descuenta el pardmetro de posicion. La forma general
en que se calcula esta prueba es

F

SRRC — SRC [n—k
- SRC 1) O feeen

Esta expresién también puede ser calculada usando el estimador del R?.
Si recordamos que R? = %, entonces

bajo la hipétesis nula SRRC' = STC, por lo tanto

F:

STC — SRC (n—Fk
SRC r—1) " fteraen
y recordando que STC — SRC = SEC se tiene
B SEC n—=k I
~ STC —SEC \k—1 (k=tn=h)
por tltimo se divide numerador y denominador por STC'
o oLe (n —k

Bl 1,—
SEC (k—1,n—k)

F

se obtiene

R? n—k
F= T (k— 1) Ak 10-k)
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Lo cual implica que a través del R? se puede evaluar la significancia global
del modelo. En otras palabras, se puede verificar si la ecuacién de regresion
en su conjunto es significativa.

Para ejemplificar como opera esta prueba considere la siguiente funcién
de regresiéon muestral:

Y; = By + BoXoi + B3 Xai + By Xui + &
y asumamos la siguiente hipotesis:

. 5120
Hy 52:1

Usando las etapas anteriores, se debe estimar el modelo en su forma no
restrigida, es decir:

Y; = By 4 BoXoi + B3 Xsi + B, X4 + &

Con este modelo original estimado obtenemos:
Y el =SRC

posteriormente calculamos el modelo restringido:

Y, = By 4 BoXoi + B3 Xas + BuXui + 115
Y, =0+ 1Xy + BgXBi + B4X4¢ + 1

Vi — Xoi = B3 Xai + B4 Xui + 11,

y a través de M.C.O. obtenemos la suma de residuos cuadrados restringidos

> pl=SRRC

Con estos datos calculamos la variable aleatoria Fischer:

(SRRC — SRC) (n — 4)
SRC 2

y lo comparamos con el valor F de tabla, los mismos criterios anteriores
son usados para aceptar o rechazar la hipétesis nula.

F =

Flon—4)
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3.8.4. Prediccion.

En muchas ocasiones el investigador estd interesado en pronosticar el
comportamiento de las variables estudiadas. Por ejemplo, el Banco Central
o la autoridad pertinente debe preguntarse cudnto variard la inversién total
si cambia la tasa de interés, o bien cudnto sera el consumo agregado si el
PIB toma un valor determinado. Para saber este resultado basta, en este
iltimo caso, con reemplazar el valor hipotético del PIB dentro de la funcién
de consumo estimada y obtener una prediccion del consumo. En este caso,
lo que se desea conocer es el valor que tomard la variable dependiente para
distintos valores posibles que tome el vector de variables independientes.
Para dicho efecto, el vector de pardmetros (que constituia la incégnita en la
estimacion) se asume fijo.

La exactitud de esta prediccién va a depender de varias cosas. Entre ellas,
del tipo de predictor que se requiera y del grado de variabilidad que presen-
ten las variables explicativas. Existen dos tipos de prediccion, la prediccion
individual que, como su nombre lo indica, predice un valor individual de
la variable dependiente y, existe ademads, la prediccion media, en la cual se
predice el valor esperado de Y. En ambos casos la prediccién esta sujeta al
valor asignado a las variables explicativas y a los valores de los pardmetros
estimados.

La notacion utilizada en este apartado es la siguiente: denominaremos
como Y, al valor que se quiere predecir y que estd asociado al verdadero
modelo poblacional y Xj al vector fila de valores conocidos de las variables
explicativas que usaremos para predecir. El predictor estd dado por el valor

Yy = XoB.2
Predicciéon Individual

En la prediccién individual se desea conocer el valor de Y para una ob-
servacion especifica, es decir

Yo= XoB+1

donde X, refleja un vector de valores en los cuales se desea evaluar la
ecuacion de regresién y [ es el vector (cierto) de pardmetros poblacionales.
El resultado de esa evaluacién serd un valor Yj. Sin embargo no conocemos

20Ge asume que éste es un predictor insesgado.
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con exactitud ese valor, por lo que usamos el predictor Yo = XOB. Se define
entonces el error de predicciéon como la diferencia entre el valor predicho y
el valor que deberfa tener la variable dependiente si hubiésemos usado la
verdadera funcién poblacional, o sea:

epy=Yo — Yy

donde el supraindice ¢ nos indica que corresponde al error de predicciéon
individual. Reemplazando las correspondientes ecuaciones, tenemos:

epy= Xo (B - B) —Ho

Este error de prediccion tiene los siguientes momentos:
La esperanza es:

E(cp) = B[Vo—Yo|

E(erh) = E[Xo(B-8) -]
E(ep) = XoE[(B-8)] —Eu]
E(ep‘) =0

dado que el predictor es insesgado y la esperanza del término de error es
cero.
Y la varianza por su parte es:

Var (ept) = E |(erh— E (en})) (o5 — 2 (e0}))'

Var (epg) = E [(epg) (epf))’}

Var (epi) = E[(XO (B— 3
Var (ep)) = E[(XO (B— 3

Var (epf)) =E
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Var () = XoB (8- 8) (8- 8) | xi-xu8 (5 - 8) )
& (1 (B 8) ) X (o)

Var (ep;) = Xoo,, (X'X)_1X6+ai
Var (epy) = o, [XO (X'X)™! Xf)—i-l]

Asumiendo que la variable poblacional y el predictor se distribuyen en
forma normal

ephy ~N (0,0'i [XO (X'X)! X6+1D
Y estandarizando
ep)

Vo2 [Xo (XX) ™ X4t

AN (0,1)

Luego realizamos el procedimiento usual para transformar nuestra dis-
tribucién normal en una t de Student:

i
€Dg

Vo2 [Xo (X'X) ™" X4+

Ak

Con la informacién obtenida construimos un intervalo de confianza para
la prediccién:

Yo — ta (/62 [Xo (XX) ™ X+ 1] < Yo < Y + e 1/62 [Xo (XX) 7 X} + 1]
Ejemplo 1: Predicciéon Individual del Consumo

Intentaremos predecir el consumo cuando el ingreso alcanza los 8.200.000

millones de pesos?'. La prediccién individual se lleva a cabo a través del

siguiente intervalo de confianza??:

21 Utilizando los resultados de la estimacién de la seccién 3.4 y recordando que se expresa
en unidad de millén.

221,0s valores han sido aproximados. Usted puede obtener los verdaderos resultados a
partir de los datos contenidos en el apéndice A.
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Co—ts \/&3 [Xo (X'X) 7' X+ 1] < Co < Co+ts \/&3 [Xo (X'X) ' Xf +1]

Se tiene que:

> 0,3152 B

B = l0,6137] Xo=[1 8200000 |
1 | 0,15623  —0,0371
(XX) " = [—0,0371 0,0106}

Co=XoB = 5343292 &7 = 0,013

Haciendo los cédlculos necesarios y reemplazando en el intervalo de con-
fianza con un t de tabla de 2.021 para un 5% de significancia y un tamano
muestral de 38 observaciones encontramos que:

5084310 < Cy < 5602274

3

De esta forma, cuando el ingreso alcanza los 8200000 millones de pesos??,

el consumo se hallard entre 5084310 y 5602274 millones de pesos con una
probabilidad del 95 %.

Ejemplo 2: Predicciéon Individual de las Importaciones

Predeciremos el nivel de importaciones dado un valor determinado para
cada variable independiente?*.

Los valores que se asumen que adoptan quedan expresadas en la matriz
X.()I

) 0,47078
B=| 099234 Xo=[1 In3000000 90 |
—0,01299

luego,

23En moneda constante de 1986.
24Utilizando los valores obtenidos de la estimacién de la funcién de importaciones de la
seccién 3.7.
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My = X3 = 14,101

Calculando 6i para la funcién de importaciones como lo muestra la seccién
3.4.2. y siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior, podemos
reemplazar los valores obtenidos en el intervalo de confianza. De esta forma,
el intervalo de confianza para la prediccién individual queda como sigue:

M, € (14,101 +2,021,/0,0051 x (1 + 1,5156))

(13,8712 < In (Mp) < 14,3290)

Dado los valores antes planteados para los estimadores, se puede esperar
que las importaciones se ubiquen entre? 1057269 y 1671112 millones de pesos
de 1986.

Prediccion Media

En el caso de la prediccién media interesa conocer la esperanza de la
variable dependiente, dado un nivel de las variables explicativas, es decir
E (Y/X,). El predictor sigue siendo Y = X3 En este caso, se define el error
de prediccion de la siguiente manera:

epm = Yo— E(Y/X)
epm = Xo (B—5>

Nuevamente, deseamos encontrar la esperanza y varianza de este error de
prediccién para construir un intervalo de confianza para la prediccién media.

E(epn) = E[Yo—E(Y/Xo)]

Elepn) = E[Xo(B-8)]

B(epn) = XoE |(B-8)]
B (epn)

epm) = 0

25 Aplicando la exponencial a los valores extremos hallados en el intervalo de confianza
obtenemos el rango probable para el nivel de importaciones.
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y
Var (epm) = E [(epm — E (epm)) (epm — E (epm))’]
Var (epm) = E [(epm) (epm }
Var (epn) = E { ﬁ 5 (Xo (5 5)) 1
Var (epn,) = E {(Xo (ﬁ - 5)) ((B - B)le))l
Var (epn) = XoE {(B - ﬁ) ([‘3 - ,3>,] X
Var (epn) = oo [Xo (X'X)" XE)]

Asumiendo una distribucién normal
epm N (o, o2 [XO (X'X)™! X{)D ,
o bien

€Pm

Vo [Xo (XX) ™' X

~N(0,1)

Lo cual se puede transformar en una distribucién t de Student:
€Pm

Vo2 [Xo (XX) ™ X))

El intervalo de confianza queda como

Ak

Yo —ta /62 [Xo (XX) ™ Xg] < B (0] Xo) < Yo+ ta (/62 [Xo (X'X) 7' X))

La diferencia de varianzas, que se observa, entre ambos errores de
prediccién, se debe a que la predicciéon individual es mads exigente. Es decir,
si construimos un intervalo de confianza, digamos al 95 %, en el caso de la
prediccién individual, éste intervalo debe ser mas amplio, para asegurarnos de
que el intervalo contenga al valor individual. No asi en el caso de la prediccion
media, ya que como sélo interesa el valor medio, un intervalo més estrecho
es suficiente para contener este valor.
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Ejemplo 1: Prediccién Media del Consumo

Para los mismos valores dados en la prediccién individual ahora los de-
sarrollaremos para la prediccién media del consumo.
El intervalo de confianza relevante para esta prediccion es:

Co — t31/62 [Xo (XX) ' Xp] < Co < Co + 151/62 [Xo (XX) " X))
luego, la prediccién media para el consumo con un 95 % de confianza es:

5225561 < E (Co/Xo) < 5461024

Para la predicciéon media, el consumo se encontrard entre 5225561 y
5461024 millones de pesos de 1986 cuando el ingreso alcanza los 8200000 mil-
lones de pesos. Este intervalo es méas estrecho que el obtenido previamente
con la prediccion individual.

Ejemplo 2: Prediccién Media de las Importaciones

Suponiendo los mismos valores para los pardmetros de la Funcién de
Importaciones en la prediccién individual, ahora encontraremos la prediccién
media. Reemplazando los célculos en el intervalo de confianza entregado
en el ejemplo anterior, encontramos que el intervalo de confianza para las
importaciones es:

(13,9224 < E(In My/X,) < 14,2778)

Asi, cuando el PIB alcanza un nivel de 3000000 y el tipo de cambio real del
periodo ¢ —1 es de 90, el nivel de importaciones podria hallarse?® en promedio
entre los 1112811 y 1587705 millones de pesos de 1986. Este intervalo también
es mds estrecho que en el caso de la prediccién individual.

26 Aplicando exponenciales al rango anterior.



Capitulo 4

MINIMOS CUADRADOS
GENERALIZADOS

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior revisamos el modelo clasico de regresion. Este
modelo se basa en varios supuestos centrales. Entre estos supuestos se en-
cuentran aquellos relativos a la estructura del término de error. Bésicamente,
se asume que los errores de la regresién poblacional son homocedésticos y que
no presentan autocorrelacion.

Asumir que los términos de error de las funciones de regresién pobla-
cional cumplen con estos supuestos puede ser poco adecuado. En la préctica,
la excepcién es encontrarse con términos de error que cumplan con estos
supuestos. En este capitulo nos concentraremos en los problemas de esti-
macién que surgen cuando se levantan estos supuestos sobre la matriz de
varianzas y covarianzas. Estudiaremos los dos principales problemas que se
encuentran en una estimacién: Heterocedasticidad y Autocorrelacion.

El primero se refiere a que las varianzas de los errores poblacionales no
poseen la misma varianza. Es decir, los elementos de la diagonal principal de
la matriz de covarianzas no son iguales.

El segundo problema se refiere a que los errores poblacionales dejan de
ser independientes entre observaciones. Esto queda representado cuando los
elementos fuera de la diagonal principal dejan de ser ceros.

El principal obstdculo que presentan estos problemas se refleja en los
estimadores y en su condicién de estimadores MELI (mejores estimadores

121



122 CAPITULO 4. MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS

lineales insesgados). Cuando no se cumple el supuesto de homocedasticidad,
o no autocorrelacién, los estimadores dejan de tener la minima varianza. Esto
implica que hacer inferencias a partir de estos estimadores, puede no ser lo
mads apropiado. Las pruebas de hipétesis pueden dejar de tener sentido. Para
corregir el problema se utiliza un método denominado Minimos Cuadrados
Generalizados (M.C.G.).

A continuacién, primero se presenta un modelo de regresién general que
permite que la matriz de varianza y covarianza de los errores no cumpla los
supuestos clédsicos. Este modelo de regresion lo llamaremos Minimos Cuadra-
dos Generalizados. Luuego, investigaremos especificamente los problemas de
heterocedasticidad y autocorrelacién, en ese orden.

4.2. Minimos Cuadrados Generalizados

Recordemos la funcién de regresién poblacional en su forma matricial:

Yn><1 - ank kal + Hopx1

y los supuestos cldsicos més relevantes,

E(n) = 0 (4.1)
rango(X) = k<n (4.2)
Eu) = oI, (4.3
E(pX) = 0 (4.4)

Por el Teorema de Gauss-Markov sabemos que si se cumplen estos supuestos
obtenemos estimadores que son MELL.

En casos précticos es poco comin encontrar situaciones en que la matriz
de covarianzas de los errores esté dada por una matriz tal como la presentada
en 4.3. Si ésto no se cumple, la razén puede estar en dos tipos de problemas.

Uno de estos problemas es conocido como Heterocedasticidad y se presenta
cuando la varianza de los errores es distinta para cada observacién. Cuando
los estimadores son MELI, la varianza de Y; condicional a los valores dados
de X;, permanece constante independientemente de los valores que tome X.
Cuando no se cumple este supuesto la varianza condicional de Y; aumenta o
disminuye a medida que X se incrementa.

El problema de heterocedasticidad es tipico en datos de corte transversal,
donde se trabaja con miembros de una poblacién en un momento determi-
nado, tales como familias o industrias, las cuales pueden ser de diferentes
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tamanos: Por ejemplo, las firmas se clasifican como grandes, pequenas o me-
dianas, y los niveles de ingresos de las familias en altos, bajos o medios.
Si tomamos el caso de los ingresos, el problema de la heterocedasticidad
queda ejemplificado al estudiar los patrones de consumo de pan de familias
pertenecientes a diferentes estratos sociales. Es de esperar que el nivel de
consumo de pan dependa del nivel de ingreso de cada familia. No obstante,
también puede depender de variables no observables, como son los patrones
culturales. Recuerde que estas variables no observables caen en el término de
error de la regresion. Si las familias de bajos ingresos tienen patrones cultur-
ales distintos a las de altos ingresos, entonces probablemente la dimensién
y variabilidad del término de error serd distinto para familias de distintos
niveles de ingreso, representando un caso tipico de heterocedasticidad. En
este caso, el supuesto que la varianza del error es igual para todas las obser-
vaciones puede ser poco adecuado.

El segundo problema que puede explicar el no cumplimiento del supuesto
dado en 4.3 es que los términos de error no sean independientes entre si.
Esto implica que los elementos fuera de la diagonal principal de la matriz de
varianzas y covarianzas de los errores seran distintos de cero. Esto se conoce
como Autocorrelacion, o también correlacion serial de errores. Cuando los
estimadores sf cumplen con el supuesto de no autocorrelacién se supone que
el término de perturbacién perteneciente a una observaciéon no estd influen-
ciado por el término de perturbaciéon perteneciente a otra. El problema de
autocorrelacion es comtn en series de observaciones ordenadas en el tiempo.
Por ejemplo, es 16gico pensar que si el consumo de una familia fue “excesiva-
mente” alto en un perfodo, indicando con el término excesivo que estd sobre
lo que la regresion predice que deberia ser en promedio, dado el valor de las
variables independientes (ingreso por ejemplo), también lo sea en el siguiente
periodo. En este caso, lo que veremos en la estimacién es que los errores de
dos observaciones sucesivas tenderdan a tener el mismo signo y tamano. Es
decir, estarfamos en presencia de autocorrelacién positiva.

De esta forma entonces, si relajamos el supuesto de homocedasticidad y
de no autocorrelacién, la matriz de covarianzas queda expresada como:

E(pp) =0, %, (2)

donde W no es necesariamente igual a la matriz identidad, sino que es una
matriz simétrica ordinaria. Por lo tanto la matriz de varianzas y covarianzas
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de los errores esta dada por:

var (py) — cov (py, py) e+ cov (py, )

, cov (i, 1) var (pg) — co0 cov(fg, fy)
E(pp') = : : .. :

oV (Hs 1) €OV (s pig) =+ var ()

Observando esta matriz se puede determinar si existe homocedasticidad
o heterocedasticidad, como también si existe o no autocorrelacién de errores.
Recuerde que homocedasticidad implica que Var (u,;) = O'Z, Vi y ausencia de
autocorrelacion que Cov (Mzﬂj) =0,Vi# 5,0, =1,...,n.

Resumiendo el dilema econométrico, nos enfrentamos al siguiente proble-
ma de estimacién:

Y =XB+pu con E(pp) =09,

Si recordamos las propiedades que posefa el estimador de minimos cuadra-
dos ordinarios, sabemos que éste era insesgado y tenia minima varianza. Si
continuamos usando el método de minimos cuadrados, obtendremos el mismo
vector de pardmetros, es decir B = (X’ X)_1 X"Y. Sin embargo, no sabemos
qué propiedades tienen estos estimadores, dado que no podemos aplicar el
teorema de Gauss Markov debido a que no se cumplen los supuestos cldsicos.
Entonces, ; Cuidles son las propiedades de este estimador?

Podemos descomponer el vector de estimadores y aplicar esperanza tal

que':

Buco = (XX)'XY =g+ (XX)" Xp
E (BMC’O) = E (5 +(X'X) X’M)
E(Buco) = EB)+XX) ' XE(u)
E (BMCO) = B
Lo cual implica que 3 es insesgado. En otras palabras, a pesar de haber

relajado el supuesto de homocedasticidad y no autocorrelacion el estimador
B de M.C.O. sigue siendo insesgado.

1Ver seccién 3.4.1.
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Su varianza es:

Var (51\/100 = kK (BMCO - 5) <BMCO - 5) /1

Var (51\400 _

Var (/BMCO
Var (/BMCO> = O-i (X/X)fl X/\I’nX (X/X)fl

)

Var (Buco) = E |((X%) Xu) ((X'X)lxw)']
) = B|XX)7X (p) X (X'X) |
)

= (X'X) T XE[(pp)) X (X'X)"

La cual es claramente distinta al caso en que se cumplen todos los supuestos
cldsicos. En resumen, hemos obtenido un estimador insesgado, pero que no
posee minima varianza. Por lo tanto, no es el mejor estimador insesgado y
debemos encontrar uno que lo sea. Una manera de encontrar este estimador
insesgado de minima varianza es transformar W, de tal forma que cumpla
los supuestos cldsicos y se pueda recurrir al teorema de Gauss Markov.

Sabemos que la matriz de covarianzas es:
E(pp') =0,¥,

Por lo tanto, debemos encontrar una matriz P tal que se cumpla la
siguiente caracteristica:

P¥,P =1,

es decir, que premultiplicando esta matriz y postmultiplicando la transpuesta
de esta matriz con la matriz de covarianzas, se obtiene una nueva matriz que
asegura el cumplimiento de los supuestos clasicos.

Premultiplicando por P~!:

PPV, P = P'I,
v.P = P,

Postmultiplicando por (P’)~*
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v, PPy = pPp)!
v, = P L(P)"!
v, = P (P
v, = (PP
vl = PP

Este resultado serd titil para obtener estimadores de minima varianza.

En resumen, lo que se necesita para obtener estimadores eficientes a través
de minimos cuadrados ordinarios es que se cumpla F () =0y E (py') =
aiIn. Sin embargo lo que tenemos ahora ya no es lo mismo, sino que tenemos
una matriz de covarianzas no escalar, que causa estimadores insesgados, pero
no eficientes. Para resolver el problema aplicamos el método de Minimos
Cuadrados Generalizados que consiste en encontrar una matriz P, tal
que:

PYP =1, <+ PP=y"!

Si suponemos que hemos encontrado la matriz P, la utilizamos para trans-
formar los datos originales. Para ello premultiplicamos la funcién de Regre-
sién Muestral por esta matriz:

Y = XB8+u
PanYnxl = PanXnXk/kal + Panunxl
obteniendo nuevas variables Y*, X* y u*?, cuyo tnico cambio ha sido el
amplificarse por constantes. Analizemos qué sucede con los supuestos clasicos
con esta nueva regresion. Primero observemos qué ocurre con la esperanza
de p*:
E(p')=E([Pp)=PE(p)=0

con la varianza se tiene:

E(p (w)) = E[(Pp)(Pup)]=E[PuuP|
E(p (n)) = PE[up|P' =P 0@, P'
E(p* (1)) P U, P

E(w () = o,

2Note que las nuevas variables individuales son combinaciones lineales de todas las
variables individuales originales.
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con lo cual se cumplen los supuestos cldsicos.

Asi podemos aplicar el procedimiento de Minimos Cuadrados a la regre-
sion Y* = X*3 + p*, para obtener estimadores insesgados y eficientes. Es
decir:

Buice = (X’”X”‘)*1 XY

Buce = ((PX)(PX)) " (PX) (PY)
Buca = (XPPX) 'X'PPY
Buce = (X¥'X) ' XoY

Estos estimadores tienen las mismas propiedades que los estimadores
obtenidos por Minimos Cuadrados Ordinarios, dado que los nuevos térmi-
nos de errores, p*, cumplen con todos los supuestos del modelo clésico. Es
decir, estos estimadores son los mejores estimadores lineales insesgados.

Recordemos que 62, en Minimos Cuadrados Ordinarios estaba determi-

u?
nado como:
/
9 e
=7 (4.5)
En el caso de MCG & . Se obtiene de manera similar:
6_2 _ (€*>, (€*>
# n—k

donde e* se obtiene a partir de la funcién de regresiéon muestral.

Y* — X*BMCG+€*
e" = Y —X"Byce

podemos reemplazar esta tltima ecuacién en 4.5, quedando la expresion co-
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mo:
.2 <Y* o X*BMCG>, (Y* - X*BMCG>
Tu = n—=k
L (PY-PXByee) (PY - PXBycc)
Tu = n—k
o [P (Y - XBMCG)]/ [P (Y - XBMCG)]

TN
3

|
o

~ / ~
L (Y=XBueo) PP (Y ~XByc)
Tu = n—k
~ I A~
Ly <Y - XﬂMCG) v (Y - XBMCG)
o =
n

n—=k

que es nuestro nuevo estimador de la varianza del error.

4.3. Estimador Maximo Verosimil

Si anadimos ahora, el supuesto que el vector de errores u se distribuye
normal, manteniendo los supuestos que F(u) =0y E(up') = ai\Iln, donde,
W, es una matriz simétrica, conocida de orden n X n, podemos obtener el
estimador méaximo verosimil. Para el caso del modelo lineal general, tenfamos
que la funcién de verosimilitud estaba dada por:

FYIXB) = —=ew _(Y—XﬁZL(Y—Xg)
f(Y|X,8,0%) = (27mz)—% ‘In|_% exp —(Y—XB) I <Y—XB>

202

Sin embargo, dado el levantamiento de los supuestos clédsicos, la funcién de
verosimilitud cambia. La funcién de densidad multivariada del caso general
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de covarianzas puede ser expresado analiticamente como:

_ (Y _ XB)' o (Y _ XB)

202

f(Y]X,8.0%) = (270%) 2 |¥,[2 exp

Recordando los principios del estimador de maximo verosimilitud intro-
ducidos en los capitulos anteriores, podemos escribir la funcién del logaritmo
Méximo Verosimilitud como:

-~ , -~
(Y _ XB) ol (Y _ XB)
InL(B,0°Y)=-%In(2r)—%In (¢*)—1In ¥,—

202

Luego, como lo que buscamos es encontrar los valores de 3 y 02 que maxi-
mizen la funcién de Verosimilitud, se deriva con respecto a dichos pardmetros
y luego se iguala la derivada a cero. Esto es:

2 .
OlnL(B,0%|Y —n 1 2\ o A
= gt (Yo xB) e (v xB) o

Simplificando las expresiones anteriores, lo que vamos a tener es:
Buce = (X'¥,'X)7 X0,y
A ! A
(Y - XB) o (Y - XB)

n

Podemos observar que el estimador obtenido para el pardmetro 3 es el
mismo que se obtiene al estimar los pardametros por Minimos Cuadrados
Generalizados; es decir, se obtiene el mejor estimador lineal insesgado. No es
el caso para el estimador de o2, donde el estimador insesgado que se obtenfa
por Minimos Cuadrados Generalizados, era:

(Y _ XB)' o (Y - XB)
n—=k

Es decir, la diferencia entre ambos esté determinada:

A

~9 n_kAQ

Omy = T Onmca
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En la medida que aumenta el tamano muestral, disminuye el sesgo del
estimador Médximo Verosimil, acercidndose cada vez mds al estimador MCG.

En los pérrafos precedentes hemos discutido el caso general en que la ma-
triz de varianzas y covarianzas de los errores no cumplen con los supuestos
cldsicos. A continuacién analizaremos en forma separada cada uno de los
problemas planteados, es decir, heterocedasticidad y autocorrelacién. La dis-
cusién se centrard en la identificaciéon y correcciéon de cada uno de estos
problemas.

4.4. Heterocedasticidad

Como definimos anteriormente, la heterocedasticidad ocurre cuando la
matriz de covarianza deja de tener una estructura escalar, es decir, cuando
los elementos de la diagonal principal no son todos iguales. La notacién de
esto serfa:

Var (u;) = o? i=1,..,n
En forma explicita, la matriz serfa:

B 2

r—g;
Var (uy)  Cov(py,pp) -+ Cov (g, )
!/ -
E(pp) = | Cov(ug,py)  Var(pg) -+ Cov(pg, )
UTL
| Cov (pyspa) Cov (g, pg) -+ Var(p,) |

Para empezar vamos a mantener el supuesto que la covarianza entre los
errores poblacionales es cero, es decir, Cov (Mm ,uj) = 0. En otras palabras,
vamos a suponer que no existe autocorrelacion de errores. Entonces, la matriz
de varianzas covarianzas queda de esta forma:
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La matriz P que debemos encontrar para poder estimar por Minimos
Cuadrados Generalizados es:

- 1 —
— 0 0
01
1
0o — - 0
P= o)
1
0 O —
i oy
por lo tanto:
_1 — — 1 —
— 0 0 — 0 0
o1 01
O — -~ 0 0 — 0
P xP= op op)
1 1
0 O — 0 0 —
L On 4 L On
-1 .
— 0 0
0 — 0
PxP= 03
1
| A

Recordemos que los estimadores obtenidos por Minimos cuadrados Ordi-
narios en presencia de heterocedasticidad y/o autocorrelacién no son MELIL.
Es decir, los estimadores son insesgados pero no poseen minima varianza.

4.4.1. Deteccidon de la Heterocedasticidad.

Cuando uno se enfrenta a una estimacién no sabe si la regresién tiene
o no heterocedasticidad. Por ello, lo primero que se debe hacer es probar si
ésta existe o no.

Existen diversos métodos para probar la presencia de heterocedasticidad.
Nosotros discutiremos sélo tres de ellos; la prueba de Goldfeld - Quandt, la
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prueba de Breusch-Pagan y la prueba de White. Todos estos métodos parten
de la base que primero se realiz6 una estimacién con Minimos Cuadrados
Ordinarios. Las pruebas se aplican a los resultados obtenidos de esta esti-
macion.

Prueba de Goldfeld - Quandt

Una de las pruebas més utilizada es la prueba de Goldfeld - Quandt (GQ).
Para realizar esta prueba se divide la muestra en dos grupos ordenados segtin
el valor de la variable explicativa. Es decir, un grupo para los valores altos
de la variable y el otro con los valores bajos. Se ajusta la regresién original
a los dos grupos por separado. Luego se ejecuta la prueba F de igualdad de
varianzas, para probar si la varianza que se obtiene de las regresiones con
una de las submuestras es significativamente distinta de la varianza de la
regresion que se obtiene con la otra submuestra. En la medida que se cumpla
la hipétesis nula, se acepta la hipétesis de homocedasticidad, es decir que la
varianza entre las dos submuestras no difiere.

A continuacién, analizaremos mas detalladamente el desarrollo de la prue-
ba de GQ. Supongamos que tenemos la siguiente funcién de regresion:

Y=XB8+nu

Supongamos ademds, que la varianza de los errores estd correlacionada
con la variable ex6gena X; en la forma:

2 2y2
o; =0°X;

Vamos a dividir la muestra en dos grupos clasificados de acuerdo a la
variable X;, una muestra para valores pequenos de X; y otra muestra para
valores grandes.

Posteriormente ajustamos el modelo Y = X3 + p para cada una de las
muestras por separado. Si se cumplen los supuestos cldsicos se espera que la
varianza de los errores de estas dos muestras no varfen significativamente. Por
lo tanto, para probar homocedasticidad se compara el estimador de la vari-

anza de los errores de la primera muestra (denotado por 3) con el estimador

de la varianza de la segunda muestra (53). La hipétesis nula es Hy : 6% = 5.
Sin embargo debemos encontrar la distribucion asociada a esta prueba de
hipétesis. Para ello, recordemos que uno de los supuestos del modelo clasico

es que el error tiene distribucién normal, es decir:

i~ N (0,02)
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estandarizando esta distribucién se tiene

B O N(0,1)

[

Elevando al cuadrado y aplicando sumatoria obtenemos una distribucién
Chi cuadrado con n grados de libertad, es decir:

T

o2

douim) e

Ademés, el estimador de o se definié de la siguiente manera:

/ 2

o €€ _551
o° = =

n—k n-—k

~x* (n)

note que

Reemplazando en la variable Chi Cuadrado, obtenemos una nueva vari-

able:
6% (n — k)

2

~x* (n—k) (4.6)

g

Con esta distribucién es posible usar una distribuciéon F para verificar la
hipétesis de igualdad de varianzas de las dos regresiones.
Las etapas de la prueba son las siguientes:

1. Ordenar las observaciones de acuerdo a los valores de X; que se sospecha
generan la heterocedasticidad, comenzando por el valor més bajo.

2. Se omiten un nimero « de observaciones centrales, donde « se especifica
a priori. El resto de observaciones se divide en los dos grupos restantes
(segun el orden establecido).

3. Se estiman dos regresiones usando Minimos Cuadrados Ordinarios. De
esta manera se obtienen las sumas residuales de ambos grupos (SCR1
y SCR2) las cuales permiten estimar 62 de cada submuestra.

De la ecuacion 4.6 sabemos que

~2(n o
oi(5-5-%) _ >
o2 X

I3

— 2 k) para la muestra 1 (4.7)
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mientras que

. ~xE (R -2 k) para la muestra 2 (4.8)

4. Se verifica la siguiente prueba de hipdtesis:
Hy:02 =02 = O'i

para ello se construye un estadistico F usando las ecuaciones 4.7 y 4.8.
Expresdndola en una forma mas general, se tiene

O- n [0

U_%(E_E_k) ) )
L r(sekemy
0—3(5—5—%)

N

Este valor se compara con el F de tabla y si se acepta Hy decimos que hay
homocedasticidad, mientras que si se rechaza la hipétesis nula se sospecha de
presencia de heterocedasticidad. Debe tenerse presente que en el numerador
de la expresion anterior debe colocarse la SCR del grupo con mayor varianza.

Puede suceder en algunos casos que, luego de eliminar « observaciones
centrales, se obtengan dos grupos de diferente tamano, ocasién en la cual
resulta mds conveniente expresar lo anterior como

NF(TLZ—]{,TLJ—/{)

Q>|Q|>
SN VLA

donde i y j representan a cada grupo, siendo 67 > &?.
Una de las limitaciones de la prueba de GQ es que asume que la hetero-
cedasticidad es “generada” por una sola variable explicativa.
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Prueba de Breusch - Pagan

En algunos casos es interesante plantear la hipétesis de que la varianza de
los errores es una funcién de méds de una variable explicativa. Esta hipdtesis
no es posible probarla con la Prueba de GQ. En la prueba de Breusch-Pagan
(BP) se asume que la varianza es una funcién (no necesariamente lineal) de
un conjunto de variables:

0? = h(Z;,a)

donde Z es un vector de variables y & un vector de pardmetros. Un caso
especial de esta funcion serfa:

022:()[0—{—041 XZ¢1—|—042 X Z¢2—|—...—|—OépXZip
Esta prueba también puede dividirse en etapas. Estas son:

1. Estimar el modelo mediante Minimos Cuadrados Ordinarios y obtener
los residuos £? y un estimador para la varianza de los errores (32 = &%,
que corresponde al estimador méximo verosimil.

2. Construir una variable

bi =

Q>|m
= NN

3. Se estima una regresién de p sobre una constante y un conjunto de
variables Z.

Di = (o + ()élZ,L'Q + OégZig + ...+ amZim + (4 (49)

obteniendo la Suma Explicada de Cuadrados. Recordemos que STC =
SEC + SRC, donde STC es la suma total de cuadrados, SEC es la suma
explicada de cuadrados y SRC es la suma residual de cuadrados.

4. Bajo la hipétesis nula de homocedasticidad y distribucién normal del
error, el cuociente :

SEC
2
tiene asintéticamente una distribucién x? con m — 1 grados de libertad,

donde m es el nimero de pardmetros de la ecuacién 4.9 y SEC es la
suma obtenida en el paso 3.
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En la medida que los residuos fuesen homoceddsticos, las variables Z’s
no tendrfan poder explicativo y el valor de la variable calculada en el
punto 4, deberia ser pequeno tendiendo a aceptar la hipétesis nula. Por
el contrario, si el valor es mayor que el valor de la distribucién x? al
correspondiente nivel de significancia, entonces se rechaza la hipétesis
de homocedasticidad.

La matriz de variables Z’, debe contener pocas variables que no se en-
cuentren ya incluidas como variables explicativas en el modelo original. Los
cuadrados de las variables explicativas son candidatos a ser considerados
dentro de esta regresién.

Una limitacién compartida por las dos pruebas de heterocedasticidad re-
visadas es que ambas asumen que el investigador conoce la forma funcional
que toma la heterocedasticidad.

Prueba de White

Esta prueba de heterocedasticidad, a diferencia de las anteriores, es una
prueba en la cual no se precisa la forma particular que adopta la heterocedas-
ticidad. Las etapas para la deteccién son las siguientes:

1. Estimar el modelo por Minimos Cuadrados Ordinarios ignorando la
posible heterocedasticidad y obtener los residuos £?

i

2. Estimar una regresién del cuadrado de los residuos obtenidos en la
estimacion del modelo original, sobre una constante, las variables ex-
plicativas del modelo original, sus cuadrados y sus productos cruzados
de segundo orden.

3. Construimos la siguiente variable aleatoria:

nx R* ~x*(k—1)

Donde R? es el coeficiente de determinacién de la regresién estimada en
el paso 2, k es el nimero de pardmetros y n es el nimero de observaciones.

Considerando la hipétesis nula de homocedasticidad, esta variable se dis-
tribuye asintéticamente como y? con k — 1 grados de libertad (se excluye
la constante). Por tanto, se requiere comparar el valor obtenido con el valor

critico relevante al nivel de significancia deseado de la tabla de la distribucién

X2
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Si aumenta el tamano muestral, el coeficiente de determinacién deberd
tender a cero bajo el supuesto de homocedasticidad (hipétesis nula). Sélo si
la varianza del error depende de las variables explicativas entonces el R** no
tenderd a ser cero y la prueba tenderd a rechazar la hipdétesis nula.

Ejemplo 3. Funcién de Salarios (Mincer)

Como se dijo anteriormente, el problema de heterocedasticidad se presen-
ta a menudo en muestras de corte transversal y es por este motivo que se ha
estimado una ecuacién de salarios conocida en la literatura como Ecuacion
de Mincer. Esta ecuacién sirve para determinar el nivel de ingresos de un
individuo dadas sus caracteristicas de capital humano, es decir, dados sus
anos de escolaridad y experiencia laboral. En la base de datos mincer.als®
se presentan los datos utilizados para esta estimacion. Los resultados de la
ecuaciéon de MCO es:

Iny, = 3,9997 + 0,14505 + 0,0372X — 0,0004X2 + ¢
d.s. : 0,010 0,0065  0,0059  0,0001
t . 395804 223082 6,3037 — 3,1412

R* = 10,2920
R = 0,2904
n = 1268

Donde y;, representa el ingreso por hora, S representa la escolaridad, X es
una variable que mide la experiencia laboral y X? es la experiencia laboral al
cuadrado, que permite captar el efecto de la depreciacién del capital humano.
Los resultados indican que los pardametros son significativos individualmente
y si es llevada a cabo una Prueba de Significancia Global se verificara la
significancia de la regresién en su conjunto. Ahora, procederemos a examinar
la existencia de heterocedasticidad a través del Test de Goldfeld Quandt.

Supondremos que la variable que probablemente genera la heterocedas-
ticidad es la experiencia (X). Por lo tanto se ordena la base de datos segin
esta variable y se eliminan a observaciones centrales (en este caso se eliminé
el 20% de ellas equivalente a 254). Para los dos grupos restantes (con 507
observaciones cada uno) se estimaron los siguientes modelos:

3Fuente: Encuesta CASEN afio 1994 para hombres de la VII Regién
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Iny, = 3,9169 + 0,1532S + 0,0321.X — 0,0003X? + ¢
SCR; 237,5660
n = 507

para el primer grupo, y

Iny, = 4,2456 + 0,1453S + 0,0286X — 0,0003.X? + ¢
SCR, = 355,2361
n = 507

para el segundo grupo. A partir de estas dos ecuaciones se obtienen sus
respectivas SCR.
Finalmente, se plantea la hipétesis nula como:

Hy:0} =03 = Ui
El estadistico se obtiene con el cuociente entre las SCR. teniendo cuidado
de que en el numerador se ubique aquélla que tenga el valor mas alto, es
decir?,
~355,2361
~237.,5660

El F de tabla para este ejemplo corresponde al de 504 grados de libertad,
tanto para el numerador como para el denominador. Desafortunadamente, al
buscar en la tabla no encontramos el valor del estadistico para estos grados
de libertad. Es por ello que comparamos el calculado con el F5p o de tabla,
el cual corresponde a un valor de 1.11 para un 95 % de probabilidades. Dado
que el F' calculado es superior al F' critico concluirfamos que el modelo es
heterocedastico, ya que se rechaza la hipétesis nula.

Sin embargo, el estadistico hallado se encuentra muy cerca de la zona de
aceptacion. En otras palabras, nuestra prueba de hipétesis no parece ser muy
potente. Este escenario nos hace dudar de la existencia de heterocedasticidad
en la muestra.

Una posible explicaciéon para nuestro problema radica en que el Test de
GQ es confiable siempre y cuando se tenga certeza de cuél es la variable que

C

= 1,4953

4Nétese que el F calculado queda expresado solo en términos de las SCR ya que las dos
ecuaciones tienen el mismo nidmero de grados de libertad.
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genera la heterocedasticidad. Obviamente, nosotros no sabemos con certeza
cual es esta variable. Ante esta situacién, se hard la deteccion a través del
Test de White. Este test consiste en regresionar los residuos estimados al
cuadrado en contra de todas las demads variables, las mismas elevadas al
cuadrado y los productos cruzados como se muestra a continuacion:

e® = 0,0563 — 0,0006X> + (3,25E % 107") X% - (1,85%107°) X*X +
(2,86 % 107°) X*S 4 0,0501X — 0,0020X .S + 0,00035 + 0,00185>
R* = 0,0087
n = 1268

A partir de esta informacion, se obtiene la siguiente variable aleatoria:
2% 2
TLR ~ prl

Luego,
1268 - 0,0087 = 10,9778
Finalmente, buscamos el estadistico x? para (9-1) grados de libertad y un

5 % de confianza, el cual es igual a 15.5073 y dado que este valor se encuentra
en la zona de aceptacion, la Funcién de Mincer estimada es homocedéstica.

4.4.2. Solucién de la Heterocedasticidad.

Una vez que se detecta la presencia de heterocedasticidad en los residuos,
la pregunta siguiente es como se resuelve para obtener estimaciones eficientes.

Dos casos son posibles de analizar para corregir la heterocedasticidad.
Primero, si conocemos las varianzas de los errores (0?) utilizamos un método
particular de Minimos Cuadrados Generalizados, conocido como Minimos
Cuadrados Ponderados. Supongamos que tenemos la Funcién de Regresién:

Y=XB8+u

Al estimar los pardmetros por Minimos Cuadrados Ordinarios, obtenemos
la siguiente matriz:

B=XX)"XY
Como se discutié anteriormente para poder utilizar Minimos Cuadrados
Generalizados, tenfamos que encontrar una matriz P tal que

PYP'=1,
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Si conocemos o2 la matriz P puede expresarse como:

L0 0
P 0 4 0
0 0 é
- i
— 0 0
0 — 0
P xP= 03
1
=

Como es sencillo de comprobar, si P se define de esta manera, entonces
PYP =1,.

El procedimiento de correcién implica simplemente multiplicar la funcién
de regresion por esta matriz P. En este caso, dada la forma de P esto significa
simplemente dividir cada una de las variables asociadas a un individuo por
la desviacion estdndar relevante para ese individuo.

PY = PX3 + Pp

X Xoi Xki | W
B—9+51 %+52 24+ Bk iy b

i i i i oF;

Y

Entonces podemos comprobar que este modelo cumple con los supuestos
clasicos ya que la varianza de p* es constante:

er ) = Var (%) = Var (1)
Por lo tanto, los estimadores que se obtienen son insesgados y de minima

varianza (dado el teorema de Gauss-Markov).
El segundo caso que se debe enfrentar, es la correccién de la heterocedas-

ticidad cuando no se conoce los valores de 2. En este caso para solucionar el
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problema debemos asumir algiin tipo de comportamiento de la varianza de
los errores. Es decir, debemos plantearnos el supuesto que la varianza se cor-
relaciona en alguna forma con alguna variable o algtin pardmetro del modelo
0 ambos.

Existen varios supuestos tipicos, entre los que se destacan:

1. Supuesto de correlacién con cuadrado de variable explicativa

Se asume que la varianza estd correlacionada con alguna de las variables
explicativas al cuadrado. Expresdndolo matematicamente:

2 22
ai—aqui

En este caso la matriz P es la siguiente:

-1 i
— 0 - 0
X1
0 L 0
P= Xjo
0 0 1
i Xijn |

Ahora, la funcién transformada a estimar es la siguiente:

PY = PX3 + Ppu

y, 1 Xji XKi |
Xﬂ—Boin+...+BjXﬂ+...+/6’KXﬁ X,
Y - 1 Xki 125
Xﬂ_BOin+...+ﬁj+...+ﬁKXﬂ +in

Calculando la varianza del error poblacional, nos encontramos con que
cumple el supuesto de la homocedasticidad, por lo que se pueden obtener
estimadores insesgados y de minima varianza por Minimos Cuadrados Ordi-
narios. La varianza queda:

2
Var (u;)=FE (Xj) = —XZ,UIQ‘XJ%’ = O'i
ji
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En este, y en los casos siguientes, es necesario ser cuidadoso con la inter-
pretacién de los pardmetros estimados. Fijese que en este caso 3; hace las
vaces de pardmetro de posicién (“constante”) en la regresion y que 3, rela-
ciona la variable dependiente con la variable explicativa X;. La interpretacién

de los pardametros no es obvia.
2. Supuesto de correlacién con nivel de variable explicativa

Este caso es similar al primero, con la diferencia de que la variable estd
expresada en primer grado, es decir la varianza del error es:

2 2
E (17) = 0, X
En este nuevo caso, la matriz P queda de la siguiente manera:

F 1

0 0
le
1
0 0
P = X;
1
0 0
I VXjn |

La funcién transformada a estimar es la siguiente:

PY = PX3 + Py

X

Y,

i _3 1 43 X1i
VoS TRl

Xki
+
ij‘

Hi

+ ...+ Bx

+... 4B,

Y 1 X1 Xki 1

Luego al calcular la varianza del nuevo error poblacional tenemos:

2
*\ My 1, _ 2
Var(pﬂ—E(\/)?) _X—quin—au
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3. Supuesto de correlacién con cuadrado de la esperanza de
variable dependiente

Consiste en suponer que la varianza estd correlacionada con la esperanza
de la variable dependiente al cuadrado, es decir:

ol =05 X E[Y)?

La matriz P es la siguiente:

. }
_ 0 - 0
E(Y1) .
0 _ 0
P = E(Y)
0 0 .. L
i E(Y,) |

Ahora, la funcién a estimar transformada al premultiplicarla por la matriz
P, es la siguiente:
Y; 1 X1i Xo Xk i

vy B ThEw TR T R B TR

La varianza del error en este caso queda:

* M ? 1 2 2

Var (u*) =F (E(Yz)) = E(Yi)O“EO/Z) =0,
El problema que presenta este caso, es que la esperanza de la variable
Y, depende de los valores de los pardmetros estimados, por lo que no se
podria utilizar en un solo paso. Sin embargo, lo que si se puede conocer es
Y;, que es un estimador insesgado de la esperanza. Para eso, se estima el
modelo original sin considerar problemas de heterocedasticidad, obteniendo

Y;. Luego se transforma la ecuacién del siguiente modo:

Y, 1 X Xo; Xki
= Byt B 4 B R 4 B
v 50Yi b1 7 B 7 Bk v

Este proceso se conoce como Minimos Cuadrados Ponderados en Dos
Etapas, y se puede continuar iterando un nimero ilimitado de veces hasta
que eventualmente se llegue a valores estables.
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4. Supuesto de relacién logaritmica

Un cuarto método que se utiliza para eliminar la heterocedasticidad es
transformar los datos en logaritmos. En este método no se realiza ningin
supuesto sobre la varianza del error, de modo que la funcién a estimar es:

InY;, =8, + 6, In Xy; + Boln Xo; + ... + B In X

Se espera que la transformacién reduzca la posibilidad de presenciar
heterocedasticidad.

En general, no es fécil decidir cudl de estos casos se debe utilizar. La
decisién dependerd de la naturaleza del problema estudiado y de la severidad
de la heterocedasticidad. Recuerde que en los tres primeros casos sélo se estd
especulando respecto de cémo podra ser el comportamiento de la varianza, a
menos que se cuente con informacién previa que indique la forma especifica
que toma la heterocedasticidad. Note ademds, que cuando se tienen maés de
dos variables explicativas, no se puede saber a priori cudl de ellas es la
mejor para transformar los datos. Una buena medida préctica consiste en
graficar los errores al cuadrado versus cada una de las variables explicativas
(alternativamente, calcular los coeficientes de correlacién), para determinar
cual estd mds relacionada.

4.5. Autocorrelacion

En este capitulo hemos estudiado las diferentes formas que puede tomar
la matriz de varianzas y covarianzas de los errores. Primero presentamos el
caso general, en que la matriz de covarianzas es distinta a la varianza del er-
ror multiplicada por la matriz identidad. Luego resolvimos el caso particular
de heterocedasticidad, situacién que es tipica en datos de corte transversal.
Ahora analizaremos el caso en que las covarianzas entre los errores son dis-
tintas de cero. Esta situacién es comiin en datos provenientes de Series de
Tiempo, donde la informacién tanto de la variable dependiente como de las
explicativas ha sido obtenida en periodos sucesivos de tiempo.

Existen muchos casos en los que podemos esperar que una variable ob-
servada en el presente esté correlacionada o determinada por los valores de
otras variables o de si misma, pero de perfodos anteriores al que se estd ob-
servando. Esta situacion puede explicarse por rezagos en las respuestas de
los agentes econémicos ante cambios de las condiciones del entorno. En otras
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palabras, es comin observar que ante cambios en las variables econémicas,
los agentes no internalicen inmediatamente estos cambios sino que, por el
contrario, la nueva informacién es incorporada paulatinamente a las deci-
siones de los agentes. Desde el punto de vista de la regresién esto puede verse
reflejado en el componente de error del modelo. Este fenémeno puede deberse
a que la variable Y, depende de valores pasados de sf misma, a que la matriz
de variables explicativas contiene valores corrientes y rezagados de algunas
variables explicatorias, o bien a que el error dependa de valores de errores
previos. La iltima situacion es en la que estamos interesados y se conoce en
la literatura como autocorrelacién de errores.

Existen muchas formas de autocorrelacion y cada una de ellas tiene impli-
cancias sobre la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del error.
Nosotros analizaremos un caso particular conocido como Autorregresiéon de
Primer Orden.

Supongamos que tenemos el siguiente modelo:

Y, = By + 81X + Bo X + .. 4 B Xk + 1y

donde t representa el perfodo de tiempo correspondiente. La relacién entre
el error actual y el error del periodo anterior se define como:

P = Ple—1 + € —1<p<l

Esto es lo que se conoce como Proceso Autoregresivo De Primer
Orden. Lo que esta formulacién nos indica es que el error en el periodo t
estd relacionado linealmente con el error del periodo t — 1. La forma que
toma esta relacion depende del signo y magnitud que adopte el pardametro
p, €l cual se conoce como coeficiente de correlacién. Si p es positivo entonces
dos errores consecutivos tenderdn a tener el mismo signo. En este caso se
dice que existe autocorrelacién positiva de errores. Si p es negativo, entonces
dos errores consecutivos tenderdan a tener signo contrario, existiendo en este
caso autocorrelacién negativa. Finalmente, si p es cero o muy pequeno la
autocorrelacién desaparece.

En esta formulacién se asume que &; cumple con todos los supuestos
clésicos, es decir:

E (5,5) =0
Var (g;) = o?
E(ey,e1—j) = Cov(e,e-5) =0 Vj#0 (4.10)
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Es posible mostrar que los errores poblacionales yi,, cumplen con algunos
de los supuestos cldsicos, pero no con todos, ya que la condicién de que
la covarianza entre los errores sea cero no se mantiene cuando estamos en
presencia de autocorrelacion.

Para demostrar este enunciado reemplazamos en forma sucesiva el error
del periodo anterior en el error corriente tal que:

P = PRyt E
Hi1 = PHiotE1
Hio = PHi-3 T Et-2

Pi—j = Ply—j-1 T Et—j

reemplazando p,_; en la primera ecuacién:
fe = p (piy—s +€-1) + &
y sucesivamente
pe = p (p (pry—s +er-2) +e1) + &

simplificando:
= Py _g + pPEr—a + per_1 + &y

por lo tanto, podemos generalizar la expresiéon como:
(e}
He = § p]gtfja
Jj=0

dado que el lim p/y, ; = 0.
j—00
Comprobemos qué sucede con los supuestos cldsicos. Para ello calculemos
la esperanza del error:

E(w)=FE (Zﬂj€t—j> = ZﬂjE(fft—j) =0

dado que E (¢,_;) = 0 por el supuesto expresado en 4.10



4.5. AUTOCORRELACION 147

En el caso de la varianza se tiene:

Var () = E[(ei+pei1+p’eia+...) (ee+ peros + plera+...)]
Var (1) = E [e{+peci1tp’ciei—ot... + pe,_s&+p'er 1+ er-161-a+...]

Aplicando esperanza a cada uno de los términos obtenemos

Var (p,) = Eef] +p*E [e]_4] + p*E []_5] + p°E [} 5] + ...
Var (u,) = o+ p’ol+plol+po? + ...

dado que E(eier—j) =0 Vj #0.

Var (i) = Jz(1+,02+,04+p6+...):05<1+p2+(,02)2+(p2)3+...)

1
Var(u) = o (1=

Con la covarianza entre los errores podemos observar:

Cov (Mtaﬂt—l) E (e — E (1)) (Nt 1 — L (Mt—l)) =L (Nt : Mt—l)
Cov (Mt?:utfl) = L [( Pl + 5t) Hog— 1}

Cov (g i) = B [ppiy +euty_y]

Cov (g 1) = [M } +Ele] x E [:U’t—l}

Cov (Mu Mtfl) = po,

COU (Mtvﬂ’t—l) - <1 _ppg) O-g
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Generalizando se puede obtener que:

Cov (Mtvﬂ’t—l) 1 _szag
P
Cov (/l’tnu’t—Q) = 1 — pgae
P
Cov (,UJthutf3) = 1 — pga-a
pk
Cov (kutfk) = 1— pggg

Asi podemos construir la matriz de varianza - covarianza de los errores
como:

L p P P
O Pt
E(pp) = ol¥, = ——— P 1 ph?
_— p : .
| ot P 1

Como se demostré en la seccién 4.2 el estimador minimo cuadratico
seguird siendo insesgado, pero no de minima varianza, ya que existe otro
estimador insesgado de minima varianza que es el obtenido por Minimos
Cuadrados Generalizados.

4.5.1. Deteccion de Autocorrelacion.

Al igual que en el caso de la heterocedasticidad, cuando se estima un
modelo no se sabe si los resultados sufren de autocorrelacién. Para ello existen
distintas pruebas que pueden realizarse sobre los residuos de la regresion, que
permiten detectar autocorrelacion.
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Prueba de Durbin-Watson

La prueba de Durbin Watson nos permite verificar la no existencia de
autocorrelacién de primer orden. El estadistico viene definido por:

do(er—e1)” Yo —2) e+ ey
dw — =2 _ i=2 =2 =2
v S a o 2
2. ¢ . ¢
=1 =1
oo oo
si asumimos que Y e? &~ > €? ;| entonces podemos escribir
=2 =2
o 9 o0
2) € —2) ey
d _ t=2 t=2
w = 00
> €f
=1
oo o0
S e? > eres—1
t=2 t=2
= 25 2=
3 ef ef
t=1 t=1
o0
> eter—1
t=2
— 9_9i
> ef
t=1

Ahora, consideremos el modelo autorregresivo de primer orden
M = Py + €t

Podemos estimar este modelo con MCO como
€ =p €1+

donde por las propiedades de los estimadores MCO y por la aproximacion
realizada anteriormente, sabemos que

oo
> eter—1
t=2

o0
Y ef
t=1

>
I

por lo tanto el estadistico dw queda

dw = 2(1 — p) (4.11)



150 CAPITULO 4. MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS

Se puede demostrar que este estadistico va a estar acotado por los valores
0 y 4, donde los valores cercanos a 0 van a indicar autocorrelacién positiva,
cercanos a 4 autocorrelacién negativa y cercanos a 2 indicardn la no existencia
de autocorrelacion.

Para entender mejor la relacién entre este estadistico y el nivel de auto-
correlacién p considere la ecuacion 4.11 para la cual tenemos los siguientes
resultados

= Si p =0, lo cual implica ausencia de autocorrelacién, entonces dw = 2.

= Si p =1, lo cual implica autocorrelacién positiva total, entonces dw =
0.

= Si p = —1, lo cual implica autocorrelacién negativa total, entonces
dw = 4.

En el caso de valores intermedios, es decir distintos de 0, 2, 6 4, se requiere
una distribucién para el estadigrafo. Sin embargo, el dw es calculado con base
en e;, que a su vez depende de los X dados. Por consiguiente, a diferencia
de las pruebas ¢, F' o x? no hay un valor critico tnico que lleve a rechazar o
aceptar la hipétesis nula de que no hay correlacién serial de primer orden en
las perturbaciones ;.

Sin embargo, la Prueba Durbin - Watson cuenta con un limite inferior d;
y un limite superior ds tales que si el dw calculado cae por fuera de éstos
valores criticos puede tomarse una decisién sobre la posible presencia de
correlacién serial positiva o negativa. En el caso que el valor este dentro
de este intervalo, entonces caemos en un drea de indecision. Estos limites
dependen tinicamente del niimero de observaciones y del nimero de variables
explicativas. En la figura 4.1 se presentan todas las dreas posibles para el
estadistico de Durbin - Watson. Si el dw es menor d; estamos en presencia de
autocorrelacion positiva, por el contrario si el dw es mayor que 4 —d, estamos
en presencia de autocorrelaciéon negativa. Si el dw estd entre el limite d, y
4 — d; podemos aceptar la hipétesis de no autocorrelacién, mientras que si
el dw cae en las dreas sombreadas de la figura entonces, no se puede decidir
con esta informacién si existe o no autocorrelacién en los errores.

Ejemplo 1. Funcién de Consumo
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AUTOCORRELACION
POSITIVA

AUTOCORRELACION
NEGATIVA
oy

ZONA DE ZONA DE
INDECISION INDECISION

Figura 4.1: Regla de decisién para Autocorrelacién

Retomemos la Funcién de Consumo estimada en el capitulo anterior. In-
corporaremos a los resultados mostrados en esa oportunidad el estadistico
dw asociado a la muestra. Este estadistico es generalmente entregado por los
programas econométricos. Los resultados obtenidos son:

Cy = 0,3152+40,6134Y; + ¢,

d.s. = 0,04506 0,0118
R* = 0,9869

R?2 = 0,9866

dw = 1,22

n = 38

donde C; es el nivel de consumo en el periodo t e, Y; es el ingreso real
disponible en el mismo periodo, tal como se presenté en su oportunidad en
el Capitulo 3. También se tiene que el estadistico dw es de 1.22 para una
muestra de tamano 38. Procederemos entonces a detectar la existencia de
autocorrelaciéon. Primero, buscamos en la tabla del estadistico Durbin - Wat-
son los limites inferior y superior para un n = 38 y k variables explicativas,
en este caso, k = 1. De esta manera se tienen los siguientes limites:

d, = 1427
d, = 1,535
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Ubicando los limites en la recta de decisién, es posible verificar que el
estadistico dw arrojado en los resultados es menor al limite inferior halla-
do en la tabla. Es decir, con un 95% de probabilidad, la muestra presenta
autocorrelaciéon positiva.

Ejemplo 2. Funcién de Importaciones

En forma andloga, recordemos la Funcién de Importaciones estimada en
el capitulo 3. Para ella los resultados son como se muestra a continuacién:

In(M;) = 0,47078 + 0,9923 In(PIB) — 0,01299TCR;_1 + &;

ds. = 26156  0,1638 0,0031
R* = 0,9617

R?2 = 0,9598

dw = 1,29

n = 42

Buscaremos entonces los limites en la tabla de Durbin-Watson para un
nivel de significancia del 5%, en el cruce de n igual a 42 y k igual a 2.
Llevando a cabo este procedimiento se obtiene:

d; = 1,391
ds = 1,600
Al igual que en el ejemplo anterior, encontramos que el estadistico dw es

menor al limite inferior, por lo que podemos concluir que existe correlacion
serial positiva en la muestra.

4.5.2. Solucion de la autocorrelacion.

Recordemos que el estimador del nivel de correlacién estd dado por:

o
Z €tC—1
t=2

o
> €
t=1

p=
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Ademas, la relacion entre el estadistico de Durbin-Watson y el coeficiente
de correlacion p, es la siguiente:

dw=2(1-p)

Luego, lo que hacemos para solucionar el problema de autocorrelacién
depende de si conocemos 0 no conocemos p.

a. Si conocemos p

En este caso Durbin y Watson sugieren un procedimiento en el que se
estiman los pardmetros en base a la siguiente transformacién de la funcién a
estimar:

Y, = BX: + 1y

Rezagando todas las variables un periodo obtenemos
Yoo =08X1+ 1

Podemos multiplicar toda la expresién por el coeficiente de correlacién p,
de modo de obtener:

pYi-1 = BpXi-1+ piy_4

Ahora, si restamos la iltima ecuacién a la primera, tenemos:

Yy — pYio1 = B(Xy — pXi1) + py — pHy—y
Para evitar mayores confusiones, se pueden definir nuevas variables de la
siguiente forma:
Y, = Yi— Vi
X, = Xy —pXiy
€ = My — Py
La funcién de regresion queda

Yt* = 5X: + &

Por la definicién de proceso autorregresivo de primer orden y las propiedades
de ¢; especificadas en la ecuacién 4.10, podemos observar que los errores de
esta regresion cumplen con los supuestos del modelo cldsico. Por ende, los
estimadores obtenidos por este proceso son insesgados y poseen minima var-
ianza.
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b. Si no conocemos p

En este caso Cochrane-Orcutt proponen un procedimiento iterativo, bas-
tante similar al anterior, con la diferencia de que se ocupa un estimador
del nivel de autocorrelacién p, que se obtiene a partir de la prueba Durbin-
Watson.

El procedimiento es el siguiente:

1. Estimar la regresién original por Minimos Cuadrados Ordinarios, igno-
rando la presencia de autocorrelaciéon entre los errores.

2. Utilizar los residuos obtenidos en la etapa anterior para determinar el
pardmetro p por la regresion:

e = pey_1 + &

o por medio del estadistico dw de la regresién original, es decir:
oo

€11
t=2

p=—"5—""
> e
t=1

3. Se utiliza p para obtener las variables cuasidiferenciadas:

Y, —pYir = B(Xy —pXio1) + &
Y = BX] +¢&

4. Estimar por Minimos Cuadrados Ordinarios el modelo con variables
transformadas para obtener el estimador de f3.

5. Utilizar el vector [ para generar una nueva serie de residuos y estimar
nuevamente el pardmetro p.

Se continia con este proceso hasta alcanzar un nivel de convergencia
fijado de antemano.

Ejemplo 1. Funcién de Consumo
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Dado que se detecté la presencia de autocorrelaciéon positiva en nuestra
estimacién de la Funcién de Consumo, ahora procederemos a solucionarla.
De la informacién anterior se sabe que,

dw = 1,22
También sabemos que,
dw = 2(1—p)
Luego,
dw 1,22

p = 1——=1- "+

P 2 2

p = 0,39

Ahora, se procede a generar una nueva base de datos a partir de la original
de manera tal que:

Cf =0y + B, XY +&
donde
C; = Cy—pCiy
Yy = Y- Vi

siendo, como siempre, C' el nivel de consumo, Y el ingreso real disponible
y & el error que cumplird con los supuestos del modelo clésico. Llevando a
cabo la estimacion de los datos transformados se tiene:

Cr = 191606,8 4 0,6133Y;" + ¢,

ds. = 41635 0,0169
R?* = 0,9740

R?2 = 09733

n = 37

dw = 1,91
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Es posible observar que el estadistico dw, muy cercano a 2, nos indica
la presencia de no autocorrelacién. Por lo tanto, el problema ha sido solu-
cionado. También se tiene que el valor estimado de la propensién marginal
al consumo no varia significativamente con la correccién por autocorrelacion,
como deberia esperarse. Lo mismo se observa de las desviaciones estdndar,
que hace que el estimador fluctie dentro de un rango cercano al obtenido
antes de la transformaciéon. Note que este procedimiento implica la pérdida
de un grado de libertad al calcularse las cuasi diferencias de las variables
originales. Ademads, el nuevo término constante es Bo = Bo — ﬁBO. Utilizando
los pardmetros estimados originales y la estimacion del coeficiente de
correlacién, se puede observar la correspondencia de los resultados en ambos
casos.

Ejemplo 2. Funcién de Importaciones

De la misma forma, procederemos a solucionar la autocorrelacién que
se halla presente en nuestra estimacion de la Funciéon de Importaciones. En
primer lugar, encontraremos el valor de p relevante para nuestro problema:

> ™
Il
o o=
@
(S
Tl
I
—
|

A continuacion se procede a transformar las variables del siguiente modo:

My = My —pM,_,
PIB; = PIB,— pPIB, ,
TCR: = TCR,— pTCR,,

Para terminar, se realiza la regresién por Minimos Cuadrados Ordinarios
de las variables transformadas de manera tal que:
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In(M;) = Bo+ B In(PIB})+ B,TCR_ | + &
In(M;) = 1,6533+0,918In(PIB;) — 0,0229TCR; | + &,

ds. = 25116 0,1624 0,0049
R?* = 0,9179

R?2 = 09135

n = 41

dw = 2,03

De la misma manera que en el ejemplo anterior, se observa que la esti-
macién a partir de las variables transformadas ha solucionado el problema de
autocorrelacién. También, como se esperaba, los estimadores no han variado

significativamente de magnitud y tampoco lo hacen sus desviaciones estan-
dar.
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Capitulo 5

TOPICOS ADICIONALES

En este capitulo se abordan tres tépicos basicos adicionales para el anélisis
econométrico. Estos topicos son (i) la existencia de multicolinealidad entre
las variables explicativas, (ii) el test de cambio estructural y (iii) el uso de
las variables cualitativas dentro de la matriz de variables explicativas.

El primero de los temas a tratar, conocido como multicolinealidad, se pre-
senta cuando las variables explicativas estdn “fuertemente” correlacionadas
entre si, lo cual tendra implicancias sobre la estimacion de los pardmetros y
de las varianzas de los estimadores.

Por su parte, el test de Cambio Estructural, generalmente conocido como
test de Chow, es una técnica que intenta verificar la existencia de cambios
en la estructura de la economia entre dos o més perfodos de tiempo o dos
muestras distintas de agentes econémicos.

Por 1ltimo, las variables cualitativas o dummies son utilizadas para incor-
porar en la regresion distintos elementos de “control” de diferencias pobla-
cionales que no son continuos, tales como el género, analfabetismo, el estado
civil, entre otros. Existen muchas variables de este tipo que se consideran
relevantes en la explicacion del comportamiento de los individuos, y que
deben expresarse en términos de la presencia o ausencia de un determinado
atributo.

A continuacion desarrollaremos cada uno de estos puntos por separado.

159
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5.1. Multicolinealidad

En los estudios empiricos es frecuente encontrar niveles de correlacién
entre las variables explicativas del modelo de regresién. La existencia de
algin grado de asociaciéon entre las variables explicativas del modelo tiene
efectos sobre la estimacion de los pardmetros y de sus varianzas..

Retomemos el modelo lineal general, el cual se expresa como:

Y=XB8+nu

donde, la matrix X de orden nxk, contiene n observaciones y k vari-
ables explicativas. Desde la perspectiva del investigador, un buen resultado
econométrico es obtener una alta correlacién entre la variable dependiente
Y y todas las variables explicativas que componen la matriz X, lo cual se
expresa en un alto valor para el estadistico 2. Sin embargo, es probable que
las propias variables contenidas en la matriz de variables explicativas estén
a su vez altamente correlacionadas entre ellas. Por esta razon, se hace nece-
sario evaluar las implicancias que esta correlacion tiene sobre los estimadores
y sobre las propiedades de éstos.

Conceptualmente, al existir multicolinealidad no es factible separar, en
forma nitida, los efectos sobre la variable dependiente de cada una de las
variables explicativas. Por lo tanto, no podemos interpretar los coeficientes
de la regresién adecuadamente. Un problema serio que impone la multico-
linealidad es cuando las variables independientes estdn correlacionadas de
tal forma que alguna de las columnas de la matriz de variables explicativas
se puede escribir como una combinacién lineal de las otras. Es decir, nos
enfrentamos a una situacién de colinealidad perfecta, y por lo tanto, no es
posible obtener la matriz inversa de X’X. Como podemos recordar del capi-
tulo tres, el vector de pardmetros y la matriz de varianzas se estiman de la
forma

B = (X'X)"'X'Y
var <B> = 2 (X'X)"
Por lo tanto, es importante encontrar la matriz (X'X)'. Nétese que
para obtener esta matriz es necesario calcular la matriz de cofactores y el

determinante de ella. El determinante de la matriz X’X depende del grado
de correlacion existente entre las variables explicativas. Se sabe ademds, que
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a mayor multicolinealidad mas pequeno sera el valor de X'X y por tanto
mayor el valor de su inversa. Si la multicolinealidad es perfecta ( en otras
palabras, el grado de correlacion es igual a uno) la inversa de la matriz X'X no
existe, y por lo tanto no se pueden encontrar estimadores para los pardmetros
del modelo ni para las varianzas. Por otra parte, si la multicolinealidad no
es perfecta, pero es alta (correlacién distinta de uno), entonces se obtienen
estimadores cuyas varianzas son muy grandes.

En la préctica, es poco probable encontrar muestras de datos econémicos
donde no exista multicolinealidad. Bajo estas circunstancias lo relevante es
preguntarse jcudl es el grado de multicolinealidad que es tolerable en un de-
terminado estudio?, o bien ja qué nivel de multicolinealidad se ven afectados
seriamente los estimadores y sus varianzas?.

Para estructurar el andlisis es 1til dividir el problema considerando dos
tipos de multicolinealidad: i) Perfecta e ii) Imperfecta.

Multicolinealidad Perfecta

El problema principal que enfrentamos en el caso de multicolinealidad
perfecta es que la matriz X’'X es singular, es decir, su determinante es cero.
Por tanto, no es posible estimar la matriz de pardmetros 3. Podemos describir
el caso de multicolinealidad perfecta de la siguiente forma:

Xc :X161+X262+... + Xka: 0 (51)
X, =X . -X, %0 (5.2)
C1 C1

donde c es un vector de constantes no todas iguales a cero, ¢ = (c1, ¢a, ..., Cx).
Vale decir, la ecuacién 5.1 indica que una variable (X; por ejemplo) es una
funcién lineal del resto de las variables explicativas para los n individuos. En
este caso, el sistema 3 = (X/X)_l(X'Y) no puede resolver las k ecuaciones.

Multicolinealidad Imperfecta

Existe ademds, la llamada multicolinealidad imperfecta, que no es de-
tectable a simple vista, puesto que la matriz X'X es invertible y se obtendra
un estimador para 3. En este caso podemos escribir la ecuacién 5.1 como:

Xc = X161+X202—|—...+Xk0k%0

X, = X2 X%y (5.3)

1 &1
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Donde = significa “similiar o cercano a ”. Note que v; puede ser tratado
como un error (similar a € del modelo lineal general), y la ecuacién 5.3 se
puede escribir como:

Xlz _X2d1 i Xkdk—l—vl (54)

que es igual a una ecuacion de regresion entre X; y las demds variables ex-
plicativas. Nétese ademads que X; ha sido escogida arbitrariamente. Llamare-
mos a la ecuacién 5.4 ecuacion auziliar. Esto refleja que cualquier variable
del modelo puede escribirse como una combinacién lineal perfecta o imper-
fecta del resto de las variables. Por ende, es posible estimar un modelo de
regresion lineal considerando como variable dependiente cualquiera de las
variables explicativas del modelo y como variables explicativas a todas las
demss.

Para clarificar el impacto sobre los estimadores y las varianzas de la mul-
ticolinealidad, evaluemos la relacién entre las variables explicativas y la es-
timacién de los pardametros y de la varianza. Para ello tomemos el modelo
lineal con desviaciones de media

Y = BoTor + BaTar + 14y

dondey;, =Y, — Y y Tjp = Xjt — X ;. Asumamos que existe una relacién
entre las variables X5 y X3 del siguiente tipo:

Xy = A X5, donde A es una constante

Recordemos que el estimador a través de Minimos Cuadrados Ordinarios
es el siguiente (con este estimador es suficiente, puesto que no se ha violado
ningun supuesto del modelo clasico):

A

B=(xx)"xy

Luego, podemos expresar la matriz X como una matriz de orden 1 x 2,
donde cada elemento de dicha matriz (Xs y X3) corresponde a un vector
columna de orden n x 1. Luego la matriz X'X quedaria expresada como:

iy X5 [ xhxy xbx3
= (3) Ce )= (380 30
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Lo que nos interesa conocer, es la matriz inversa de x'x, recordando el caso
de una matriz cuadrada, donde la inversa se define como la matriz adjunta
dividida por su determinante. Esto serfa:

( X5X3  —X5HX3 >
-1 / /
/ / —
(x/x) -1 X5Xo X5X3 o X3Xoy  X9Xy
= : : =
X5Xy X5X3 XHXy XoX3

X5Xo  XhX3

)l - 1 X5X3 —X5HX3
2

/ / / —x! !
XhXoX5X3 — (X5X2) X3X2  XoXo

Luego, la matriz de varianzas, se define como:
Var (8) = o? (x'x) "

Basta con tomar un elemento de la matriz para ejemplificar el problema.
Si analizamos el caso de la varianza del estimador de [3,, este serfa:

2/ 2./
Var (62) = = >

X, XoXhXs — (XhXy)? ! 30 )2
HX2X5X3 — (X5X2) X X33 X <1_ (x3X2)

X5HXoXpX3

0.2

Var (8,) = 2
X5HXo (1 — —(X3X2) )

X5HXoX5X3

Si analizamos la fracciéon del denominador de este iltimo término:
2

(x4x3)° _ 2 (m x T5)’ _ > (Xt — X3) (X3 — Xs) _ 2
X’2X2X%X3 Z £C§t Z ‘T%t \/Z (th o Xg)Q Z (X2t . X2)2 23

donde 73, es el coeficiente de correlacién de la variable X, y X3. Recuerde
que 0 < 73, < 1.
Por lo tanto se tiene que:

0.2

Var (52) = S t=ray
%) " )
Teniendo en cuenta las dos posibilidades de Multicolinealidad, se puede
observar
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i Si X, = A\X3, entonces r2 = 1, por lo que la varianza de 3 se indetermina.
El valor del parametro también se indetermina, es decir, es imposible
obtener un valor.

ii Si Xy = AX3 + v;, entonces v; permite que la correlaciéon no sea per-
fecta, pudiendo estimar los pardmetros. Sin embargo, mientras mayor
sea la correlacion existente entre las variables X, y X3, menor serd el
denominador de la varianza, y por lo tanto mayor serd el valor de ésta.

Cabe mencionar que dado el teorema de Gauss-Markov los estimadores
obtenidos de un modelo con multicolinealidad imperfecta seguirdn siendo
MFELI, ya que no se ha violado ningtin supuesto clédsico que sea fundamen-
tal para obtener las propiedades de insesgamiento y minima varianza. No
obstante, las varianzas de los estimadores seran muy grandes, por lo que en
las pruebas de hipétesis se tenderd a aceptar la hipétesis nula de no signifi-
cancia individual de los pardametros. Este resultado conducira erréneamente
al investigador a eliminar variables supuestamente no significativas. Ademas,
las estimaciones puntuales de los pardmetros serdn poco informativas.

Como consecuencia de la multicolinealidad, los estimadores seran volétiles.
Esto significa que pequenas variaciones en el nimero de observaciones de
la muestra, pueden generar cambios importantes en los valores de los esti-
madores.

En resumen, podemos decir que la multicolinealidad afecta la confiabili-
dad y la precisién de los estimadores.

5.1.1. Coémo Detectar la Multicolinealidad.

En la seccién anterior discutimos los efectos de la multicolinealidad so-
bre los estimadores y sus varianzas. La siguiente discusién se centrard en la
identificacion o deteccién del fenémeno.

De la discusién se deriva que un sintoma clave de la existencia de multi-
colinealidad, es la presencia de un coeficiente de determinacién R? alto, junto
con pocas variables significativas individualmente. Dado que obtenemos un
R? alto, la prueba F global rechazars la hipétesis de que los pardmetros son
todos iguales a cero. Lo cual es abiertamente contradictorio con el hecho que
las variables no sean significativas individualmente. Nétese que ésta es una
forma que nos permite sospechar la presencia de multicolinealidad, pero en
ningin caso representa una prueba formal de ésta.
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Una forma bastante corriente de verificar la presencia de multicolineali-
dad, es observar la matriz de correlacién entre las variables explicativas. Para
el caso de dos variables es factible evaluar el valor del determinante de esta
matriz para evaluar la existencia de multicolinealidad. El determinante de la
matriz de correlacién estd dada por

1 7“%3 _
[

Donde los elementos ubicados en la primera fila y en la primera columna
corresponden al coeficiente de correlacion de la variable X5 en relacién a las
demds variables, y los ubicados en la segunda fila y segunda columna lo son
para la variable X3. De esta forma, se tiene, en este caso, que los elementos
a11 'y ass corresponden a los coeficientes de correlacién de X, y X3 en relacion
a sf mismos, respectivamente, y es por ello que su valor es 1. En cuanto a
los elementos a1 y as; representan el coeficiente de correlacién primero entre
Xy y X3y el segundo entre X3 y Xo, dada la igualdad ambos se representan
como 72,.

Al estimar el determinante de la matriz, es decir R = 1—(12;)?, se obtiene
un valor que si tiende a cero, podemos concluir que la multicolinealidad es un
problema serio. No obstante, cuando se tiene mas de dos variables explicativas
la utilizacién de este método se dificulta por la incapacidad de interpretar el
valor del determinante en forma directa.

Alternativamente, es posible una regresiéon auxiliar donde se regresiona
cada variable explicativa con respecto a las otras. Posteriormente se procede a
testear mediante una prueba F la significancia global de la regresion auxiliar.
Si el valor calculado es mayor que el valor F de tabla, entonces se dice que
la variable X, es colineal con las demds variables.

Aunque el modelo anterior permite revelar la existencia de correlacion,
debemos aceptar que en todas las muestras encontraremos que las variables
estan correlacionadas. Por lo tanto, debemos preguntarnos ;cudndo la Multi-
colinealidad se transforma en un problema del cual debamos preocuparnos?.
Una forma de responder esta pregunta es utilizar la Regla o Criterio de
Klein, que sugiere que la multicolinealidad puede ser un problema serio sélo
si el R? de la regresion auxiliar es mayor que el coeficiente de determinacién
global, es decir, el R? obtenido al regresionar la variable Y sobre todas la
variables X.
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5.1.2. Coémo Solucionar la Multicolinealidad.

Una vez que conocemos el grado de multicolinealidad y éste es importante,
entonces debemos intentar solucionarlo. En ese sentido las posibilidades son
diversas y se enuncian a continuacion:

1. La primera alternativa consiste en incorporar mayor informacién mues-
tral, es decir, aumentar el tamano de la muestra. Debido a que la multi-
colinealidad es un problema muestral, es razonable pensar que mientras
mads grande sea la muestra, menor serd la probabilidad de que la mul-
ticolinealidad sea severa. En la misma linea de razonamiento se puede
combinar informacién de corte transversal con series de tiempo (datos
de panel).

2. Una segunda posibilidad, es usar informaciéon a priori respecto a la
relacién entre las variables del modelo. Es decir, se entrega de ante-
mano la relacién que puede existir entre dos variables. Esta informa-
cién puede provenir de trabajos empiricos anteriores, donde no existan
grandes problemas de multicolinealidad, o de la teorfa que sustenta el
estudio. De tal forma, lo que se estima es un modelo restringido a la
nueva informacién del modelo. Note que se requiere conocer la forma
en que se interrelacionan las variables explicativas, lo cual puede ser un
requerimiento bastante restrictivo.

3. Una tercera alternativa es la transformacion de variables, donde lo que
se hace es estimar el modelo con las variables expresadas de otra forma.
Una manera comun de expresar las variables es en primeras diferencias.
Es decir, si tenemos el siguiente modelo, para un periodo t:

}/;5:51+52X2t+...+6kat+/1/t

De la misma forma se puede obtener el modelo para el periodo t — 1:
Yio1 =01+ BoXom1 + o+ B X1 + 111
Asi, si restamos estas ecuaciones vamos a obtener:
(Vi = Y1) = By (Xop — Xog1) + o+ By (Xie — Xpeo1) + 14

Donde el término vy = p, — p,_. Utilizando este modelo se reduce fre-
cuentemente el grado de multicolinealidad, ya que si existen variables que
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estdn altamente correlacionadas, no hay razén a priori para pensar que las
primeras diferencias lo estén. Sin embargo, el problema que puede surgir en
esta alternativa es el no cumplimiento de los supuestos del modelo clasico
por parte del término de error v;. Adicionalmente, se pierde una observaciéon
y por consiguiente un grado de libertad, que puede ser muy perjudicial es-
pecialmente en el caso de muestras pequenas. También, puede no ser un
método adecuado para casos de datos de corte transversal, donde no hay un
ordenamiento temporal o légico de las observaciones.

4. Por tltimo, una cuarta solucién para enfrentar el problema de la mul-
ticolinealidad es la eliminacién de variables. Aunque esta solucién es
sencilla, implica incurrir potencialmente en un sesgo de especificacion
o error de especificacion. El sesgo de especificacién surge de la especifi-
cacién incorrecta del modelo utilizado en el andlisis. Veamos esto con un
pequeno ejemplo. Supongamos que el modelo definido en desviaciones
es el siguiente:

Yi = BoTai + Baws; + (5.5)

Pero al existir evidencia de multicolinealidad importante entre X, y X3,
corregimos el modelo omitiendo la variable X3. De esta forma el modelo a
estimar es:

Yi = Bota; + 1

Aplicando la férmula del estimador MCO obtenemos un estimador para

B4 como:
5 > Ty
62 - 2
> T3
Sin embargo, la variable dependiente y; se define segtin el modelo original

dado en 5.5.
Reemplazando esta definicién, en la ecuacién anterior lo que tenemos es:

5 — > Toi (Booi + By + 1)
2 > a3,

Simplificando logramos:

5 Do T3 | D Tl
52_B2+B3 ngl + ngl
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Luego, si aplicamos el operador esperanza, lo que vamos a encontrar es
lo siguiente:

E <BQ> =0+ 53[723

Donde bo3 representa el coeficiente de la pendiente de la regresién de X3
sobre X5. Por lo tanto BQ es una estimacion sesgada de (3, mientras bog sea
distinta de cero. En este sentido, uno podria esperar que bo3 sea distinto de
cero, dado que existe una relacién entre ambas que originé la eliminacién de
X3 del modelo original.

Ejemplo 2. Funcién de Importaciones

El ejemplo 1, o de la Funcién de Consumo, no tiene posibilidades de
presentar multicolinealidad debido a que posee sélo una variable explicativa,
es por ello que para ejemplificar la deteccién de multicolinealidad se hara uso
del ejemplo 2 de la Funcién de Importaciones la cual depende del PIB y del
TCR.

Procediendo a la deteccién de este fenémeno regresionaremos la primera
variable explicativa en funcién de la segunda. Es decir,

1H<P[Bt) = f(TCRt_l)
Los resultados obtenidos de la Regresién Auxiliar son:

In(PIB;) = 15,9548 — 0,01807CR,_ + &
t° = (178,5611) (—18,5841)
R* = 0,8962
n = 42

La Prueba de Significancia Global se construye como:

0,8962
3—2
42—3+1

El valor de tabla es de 4.08 para un 5% de significancia, resultando un
modelo significativo, lo que implica un 95 % de probabilidades de que haya
una alta correlacion entre las variables explicativas, debido a que se rechaza
la hipétesis nula. Segin el Criterio de Klein podemos detectar la gravedad
de esta situacién al comparar el R? de la regresién auxiliar con el del modelo
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general. Los resultados obtenidos para la Funcién de Importaciones en el
capitulo 3 nos entrega el valor del R?, el cual es de 0.9617, que es mayor
al R? de la Regresién Auxiliar de 0.8962. Por lo tanto, segin este criterio
la multicolinealidad presente en este modelo no es suficientemente grave. Sin
embargo, si queremos obtener estimaciones més precisas de las varianzas de
los pardmetros estimados, deberiamos buscar una solucién a este problema.
Por ejemplo, alargando las series de datos.

5.2. Prueba de Cambios Estructurales

Un tema que ha interesado a los economistas es la posibilidad de identi-
ficar cambios en la estructura de la economia entre dos periodos, o cambios en
la estructura de comportamiento de dos o mas grupos de agentes econémicos.
En la figura 5.1 se presenta un caso que sirve para ilustrar la idea asociada
a cambios estructurales.

En el eje Horizontal se mide el tiempo mientras que en el eje vertical
se mide cualquier variable econémica de interés, tal como el consumo. Si
consideramos un momento en el tiempo, digamos el ano 1982 senalado en
la figura, podemos sospechar que por alguna razén (la crisis econémica, por
ejemplo) el periodo anterior a 1982 y el periodo posterior a 1982 tienen
comportamientos distintos en términos de sus pardmetros que caracterizan
el periodo. Especificamente el pardmetro de pendiente y/o posicién de la
funcién de consumo podrian diferir entre perfodos.

Si el comportamiento de la economia fuese distinto en ambos perfodos,
lo correcto serfa estimar una ecuacién para cada intervalo (regresiones no
restringidas del periodo 1 y 2). Si por el contrario, estimamos un solo modelo
para todo el periodo de estudio, entonces implicitamente estamos asumiendo
que el valor de los pardmetros es el mismo para todo el perfodo muestral. En
otras palabras estamos imponiendo una restriccién sobre los pardametros de
ambos periodos.

El objetivo de la prueba de cambio estructural es determinar si existen
diferencias de estructura o comportamiento entre dos muestras o dos periodos
de una regresién.

Para verificar esta hipdtesis podemos utilizar la prueba F descrita en capi-
tulos anteriores. Recordemos que en esta prueba se comparan las sumatorias
de cuadrados residuales de las estimaciones restringidas y no restringidas. Es-
ta prueba, cuando se aplica a problemas de cambio estructural, también se
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Y4

Regresion Restringida
Periodo 1
Regresion no Restringida

Periodo 1Q ﬁ/
4

Regresion no Restringida
Periodo 2

PERIODO 1 1982 PERIODO 2 t

Figura 5.1: Cambio Estructural

denomina “Prueba de Chow”. Si pensamos, que el comportamiento del mod-
elo es el mismo en los dos periodos, estimamos un solo modelo usando el total
de observaciones disponibles (N). Implicitamente estamos asumiendo que:

By =04
81 =61
Bl = g2

donde (7 es el i-ésimo pardmetro en el periodo j (j =1,2 i =1,2,.... k).

Es decir, que los pardmetros del periodo 1 son iguales a los pardmetros
del periodo 2. De esta estimacién se obtiene una sumatoria de cuadrados
residuales restringida a la hip6tesis nula (SCRR*).

Por el contrario, si pensamos que los dos periodos difieren significativa-
mente, podemos estimar dos modelos con distinto niimero de observaciones
en cada uno de ellos (N7 y Ny, respectivamente). Para este caso tendremos
2 sumatorias de cuadrados residuales (SCR; y SCRy), la sumatoria de ellas
representa la sumatoria de cuadrados no restringida del modelo (SCR,,). Si
no existiera diferencia en los pardmetros de ambos periodos, no deberiamos
encontrarnos con diferencias significativas entre la sumatoria de cuadrados
residuales restringida y no restringida. De esta forma podemos construir el
siguiente estadigrafo:
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SCRR* — SCR,

k ~
F= SCR, F’(k7 n—sk)

N — sk

donde:

SCRR* : Suma de Cuadrados Residuales Restringidos (del total de la
muestra).

SCR,, : Suma de Cuadrados Residuales no Restringida (suma de la SCR
obtenidas en la estimacién de cada grupo de la muestra).

N : Numero de Observaciones.

k : Nimero de Pardmetros.

s : Numero de Sectores Agrupados o de Periodos Agrupados.

En resumen la prueba consiste en los siguientes pasos:

1. Estimar el modelo general
Yi =By + BoXot + B3 X + .. + B X + 1y
por MCO para el mimero total de observaciones. Calcular SCRR* .
2. Estimar el mismo modelo para cada muestra por separado.

Y, = B + BoXor + B3 Xse + ...+ B, X + 1y para Ny
Y, = By + By Xor + B3 Xz + ...+ B3 X + 1, para Ny

De cada regresion se obtienen las sumas de cuadrados residuales ( SC'R;
y SCRy ). Con estas se obtiene la SC'R,, como la suma de las anteriores:

SCR; + SCRy = SCR,,

3. Se plantea la hipétesis nula de la siguiente manera:

Bo = B
H - ﬁifﬁf

gL =2
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4. Luego se calcula la variable aleatoria F:

SCRR* — SCR,
F— k . (SCRR*—SCRn) (N1+N2—Sk/’) - R
- SCR, B SCR, k (kin—sk)
N — sk

. Por 1ltimo, se compara el valor anterior con el valor de la distribucién

F, de manera que si el valor calculado es menor que el valor de la
distribucién entregado por la tabla, entonces se acepta la hipétesis nula,
es decir, se acepta la hipétesis de que no existen cambios estructurales,
y los dos perfodos o muestras se comportan de la misma manera. En
caso contrario, si el F calculado es mayor que el valor F de tabla, se
rechaza la hipétesis nula. Ello constituye indicio de que la estructura
de determinacion de la variable habria cambiado entre ambos periodos.

A continuacién, presentamos la evaluacion de este test para dos ejemplos

distintos, el primero es una muestra de series de tiempo y el segundo es de
corte transversal.

Ejemplo 1. Funcién de Consumo

Retomando la Funcién de Consumo para el caso chileno, que comprende

el periodo desde 1960 hasta 1997, estimada en capitulos anteriores, verificare-
mos la posibilidad que exista un cambio estructural en los pardmetros antes
y después del ano 1982, motivados por la crisis que experimenté nuestro paifs
en aquel ano.

Para ello seguiremos el procedimiento propuesto por la Prueba de Chow,

recién presentado.

1.

A partir de la estimacién de la funcién de consumo realizado en el
capitulo 3 se obtiene la Suma de Cuadrados Residuales Restringida,
dado que en aquélla se asumié que el comportamiento del modelo era
el mismo en ambos periodos. De esta forma se tiene que,

C, = 0,3152 +0,6134Y; + ¢,
d.s. = 0,04506 0,0118
t° = (6,8947) (52,2269)
SCRR* = 4,69 10"
n = 38
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2. Se divide la muestra en dos periodos: el periodo 1 comprende los anos
desde 1960 hasta 1982 inclusive, mientras el segundo perfodo com-
prende los anos restantes, es decir, desde 1983 hasta 1997. Luego,
procedemos a estimar el modelo para cada periodo:

C, = 163415,8 4 0,6700Y; + ¢,

t¢ = 1,1103 12,1752
SCR, = 3,15%10"

N, = 23

C, = 334518,3 4 0,6085Y; + ¢,

¢ = 4,2974 40,1299
SCR, = 1,36x10"

N, = 15

De esta forma, la Suma de Cuadrados Residuales no Restringido es:

SCR, = SCR;+ SCRy = (3,15%10") + (1,36 10")
SCR, = 4,51x%10"

3. La hipétesis nula se plantea como:

Bo =55
H, :

O B =54
4. Construimos a continuacién el estadistico:

SCRR* — SCRy, (4,69*1011)7(4,51*1011)
_ k _ 2 _
= SCR,, o 4,51%1011 = 0,6785
384
n — sk

5. Comparando con el valor de tabla que es de 3,23 es posible verificar
que el valor anterior es menor, por lo que no existe evidencia suficiente
para rechazar la hipétesis nula. Por ello es posible decir con un 95 % de
probabilidades que no existe cambio estructural en el modelo, es decir,
los dos periodos considerados se comportan de la misma manera.
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Figura 5.2: Relacién Consumo-Ingreso (1960-1997)

Es posible ver en la Figura 5.2 que la relacién entre el consumo y el in-
greso a través de todo el periodo considerado no cambia significativamente,
corroborando el resultado encontrado a través de la Prueba de Cambio Es-
tructural. Por decirlo en forma simple, las dos series “se mueven” en forma
relativamente sincronizada a través del tiempo. Por lo tanto, se asevera el
hecho de que es posible concluir con un 95% de probabilidad que no hay
evidencia de cambio estructural o de comportamiento entre el consumo y
el ingreso disponible entre los perfodos 1960-1982 y 1983-1997 para el caso
chileno.

Ejemplo 2. Funcién de Mincer

El presente modelo ha sido presentado en capitulos anteriores y consiste
en una estimacion de salarios para los trabajadores de sexo masculino cuyos
datos fueron obtenidos a través de la encuesta CASEN para la VIII Regién
en el ano 1994. Plantearemos esta Prueba para evaluar si existen diferencias
entre trabajadores divididos en 3 grupos segin los anos de escolaridad. El
primer grupo contendrd a trabajadores que posean menos de 10 anos de
escolaridad, el segundo grupo que posea entre 10 y menos de 14 anos de
estudios, y el tdltimo con 14 anos de escolaridad inclusive y mas.
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1. El modelo estimado con la muestra total es:

Iny; = 3,9997 — 0,0004X?% + 0,0372X + 0,14508 + ¢,
d.s. = 0,1010 0,0001 0,0059 0,0065
t© = 39,5894 — 3,1412 6,3037 22,3082
SCRR* = 779,7495
n = 1268

2. Procediendo a las estimaciones de cada sector se tienen sus SCR:

SCR, = 314,3561

N, = 534
SCR, = 332,3601
N, = 554
SCR; = 101,8453
Ny = 180

Por lo tanto la Suma de Cuadrados Residuales no Restringida es:

SCR,, = SCR,+SCRy;+ SCR3
SCR, = 314,3561 4 332,3691 + 101,8453 = 748,5705

3. La hipétesis nula es:

By = 8% = B}
O By=p5=ps
By = B3 = B3

4. Construyendo el estadistico se tiene:

779,7495—748,5705
_ 4 _
F = TIS.5T05 = 13,0785
126812

5. Al comparar el estadistico calculado obtenido en el paso anterior con el
valor de la distribucién entregado por la tabla (3,26) se detecta que nos



176 CAPITULO 5. TOPICOS ADICIONALES

hallamos en la zona de rechazo, por lo que es posible aseverar que con
un 95 % de confianza existe un cambio estructural en los pardmetros,
dado que la muestra no se comporta de la misma forma segin el nivel
de estudios que tenga el trabajador.

En este caso, dado la forma en que se establecié el test, se sabe que
los pardmetros no deberfan ser iguales entre los tres grupos. Lo que no
se sabe, es si éstos si podrian ser iguales entre dos grupos. ;Cémo se
podria probar esta hipdtesis?.

5.3. Variables Dicétomicas

Existen muchas variables explicativas que son discontinuas o en la practi-
ca no pueden ser medidas en forma continua. Estas variables generalmente se
les conoce como variables cualitativas, dicotémicas o variables dummy. Por
ejemplo, en la estimacion de la demanda por un producto puede ser relevante
si el consumidor es hombre o mujer. También puede ser de importancia el
nivel educacional que esta persona obtuvo a través de su vida (educacién pri-
maria, secundaria o superior), etc. De esta forma podemos dividir la muestra
en dos partes, una de ellas contiene a todas las observaciones que presentan el
atributo de relevancia y la otra parte contiene a todos los que no lo presentan.
Asf podemos definir una variable dicotémica de la siguiente forma:

D 1 Si el individuo presenta el atributo
10 en otro caso

El uso de las variables cualitativas puede afectar de tres maneras la es-
timacién del modelo. Primero, puede afectar el intercepto, es decir, el hecho
que una muestra presente un determinado atributo afecta la posicién de la
curva. Segundo, puede afectar la pendiente y por ltimo, puede afectar tanto
la pendiente como el pardmetro de posicién.

Consideremos el modelo:

Y, =061+ By X + ..+ B Xkt + 14

y analicemos cada caso por separado:

1. Sélo cambia el pardmetro de posicién
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Bi+y

Bi

Regresion para D = 1 <::|

|:> Regresion para D =0

Figura 5.3: Cambio en pardmetro de posicién
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En este caso se define una variable D que se comporta de la siguiente

maneras:

|

1 si posee el atributo
0 si no posee el atributo

entonces la funcién de regresion queda definida de la siguiente manera:

Yi =81 +7D + By Xor + ...+ B Xkt + 144

Ahora, segtin el comportamiento de D tenemos dos funciones de regresion,

dependiendo del valor que tome la nueva variable dicotémica:

D=1 = Y, =B +7)+ X+ ...+ Bp Xt + 114
D=0 = Y, =

By + BoXop + . 4 B X + 14

La introduccién de la variable muda hace que el intercepto de la regresion
cambie para aquellas personas que poseen el atributo. Ahora el intercepto se
compone de dos partes: 5; v 7. En cambio, para las personas que no poseen
el atributo, el intercepto sigue siendo sélo ;. De esta forma, la variable
muda permite diferenciar el comportamiento entre los distintos grupos de
observaciones (personas). En el caso que 7 resulta ser positivo, la regresion
puede graficarse como en la figura 5.3

2. Solo cambia la pendiente
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Regresion para D = 1
Pendiente = B, +y

|:> Regresion para D =0
Pendiente = B,

X,

Figura 5.4: Cambio de Pendiente

Suponga ahora que lo que cambia es el impacto que tiene la variable
explicativa X, sobre la variable dependiente entre distintos grupos de indi-
viduos.

En este caso también se define una variable D que se comporta de la
siguiente manera:

D 1 si posee el atributo
~ ] 0 sino posee el atributo

entonces la funcién de regresion queda definida de la siguiente manera:
Yi =81+ B Xoy + 7D Xop + .o+ B Xt + 114
Ahora, segtin el comportamiento de D tenemos dos funciones de regresion:

D=1 entonces Y; =1+ (By+7) Xot + ...+ B Xt + 11y
D =0 entonces Y; =B+ By3Xo + ...+ B, Xut + 11

En este caso lo que cambia es el coeficiente de pendiente para X, entre

distintos grupos de observaciones. Para un grupo el coeficiente es 5, + 7, y
para el otro sélo (3,. Esto se muestra en la figura 5.4 cuando v > 0.

3. Cambia tanto la posicién como la pendiente
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En este caso definimos una variable D que se comporta de la siguiente

manera
D— { 1 si posee el atributo

0 si no posee el atributo

entonces, la funcién de regresiéon queda definida de la siguiente forma:
Yi =01+ 71D+ By Xor + 7, DXop + ..+ B Xt + 1

Entonces, segiin el comportamiento de D tenemos dos funciones de regre-
sién:

D =1 entonces Y= (8, + 1)+ (By+7ve) Xor + ...+ 5, X + 11

D =0 entonces Y; = [+ 0sXot + B3Xst + ... + B Xkt + 144

Como vemos, en este caso se diferencian los grupos tanto por el coeficiente
de posicién, como por el coeficiente de pendiente para la variable X5.

Como se ha hecho en casos anteriores, mostraremos dos ejemplos en los
que se ha introducido variables dummies. Pero antes de pasar a ellos, es
preciso tener presente que es posible la utilizacién de este tipo de variables
para caracterizar atributos mltiples. Considere, por ejemplo, una situacién
en la que se tienen tres atributos: a, b y ¢ (y no dos como en las referencias
anteriores). Asumimos que estos atributos son excluyentes, pero que todas
las observaciones deben tener uno de ellos. Por ejemplo, para una muestra de
individuos se pide su estado civil, y se clasifican todos los individuos en tres
categorias: soltero, casado, u otro (divorciado, viudo, separado, etc.). Dado
que las variables dicotémicas implican sélo dos caracteristicas, en este caso
serd necesario la introduccién de dos variables dummies, siendo:

1 si posee el atributo a
D, = i
0 sino lo posee

1 si posee el atributo b
Dy = :
0 si no lo posee

Luego, se introducen ambas variables segin lo que se quiera evaluar a
partir de los casos (1), (2) y (3) descritos recientemente. Fijese que en este
caso, si un individuo presenta la siguiente situacién, Dy = 0, Dy = 0, en-
tonces significa que posee el atributo c. Queda claro, entonces, que la regla
de introduccién de variables cualitativas es que si se tienen “n” atributos
entonces se deben introducir (n — 1) variables dummies, y que el n-ésimo
atributo queda como “base” de comparacién..
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Ejemplo 1. Funcién de Consumo

En la seccién anterior se evalud si la Funciéon de Consumo para el caso
chileno presentaba evidencia suficiente como para esperar un cambio estruc-
tural en los anos posteriores a 1982 respecto del perfodo anterior al mismo.
Las variables cualitativas permiten el uso de un método alternativo al Test
de Chow. Este método implica introducir una dummy de la siguiente forma:

D — 1 si es el periodo 1960 — 1982
'™ 1 0 en otro periodo

Luego, se procede a introducir la variable D; de manera tal que afecte la
pendiente y el intercepto. Finalmente la ecuacién a estimar para el total de
la muestra es:

Ci = By + B1Y: + ByD1 + B3D1 X Yy + py
obteniéndose

C; = 334518,3 + 0,6085Y; — 171102,5D; + 0,0615D; X Y; + &,

d.s. = 8757567 0,0171  163836,2 0,0545
t = 3,8198 35,6698  —1,0444 1,1282
R* = 0,9875

R* = 10,9863

F = 8914355

Cabe senalar que los pardmetros estimados para cada periodo son idén-
ticos a los obtenidos con la prueba de Chow previamente en la seccién 5.2.
Si calculamos el intercepto para el perfodo 1960-1982 de los resultados con
variables mudas obtenemos Bo + 82 = 163415, 8. El coeficiente de pendiente
para el mismo periodo es Bl + 33 = 0,6700. Ambas estimaciones son las
mismas que obtuvimos previamente para el primer periodo. Y los resulta-
dos obtenidos cuando D; = 0, corresponden exactamente a los obtenidos
previamente para el segundo periodo (1983-1997). Cabe tener presente que
la estimacién anterior afecta tanto la pendiente como el intercepto, hecho
que es justamente el que se quiere evaluar para encontrar si hay evidencia
de cambio estructural. Si analizamos el estadistico ¢ es sencillo darse cuenta
que la variable D; no ha resultado significativa en ninguno de los casos. Por
lo tanto, no es posible explicar los cambios experimentados por el consumo
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Figura 5.5: Series de Importacién y P.I.B.

a través del comportamiento de la variable introducida, ya sea afectando el
intercepto o en el caso en que interactia con la variable ingreso lo cual afecta
la pendiente. Estos resultados nos indican entonces, de manera andloga a los
resultados hallados con el Test de Chow, que no se verifica un cambio de
comportamiento antes y despies del ano considerado.

Ejemplo 2. Funcién de Importaciones

Los datos de la Funcién de Importaciones en relacién con el P.I.B. utiliza-
dos para la estimacién efectuada en el capitulo 3 se encuentran expresados
en la figura 5.5. En ella es posible visualizar un quiebre en la relacién Im-
portacién - P.I.B. en el perfodo comprendido entre el primer trimestre de 1998
y el iltimo trimestre del siguiente ano. Este quiebre claramente estd reflejan-
do los efectos que la Crisis Asidtica impuso sobre nuestra economia. Dada
esta situacion, haremos uso de una variable dummy que permita representar
este periodo interactuando con el Producto Interno Bruto, medida econémica
que experimenta un cambio en relacién a los niveles de importacion.

Sea, entonces, la siguiente variable cualitativa

D _{ 1 si es el periodo 1998 : 3 — 1999 : 4
| =

0 en otro caso

La ecuacién a estimar se reduce a lo siguiente:

In(M;) = By + By In(PIB;) + B,TCR,_y + 3D, x In(PIBy;) + 1,
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Los resultados de la estimacién se presentan a continuacién:

In(M,) = 14735+ 0,9404In(PIB,) — 0,0157TCR,_1 — 0,0082D; In(PIB,)

ds. = 22504  0,1407 0,0028 0,0021
t = 06548  6,6850 — 5,6841 — 3,9209
R* = 0,9728

R* = 10,9706

dw = 1,8136

F = 4522442

Los resultados nos indican que la introduccién de la variable D; que per-
mite ajustar el quiebre en la relacién importaciéon - P.I.LB. es significativa
pudiendo explicar, en el 95% de los casos, el comportamiento de las im-
portaciones. La relacién de esta nueva variable con la explicada es negativa,
resultado que indica que una de las consecuencias que tuvo la crisis asidti-
ca en nuestro pafs fue cambiar la relacién entre producto e importaciones.
Cambios en el producto tuvieron un efecto mas reducido sobre las importa-
ciones en este periodo. De esta forma, se tienen dos funciones de regresion
dependiendo del comportamiento de la variable dummy. Como se explicé, la
forma en que ha sido incorporada a la estimacién la variable D; afecta a la
pendiente, teniéndose para

D=1 In(M,) = 14735+ (0,9404 — 0,0082) In (PIB,) — 0,0157TCR;_;
D=0 In(M,) = 14735+ 0,9404In (PIB;) — 0,0157TCR,_,

Para los anos descritos por D; la pendiente de la Funcién de Regresion
Muestral disminuye en el coeficiente estimado para esta variable. Si com-
paramos los valores del R? y del dw obtenidos en la anterior estimacién con
los hallados en capitulos anteriores que no se les habfa introducido variables
cualitativas, observaremos que ambas medidas estadisticas han mejorado.



Apéndice A
Ejercicios Complementarios

En este apéndice entregamos al lector ejercicios complementarios rela-
cionados a los temas de estimacién e inferencia discutidos en el Capitulo 3.
El apéndice contiene los siguientes elementos:

1. Anadlisis de estimaciones y resultados para dos funciones adicionales a
las presentadas en el Capitulo 3: la Funcién de Precios y la Funcién de
Produccion.

2. Todas las bases de datos usadas en el libro se entregan en un diskette.
Por lo tanto, es factible utilizarlas para replicar los resultados presenta-
dos. Por esta razén entregamos una serie de Instrucciones del Programa
E-Views.

3. Series de datos de los ejemplos desarrollados.

A.1. Estimacién de Funcién de Precios y de
Produccion

A.1.1. Funcién de Precios

Nuestro modelo teérico asume que el incremento porcentual en los precios
depende del crecimiento en el indice de remuneraciones y del incremento
porcentual en el tipo de cambio nominal. Este se basa en un enfoque de

183
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fijacién de precios por costos. Es decir,

(P = Pa) (Wi = Wia)
P4 Wi

(£ — Ey)

:50+51 Etl

+ 5, + Hy

donde P es el indice de precios, W es el indice de remuneraciones y £
es el valor del tipo de cambio nominal. Todas las variables se presentan en
tasas de cambio porcentual.

Las razones que explican este modelo son las siguientes:

= El incremento en los salarios afecta los costos unitarios de la empresa, y
la empresa en la medida que intenta mantener sus margenes de utilidad,
ajusta los precios al alza.

= El tipo de cambio nominal también afecta los costos unitarios de las
empresas, ya sea por el efecto directo sobre los precios de los insumos
importados, ya sea a través de un efecto indirecto por medio del im-
pacto sobre insumos domésticos que utilizan insumos importados para
su produccién. El efecto sobre los precios es positivo.

Ahora que hemos descrito el marco conceptual de la funcién de precios
podemos analizar la estimacién realizada en base a los datos que se encuen-
tran en el archivo precios.xzls para el perfodo comprendido entre el primer
trimestre de 1980 y el mismo trimestre del ano 2000. Los resultados obtenidos
son los siguientes:

B P ;t ]:H) = 0,0079 + 0,4916—(th;t VYH) + 02058\ B ];t b}‘” +ey
(0,0038) (0,0745) (0,0293)
t = 20587 65956 7,6982
R* = 05607
R? = 0,5493
dw = 20117
n = 80

Cabe mencionar que en este caso el pardmetro estimado tiene la interpretacion
de una elasticidad. Por ejemplo, para el caso de [51 un incremento de un 10 %
en la tasa de crecimiento del indice de remuneraciones aumentara el nivel de
precios en un 4,9 %.
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A partir del R? podemos decir que la estimacién de nuestra Funcién de
Precios explica en un 55 % al modelo poblacional. El estadistico de Durbin
Watson nos indica presencia de no autocorrelacién en los errores.

Parte 1. Prueba t Individual

Con esta prueba podremos verificar si los pardmetros encontrados son
compatibles con lo sugerido por la teorfa econémica al probar su signifi-
cancia. Dentro de los resultados presentados en el esquema anterior, encon-
tramos el valor del estadistico ¢ resultante de aplicar esta Prueba de Hipote-
sis. Recuerde que este test nos permite validar el signo que acompana a cada
pardmetro indicando si es posible explicar los cambios experimentados por la
variable dependiente a través de las variaciones producidas en las variables
explicativas.

Al llevar a cabo esta prueba, se plantea para el segundo pardmetro, Bl,
la siguiente hipétesis nula:

Como se explicé en el capitulo 3, se calcula el estadistico ¢t como se muestra,
a continuacion:

~

o B8

S5

Desarrollando la ecuacién anterior se obtiene un valor igual a 6.5956 para

el t¢, que al ser comparado con el de tabla vemos que se encuentra en la zona

de rechazo. Esto significa que no se acepta la hipétesis nula, lo cual conduce
a probar la significancia de Bl.

En forma andloga se obtuvieron los valores del estadistico ¢ para los
restantes pardmetros. Dado que éste estadistico es mayor que 2, es decir
que el t de tabla, se rechaza la hipétesis nula en todos los casos analizados.
Con estos resultados sabemos entonces que los estimadores permiten explicar
las variaciones que experimenta el indice de precios, lo cual resulta compati-
ble con la teorfa econémica, ya que la regresion efectuada a través de MCO
satisface la relacién existente entre las variables explicativas y la variable
dependiente.
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Parte 2. Intervalo de Confianza

Un método alternativo de llevar a cabo las Pruebas de Hipdtesis, consiste
en construir un intervalo de confianza para el pardmetro, aunque el resul-
tado de la Prueba de Significancia es el mismo, los intervalos de confianza
nos entregan méas informacién que el procedimiento anterior, ya que nos in-
dica entre qué rangos puede variar un pardmetro. Para ejemplificar este caso
buscaremos el intervalo de confianza para BQ y verificaremos si se llega a la
misma conclusion que con la Prueba ¢ Individual.

Planteando el intervalo para 32 :

Pr(By — taja- S5 < By < Byttap-S;) =1—a

Si elegimos a = 0,05 (95 % de confianza), obtenemos

(0,2258 — 1,96 - 0,0293 < A3, < 0,2258 + 1,96 - 0,0293)

(0,1684 < 3, < 0,2832)

Es posible apreciar de los resultados que existe un 95 % de posibilidades
que [, tome algin valor entre 0.1684 y 0.2832. Tal como se planteara al
comienzo de esta parte, el intervalo de confianza nos gufa a la misma con-
clusién que la Prueba ¢ Individual, ya que, se observa que 3, = 0 cae fuera
del intervalo. Ademads, el intervalo de confianza nos indica entre qué valores
puede hallarse con mayor probabilidad el valor poblacional, informacién que
no es posible obtener a través del Test de Significancia Individual.

Parte 3. Prueba T Generalizada

A continuacién intentaremos probar la existencia de homogeneidad de
grado 1 en salarios y tipo de cambio. Es decir, si incrementos en los costos
se traspasan completamente a precios. La hipétesis se plantea de la siguiente
manera:

Hy:B,+8;,=1
Podemos establecer ¢ como
0
t=1|1
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De esta forma, la prueba de hipétesis puede expresarse como:

H(J : t,ﬁzl
H1 . tlﬁ#l

El estadistico t se encuentra al aplicar la siguiente ecuacion:

o_ ¥B-tB _  tB-tp
V VAR(t'B) \/ o2t (X/X) 't

Por lo tanto requerimos de la siguiente informacion:

) 0,0079 ) 1,46-107 —0,000238 —3,39-10~°
B=04916 | VAR(B) = | —0,000238 0,005556  0,000101
0,2258 ~3,39-1075  0,000101  0,000860

Asi, podemos obtener:

t'8 =0,7174

var(t'8) = t'var(3)t = 0,006618
Reemplazando:

0,7174 — 1
o= o 34738
v/0,006618 ’
Dado que el estadistico t se encuentra en la zona de rechazo al exceder
al de tabla (1.99 para un 5% de significancia), rechazamos la hipétesis nula

planteada.

Parte 4. Prueba de Significancia Global

En este apartado intentaremos probar si la regresién de la funcién de
precios es significativa en conjunto. Para ello planteamos como hipétesis nula
que todos los pardametros relevantes del punto de vista tedrico son iguales a
cero. Si aceptamos esta hipd6tesis, entonces estaremos en condiciones de decir
que la regresién en conjunto no explica los cambios experimentados en el
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nivel de precios. Por lo tanto, lo que esperamos hallar con esta prueba es el
rechazo de la hipétesis nula.
Las pruebas de hipétesis son las siguientes:

Ho:fBy=0,=0

Calculando el estadistico F":

. RY(k-1)  _ 05607/(3-1)
P = (1-R?)/(n—Fk) (1-0,5607)/(80 —3) 49.14

Es posible concluir al comparar con el F' de tabla (3,11), que este tltimo es
menor al calculado, lo cual indica que nos encontramos en la zona de rechazo.
Asi, es posible decir que la regresién encontrada para la Funcién de Precios
sf explica el comportamiento que experimenta nuestra variable dependiente.

Parte 5. Prediccion Individual

Para esta parte del andlisis buscaremos qué valor adopta la variable de-
pendiente, es decir, el nivel de precios, cuando las variables independientes o
exégenas toman un valor especifico.

De esta manera, podemos plantear una situacién en la que la tasa de
crecimiento de las remuneraciones alcanza un nivel igual a 4% y el cambio
porcentual en el tipo de cambio nominal es de 3% sobre base anual. Estas
tasas son las que se esperan “normalmente” para estos indicadores.

El intervalo de confianza que define un valor especifico para el nivel de
precios es:

P() S (PO + ta/g X \/&i [XO(X/X)_1X6 + 1])
Siendo:
Py = X8
0,0079

Po=[1 4 3]| 04916 | =2,6517
0,2258
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0,0529 —0,8623 —0,1228
(X’X)™' = | —0,8623 20,1295 0,3659 Xo(X'X) !X} = 351,3135
—0,1228 0,3659  3,1158

62 = 2,75974-107"

Resolviendo para un 95 % de confianza:

Be (2,6517 +1,96 x /2,75974 - 10—+ [351,3135 + 1])

(2,04054 < Py < 3,26286)

Es posible afirmar con un 95 % de confianza que, dado el escenario plantea-
do en el enunciado, la variacién en el nivel de precios se ubicard entre 2.04 %
y 3.26 %, anual, aproximadamente.

Parte 6. Prediccion Media

Llegando al final de nuestro desarrollo de la Funcién de Precios, llevaremos
a cabo la prediccion media del nivel de precios dada la misma situacién
anterior para los pardmetros. Asi, el predictor es Py igual a 1.3298 y su
intervalo de confianza para la Prediccion Media estd dado por:

E(Py/Xo) € (PO £l X /62 [XO(X’X)1X6]>

Reemplazando:

E(Py/X,) € <2,6517 +1,96 x /2,75974 - 10— x 351,3135)

(2,04141 < E(Py/X,) < 3,26199)

De esta forma, el valor esperado en la tasa de crecimiento del nivel de
precios se encuentra entre 2.04141 y 3.26199 con un 95 % de confianza.
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A.1.2. Funcion de Produccion

La Funcién de Produccion que se utiliza asume la presencia de dos factores
productivos, capital y trabajo. La forma funcional que adoptaremos serd del
tipo Cobb-Douglas. Para hacer posible la regresién con Minimos Cuadrados
Ordinarios hemos procedido a linealizarla con logaritmos, quedando con la
forma que se observa més abajo.

A continuacién se detallan los resultados obtenidos para esta funcién
partiendo de las series contenidas en el archivo produccion.xls para el perfodo
trimestral 1987:1 - 1993:4.

In(PIB;) = —1,7945+ 0,0826 In(capital;) + 1,5259 In(trabajo;) + €
(1,6639)  (0,1691) (0,3575)
t = —1,0785 04882 42678
R* = 09347
R? = 0,9294
dw = 0,7239
n = 28

El primer término, BO, representa el efecto medio que tienen otras variables
sobre el producto, las cuales no han sido consideradas en forma explicita en
el modelo.

Los estimadores 31 y BQ corresponden a la elasticidad parcial del capital
(€x) v alaelasticidad parcial del trabajo (£} ), respectivamente y son iguales a
0,0826 y 1,5259. Al observar los coeficientes de determinacién verificamos que
la estimacion llevada a cabo explica en un 93 % los cambios en el producto. El
estadistico de Durbin y Watson indica la violacién de uno de los supuestos
del modelo clésico: la ausencia de autocorrelaciéon en los residuos. En este
caso, se tiene correlacién serial positiva de primer orden en los residuos.
Dada esta situacion, no tiene validez realizar inferencia sobre los pardametros
estimados por MCO, pero a pesar de ello, y teniendo presente que debe
hacerse una transformacién de las variables para eliminar la autocorrelacion,
continuaremos con el procedimiento efectuado en la funcién anteriormente
estimada, esta vez para la Funcién de Produccién.
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Parte 1. Prueba t Individual

La Prueba de Significancia Individual arroja diferentes resultados para
cada uno de los estimadores. Si se considera un ¢ de tabla igual a 2.048',
se rechaza H, al evaluar si el coeficiente que acompana la variable trabajo
es igual a cero, lo cual prueba su significancia. En el caso del capital, el
estadistico t se encuentra en la zona de aceptacién lo que nos indica que el
capital no ayuda a explicar el comportamiento del producto.

Para ejemplificar, como lo hemos hecho para las demds funciones presen-
tadas tanto en el capitulo 3 como en este apartado, desarrollaremos la Prueba
t para Bl.

Planteamos el estadistico ¢ como:

~

tC:M
S

Siendo la Prueba de Hipdtesis como se presenta:

HO : /61 - 0
Reemplazando se tiene:
0,0826 — 0
0,1691 0485

Efectivamente, al comparar el resultado obtenido en nuestra Prueba ¢ con
el de tabla, aceptamos Hy al encontrarnos en la zona de aceptacion.
Andlogamente para (3, se tiene:

A

==
B
La hipétesis nula es:
Hy : By=0

Valor de tabla para un tamaifio muestral de 28 observaciones y un nivel de significancia
de 0.05.
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Finalmente,

Cc

11,5259 -0

=42
0,3575 /208

Dado que ¢ > t! se tiene que 32 es un estimador significativo.

Parte 2. Intervalo de Confianza

Ya que nos encontramos en un escenario en el que uno de los pardmetros
encontrados no es significativo buscaremos su intervalo de confianza.
Procedemos planteando el intervalo de confianza para [3;:

(Br—tarz- S, < By < By +tagz S5,

Asumiendo un o = 0,05 y reemplazando la informacién obtenemos:

(0,0826 — 2,048 - 0,1691 < B, < 0,0826 + 2,048 - 0,1691)

(—0,2637 < B, < 0,4289)

Efectivamente, es sencillo verificar que 3, tiene una alta probabilidad de
tomar el valor cero, lo que nos conduce a la misma conclusién que con la
Prueba ¢ Individual.

Llevando a cabo el mismo procedimiento para B 5, €l intervalo de confianza
se plantea como:

(Bo—tasz- S5, < B2 < Byt tagz S5, )
Reemplazando se tiene,

(1,5259 — 2,048 - 0,3575 < [, < 1,5259 + 2,048 - 0,3575)

0,7937 < B, < 2,2581

Se observa que el valor cero queda fuera del intervalo de confianza, te-
niendo (3, altas probabilidades de ser significativo, conclusién que también
se deduce de la Prueba t Individual.
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Parte 3. Prueba T Generalizada

Una prueba interesante desde la perspectiva econémica es comprobar si
la funcién posee rendimientos constantes a escala, es decir 5, + 3, = 1. Esta
prueba es facil de verificar usando la Prueba T Generalizada. Para poder
llevarla a cabo, nuestra matriz t serd un vector de constantes iguales a 1 con
excepcién del primer elemento que tomara el valor cero dado que representa
la constante en nuestra funcién, quedando de la siguiente manera:

t=11
1

Recuerde que la forma funcional original para medir el nivel de producto
es:

PIB = AKA1 P2

Por lo tanto, la verificaciéon de rendimientos constantes a escala equivale
a estudiar el grado de homogeneidad r de la funcién, el cual también se
interpreta como el rendimiento que presenta la funcién de produccién. En
este caso, se tiene que para que la funcién presente este tipo de rendimientos
debe suceder que la suma de sus exponentes sea igual a 1. De esta forma
tendremos que:

Bo
t/ﬁ:[() 1 1] b1 :<51+62):1
By

Para que la Funcién de Produccién presente rendimientos constantes a
escala, la suma de sus exponentes debe ser igual a uno.

Por consiguiente, el problema se resume en la siguiente prueba de hipéte-
sis:

H() : t,,BZ].
H1 . tlﬁ#l

Las demés matrices necesarias para resolver este problema son:
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) —1,7945 ) 2,7685  0,2510 —0,5811
B= 00826 |VAR(B)=| 02510 0,0286 —0,0585
1,5259 —0,5811 —0,0585 0,1278

El estadistico t relevante para esta prueba es:

o ¥B-tB
var(t'3)
Siendo:
var(t'8) = t'var(3)t = 0,0394
Resolviendo:

Cc

11,6085 — 1
- /0,0394

En conclusién, se rechaza la hipétesis nula dado que el estadistico encon-
trado supera al de tabla, lo cual indica que nuestra funcién de produccién no
presenta rendimientos constantes a escala. Por el contrario, si sumamos los
exponentes de nuestra funcién, el resultado serd mayor a la unidad, lo que
nos indica la presencia de rendimientos crecientes a escala.

Ademas, cabe agregar que los resultados indican que el factor capital
no ayuda a explicar el producto. Estos resultados pueden deberse a varios
factores:

= 3,066

a) Que la teoria econémica utilizada para explicar la produccién no es la
adecuada.

b) Que la forma de la funcién de produccién utilizada (Cobb-Douglas) no
sea la mds apropiada.

¢) Que la medicién de las variables utilizadas es defectuosa.

d) Que efectivamente el capital no ayuda a explicar la produccién en Chile
en el perfodo muestral.

Antes de inclinarse por la tltima opcién, es necesario investigar las alter-
nativas anteriores. Realizar esto escapa, naturalmente, al &mbito de un libro
de Econometria.
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Parte 4. Prueba de Significancia Global

Esta prueba nos permitird concluir si realmente la funcién encontrada
explica en su conjunto los cambios que experimenta el PIB, a pesar que
existan parametros que resultaron no ser significativos como ya analizamos.

Procedemos, entonces, a plantear la hipétesis nula:

Hy : ﬁ1 = /32 =0
El estadistico F’ es:

2
e _ R*/(k—1) _ 0,9347/(3 — 1) 178,924
(1-—R*)/(n—Fk) (1—0,9347)/(28 — 3)

Efectivamente, ocurre que a pesar de que no todos los estimadores han
resultado significativos al ser evaluados individualmente, la regresiéon en con-
junto sf resulta serlo. Es posible llegar a esta conclusion al verificar que el
F* es mayor al F' de tabla (F* = 3,4), lo que ubica al estadistico en la zona
de rechazo. Esto es justamente lo que se busca, ya que si esta hipétesis es
rechazada nos indica con un 95% de posibilidades que los pardmetros no
serdn iguales a cero simultdneamente, pudiendo de esta manera explicar el
comportameinto del PIB a través de los cambios que ellos experimenten.

Parte 5. Prediccion Individual

Para hallar el valor especifico de la produccién, dado un escenario deter-
minado de las variables independientes, debemos hacer uso del intervalo de
confianza para la prediccién individual.

El escenario que nos impondremos para las variables exégenas son los que
se presentan a continuacién:

K = 6000
L = 5200

Es decir, conocer el rango en que se encontrarfa la produccién nacional
si se tuviera una acumulacién de capital valorada en 6000 (expresado en
unidades de miles de millones de pesos de 1986) y la fuerza de trabajo de
5200 personas (expresada en unidades de mil).

Recordando el intervalo de confianza:



196 APENDICE A. EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

In PIB, € (ln PIBq + tys X \/ &7 [Xo (X/X) ™ Xf + 1})

Siendo:
11’1 PI/EO = X()B
- —1,7945
In PIBy = [ 1 In6000 In 5200 ] 0,0826 = 11,980
1,5259

62 =0,0014

19775 179,286 —415,071
(X'X)""=| 179286 20,429 —41,786
—415,071 —41,786 91,286

Reemplazando y resolviendo para un 95 % de confianza se obtiene que:

In PIB, € (11,980 + 2,048 x 1/0,0014 [2,39336 + 1])

(11,839 < In PIB, < 12,121)

Estos valores se encuentran en forma exponencial. Aplicando exponencial
se tiene
138550 < PIB, < 183510

De esta forma, si las variables exégenas alcanzaran el nivel planteado, el
PIB se ubicarfa entre 138550 y 183510 millones de pesos.

Parte 6. Prediccion Media

Finalizando el andlisis de la Funcién de Produccién, calcularemos el val-
or esperado del nivel de producto cuando se presenta la misma situacién
planteada para la predicciéon individual.

El intervalo de confianza relevante para resolver este problema es:

E(In PIBy/X,) € (ln PIBg +t,s X \/&i X, (XIX)—1X{)]>
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Resolviendo se llega a que:

(11,861 < E(In PIBy/X,) < 12,099)

Finalmente,

141630 < E(PIBy/X,) < 179690

Se observa que, con un 95% de posibilidades y un escenario como el
establecido al inicio a las variables, el valor medio del producto se encontrara
en el intervalo encontrado.
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A.2. Instrucciones para el programa E-Views

Las estimaciones de las distintas bases de datos que aparecen en este texto
se han llevado a cabo con el software econométrico E-Views. Si usted mismo
desea efectuar las regresiones deberd seguir los siguientes pasos:

= Al abrir E-Views debera crear un nuevo workfile. Para ello tendra
que acceder al meni File en la barra de ment, luego elegir New y
finalmente Workfile. Se desplegard un cuadro de didlogo en el que se
debe especificar la frecuencia de las observaciones a estimar e ingresar
tanto el inicio como término de dichas observaciones.

= Nuevamente se desplegara una ventana (Workfile) en la que apareceran
los pardametros para la constante (c) y para los residuos (resid).

» Para que los datos puedan ser leidos por E-Views es necesario im-
portarlos desde los archivos adjuntados, que se encuentran en formato
Excel. Para ello debera presionar el botén Procs en la Barra de Titulo
de la ventana de Workfile. Luego se abrird un meni donde se elegird
el submeni Import, para concluir eligiendo la opcién Read Text-
Lotus-Excel.

= En este nuevo cuadro se debe especificar archivo, unidad y formato.
Para nuestro caso la unidad sera A:, el formato Excel y el archivo, el
que contenga la informacién a estimar, por ejemplo consumo.xls.

= Se abrird un nuevo meni en el que se debe tener cuidado que las series
estén con la opcién columnas. También se deberd especificar la primera
celda que contiene datos. Para consumo.zls serd B2 y en el cuadro
principal escribird el nombre de las series separadas por un espacio (en
el orden en que aparecen en la base de datos), es decir, para nuestro
ejemplo, consumo seguido de un espacio seguido de ingreso. Una
vez llevado a cabo, aparecerdn en el Workfile junto al pardametro de la
constante y de los residuos las series de consumo e ingreso ordenados
en columnas.

= Solo ahora que tenemos los datos es posible llevar a cabo la estimacién.
Para ello debe elegir dentro del meni Quick de la barra principal la
opcién Estimate Equation.
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= Para terminar, en el cuadro de didlogo debemos ingresar primero la
variable dependiente seguido de la constante y finalmente las variables
independientes, cada una separada de la otra por un espacio y sin co-
mas. El método a elegir es el de Minimos Cuadrados (Least Squares
en inglés). Para guardar los resultados de la estimacion, al cerrar la
ventana en la que éstos aparecen deberd hacer clic en el botén Name y
luego dar un nombre a la ecuacion, finalmente termina haciendo clic en
ok. Esta ecuacién aparecerd junto con las demds series en el Workfile
identificada por un signo igual.

Si desea obtener los resultados en forma grafica se debe regresar a la
ventana de Workfile. Luego se selecciona(n) las series que se desean graficar
(con ayuda del comando CTRL en el teclado) y con el botén derecho del
mouse elegimos la opcién as Group. Una nueva ventana se abrird donde se
mostrardn las observaciones de cada serie. En esta nueva ventana haga clic
en el menid View, luego elija la opcién Graph y finalmente Line.
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A.3. Tablas de Datos

Tabla 1. Datos para estimar una Funcion de Consumo
(millones de pesos de 1986)

Periodo | Consumo | Ingreso Periodo | Consumo | Ingreso
1960 1403565 | 1780341 1979 2193805 | 3118665
1961 1484139 | 1851872 1980 2345662 | 3338607
1962 1544760 | 1975044 1981 2659718 | 3422684
1963 1609861 | 2058054 1982 2267392 | 2806587
1964 1600076 | 2160352 1983 2137419 | 2743290
1965 1598521 | 2200940 1984 2150843 | 2836445
1966 1778919 | 2567978 1985 2129737 | 2858357
1967 1839146 | 2573875 1986 2238746 | 3063564
1968 1909414 | 2675635 1987 2400565 | 3430872
1969 2009923 | 2853313 1988 2569303 | 3820065
1970 1998181 | 2902718 1989 2829978 | 4291993
1971 2261128 | 3159419 1990 2892007 | 4428160
1972 2435609 | 3072439 1991 3148534 | 4769029
1973 2275531 | 2968435 1992 3582720 | 5385467
1974 1859731 | 2980573 1993 3848849 | 5728410
1975 1647317 | 2268325 1994 4163544 | 6180585
1976 1651487 | 2400603 1995 4572265 | 7225132
1977 1915879 | 2616966 1996 5003503 | 7480542
1978 2060109 | 2826672 1997 5417874 | 8173955

Fuente:Boletin Estadistico Mensual. Banco Central

En la tabla para la estimaciéon de la Funcién de Produccién la serie del
PIB ha sido encadenada con las tasas de crecimiento observadas a partir del
ano 1990 en moneda de 1986. Por su parte la serie de capital (K )se encuentra
en miles de millones de pesos de 1986 y el trabajo (L)en miles de personas.
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Tabla 2. Datos para estimar una Funcion de Produccion

Periodo PIB K L Periodo PIB K L

1987:1 | 99892 | 3487.4 | 3879.00 1990:3 | 108991 | 4519.9 | 4381.17
1987:2 | 101322 | 3532.1 | 3884.40 1990:4 | 114592 | 4611.6 | 4463.70
1987:3 | 96505 | 3582.6 | 3831.30 1991:1 | 125957 | 4674.1 | 4546.73
1987:4 | 100511 | 3625.5 | 3937.43 1991:2 | 124566 | 4741.4 | 4467.93
1988:1 | 105835 | 3671.6 | 4030.93 1991:3 | 119462 | 4814.1 | 4443.77
1988:2 | 107816 | 3705.0 | 4065.80 1991:4 | 129417 | 4922.1 | 4564.23
1988:3 | 104655 | 3750.7 | 4083.27 1992:1 | 142330 | 5006.6 | 4693.27
1988:4 | 109224 | 3811.5 | 4224.80 1992:2 | 137957 | 5097.4 | 4668.20
1989:1 | 116240 | 3889.5 | 4317.27 1992:3 | 137180 | 5221.8 | 4655.93
1989:2 | 120965 | 3980.5 | 4313.23 1992:4 | 143249 | 5376.0 | 4796.53
1989:3 | 115486 | 4081.3 | 4307.73 1993:1 | 154080 | 5541.1 | 4940.87
1989:4 | 117552 | 4192.2 | 4410.17 1993:2 | 149006 | 5697.6 | 4923.17
1990:1 | 122583 | 4310.3 | 4502.37 1993:3 | 146816 | 5822.7 | 4972.20
1990:2 | 116373 | 4412.0 | 4429.77 1993:4 | 149991 | 5945.1 | 5069.82

Fuente: Series de PIB y L del Boletin Estadistico Mensual del Banco Central.
Serie de capital de Lehmann, S. (1994)
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Tabla 3. Datos para estimar una Funcion de Importaciones
Datos de M y PIB en millones.de pesos de 1986
Periodo M PIB TCR Periodo M PIB TCR
1990:1 | 419740 | 1188378 | 115.86 1995:3 | 878448 | 1670564 | 85.95
1990:2 | 386714 | 1128171 | 110.36 1995:4 | 850732 | 1725135 | 88.28
1990:3 | 400124 | 1056616 | 107.29 1996:1 | 878918 | 1859798 | 86.91
1990:4 | 368772 | 1110906 | 107.78 1996:2 | 862678 | 1825502 | 84.26
1991:1 | 399807 | 1221084 | 113.77 1996:3 | 920462 | 1762695 | 83.92
1991:2 | 383750 | 1207608 | 104.91 1996:4 | 944680 | 1857145 | 83.91
1991:3 | 433689 | 1158126 | 103.31 1997:1 931708 | 1953561 | 80.48
1991:4 | 467629 | 1254629 | 103.73 1997:2 | 947008 | 1937209 | 79.07

1992:1 | 479432 | 1379825 | 99.32 1997:3 | 1064112 | 1916143 | 76.79
1992:2 | 467554 | 1337429 | 95.43 1997:4 | 1128409 | 2038219 | 76.29
1992:3 | 554085 | 1329893 | 100.58 1998:1 | 1179419 | 2125595 | 77.82
1992:4 | 551239 | 1388734 | 96.03 1998:2 | 1099344 | 2059100 | 77.58
1993:1 | 590818 | 1493715 | 96.79 1998:3 | 1102460 | 1980364 | 78.39
1993:2 | 550337 | 1444535 | 99.63 1998:4 | 910388 | 1987952 | 78.24
1993:3 | 624531 | 1423310 | 96.67 1999:1 | 943905 | 2066145 | 79

1993:4 | 577670 | 1454086 | 94.42 1999:2 | 895176 | 1982669 | 78.74
1994:1 | 621553 | 1567691 | 95.92 1999:3 | 944212 | 1944121 | 83.62
1994:2 | 621922 | 1536989 | 93.65 1999:4 | 896239 | 2066832 | 87.79

1994:3 | 693114 | 1498487 | 94.53 2000:1 | 1041253 | 2178427 | 83.12
1994:4 | 643892 | 1544443 | 92.90 2000:2 | 1036687 | 2102912 | 82.84
1995:1 | 760598 | 1707200 | 93.39 2000:3 | 1031309 | 2056244 | 88.24
1995:2 | 735334 | 1698053 | 88.61

Fuente:Sitio Web Banco Central. Informe Econémico y Financiero.
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Tabla 4. Datos para estimar una Funcion de Precios

Periodo P W | T.C.N. Periodo P W | T.C.N.
1980:1 | 6.04 | 7.54 | 39.00 1985:2 | 16.82 | 20.29 | 148.87
1980:2 | 6.49 | 833 | 39.00 1985:3 | 18.22 | 21.55 | 175.16
1980:3 | 6.91 | 879 | 39.00 1985:4 | 18.97 | 22.71 | 180.78
1980:4 | 7.44 | 9.97 | 39.00 1986:1 | 19.97 | 24.15 | 186.92
1981:1 | 7.76 | 10.38 | 39.00 1986:2 | 20.70 | 25.32 | 188.64
1981:2 | 7.97 | 10.85 | 39.00 1986:3 | 21.34 | 26.19 | 194.38
1981:3 | 8.15 | 11.72 | 39.00 1986:4 | 22.25 | 27.38 | 201.78
1981:4 8.29 | 12.19 | 39.00 1987:1 | 23.42 | 28.69 | 206.12
1982:1 | 8.35 | 12.28 | 39.00 1987:2 | 24.67 | 29.86 | 214.07
1982:2 | 8.33 | 12.37 | 40.34 1987:3 | 25.73 | 31.39 | 224.62
1982:3 | 8.83 | 12.22 | 55.01 1987:4 | 27.18 | 33.35 | 232.81
1982:4 | 9.86 | 12.64 | 69.28 1988:1 | 27.86 | 35.39 | 242.35
1983:1 | 10.30 | 13.14 | 74.97 1988:2 | 28.61 | 37.02 | 245.11
1983:2 | 10.89 | 13.69 | 75.27 1988:3 | 29.05 | 38.68 | 246.53
1983:3 | 11.56 | 14.42 | 79.68 1988:4 | 30.32 | 39.59 | 246.05
1983:4 | 12.26 | 15.03 | 85.23 1989:1 | 31.46 | 41.57 | 247.53
1984:1 | 12.47 | 16.11 | 88.05 1989:2 | 32.82 | 43.74 | 255.15
1984:2 | 13.02 | 16.65 | 89.96 1989:3 | 34.50 | 45.83 | 276.54
1984:3 | 13.45 | 17.01 | 95.17 1989:4 | 36.78 | 48.54 | 288.60
1984:4 | 15.02 | 17.76 | 120.73 1990:1 | 38.83 | 52.32 | 295.29
1985:1 | 16.05 | 19.61 | 135.50 1990:2 | 40.90 | 55.39 | 296.72

203
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Periodo P W T.C.N. Periodo P W T.C.N.
1990:3 | 43.67 | 58.80 | 302.82 1995:3 | 82.77 | 137.42 | 386.63
1990:4 | 47.46 | 64.11 | 324.78 1995:4 | 84.31 | 140.34 | 409.30
1991:1 | 48.19 | 69.38 | 338.33 1996:1 | 85.22 | 151.23 | 410.35
1991:2 | 50.62 | 71.74 | 341.71 1996:2 87.24 | 154.60 | 408.17
1991:3 | 53.23 | 73.98 | 351.74 1996:3 | 88.37 | 158.05 | 411.22
1991:4 | 56.04 | 79.45 | 365.08 1996:4 | 89.76 | 161.38 | 419.33
1992:1 | 57.19 | 84.42 | 355.32 1997:1 | 91.15 | 166.31 | 418.01
1992:2 | 58.64 | 87.42 | 349.29 1997:2 | 92.11 | 168.23 | 415.35
1992:3 | 60.81 | 90.02 | 368.72 1997:3 | 93.43 | 170.91 | 411.22
1992:4 | 63.54 | 93.55 | 376.98 1997:4 | 95.41 | 174.01 | 419.33
1993:1 | 64.26 | 98.60 | 389.69 1998:1 | 96.25 | 179.27 | 451.48
1993:2 | 66.25 | 101.14 | 403.16 1998:2 | 97.07 | 182.10 | 454.45
1993:3 | 68.67 | 104.16 | 406.88 1998:3 | 98.16 | 184.46 | 468.80
1993:4 | 71.56 | 109.77 | 416.94 1998:4 | 99.63 | 187.38 | 466.42
1994:1 | 72.85 | 116.48 | 429.86 1999:1 | 99.93 | 191.08 | 487.20
1994:2 | 74.67 | 119.02 | 423.28 1999:2 | 100.88 | 193.16 | 489.85
1994:3 | 76.42 | 122.26 | 418.26 1999:3 | 101.29 | 194.96 | 518.11
1994:4 | 77.79 | 126.02 | 409.30 1999:4 | 102.07 | 196.82 | 539.97
1995:1 | 79.01 | 131.15 | 409.46 2000:1 | 103.12 | 200.60 | 512.56
1995:2 | 80.47 | 134.62 | 381.70

Fuente: Precios y Salarios del Instituto Nacional de Estadisticas.
Tipo de Cambio de Boletin Mensual del Banco Central.
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