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Introduccion

Los primeros ejemplos de semianillos aparecen en el articulo “Uber die Theorie der
ganzen algebraischen Zahlen” publicado por R. Dedekind en 1894 ([11]), en el que estudia
algebras de ideales de un anillo conmutativo. Mucho después, en 1934, H. S. Vandiver
en “Note on a simple type of algebra in which the cancellation law of addition does not
hold” ([35]) introduce formalmente el concepto de semianillo, pero fue sélo a principios
de los anos 70 cuando los semianillos toman vida propia al aparecer vinculados con la
informatica.

Sobre el espectro primo de semianillos se define la topologia de Zariski, la cual nos
permite establecer una conexién entre las propiedades algebraicas de semianillos y las
propiedades topoldgicas de su espectro primo. Sin embargo, la topologia de Zariski no
es muy fuerte (en el sentido de axiomas de separacién), ya que sélo es Tp, y es T} si
y sélo si todo ideal primo del semianillo es maximal. Por lo anterior nos motivamos a
estudiar otras topologias mas finas que la de Zariski que se han definido en los tltimos
anos, las cuales son expuestas detalladamente en los capitulos 2, 3 y 4. Dado un espacio
topoldgico (X, 7), se tiene que 7 es un semianillo. En la literatura no se hallan trabajos
relacionados con este hecho, lo cual nos motivé a estudiar propiedades de las topologias
vistas como semianillos, relacionando los conceptos y resultados topolégicos con los
algebraicos.

Los capitulos del 1 al 4 son de caracter expositorio, mientras que el capitulo 5 esta
dedicado a nuevos resultados.

En el capitulo 1 se expone la teoria de semianillos necesaria para comprender el

resto de los contenidos. Ademas, se estudian diversas propiedades de la topologia de



Introduccién

Zariski definida sobre el espectro primo de semianillos ([23]).

Dada una topologia cualquiera siempre es posible definir la menor topologia
Alexandroff que la contiene. En el capitulo 2, dicha topologia se utiliza para caracterizar
algunas de las propiedades de un semianillo con la topologia de Zariski y hallar
importantes relaciones para el caso de semianillos Gelfand y m-semianillos ([31]).

Utilizando ultrafiltros sobre el espectro primo de un semianillo, en el capitulo 3 se
define la topologia ultrafiltro ([I5]) y se prueba que coincide con la topologia parche
sobre el espectro primo de un semianillo ([27]).

En el capitulo 4, dado un ultrafiltro .# sobre N, se define el .%-limite de una sucesién
de ideales primos, el cual sirve para definir la .%-topologia sobre el espectro primo de
un semianillo ([21]). Cabe destacar que esta topologia es més fina que las anteriores.

Finalmente, en el capitulo 5 se desarrollan diversas propiedades de las topologias

vistas como semianillos, ddndole gran énfasis al espectro primo de estas ([6]).




Capitulo 1

Semianillos y la Topologia de

Zariski

Introducciéon

Este capitulo estd dedicado al concepto de semianillo y sus propiedades, y a la
topologia de Zariski definida sobre el espectro primo de un semianillo, puesto que los
semianillos son la base en esta tesis y la topologia de Zariski es uno de los modelos
principales que se ha estudiado dentro de las topologias definidas sobre el espectro
primo de un semianillo. Daremos algunas definiciones y propiedades necesarias para lo

que sigue, como la compacidad y espectralidad del espectro primo de un semianillo.

1.1. Semianillos

Desde ahora, N = {0,1,2,...} denotard el conjunto de los nimeros naturales. Por

un espacio nos referimos a un espacio topolégico (X, 7).

Definicién 1.1.1. Un semianillo (conmutativo con identidad no nula) es una estructura
algebraica (R,+,-,0,1), donde R es un conjunto con 0 y 1 elementos de R, y + y - son

operaciones binarias internas sobre R llamadas suma y multiplicacion respectivamente,



1.1. Semianillos

que satisfacen lo siguiente:

(1) (R,+,0) y (R,-,1) son monoides conmutativos con O distinto de 1;
(2) la multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion;

(3) 0 es el elemento absorvente de la multiplicacion.

Como es usual, el semianillo (R, +,-,0,1) se denotard simplemente por R. Desde
ahora en adelante consideraremos R como un semianillo conmutativo con identidad no

nula a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 1.1.2. Un subconjunto no vacio I de R es un ideal de R si: dados a,b € I

yr € R se tiene que
(1) a+bel;
(2) ar € I;

(3)1¢1.

Recordemos algunos otros conceptos asociados a un ideal.

Un ideal I de R es primo si dados a,b € I con ab € I, entoncesa € [ o b € I.

Un ideal es maximal si no esta contenido en otro ideal.

Un ideal primo es minimal si el inico ideal primo que contiene es si mismo.

Max(R) y Min(R) denotardn al conjunto de todos los ideales primos maximales y
minimales de R respectivamente.

Dado un subconjunto no vacio X de R, el ideal generado por X es el conjunto de
todas las combinaciones lineales de X y se denota por (X).

Dado a € R, (a) = aR = {ar : r € R} y es llamado el ideal principal generado por

Para cada ideal I de R, definimos el radical primo de I como la interseccién de
todos los ideales primos de R que contienen a [ y lo denotamos por n(I).

Un semianillo semilocal es aquel con un nimero finito de ideales maximales.




1.1. Semianillos

Un semianillo local es aquel con un unico ideal maximal.

Similar al caso de anillos conmutativos, se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 1.1.3 ([23]). 1. Todo ideal de R estd contenido en un ideal mazimal

de R.
2. Todo ideal maximal de R es primo.
3. Todo ideal primo de R contiene un ideal primo minimal.
4. n(I)={a€ R:3IneN,a" € I}.

Cada anillo conmutativo con identidad no nula es un semianillo. A continuacion,

algunos ejemplos de semianillos que no son anillos.

Ejemplo 1.1.4. El conjunto N con la suma y multiplicacion usuales es un semianillo.
N es un semianillo local con ideal mazimal M =N — {1} = ({2, 3}).

Los ideales primos de N son 0, pN con p primo y M. Ver [2]] para mds detalles.

Ejemplo 1.1.5. El conjunto Q" con la suma y multiplicacién usuales es un semianillo

al igual que R* ([23]).

Ejemplo 1.1.6. Sea R = RU{+o00}. (R, Min, +) es un semianillo conmutativo donde

la adicion es la operacion de tomar el minimo y la multiplicacion es la suma ordinaria
(123]).

Ejemplo 1.1.7. Si (X, 7) es un espacio Hausdorff, entonces el conjunto de todas las

funciones continuas acotadas de X a R es un semianillo conmutativo ([28]).

El préoximo ejemplo sera fundamental en el capitulo 5.

Ejemplo 1.1.8. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces T es un semianillo con

A+B=AUByAB=ANB.

En efecto, por definicion de espacio topoldgico la uniéon y la interseccion son

operaciones binarias internas. Claramente () y X son el neutro aditivo y multiplicativo

10



1.2. La Topologia de Zariski

respectivamente. Por la asociatividad y conmutatividad de la interseccion y la unién de
conjuntos, (7,U,0) y (7,N, X) son monoides conmutativos. Por las leyes de De Morgan
se tiene la distributividad de N respecto a U, y evidentemente () es el elemento absorvente

de N.

1.2. La Topologia de Zariski

Denotaremos por Spec(R) al conjunto de todos los ideales primos de R. Para cada

ideal I de R definamos
(I)o ={P € Spec(R) : I € P}y Do(I) = Spec(R)\(1)o.
Proposicion 1.2.1. Seana € R e I y J ideales de R.
1. 8i I C J, entonces (I)g 2 (J)o y Do(I) € Do(J);
2. (aR)o ={P € Spec(R) : a € P} y Do(aR) = {P € Spec(R) : a ¢ P}.

Demostracion. 1. Si I C J, entonces todo ideal primo que contiene a J también
contiene a I. Asi, (I)g 2 (J)o. Por complemento de conjuntos tenemos que

Do(I) € Do(J).

2. Sea P € (aR)y, es decir, aR C P. Si elegimos r € R con r = 1, entonces
ar = a € P. Ahora, sea P un ideal primo tal que a € P. Como P es ideal, ar € P

para todo r € R, o sea, aR C P.
Con un proceso analogo se tiene que Dy(aR) = {P € Spec(R) : a ¢ P}.
[l

Notacién 1.2.2. Dado a € R, denotaremos por (a)g y Do(a) a (aR)y y Do(aR)

respectivamente.

Lema 1.2.3. 1. Si {l[;}je; es una familia de ideales de R, entonces

Njes Lo = O jes Lio-

11



1.2. La Topologia de Zariski

2. Si Iy J sonideales de R, entonces (I)oU (J)o = (IJ)o= (INJ).

Demostracion. 1. Sea {[;},;c; una familia de ideales de R. Tenemos que (/;)y 2

(>_jesIj)o para todo j € J, por lo que (\;c;(L;)o 2 (3 ;csLj)o- Ahora, sea

P € Nic;(L;)o, es decir, P € (I;)o para todo j € J. Luego, P D I; para todo

jed
j € J. Como ) jes 1 es el tmico ideal de R minimal con respecto a contener

todos los I, necesariamente P 2 > ; I;, y ast P € (3, I;)o- De esta manera

jed
ﬂjeJ(Ij>0 Q (Zjej Ij)O- POI‘ 10 tanto, ﬂjEJ(Ij)O = (Zjej ]j)O-

2. Sean [ y J ideales de R. Sea P ideal primo de R tal que P O [IJ. Luego,
P2>IloP 2 J,yasi (IJ)y C (I)oU (J). Como IJ C INJ, tenemos que
(INJ)y C (IJ)o. Por otra parte, es facil ver que (I)g U (J)g € (I N J)g. Asi,

[

Proposicién 1.2.4. Los conjuntos (I)y son los conjuntos cerrados de una topologia

sobre Spec(R).

Demostracidn. Puesto que (0)g = Spec(R) y (1) = 0, tenemos que @, Spec(R) € {(I)o :
I ideal de R}. Si {I;}jcs es una familia de ideales de R, entonces por el lema anterior
Nics Lo = (3 esLi)o € {(I)o : I ideal de R}. Finalmente, si I; e I, son ideales de R,
entonces por el lema anterior (7)o U (I2)g = (11 N 12)g € {({)o : I ideal de R}. O

Definicién 1.2.5. Los conjuntos (I)y, con I un ideal de R, corresponden a los
conjuntos cerrados de una topologia sobre Spec(R) llamada la Topologia de Zariski,

que denotaremos por 7.
Proposicién 1.2.6. Considerando el espacio (Spec(R),Tz), se tiene que:
1. {Dy(a) : a € R} es una base de abiertos para T;

2. {P} es cerrado si y solo P es un ideal mazimal de R;

3. {P} = (P)o;

12



1.2. La Topologia de Zariski

4. Pe{Q} siysdloQC P.

Demostracion. 1. Sea A un abierto de Spec(R), esto es, existe un ideal I de R tal
que A = Dy(I), pero Do(I) = J{Do(a) : a € I}. Luego, {Dy(a) : a € R} es una

base de abiertos para 7.

2. Si {P} es cerrado, entonces existe un ideal I de R tal que {P} = (I)o. Luego, P
es el tunico ideal primo que contiene a I, por lo que debe ser maximal. Ahora, si

P es maximal, entonces por definicién (P)y = {P}, y asi {P} es cerrado.

3. Como {P} es el menor cerrado que contiene {P}, tenemos que {P} C (P)y.
Ahora, si (1) es un cerrado que contiene a { P} y Q € (P)o, entonces [ C P C @),
es decir, @ € (I)o, 0 sea (P)y C {P}.

4. Aplicando (3), P € {Q} = (Q)o si y s6lo si Q C P.

Proposicién 1.2.7. (Spec(R), 7z) es un espacio Ty.

Demostracion. Sean P, € Spec(R) distintos. Si P ¢ @, entonces Q € Dy(P) y
P ¢ Dy(P). Ahora, si P C (@, entonces existe a € Q \ P y asi, P € Dy(a) y

Q & Do(a).

Proposicion 1.2.8. 1. Si [ es un ideal finitamente generado de R, entonces Dy(I)

es compacto.
2. Un abierto de Spec(R) es compacto si y sdlo si es unidn finita de conjuntos Dy(a).

Demostracion. 1. Sea I = (x1,...,2,) un ideal finitamente generado de R.

Supongamos que Dy(I) C (J,eq Do(s) para S subconjunto de R. Por lema m,

((S))o = D ses(8))o = Nses(s)o € (D)o, es decir, I C (5). Asi, z; = 2?:1 ijSij
para todo i = 1,...,n y por lo tanto, I C (s;;);;. De aqui, (I)o 2 ((sij)ij)o =

(th(szj))g = ﬂi,j(sij)o’ (6] equivalentemente, D()(]) Q Ui,j D()(Sij).

13



1.2. La Topologia de Zariski

2. Dado un abierto A de Spec(R), este puede ser escrito como unién de abiertos
basicos, luego estos abiertos basicos forman un cubrimiento abierto de A y por

compacidad A es una unioén finita de abiertos basicos.

Ahora, si A es una union finita de abiertos basicos, entonces por 1. A es compacto.

]

Observacion 1.2.9. De la proposicion anterior se deduce que Spec(R) = Dy(1) y

Dq(a), con a € R, son compactos.

Definicién 1.2.10. Sea (X,7) un espacio topolégico. Un subconjunto no vacio T-
cerrado de X se dice irreducible si no puede ser escrito como union de dos subconjuntos
T-cerrados de X.

(X, 1) se dice espacio sobrio si los subconjuntos T-cerrados irreducibles de X son de

la forma {x} para un inico x € X.

Definicién 1.2.11. Un espacio (X, T) se dice espectral si es compacto, Ty, sobrio y sus

subconjuntos abiertos compactos forman una subbase para T.
Teorema 1.2.12. (Spec(R),7z) es un espacio espectral.

Demostracidn. Por la observacién anterior y la proposicién [1.2.7 (Spec(R),77) es
compacto y Tg.

La coleccion {Dy(I) : I es un ideal finitamente generado de R} es una base para 7z,
pues contiene a la base {Dy(a) : @ € R}. Si I y J son ideales finitamente generados de
R, entonces por la conmutatividad de R el producto también es un ideal finitamente
generado de R tal que Dy(I) N Dy(J) = Do(1J). Por la proposicién tenemos una
base de conjuntos compactos abiertos, cerrada bajo intersecciones finitas.

Falta probar que (Spec(R),Tz) es sobrio. Sea (I)y un 7z-cerrado irreducible, es
decir, si (I)g C (J)o U (K)o, entonces (1) C (J)o 0 (I)g C (K)o. Por el lema[1.2.3)y la
proposicion lo anterior es equivalente a decir que si I O JK, entonces [ O J o
I O K, por lo que [ es ideal primo. Luego, por la proposicién , (1o = {I}. O

14



1.2. La Topologia de Zariski

Observacién 1.2.13. De acuerdo a M. Hochster ([27]), cada espacio espectral es

homeomorfo al espectro primo de un anillo conmutativo con la topologia de Zariski.

Corolario 1.2.14. Para todo semianillo R existe un anillo conmutativo A tal que

(Spec(R), 7z) es homeomorfo a (Spec(A), Tz).

Demostracion. Por el teorema anterior (Spec(R),7z) es un espacio espectral. Luego,

existe un anillo conmutativo A tal que (Spec(R), 77) es homeomorfo a (Spec(A), 7). O

Definicién 1.2.15. Dado S C R, decimos que S es un subconjunto cerrado

multiplicativo de R si 1 € S y S es cerrado bajo la multiplicacion.

Lema 1.2.16 (Krull). Sea S un subconjunto cerrado multiplicativo de R e I un ideal
de R tal que INS = (. Se tiene que existe un ideal P de R mazimal con respecto a la

propiedad PNS =0 e I C P. Mds aiin, P es un ideal primo de R.

Demostracion. Sea A el conjunto de los ideales J de R tal que J D Iy JNS = 0.
Consideremos {Ij}rex una cadena en A. Tenemos que B = |J,cx I es un ideal de R
tal que BNS =0y B D I. Asi, B es una cota superior de la cadena. Por lema de Zorn,
A tiene elemento maximal P.

Supongamos que P no es ideal primo, es decir, existen a,b € R tales que ab € Py
a,b ¢ P.Luego, (P+(a))NS#Dy (P+(b)NS #D, porlo que a,be S,y como S es
cerrado bajo la multiplicacién, ab € S. Pero, ab € PNS'y PNS = 0 (contradiccién). [

Lema 1.2.17. P € Spec(R) es minimal si y solo si para todo x € P existe a € R\ P
tal que ax € n(0). En tal caso, P =J,cp p(n(0) : a).

Demostracion. Supongamos que P es un ideal primo minimal. Sean S = R\ Py z € P.

Como P esideal, 1 ¢ P,yasi 1€ S. Dado que 2 = 1, el conjunto T' = |J,, .,y S™ es un

neN

subconjunto cerrado multiplicativo de R que contiene a S. Si T'Nn(0) = ), entonces por
el Lema de Krull existe un ideal primo @ de R tal que TNQ =0. Asi, Q C Py z ¢ Q,
contradiciendo la minimalidad de P. Luego, T'N7n(0) # 0 y existen a € S 'y n € N tal

m—+n

que az™ € n(0). Asi, existe m € N tal que (az™)™ = 0, por lo que (az) =0, es decir,

ax € n(0).

15



1.2. La Topologia de Zariski

Supongamos que P no es primo minimal, es decir, existe un ideal primo minimal @
de R propiamente contenido en P, por lo que existe z € P\ Q). Luego, por hipétesis
existe a € R\ P tal que ax € n(0) C @, pero como @ es primo, a € Q oz € Q

(contradiccién). 0
Teorema 1.2.18. Son equivalentes:

a) todo ideal primo de R es mazimal;

b) (Spec(R),7z) es un espacio T;

c¢) (Spec(R),7z) es un espacio Ty.

Demostracion. Como un espacio es 17 si y solo si todo singleton es cerrado, por la
proposicién[1.2.6] 2, a) y b) son equivalentes. Claramente c¢) = b). Basta probar a) = ¢).
Sean Py () elementos distintos de Spec(R). Luego, existe a € P\ Q. Como todo ideal
primo de R es maximal, también todo ideal primo de R es minimal, sino existiria un
ideal maximal contenido en otro. Por la minimalidad de P y el lema anterior, existe
b€ R\ P tal que ab es nilpotente, es decir, ab € n(0). Supongamos que I pertenece a
Do(a) y Do(b), osea, a ¢ I ybé¢ 1. Asi, ab ¢ I, pero n(0) C I (contradiccién). De esta

manera, Do(a) y Dy(b) son vecindades disjuntas de ) y P respectivamente. O

16



Capitulo 2

Semianillos Gelfand y m-Semianillos

Introduccién

Los anillos Gelfand son caracterizados en [6] como aquellos anillos en los cuales el
espectro primo maximal es un retracto del espectro primo con la topologia de Zariski.
Veremos una extension de este resultado para semianillos Gelfand. Por otro lado, en
los ultimos anos se han encontrado otras caracterizaciones relacionadas con la menor
topologia Alexandroff que contiene a la topologia de Zariski, 7. Por ejemplo, que R es
un semianillo Gelfand si y sélo si para todo M € Max(R), ker(M)(el conjunto de los 7z-
abiertos que contienen a M) es un 7z-clopen de Spec(R) y que en un semianillo Gelfand
semilocal: 7z-compacidad, 7z-nearly compacidad y 7-casi compacidad son condiciones
equivalentes sobre su espectro primo.

Por otra parte, J. Avila en [4] introduce el concepto de m-anillo para describir
algunos axiomas de separacion del espectro primo de un anillo conmutativo con la
topologia de Zariski. Extendiendo la definicion a semianillos, mostraremos que los m-
semianillos pueden ser caracterizados utilizando la topologia 7. Por ejemplo, R es un
m-semianillo si y sélo si Min(R) es un retracto de (Spec(R),77) si y s6lo si para todo

M € Min(R), (M) es clopen en 7.

17



2.1. Topologias Alexandroff

2.1. Topologias Alexandroff

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Dado = € X, ker,(z) denotard la interseccién de

todos los 7-abiertos que contienen a x.
Proposicién 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
1. Sixz,y € X, entonces x € @ siy solo siy € kery(x).
2. (X,7) es Ty si y sélo si {z} = {z} Nker.(z) para todo z € X.

Demostracion. 1. Sean z,y € X. Tenemos que x € @ si y sélo si y € A para todo

abierto A de x siy sélo si y € ker,(z).

2. Sea y € {x} Nker,(x). Por 1., z € {y_} Si y # x, entonces como X es Tj existe

un abierto A tal que z ¢ A e y € A, por lo que z ¢ {y} (contradiccién).

Ahora, supongamos que X no es 7Ty, es decir, existen x,y € X distintos tales que

para todo abierto A; x,y € A. Luego, ker,(z) = ker,(y). Por 1, y € {z}, y asi
y € {z} Nker.(z) N {y} Nker,(y).

Pero, {z} N {y} = 0, esto es, (Wﬂken(x)) N <mﬂker7(y)> = 0

(contradiccién).

]

El siguiente corolario es consecuencia directa de la proposiciones (1.2.6), y

precedente.
Corolario 2.1.2. Consideremos el espacio (Spec(R),Tz).

1. Si P, € Spec(R), entonces P € {Q} si y sélo si P € (Q)o si y sdlo si
Q € ker,,(P).

2. Si P € Spec(R), entonces { P} = {P} Nker,,(P) = (P)y Nker,,(P).

3. 8t M € Max(R), entonces P € ker,,(M) si y solo si P C M.

18



2.1. Topologias Alexandroff

Definicion 2.1.3. Una topologia es Alexandroff si es cerrada bajo intersecciones

arbitrarias.

Observacion 2.1.4. Se deduce de la definicion que una topologia es Alexandroff si es

cerrada bajo uniones arbitrarias de conjuntos cerrados.

Sea (X,7) un espacio topoldgico. Identificando cada subconjunto de X con su
funcién caracterfstica, podemos ver a 7 como un subconjunto de {0,1}*. Se puede
mostrar que considerando {0,1}* con la topologia producto, la clausura de 7, 7, es
también una topologia y es la menor topologia Alexandroff que contiene a 7 ([34]). Por
otro lado, 7* denotard la familia de subconjuntos 7-cerrados de X.

En la siguiente proposicion recopilaremos algunos resultados que ocuparemos mas

adelante. Para més detalles ver [8] y [34].
Proposicién 2.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
1. Dado x € X, ker=(z) es el menor T-abierto que contiene a x.
2. T" es una topologia Alexandroff sobre X.
3. cl,({z}) = cl=({z}) para todo x € X.
4. ker,(x) = kerz(x) para todo z € X.
Demostracion. 1. Por definicién de kerz(z).

2. Claramente (), X € 7*. Sea {A;};ca una familia en 7%, es decir, una familia
de subconjuntos 7T-cerrados de X. Por definicién de topologia y observacién
precedente, | J{A4; : i € A} y ({A; : i € A} son subconjuntos 7-cerrados de

X, es decir, pertenecen a 7*.

3. Sea x € X. Dado que T = 7, por el teorema 3.3 de [34] se tiene que

y € cl.({z}) & y € cl=({x}).
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4. Sea x € X. Por proposicién y 3,

y € ker.(z) &z € cl,({y}) & x € c=({y}) & y € ker=(x).

El siguiente corolario es consecuencia directa de las proposiciones y[2.1.5
Corolario 2.1.6. Consideremos los espacios (Spec(R),Tz) y (Spec(R),T7).

1. Dado P € Spec(R), (P)o = cl,,({P}) = cl({P}).

2. Dado P € Spec(R), ker,,(P) = ker=(P).

Observacién 2.1.7. Desde ahora en adelante para todo P € Spec(R), ker,,(P) y

ker=(P) se denotardn simplemente ker(P).

2.2. Semianillos Gelfand

Definiciéon 2.2.1. Un semianillo es Gelfand si todo ideal primo estd contenido en un

unico ideal maximal.

Ejemplo 2.2.2. El conjunto N con la suma y multiplicacion usuales es un semianillo

Gelfand puesto que tiene un unico ideal mazimal M =N — {1} = ({2,3}).
Lema 2.2.3. Si A es un conjunto de ideales primos de R, entonces A~ = () A),.

Demostracion. Como ([ A), es un cerrado de Spec(R) y A C ([ A),, tenemos que
AC(NA),

Ahora, sea P € ([ A),. Puesto que A es un cerrado de Spec(R), A = (I)y para
algin ideal I de R. Como A C A = (I)o, todos los elementos de A contienen a I, y as
I C(AC P. Por lo tanto, P € (I)y = A. O

Durante el resto del capitulo Max(R) estara equipado con la topologia de subespacio

heredada de (Spec(R), 7z).
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Lema 2.2.4. Consideremos (Spec(R),7z). Sean R wun semianillo Gelfand vy
p : Spec(R) — Max(R) la funcion definida por u(P) = Mp, donde Mp es el inico
ideal mazimal de R que contiene a P. Si D es un cerrado de Max(R), Q) € Spec(R) y
Q CU{M : M € D}, entonces u(Q) € D.

Demostracion. Dado que R es un semianillo Gelfand, la funcién p estd bien
definida. Como D es cerrado de Max(R), existe un cerrado A de Spec(R) tal que
D = AnMax(R), y asi [JA C (| D. Por otro lado, @ + (D C | J{M : M € D}, por
lo que existe un ideal maximal M de R tal que @Q + (D C M. Puesto que (1D C M,
tenemos que (| A C M, y por el lema precedente, M € ((A), = A = A. Por lo tanto,
u(Q) = M € An Max(R). O

Sea (X, 7) un espacio topolégico y A un subespacio de X. Decimos que A es un
retracto de X si existe una aplicacién continua de X a A que es la identidad sobre A.

El siguiente teorema es conocido para anillos conmutativos ([12]).

Teorema 2.2.5. Un semianillo R es Gelfand si y sélo si Max(R) es un retracto de

(Spec(R), 7).

Demostracion. Sea u : Spec(R) — Max(R) la funcién definida por u(P) = Mp, donde
Mp es el tunico ideal maximal que contiene a P. Dado que p es la identidad sobre
Max(R) basta mostrar que es continua.

Sean D wun cerrado de Max(R), B = U{M : M € D} e
I =({P € Spec(R) : u(P) € D}. Sea P € (I)o, es decir, I C P. Definamos S = R\ B,
T =R\ Pyelijamoss€ SyteT. Comol C P, tenemos que t ¢ I, es decir, existe
P € u7(D) tal que t ¢ P'. Puesto que P’ C u(P'") € D, por definicién de S, s ¢ P,
y como P’ es un ideal primo, st ¢ P’. De esta manera, st ¢ I. Por otro lado, como
B es una unién de ideales primos, 1 ¢ B, y como P es un ideal primo, 1 ¢ P. Asi,
1eSyleT, porloqueleST. Dado que ST es cerrado bajo la multiplicacion, ST
es un subconjunto cerrado multiplicativo, que no intersecta a I. Por el Lema de Krull

(1.2.16|), existe un ideal primo () que contiene a [ y es disjunto de ST. Como 1 € S
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2.2. Semianillos Gelfand

y1eT, Q esdisjunto de S y T, por lo que Q C By Q C P. Por el lema anterior,
u(P) = Q) € D, es decir, P € p= (D) y (I)o € p~ (D).

Ahora, si P € p~ (D), entonces P D I. Luego, u=*(D) C (I)o. De esta forma
(I)g = (D), es decir, p es continua.

Reciprocamente, sea ¢ una aplicacién de Spec(R) a Max(R) continua y que es la
identidad sobre Max(R). Sea P € Spec(R) con ¢(P) = M. Luego, P € ¢ ({M}).
Por proposicién , ¢ ' ({M}) es cerrado en Spec(R). Asi, {P} C ¢ '({M}). Si
M, € Max(R) y P C M, entonces por proposicién , M, € (P), = {P}. Por
lo tanto, My C ¢ '({M}), es decir, My = ¢(M;) = M, y asi R es un semianillo
Gelfand. O

Durante el resto del capitulo, consideraremos Spec(R) con la topologia de Zariski
Tz y también con la menor topologia Alexandroff que contiene a 77, 77, haciendo las

distinciones adecuadas.
Lema 2.2.6. Sea P € Spec(R). Si ker(P) es Tz-cerrado, entonces P € Max(R).

Demostracion. Sea P es un ideal primo de R. Supongamos que ker(P) es Tz-cerrado. Por

corolario 2.1.6] (P)y = cl(P) C ker(P), y por corolario [2.1.2) {P} = (P)o[ ) ker(P).
Por lo tanto, {P} = (P)o, y por proposicién [L.2.6] P es un ideal maximal de R. ]

Teorema 2.2.7. Un semianillo R es Gelfand si y sdlo si para todo M € Max(R),
ker(M) es Tz-clopen.

Demostracion. Sea M € Max(R). Dado que por la proposicién , ker(M) es Tz-
abierto, basta probar que también es Tz-cerrado. Sean P € ker(M) y @ € (P)y. Por
corolario , P C M. Como P C @y R es un semianillo Gelfand, si Mg es el tnico
ideal maximal que contiene a (), entonces Mg = M. Puesto que Q C M, por corolario
2.1.2) Q € ker(M). Luego, (P)o C ker(M), y ast U{(P)o : P € ker(M)} = ker(M). Por
corolario [2.1.6] ker(M) es 7z-cerrado.

Ahora, sean P es un ideal primo y M, M5 ideales maximales que contienen a P.

Por corolario2.1.2] P € ker(M;) y P € ker(M,). Por corolario e hipétesis, (P)y =
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cl(P) C ker(Ms). Ademds, como M; € (P)y, por corolario [2.1.2] M; € ker(M,), por
lo que M; = M,. Por lo tanto, R es un semianillo Gelfand. O

Lema 2.2.8. {ker(M) : M € Max(R)} es un cubrimiento Tz-abierto de Spec(R).

Demostracion. Por proposicion [2.1.5, ker(M) es Tz-abierto para todo M € Max(R).
Sea P € Spec(R). Por proposicién [1.1.3] existe un ideal maximal M que contiene a
P, y por corolario P € ker(M). Por lo tanto, {ker(M) : M € Max(R)} es un

cubrimiento 7z-abierto de Spec(R). O
Recordemos la siguiente definicién:

Definicién 2.2.9. Un espacio topoldgico (X,T) se dice nearly-compacto (respecti-
vamente casi compacto) si todo cubrimiento T-abierto {U,}aen de X contiene una
subfamilia finita {Us, : i = 1,...,n} tal que X = U, int (Ua,) (respectivamente
X = U?:I 72)

Dadas dos topologias 7 y 7/ sobre un conjunto X, 7 A 7/ denotard la interseccién de

estas.
Teorema 2.2.10. Sea R un semianillo Gelfand. Son equivalentes:
a) (Spec(R),Tz) es compacto;
b) (Spec(R),Tz) es nearly-compacto;
c) (Spec(R),Tz) es casi-compacto;
d) R es un semianillo semilocal;
e) (Spec(R), 7z ANTz*) es compacto.

Demostracion. Es inmediato que a) = b) = ¢). Probemos ¢) = d). Por el lema
precedente {ker(M) : M € Max(R)} es un cubrimiento 7z-abierto de Spec(R). Por
¢) y teorema [2.2.7] existe un subcubrimiento finito {cl= (ker(M;))}r, = {ker(M;)}r,
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de Spec(R). Luego, si M € Max(R), entonces M € ker(M;) para algin ¢ € {1,...,n}.
Por corolario 2.1.2] M C M;. Asi, existe un nimero finito de ideales maximales en R.

Demostremos d) = a). Sea {U, }aea un cubrimiento 7z-abierto de Spec(R). Por d),
existe un numero finito de ideales maximales M; con ¢ = 1,...,n. Para todo M;, existe
a; tal que M; € U,,. Asi, ker(M;) C U,,. Dado que por el lema precedente {ker(M;)}7
es un cubrimiento 7z-abierto de Spec(R), tenemos que {U,,} es un subcubrimiento
finito de Spec(R).

Dado que 77 A 7z* C 7z, tenemos que a) = e). Probemos e¢) = a). Si {U,}aea
es un cubrimiento 7z-abierto de Spec(R), entonces para cada M € Max(R) existe
ay € A tal que M € U,,,. Luego, ker(M) C U,,,. Como {ker(M) : M € Max(R)}
es un cubrimiento 7z-abierto de Spec(R), por teorema [2.2.7] {ker(M) : M € Max(R)}
es un cubrimiento 77 A Tz*-abierto de Spec(R). Asi, existe un subcubrimiento finito
{ker(M;) : M; € Max(R);i = 1,...,n} de Spec(R), y por lo tanto {U,, : i = 1,...,n}

es un subcubrimiento finito de Spec(R). O

Proposicién 2.2.11. Si R es un semianillo Gelfand y (Spec(R),Tz) es conexo,

entonces R es un semianillo local.

Demostracion. Sea M un ideal maximal de R. Por teorema [2.2.7} ker(M) es Tz-clopen,
y como ker(M) # 0, por conexidad, Spec(R) = ker(M). Ahora, si M; es un ideal
maximal de R, entonces M; € ker(M), y por corolario [2.1.2) M; C M. Por lo tanto, M

es el unico ideal maximal de R. O
Lema 2.2.12. Si R es un semianillo local, entonces (Spec(R),Tz) es conezo.

Demostracion. Sean M el tnico ideal maximal de R, U un 7Tz-clopen no vacio de
Spec(R) y P € Spec(R). Si P € U, entonces por corolario 2.1.6) (P)y = cl(P) C U.
Luego, M € U, por lo que ker(M) C U. Puesto que por el lema ker(M) =
Spec(R), se sigue que U = Spec(R). Ahora, si P € Spec(R)\ U =V, entonces como V'

es Tz-clopen, andlogamente se tiene que V' = Spec(R). [

Para continuar, recordemos que dos topologias sobre un espacio X son complemen-

tarias si la topologia generada por la union de estas es la discreta y su interseccién es
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la trivial.

Lema 2.2.13. El espacio (Spec(R),Tz) es conexo si y solo si Tz y Tz* son topologias

complementarias.

Demostracion. Supongamos que 77 y Tz* son topologias complementarias. Dado que la
interseccién de 77 y 77" corresponde a los Tz-clopen de Spec(R), tenemos que X y ()
son los tnicos 7z-clopen de Spec(R), es decir, (Spec(R),77z) es conexo.
Reciprocamente, dado que (Spec(R),7z) es un espacio Ty ([34]), si A C Spec(R) es
no vacio, entonces A = |J{{P} : P € A} = U{cI5({P}) Nkerm(P) : P € A}, por
lo que A pertenece a la topologia generada por la unién de 77 y 72*. Asi, la topologia
generada por la unién de 77 y 77* es la discreta. Por ltimo, como (Spec(R),7z) es

conexo, la interseccion de 77 y 77" es la topologia trivial. O

Teorema 2.2.14. Sea R un semianillo Gelfand. Son equivalentes:
a) (Spec(R),Tz) es conezo;
b) R es un semianillo local;
c) Tz yTz* son topologias complementarias.

Demostracion. Por la proposicién 2.2.11]y el lema [2.2.12] a) y b) son equivalentes. Por

el lema precedente, a) y ¢) son equivalentes. ]

2.3. m-Semianillos

Definicién 2.3.1. Diremos que un semianillo es un m-semianillo si cada ideal primo

contiene un unico ideal primo minimal.

Ejemplo 2.3.2. Tenemos que N con la suma y multiplicacion usuales es un m-

semianillo, donde {0} es su dnico ideal primo minimal.

Recordemos que un espacio topoldgico (X, 7) es supercompacto si X pertenece a

todo cubrimiento abierto de X.
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Lema 2.3.3. {(M)o: M € Min(R)} es un cubrimiento 77*-abierto de Spec(R).

Demostracidn. Por la proposicién [2.1.6] (M )o es un 7z-cerrado de Spec(R), es decir, es
un 7z *-abierto de Spec(R) para todo M € Min(R). Sea P € Spec(R). Por la proposicién
, existe un ideal primo minimal M que estd contenido en P, o sea, P € (M)y. Por
lo tanto, {(M ) : M € Min(R)} es un cubrimiento 7z *-abierto de Spec(R). O

Teorema 2.3.4. (Spec(R),7z*) es un espacio supercompacto si y sélo si R tiene un

unico ideal primo minimal.

Demostracion. Sea ® = {(M)y : M € Min(R)}. Por el lema precedente ® es un
cubrimiento 7z *-abierto de Spec(R). Por la supercompacidad del espacio (Spec(R),7z*),
existe (M)o € ® tal que Spec(R) = (M)p. Luego, todo ideal primo minimal contiene a
M, lo que implica que M es el tinico ideal primo minimal.

Ahora, sean ® un cubrimiento 7;*-abierto de Spec(R) y M el unico ideal primo
minimal de R. Luego, existe Ay, € ® tal que M € A,;. Dado que Aj; es Tz-cerrado,
por corolario , An = Upen,, =N} = Unean,, (N)o, vy asf existe N € Ay tal que
M € (N)g. De esta forma, M = N, y por el lema precedente Ay, = (N)y = Spec(R),

es decir, (Spec(R),7z*) es un espacio supercompacto. O
Lema 2.3.5. Sea P € Spec(R). P es minimal si y sélo si ker(P) = {P}.

Demostracion. Sea P € Spec(R). Tenemos que P no es minimal si y sélo si existe un
ideal primo @ de R tal que @ C P siy sdlo si (proposicién 2.1.1)) existe @ € ker(P) tal
que @ # P siy solo si ker(P) # {P} . O

Lema 2.3.6. Sea M € Spec(R). Si (M)y es Tz-clopen, entonces M € Min(R).

Demostracion. Sea P un ideal primo de R. Supongamos que (P)q es Tz-clopen. Luego,
ker(P) C (P)o. Por corolario 2.1.2) {P} = (P)o Nker(P). Asi, {P} = ker(P), y por el

lema precedente P es un ideal primo minimal de R. O]

Teorema 2.3.7. R es un m-semianillo si y sdlo si para cada M € Min(R), (M), es

T -clopen.
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Demostracion. Sea M un ideal primo minimal de R. Dado que (M)q es Tz-cerrado
basta probar que (M), es Tz-abierto. Sean P € (M)o y @ € ker(P). Por corolario [2.1.2]
@ € P. Si Mg es el tnico ideal primo minimal contenido en (), entonces Mg C P.
Luego, Mg es el tnico ideal primo minimal contenido en P, por lo que Mg = M y
Q € (M)o. Por lo tanto, (M)o = Upcar), ker(P), y asi (M)o es Tz-abierto.
Reciprocamente, sean P un ideal primo de R y M, M, ideales primos minimales
contenidos en P. Como (M)y y (Mz)g son Tz-clopen y P € (M)y, se sigue que
ker(P) C (Mj)y. Dado que P € (My)y, por corolario M, € ker(P), y asi
Ms € (My)g. De esta forma M; = Ms. O

Teorema 2.3.8. R es un m-semianillo si y sélo si Min(R) es un retracto de

(Spec(R), 77).

Demostracion. Supongamos que ¢ es una aplicacién continua de Spec(R) a Min(R)
que es la identidad sobre Min(R). Sea P un ideal primo de R y sean M; y M, ideales
primos minimales contenidos en P. Por lema [2.3.5] {M;} = ker(M;) es un abierto de
Spec(R), por lo que {M;} es un abierto en Min(R), y asi ¢~ '({M;}) es un abierto de
Spec(R) que contiene a P. Se sigue que ker(P) C ¢~'({M;}), y puesto que M, C P,
por corolario 2.1.2) My € ¢=1({M;}). Por lo tanto, M; = M, y R es m-semianillo.

Ahora, si R es un m-semianillo, entonces la funcién ¢ : Spec(R) — Min(R),
¢(P) = m,, donde m, es el tnico ideal primo minimal contenido en P, estd bien
definida. Claramente ¢ es la identidad sobre Min(R). Sea A un abierto de Min(R).
Luego,

= J{lo7 ({M}): M e A}y = J{(M)y: M € A}.

Por teorema ¢ '(A) es un abierto de Spec(R). Asi, ¢ es continua. O

Lema 2.3.9. Sea R un m-semianillo. Si (Spec(R),Tz*) es un espacio casi compacto,

entonces R tiene un nimero finito de ideales primos minimales.

Demostracion. Por lema {(M)y : M € Min(R)} es un cubrimiento 7z*-abierto

de Spec(R). Por hipétesis existe una subcoleccién finita {(M;) : ¢ = 1,...,n} tal
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que Spec(R) = U, (M;)o = U, (M;)o. Si M € Min(R), entonces M € (M,;), para
algin i, es decir, M; C M. Por lo tanto, R tiene un nimero finito de ideales primos

minimales. [
Teorema 2.3.10. Sea R un m-semianillo. Son equivalentes:

a) (Spec(R),Tz*) es compacto;

b) (Spec(R),7z*) es nearly-compact;

c) (Spec(R),Tz*) es casi-compacto,

d) R tiene un numero finito de ideales primos minimales;

e) (Spec(R), 77 NT7*) es compacto.

Demostracion. Por definicién se tiene que a = b = ¢ y a = e. Por el lema precedente,
¢ = d. Probemos d = a (respectivamente e = a). Sea {U,} un cubrimiento 77*-
abierto de Spec(R). Para cada ideal primo minimal M existe U,,, tal que M € U,,,.
Por teorema 2.3.7, (M)y C {U., } y por lema 2.3.3 {(M), : M € Min(R)} es
un cubrimiento 7z*-abierto (respectivamente 7, A T *-abierto por teorema de
Spec(R). Por d (respectivamente e) existe un ntimero finito de ideales primos minimales
My, ..., My tal que J{(M;)o : i = 1,....;k} = Spec(R). Asi, {U,,, } es un subcubrimiento
finito de Spec(R). O

Proposicién 2.3.11. Si R es un m-semianillo y (Spec(R),T7z) es un espacio conezxo,

entonces existe un unico ideal primo minimal.

Demostracion. Si M € Min(R), entonces por teorema [2.3.7, (M), es un 7z-clopen.
Dado que (M )q es no vacio, por conexidad Spec(R) = (M), por lo que M es el tnico

ideal primo minimal de R. O

Lema 2.3.12. Si R tiene un tnico ideal primo minimal, entonces (Spec(R),Tz) es un

espacio Conexo.
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Demostracion. Sea M el tnico ideal primo minimal de R y U C Spec(R) un 7z-
clopen no vacfo. Si M € U, entonces (M), = clm({M}) C U. Por lema [2.3.3
Spec(R) = (M)o = U. Ahora, si M € V = Spec(R) \ U, entonces V' es un 7z-clopen no
vacio y (M)o C V. Por lema[2.3.3] Spec(R) = (M) = V. O

Recordemos que un espacio topoldgico (X, T) es irreducible si todo abierto es denso

en X, o equivalentemente, si todo par de abiertos se intersecta.

Lema 2.3.13. (Spec(R), 7z) es un espacio irreducible si y solo sin(0) es un ideal primo

de R. En tal caso, n(0) es el unico ideal primo minimal de R.

Demostracion. Supongamos que (Spec(R),7z) es un espacio irreducible y probemos
que 1(0) es un ideal primo de R. Sea ab € 1(0). Luego, ab € P para todo P &€ Spec(R).
Supongamos que a ¢ n(0) y b & n(0), es decir, existen P,(Q € Spec(R) tales que a ¢ P
y b ¢ Q, o equivalentemente, P € Dy(a) y @ € Dy(b). Por hipdtesis, existe un ideal
primo W € Dgy(a) N Dy(b), por lo que a ¢ W y b ¢ W, lo que contradice que ab € W.

Supongamos que 7(0) es un ideal primo de R y probemos que (Spec(R),7z) es un
espacio irreducible. Sean Dy(a) y Dy(b) dos 7z-abiertos. Sean P € Dy(a) y @ € Dy(b).
Dado que n(0) € Py n(0) € @, tenemos que n(0) € Dy(a) N Dy(b). Por lo tanto,
(Spec(R), Tz) es irreducible.

La unicidad de 7(0) se deduce de la definicién. O

Teorema 2.3.14. Son equivalentes:
a) R es un m-semianillo y (Spec(R),Tz) es un espacio conero;
b) R tiene un unico ideal primo minimal;
c) (Spec(R),7z) es un espacio irreducible;
d) n(0) es el dnico ideal primo minimal;

e) T7 y 77" son topologias complementarias.
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Demostracion. Por la proposicién [2.3.11] y el lema [2.3.12) a) < b). Por el lema
precedente, ¢) < d). Por el lema [2.2.13] a) < e). Finalmente, por definicién de 7(0),

b) & d). O
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Capitulo 3

La Topologia Ultrafiltro y la
Topologia Parche

Introducciéon

La primera topologia definida sobre Spec(A), donde A es un anillo conmutativo con
identidad, registrada en la literatura matematica es la topologia de Zariski. Algunos
anos después una topologia mas fina que la de Zariski fue considerada sobre este mismo
espacio, esta topologia se conoce como topologia parche ([27]) o topologia constructible
([3]). Se conoce que Spec(A) con la topologia parche es Hausdorff ([3]), a diferencia que
con la topologia de Zariski es Hausdorff si y s6lo si todo ideal primo de A es maximal.

En el primer capitulo, se estudié la topologia de Zariski sobre Spec(R), donde R
es un semianillo, de modo que se logré extender esta topologia para la estructura mas
general de semianillo. Similar al caso de anillos, en este capitulo se define la topologia
parche para semianillos y se muestra que la topologia parche coincide con otra topologia,

llamada la topologfa ultrafiltro ([15]).
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3.1. La Topologia Parche

3.1. La Topologia Parche

Vimos que la topologia de Zariski tiene interesantes propiedades relacionadas a
aspectos topoldgicos en el estudio del conjunto de ideales primos de semianillos, por
ejemplo, (Spec(R),7z) es un espacio compacto. Por otro lado, en el capitulo 1, se
mostré que (Spec(R),7z) sblo es Ty, v es Hausdorff si y sélo si todo ideal primo de
R es maximal. Por lo anterior, muchos autores han considerado una topologia mas fina,
conocida como topologia parche ([27]) o topologia constructible ([3] o [24]), la cual puede
ser definida a partir de la topologia de Zariski.

Consideremos dos colecciones de subconjuntos de Spec(R):
(1) los conjuntos (1)o;
(2) los conjuntos Dy(a), donde a € R.

Definicién 3.1.1. La topologia parche es la menor topologia en la cual los conjuntos

anteriores son cerrados. Denotemos esta Tp.

A partir de la definicién podemos ver que los conjuntos Dy(a) son también 7p-
abiertos, o sea, son clopen, y que la topologia parche es un refinamiento de la topologia

de Zariski. Mostremos que el espacio (Spec(R), 7p) es Hausdorff.
Proposicién 3.1.2. (Spec(R), 7p) es un espacio Hausdorff.

Demostracion. Sean P, € Spec(R) con P # Q. Sea a € P\ Q. Luego, P € (a)y y
Q) € Dy(a). Como Dy(a) es un abierto bésico de la topologia de Zariski, también es
abierto en la topologia parche. Por lo tanto, hemos encontrado dos abiertos que separan

PyQ. O

3.2. La Topologia Ultrafiltro

Definiremos otra topologia sobre Spec(R) introduciendo la nocién de ultrafiltro.
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3.2. La Topologia Ultrafiltro

Definicién 3.2.1. Sea S un conjunto cualquiera no vacio. Diremos que una coleccion

de subconjuntos de S es un ultrafiltro % sobre S si satisface las siguientes condiciones:

(1) si A€ % yAC BCS, entonces B € U ;
(2) si A,B € %, entonces ANB € U;

(3) siAUB €% y AN B =1, entonces Ac % 6 Be«.

Recordemos algunas de sus propiedades.
Proposicion 3.2.2. Sean S un conjunto y % un ultrafiltro sobre S. Se tiene que
1. Sew.
2. 0¢w.
3. SiAUB € U, entonces A€ U oBeU.
4. SiACS, entonces A€ U 6 S\A €U .
Demostracion. 1. Por (1) todo ultrafiltro sobre un conjunto S cumple que S € % .
2. Dado que S € %, por (3), 0 & % .

3. Si AUB € % y puesto que AU B = (A\B) U B, entonces por (3), AAB € %Z 6
B € 7% . Ahora, si A\ B € %, entonces por (1), A € %.Si B € %, entonces A

puede estar o no en % .

4. Si A C S, entonces por (1), AU (S\A) = S € %. Luego, por (3), A € % 6
(S\A) e %.
[

Observamos que un ultrafiltro sobre un conjunto S' es siempre un subconjunto propio

del conjunto potencia de S. .

Proposicion 3.2.3. Sean S un conjunto y % un ultrafiltro sobre S.
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3.2. La Topologia Ultrafiltro

1. St A€ U, entonces U\a={ANU:U € %} es un ultrafiltro sobre A.

2. S8io:A— S esuna biyeccion y ¥V = {7 (U) : U € U}, entonces ¥ es un
ultrafiltro sobre A.

3. Sio:S — A es una sobreyeccion, entonces o(%) es un ultrafiltro sobre A.

Demostracion. 1. Supongamos que A € % . Sea X € %|ay X CY C A. Tenemos
que X = ANB,con B € % . Como A € % y 7% es un ultrafiltro, X = ANB € % .
Luego, Y € Z yasiY =ANY € U|a.

Sean X,Y € | 4. Luego, existen B, B’ € % tal que
XNY=ANnB)NANB)=AnN(BNB).

Como 7% es un ultrafiltro, BN B' € % y asi X NY € U |a.

Sea X UY € Z|a con X NY = (). Por definicién existe B € % tal que
XUY =ANB. Como A € % y % es ultrafiltro, ANB € %,y asi XUY € %.
Dado que % es ultrafiltro, X € % 6 Y € % . Por lo tanto, X = ANX € % |4 6
Y=ANY € %|a.

2. Sea Ae ¥y AC BC A. Luego, existe U € % tal que A=0"1U) C B C A.
Puesto que o es una biyeccién, tenemos que U C o(B) C 0(A) = S. Como % es

un ultrafiltro sobre S, o(B) € %, y por definicién B = o~ (c(B)) € V.

Sean A, B € V. Existen Uy, Uy € % tales que A =071 (U;) y B = 07(Us,). Como
% es un ultrafiltro sobre S, UyNUy € %, por lo que ANB =0 YU NUy) € V.
Por tltimo, sean A,B C A con AUB € ¥ y AN B = (). Existe U € % tal que
AUB =o¢"!(U), y por la biyectividad de o, 0(A) Uo(B) =c(AUB)=U € % .
Dado que 0(A)No(B)=0,0(A) € % 6 0(B) € %, es decir, Ac ¥V 6 Be V.

3. Similar a 2.
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3.2. La Topologia Ultrafiltro

Definicién 3.2.4. Sean C C Spec(R) y % un ultrafiltro sobre C. El conjunto
Py ={a€R:(a)yNC e}
es llamado punto limite ultrafiltro de C'.

Proposiciéon 3.2.5. Sean C' C Spec(R) y % wun ultrafiltro sobre C. Tenemos que
Py € Spec(R).

Demostracion. Debemos probar que Py es un ideal primo de R.
Sean a,b € Py . Puesto que (a)oNC € % y (b)oNC € %, por lema y definicién

de ultrafiltro tenemos que
(a+b)oNC=((a)gN(b)o) NC = ((a)oNC)N((b)oNC) € %.

Asi, a+be Py.

Sean a € Py y b € R. Puesto que (a)gNC € Z y (a)gNC C ((a)o U (b)y) NC, por
lema y definicién de ultrafiltro tenemos que (ab)o N C = ((a)g U (b)o) NC € % .
De esta manera, ab € Py,.

Por 1ultimo, sean a,b € R tal que ab € Py . Por lema [1.2.3]
((a)o NCYU((b)oNC) = ((a)oU (b)o) NC = (ab)oNC € %,
y por proposicién precedente (a)gNC € % o (b)oNC € %. Asi,a € Py obe Py. O

Definiciéon 3.2.6. Dado un ultrafiltro % sobre un conjunto S, diremos que % es
principal o fijo si existe s € S tal que % = {A C S : s € A} y lo denotaremos

por U,. Un ultrafiltro que no es principal se dice no principal o libre.
Proposicién 3.2.7 ([10]). Sea % wun ultrafiltro sobre un conjunto S.
1. U es principal siy sélo si % # 0.

2. Si S es un conjunto finito, entonces % es principal.
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3.2. La Topologia Ultrafiltro

Observacion 3.2.8. De la proposicion anterior deducimos que sobre un conjunto finito
solo existen ultrafiltros principales.
Se puede usar el Lema de Zorn para probar que existen ultrafiltros no principales

sobre todo conjunto infinito ([10]).

Proposicién 3.2.9. Sean C' C Spec(R) y %p un ultrafiltro principal sobre C'. Tenemos
que Py, = P.

Demostracion. Por definicién de ultrafiltro y punto limite ultrafiltro se tiene que
a€ Py, < (a)gNC €U < (a)g € Up <= P € (a)y=acP.
O

Observacion 3.2.10. Por observacion anterior y proposicion precedente asumiremos
que los ultrafiltros son libres (en particular, los conjuntos son infinitos). De otra forma,

los resultados son de facil verificacion.

Definicién 3.2.11. Sea C' C Spec(R). Diremos que C es un cerrado ultrafiltro si

contiene todos sus puntos limite ultrafiltro.

Teorema 3.2.12. Los subconjuntos cerrados ultrafiltro son los cerrados de una topologia

sobre Spec(R).

Demostracion. Por la proposicion , Spec(R) contiene todos sus puntos limite
ultrafiltro. Luego, Spec(R) es un cerrado ultrafiltro y evidentemente () también lo es.

Supongamos que C, ..., C, son cerrados ultrafiltro de Spec(R). Sean C' = |J;—_, C;
y % un ultrafiltro sobre C. Mostraremos que P, € C. Por proposicién [3.2.2, al
menos uno de los C; estd en % . Supongamos que Cy € % . Por proposicion [3.2.3]
Ulc, ={CiNB:B &%} es un ultrafiltro sobre Ci.

Por otro lado, Py, = Py . De hecho, sea d € Py, , esto es (d)oNCy € U|c,. Dado
que existe B € % tal que (d)oNCy = C1NB, Cy € % y % es ultrafiltro, (d)oNC, € % .
Como (d)oNCy C (d)oNC, tenemos que (d)oNC € % . Asi, d € Py. Sead € Py. Como
(d)oNC ey (d)onCi=((doNC)NCy € X|c,, se tiene que d € Py .
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3.3. La Igualdad de las Topologias Parche y Ultrafiltro

Como Cf es cerrado ultrafiltro, Py = Py, € C; C C. Por lo tanto, Py € C, es
decir, C' es cerrado ultrafiltro.

Supongamos que {C) : A € A} es una coleccién de cerrados ultrafiltro de Spec(R).
Sean C = ﬂ)\e A O\ y % un ultrafiltro sobre C. Mostremos que Py € C. Para cada
A € A, la coleccion %, = {B C Cy: BNC € %} es un ultrafiltro sobre C), su prueba
es similar a la del numeral 1 de la proposicién [3.2.3] Ademés, como

de Py & (d)oNCrelU < (d)NCNC e < (d)yNC €W < de Py,

tenemos que Py, = Py .
Dado que C) es cerrado ultrafiltro, Py, € C para todo A € A, por lo que Py, € C.

Como Py, = Py, Py € C, o sea, C es cerrado ultrafiltro. O

Definicién 3.2.13. Los conjuntos cerrados ultrafiltro corresponden a los conjuntos
cerrados de una topologia sobre Spec(R) llamada la topologia ultrafiltro que denotaremos

por Ty .

Es natural preguntarse como se compara esta topologia con las otras topologias que
hemos definido sobre Spec(R). Probaremos que la topologia ultrafiltro coincide con la

topologia parche sobre Spec(R).

3.3. La Igualdad de las Topologias Parche y Ultra-
filtro

Proposicién 3.3.1. Si C' C Spec(R) es cerrado en la topologia parche, entonces C es

cerrado en la topologia ultrafiltro.

Demostracion. Consideremos por separado cada clase de cerrados para la topologia
parche.

Sea C' = (I)y para algun ideal I de R. Sean % un ultrafiltro sobre C, a € Iy
P € C. Luego, a € P,y asi C C (a)y. Por proposicién 3.2.2, C' € %, implicando que
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3.3. La Igualdad de las Topologias Parche y Ultrafiltro

(a)oNC=C €. Asi,a € Py el C Py, esdecir, Py € C. Por lo tanto, C' es cerrado
ultrafiltro.

Sea C' = Dy(a) para algin a € R y % un ultrafiltro sobre C. Como (a)y N C = 0,
(a)o N C ¢ % . Luego, a ¢ Py vy, por definicién, Py € C. Por lo tanto, C es cerrado
ultrafiltro.

Hemos probado que la topologia ultrafiltro es mas fina que la topologia parche.

Definicién 3.3.2. Sean (X, 7) un espacio topolégico, % un ultrafiltro sobre X yx € X.

Decimos que % converge a x si toda vecindad abierta de x estd en U .

Una conocida caracterizacién de compacidad dice que un espacio topolégico (X, 7)

es compacto si y sélo si todo ultrafiltro sobre X converge a un elemento de X ([14]).
Teorema 3.3.3. (Spec(R), 7y) es un espacio compacto.

Demostracion. Sea % un ultrafiltro sobre Spec(R). Queremos probar que % T7y-
converge a Py . Supongamos que % no 7y-converge a Py, , es decir, existe A y-abierto
que contiene a Py tal que A ¢ % . Luego, C' = Spec(R)\A € % y por proposicién 3.2.3]
Ulc ={UNC :U € %} es un ultrafiltro sobre C'. Como C' es 1y-cerrado, Py, € C.

Probemos que Py, = Py . En efecto, si a € Py, entonces (a)y = (a)o N Spec(R) €
%,y de esta manera, (a)o N C € %|c, es decir, a € Py|,. Si b € Py, entonces
(b)o N C € %|c, por lo que existe U € % tal que (b)o N C = U N C. Dado que
UnC e, (b)ynC € %, por lo cual (b)g = (b)g N Spec(R) € %, o sea, b € Py. Asi,
Py|. = Py.

Por lo tanto, Py € C', lo cual es una contradiccion. O
Antes de probar el ultimo resultado recordemos lo siguiente:

Proposicién 3.3.4 ([I4], Corollary 3.1.14). Sean 7 y 7o dos topologias sobre un
conjunto X con 11 mds fina que 1o. Si (X, 1) es un espacio compacto y (X, 7) es

un espacio Hausdorff, entonces 11 = 7s.
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Corolario 3.3.5. La topologia wultrafiltro y la topologia parche son iguales sobre

Spec(R).

Demostracion. Por proposiciones y y el teorema anterior, (Spec(R),7p) es

un espacio Hausdorff, 7y es mas fina que 7p y (Spec(R), 7y) es un espacio compacto.

Asi, por la proposicion precedente, 7y = 7p. O
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Capitulo 4

La Topologia .#-limite

Introducciéon

El objetivo principal de este capitulo es definir nuevas topologias sobre Spec(R),
mas finas que la topologia parche.

Al comienzo del capitulo definimos el .#-limite de una familia de ideales primos
y damos sus propiedades bésicas. Luego, se estudia la topologia ultrafiltro (parche)
utilizando .Z-limites. En la tercera secciéon se utilizan sucesiones de ideales primos
para definir nuevas topologias sobre Spec(R). En la cuarta seccién se introducen
nuevas topologias sobre la compactificacion de Stone-Cech de los nimeros naturales
que nos ayudaran a probar que las nuevas topologias sobre Spec(QY) no son compactas.
Finalmente, las propiedades basicas de las nuevas topologias son explicadas en la tultima

seccion.

4.1. El .#-limite de una Sucesion de Ideales Primos

Definicién 4.1.1. Dada una familia {P;}ica en Spec(R) y Z un ultrafiltro sobre A,

definimos el F -limite de la familia de ideales primos P; por

ﬁ—h’nAlPi:{aeR:{iGA:aEPi}Eﬂ}.
1€
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4.1. El #-limite de una Sucesién de Ideales Primos

Observacion 4.1.2. En la definicion anterior se permite la repeticion de los ideales
primos indezxados.
Cabe destacar que el F -limite puede ser definido para cualquier familia de ideales

de un semianillo no necesariamente primos.
Proposicién 4.1.3. Sea {P; : 1 € A} C Spec(R) y F un ultrafiltro sobre A.

1. Si A;, B; € Spec(R) y A; C B; para todo i € A, entonces F — limep A; C

F — HmieA BZ
2. F — limiea P; € Spec(R).

8. F —limjen Py = U er (ﬂieA Pi)'

Demostracion. 1. Sea a € F — limen A, es decir, {i € A :a € A;} € . Como
A; C B; paratodo i € A, tenemos que {i € A :a € AZ-} C{ie A:a€ B;}. Dado

que .7 es un ultrafiltro sobre A, {i € A:a € B;} € #, osea, a € F —limjen B;.

2. Mostraremos que .# — lim;ca P; es un ideal primo de R. Para ello, sean a,b € .% —
lim;ca P; y r € R. Por definicién, {i e A:ae Ple Fylie A:be P} e F
Ademas, como {i e A:a € PiNn{ie A:be P} C{ic A:a+be P}
y % es un ultrafiltro sobre A, {i e A:a € PiNn{i€e A:be PR} e Fy
{ie A:a+be P} e F, esdecir,a+be F —limjen P,

Por otro lado, como {i € A : a € P} C {i € A : ar € P}, tenemos que
{ie A:ar € P} € F, es decir, ar € F — limen P;.

Supongamos ahora que 1 € # — limyen P, estoes, {i € A: 1 € P} € #. Como
cada P; es un ideal primo de R, ) ={i € A: 1€ P} € %, lo cual no puede ser

porque . es un ultrafiltro.

Por ltimo, supongamos que ab € .F —lim;ea P;. Dadoque {i € A:ab € P} € .Z
yv{ieA:abe P} C{ieA:a€ PtU{ie A:be P}, tenemos
que {i € A:a € PYU{i e A:be P} € Z. Luego, por proposicién [3.2.2]
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4.1. El #-limite de una Sucesién de Ideales Primos

{iecA:aeP}eFo{iecA:be P} e .ZF, esdecir,a € .F —limea P, 0

3. Sea a € F — limea P;, esto es A = {i € A : a € P} € F. Luego,
@ € Nica Pi € Unesr (Miea B2)-
Ahora, sea a € J ez (Mica Pi)- Asi, existe A € .Z tal que a € (), P, es decir,
a € P, para todoi € A. Como A C{i € A:a€ P} y.Z esun ultrafiltro sobre
A, tenemos que {i € A :a € P} € %#. De esta manera a € .# — lim;ep P
[

Observacion 4.1.4. Sea {P;}ica una familia en Spec(R). Si Fy es un ultrafiltro
principal sobre A, entonces por la proposicion anterior
T {m B | — | —
meme-U(Nr)- U (Nn)-r
AeF;, \icA {ACA:keA} \icA
Dado lo anterior, desde ahora sélo consideraremos ultrafiltros libres a menos que se

diga lo contrario, ya que de otra forma los resultados son fdciles de probar.

Recordemos que, si .# es un ultrafiltro sobre un conjunto A y A € %, entonces

Fla={ANF: F € %} es un ultrafiltro sobre A (proposicién |3.2.3]).

Teorema 4.1.5. Sean A un conjunto infinito, F un ultrafiltro sobre A y {P; : i €
A} C Spec(R).

1. Si A e Z, entonces

F —lm P, = J\A—hmP
iI€EA

2. Supongamos que T' C A y 9 es un ultrafiltro sobre T tal que F = {F C A: 3G €
¢,G C F}. Luego,
— hm P, =% —1im P,.

el
3. Sean I un conjunto infinito y o : A — I' una funcion sobreyectiva tal que para

cada j €T, st o(i) = j entonces P; = P;. Luego,

—hmP ¢ —lim P;,
jer
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4.1. El #-limite de una Sucesién de Ideales Primos

para ¥ = o(.F).
Demostracion. 1. Tenemos que
aeﬁ—liergpiﬁ{ieA:aEPi}Eﬁ
= ANn{i€eA:ae€ P} e F|,
={i€A:a€e P} e .F|,

= a€.Z|s—limP,
€A

ASf, F — h’mieAPi g y|A - h'mieA PZ

Sea a € F |4 — limyeq P; y supongamos que a ¢ % — lim;ca P;, es decir, {i € A :
a € P} ¢ 7. Por proposicion3.2.2) A\{ie A:ae P} ={icA:a¢ P} e F
Luego, {i € A:a ¢ P} = An{i € A:a ¢ P} € F|4, pero por hipdtesis

{i€ A:a € P} € #|a (contradiccion). Asi, F |4 — lim;cq P; C . F — limen P

2. Observemos que % es un ultrafiltro sobre A. Por definicion de %, ¥4 C ., 1" € ¥
y Flr=¢%. Por 1.,

g—hmP §|p—hmP J—IHEP
1€

3. Por proposmlon 3, ¢ es un ultrafiltro sobre I'. Notemos que {i € A : a € P;} €
Fsiysélosi {jel:ae P} €¥9. En efecto, si {i € A:a e P} €.%, entonces
{o(i))eT:aeP}={jel:aecP}eco(¥)=%. Ahora,si{j €' :a€ P} €
G = o(F), entonces {j € I' : @« € P;} = o(F) para algin F' € .#. Como o es
sobreyectiva, F C o '({jeT:a€ P;})={i € A:a€ P} CA. Dado que .F es
un ultrafiltro sobre A, tenemos que {i € A:a € P} € F
Por lo tanto,

aeﬁ—lirgl%@{ieA:aeH}eﬁ
S
s{jel:aeP}lec¥

& ac¥—limP;.
jel
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4.2. La Topologia Ultrafiltro

4.2. La Topologia Ultrafiltro

En el capitulo anterior definimos la topologia ultrafiltro sobre Spec(R). Definamos

esta topologia en el contexto de .%-limites de familias de ideales primos.

Lema 4.2.1. Si C C Spec(R) es no vacio y ¥ es un ultrafiltro sobre C, entonces existe
una familia {P; : i € A} C C y un ultrafiltro 4 = o= (F) sobre A, con o : A — C

una biyeccion, tal que Py = ¢ — lim;ca P;.

Demostracién. Sean o : A — C una biyeccién y ¢4 = {¢'(F) : F € Z}. Por
proposicién [3.2.3], 4 es un ultrafiltro sobre A.

Para cada ¢ € A, sea 0(i) = P;. Notemos que si a € R, entonces

o ((a)oNC) =07 ((a)o) Na™(C) =~ ((a)o) = {i € A: 0(i) € (a)o}
={ieA:aco(i)}
={ieA:a€ P}

Luego,
aePy@(a)omCe%‘@a‘l((a)omC):{z’eA:aeR}e%@ae%—lﬁgﬂ,
1€
Por lo tanto, Pz = % — limca P;. O

Teorema 4.2.2. Tenemos que C' C Spec(R) es cerrado ultrafiltro si y sdlo si para cada
conjunto infinito A con {P; : i € A} C C y F un ultrafiltro sobre A, se tiene que
F —limep P € C.

Demostracion. Sea C C Spec(R) un cerrado ultrafiltro. Supongamos que A es un
conjunto infinito, .%# es un ultrafiltro sobre A y P, € C cualquiera sea ¢ € A. Por
la aseveracion 3 del teorema [4.1.5] asumamos que |A] < |C]. Ahora, agreguemos
elementos a A para que A’ = AUT y C tengan la misma cardinalidad, y consideremos
el ultrafiltro %' = {F C A’ : IF € F,F C E} sobre A’. Observemos que

A e F'y F'|a=.7. Aumentemos la cardinalidad de I para definir una sobreyeccién

44



4.2. La Topologia Ultrafiltro

o : A — C que satisfaga o(i) = P; para todo i € A. Por proposicién [3.2.3
o(F')={o(F): F e F'} =% es un ultrafiltro sobre C. Asi,

aeﬁ—ggﬂ:{z’eA:aeR}ey
—{ieN:aco(i)} e F
—={o(i)eC:aco(i)} €Y
= (a)yNCe¥

:>(16ng

a€Pyp=V(a)NnCe¥
—= o '(V@NnC)={ieAN:aco(i)}ecF
— {iecA:a€eP}eF

= a €. —limP,
i€A

Por lo tanto, .% — limea P, = Py € C.

Sean C' C Spec(R) que satisface las condiciones del teorema y ¢ un ultrafiltro sobre

C. Por Lema [4.2.1 existen {P; : i € A} C C y un ultrafiltro .# sobre A tal que
Py = .7 —limjen P, € C. Asi, C es un cerrado ultrafiltro. O

En el capitulo anterior probamos que (Spec(R),7y) es compacto. A continuacién

daremos una demostracion alternativa de este resultado utilizando .Z%-limites.
Teorema 4.2.3. (Spec(R), y) es un espacio compacto.

Demostracion. Sea # un ultrafiltro sobre Spec(R). Probaremos que .# 7y-converge
a Pz. Sea V = Spec(R)\C una vecindad de Pz, con C' un cerrado ultrafiltro de
Spec(R). Por el lema [£.2.1] existe una familia {P; : i € A} C Spec(R) y un ultrafiltro
4 = o~ 1(F) sobre A, con ¢ una biyeccién de A a Spec(R), tal que Pz = 4 —lim;ca P
Sea A ={i € A: P, e C}. Si A€ ¥, entonces por los teoremas y [4.2.2
Pz =9 — limep P, = 9|4 — limiea P, € C (contradiccién). Luego, B = A\A € ¢.
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Ahora, B = ¢ !(F) para algin F € #, por lo que {P; :i € B} = {0(i) : i € B} =
o(B) € #F y {P, : i € B} C V. Dado que .% es un ultrafiltro, V' € #. Asi, .
[

Ty-converge a Pg.

4.3. La Topologia .#-limite

En esta seccién definiremos una nueva topologia sobre Spec(R) que surge

naturalmente de los resultados de la seccién anterior.

Definicién 4.3.1. Sea F un ultrafiltro sobre N. Decimos que C' C Spec(R) es F-

cerrado si para toda sucesion (Pp)nen en C tenemos que F — lim,en Py, € C.

Teorema 4.3.2. Sea F wun ultrafiltro sobre N. Los subconjuntos # -cerrados son los

cerrados de una topologia sobre Spec(R).

Demostracion. Sea (P,)ney una sucesion en Spec(R). Por proposicién m, F —
lim, ey P, € Spec(R). Asi, Spec(R), y evidentemente (), son subconjuntos .%-cerrados.
Sean C; y Cy subconjuntos .# —cerrados de Spec(R). Sea C' = C, U Cy y sea (P,)nen
una sucesion en C. Como N = {n € N: P, € (1} U{n € N: P, € (3} € Z,
por proposicién 322 {n € N: B, € C1} € F o{n € N: P, € (o} € Z.
Asumamos que A = {n € N : B, € Ci} € Z. Por definicién y teorema [4.1.5
F —limpuen Py, = Fla — limyen P, € €7 C C. Considerando la definicion, es facil

ver que la interseccion de .# —cerrados es .# —cerrado. O]

Definicién 4.3.3. Sea % un ultrafiltro sobre N. Los conjuntos .% -cerrados definen una

topologia sobre Spec(R) llamada la F -topologia que denotaremos por Tg.

El siguiente corolario es consecuencia directa de la definicién precedente y del

teorema 4.2.2
Corolario 4.3.4. Dado un ultrafiltro . sobre A, 1y C 74 sobre Spec(R).

Proposicion 4.3.5. Si .% un ultrafiltro principal sobre N, entonces T# es la topologia

discreta.
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Demostracion. Sea C' C Spec(R) no vacio y (P,)nen una sucesion en C. Por la
observacion [4.1.4] existe un £ € N tal que .% — lim,c.y P, = P. € C. Por lo tanto,

C es Z-cerrado y T« es la topologia discreta. O

Proposicién 4.3.6. (Spec(R),7#) es un espacio Hausdorff para todo ultrafiltro F
sobre N.

Demostracidn. Por proposicién[3.1.2] (Spec(R), 77) es un espacio Hausdorff. Puesto que
por corolario 4.3.4) 7y C 7, tenemos que (Spec(R), 7#) es un espacio Hausdorff. [

Ahora mostraremos que (Spec(R),7#) es un espacio contablemente compacto
(Hausdorff y todo subconjunto infinito tiene un punto de acumulacién) para todo

ultrafiltro .# sobre N. Primero probaremos un resultado que se basa en la prueba

del teorema [4.2.3]

Lema 4.3.7. Sea .F un ultrafiltro sobre N. Si {P, : n € N} C Spec(R) es un conjunto
F

infinito, entonces F — limuen Py, es un punto de acumulacion de {P, : n € N}.

Demostracion. Sea V. = Spec(R)\C' un abierto que contiene a .# — lim,cy P,. Sea

={neN: P, e C} Si Ae Z, entonces por teorema [1.1.5, .F — lim,eny P, =
F|a — limueq P, € C (contradiccién). Por proposicién 3.2.2 B = N\A € Z y asi
{P, : n € B} C V. Por lo tanto, .# — lim,ey P, es un punto de acumulacién de

{P, :n € N}. ]

Teorema 4.3.8. Si.% es un ultrafiltro sobre N, entonces (Spec(R),7z) es un espacio

contablemente compacto.

Demostracion. Por proposicién (Spec(R), 7r) es un espacio Hausdorff y por el
lema anterior todo subconjunto infinito de Spec(R) tiene un punto de acumulacién.

Por lo tanto, (Spec(R),7#) es un espacio contablemente compacto. ]

Dado que un espacio es contablemente compacto si y solo si todo cubrimiento abierto
contable del espacio tiene un subcubrimiento finito ([14], Theorem 3.10.3), todo espacio

contablemente compacto contable es compacto.
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Corolario 4.3.9. Si Spec(R) es contable, entonces T# = Ty para todo ultrafiltro F

sobre N.

Demostracion. Como 1y C 74, (Spec(R), T#) es compacto y (Spec(R), 7i7) es Hausdorff,

por proposicién tenemos que 77 = Tp. O

Este es el caso para N, dado que Spec(N) = {(p) : p es un nimero primo}U{(2,3)}U

{0}

4.4. La #-topologia sobre §(N)

Sea f(N) el conjunto de todos los ultrafiltros sobre N. Cada ntimero natural n se
identifica con el ultrafiltro principal 4, = {A C N : n € A}. De esta forma N se puede
considerar como un subconjunto de f(N). Denotemos N* = (N) \ N. En este contexto,
N son los ultrafiltros principales sobre N y N* son los ultrafiltros no principales sobre
N.

Recordemos que si N estd equipado con la topologia discreta, entonces [(N)
corresponde a la compactificacién de Stone-Cech de N.

La cardinalidad de R se denotara por c.

Dado ACN,sca A={pef(N):AeplyA*=A\A={peN':Acpl . Enl
siguiente proposicion recopilaremos resultados que ocuparemos mas adelante. Para un

estudio més detallado de S(N) ver [10] o [26] .
Proposicion 4.4.1. Sea A C N.

. {A: ACN} es una base para B(N).

~

2. A es un subconjunto clopen bdsico de B(N).
3. A* es un subconjunto clopen bdsico de N*.
4. A\ = Clﬁ(N) A.

5. N* es un subconjunto cerrado de B(N).
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4.4. La ZF-topologia sobre 3(N)

6. N* es homeomorfo a B(N).
7. |[B(N)| = 2°.

8. Toda funcion continua de N a [0, 1] se puede extender a una funcidn continua de
A(N) a [0,1].

La nocién de punto .Z#-limite ha sido estudiada por varios mateméticos, como
Bernstein [7], Frolik [16] y Furstenberg [18] siendo una herramienta muy importante en

el estudio de la compacidad contable de un espacio.

Definicién 4.4.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico y # un ultrafiltro sobre N.
Diremos que © € X es un punto Z-limite de una sucesion (Tp)nen en X, que
denotaremos por r = F — lim,_,o T,, Si para toda vecindad V de x se cumple que

{neN:z,eV}eZF.

Proposicion 4.4.3. Sea .Z un ultrafiltro sobre N. El punto % —limite de una sucesion

en un espacio Hausdorff es unico cuando existe.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio Hausdorff, (x,),eny una sucesién en X y F#
un ultrafiltro sobre N. Supongamos que existen z,y € X distintos tales que

xr =% —lim, ,x, e y = .F — lim,_,o x,. Luego, existen dos vecindades disjuntas
V y W de = e y respectivamente. Por definiciéon, {n € N : z, € V} € F y
{neN:z, e Whe Z porloque ) ={neN:z, e VNW} ={neN:
r, € ViN{neN:x, e W} € .Z, lo cual contradice que .# sea un ultrafiltro. O

Observacion 4.4.4. Durante el resto del capitulo todos los espacios topologicos serdn

considerados Hausdorff.
Proposicién 4.4.5 ([20]). Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. x € X es un punto de acumulacion de un conjunto infinito {xz, : n € N} si y sdlo

si existe un ultrafiltro # sobre N tal que x = F — lim,,_,o T,,.

2. Si F es un ultrafiltro sobre N y x = F — lim,,_,o Ty, entonces x € cl({x, : n €

NY).
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3. Si (X,7) es un espacio compacto, entonces toda sucesion en X tiene un punto

F -limite en X para todo ultrafiltro # sobre N.

Proposicién 4.4.6. Sean .F un ultrafiltro sobre N y (p,)nen una sucesion en 5(N). El
conjunto {ACN:{neN:Ae€p,} € F} es un ultrafiltro sobre N y

F—limp,={ACN:{neN:Aecp,} € F}. (4.4.1)
n—oo

Demostracion. Probemos que el conjunto z = {ACN:{neN:Aecp,} €.Z}esun
ultrafiltro sobre N.

1. Sean A € x y A C B C N. Por definicién, {n € N: A € p,} € #. Como p,
es un ultrafiltro sobre N, tenemos que {n e N: A € p,} C{n e N: B € p,}.
Ademads, como % también es un ultrafiltro sobre N, {n € N: B € p,} € .Z, es

decir, B € x.

2. Sean A, B € x. Por definicién, {n e N: Aep,} € Fy{neN:Bep,} € 7.
Asi, como .# es un ultrafiltro sobre N, {n e N: A e p,}Nn{ne N: Bep,} € Z.
Ahora, dadoque {n e N: Aep,}Nn{neN:Bep,} C{neN:ANBep,},
tenemos que {n e N: ANB € p,} € #,0sea, ANB € x.

3. Sea AUB € = tal que ANB = (. Como {n € N: AUB € p,} € Fy
{neN:AuBep,} C{neN:Aecp,}U{neN: B e p,}, tenemos que
{neN:Aep,tu{n e N:Be€p,} € F. Puesto que p, es un ultrafiltro
sobre N, la unién anterior es disjunta. De esta forma, {n e N: A € p,} € .ZF 6

{neN:Bep,} € F, esdecir, A€ x 6 B € x.

Veamos que x satisface la definicién de Z-limite de la sucesién (p,)nen. Sea B =
{p € B(N) : B € p} una vecindad bésica de z. Por definicién, B € =z, es decir,
{(neN:p,eBl={neN:Bep,} .7 O

Nuestra préximo objetivo serd definir una nueva topologia sobre (N) usando los

puntos .#-limite de sucesiones en J(N).
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Definicién 4.4.7. Diremos que C C B(N) es F-cerrado si para toda sucesion (pp)nen

en C se tiene que F — lim,,_,oo pn € C.
Teorema 4.4.8. Los subconjuntos .7 -cerrados definen una topologia sobre f(N).
Demostracion. Anéaloga a la demostracion del teorema 4.3.2} O]

Definicién 4.4.9. Los subconjuntos F-cerrados definen una topologia sobre ((N)

llamada F -topologia que denotaremos por o.z.

Fijemos un ultrafiltro .# sobre N. Para X C 3(N), definimos

(X)z = {9 — lfm p, : (pn)nen €8 una sucesién en X} .

n—oo

Observacion 4.4.10. Tenemos que X C (X)z C clgayy X. La primera inclusion se
tiene ya que si tomamos x € X, entonces por definicion x = F — lim,_.o x. Para la
sequnda inclusion, si tomamos x € (X) .z, entonces por definicion de punto de clausura

T € clgay) X.

Ahora, para X C p(N) arbitrario, definimos Xy = X, X; = (Xy)# vy, para todo

nimero cardinal # < wq, definimos inductivamente

Xy = U X, si 0 es limite, y

a<f

Xp = (Xp_1)7 si 0 no es limite.

Proposicién 4.4.11. Sea .7 un ultrafiltro sobre N. Si X C B(N) es F-cerrado,

entonces X9 = X para todo 0 < wy.
Demostracion. Por definicién de .Z-cerrado (X)# C X, y por la observacién anterior
Xo=X=(X)z =(Xo)z. Sea v < w; y supongamos que Xy = X para todo 6 < 7.
Caso 1. Si 7y es limite, entonces X, = {J,_, Xo = X.
Caso 2. Supongamos que v = 0 + 1. Luego, X, = (Xp)z = (X)z = X.

Por lo tanto, Xy = X para todo 0 < w;. O
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Teorema 4.4.12. Sea F un ultrafiltro sobre N. Si X C B(N), entonces cl,, X =
le g CI,B(N) X.

Demostracion. Sea X C [(N). Primero probaremos inductivamente que X, C cl,, X.
Es claro que Xy = X C cl,, X. Sea v < w; y supongamos que Xy C cl,, X para todo
0 <.

Caso 1. Si v es limite, entonces X, = U9<7 Xy Ccl,, X.

Caso 2. Supongamos que v = 6 4 1. Por hipétesis, Xy C cl,, X, y dado que cl,, X

es .Z-cerrado, tenemos que X, = (Xp)z C (cl,, X)z = cl,, X.

Asi, X, Ccl,, X.

Ahora probaremos que X, es .%-cerrado. Sea (p,)nen una sucesion en X, . Luego,
para todo n € N, existe 0, < w tal que p, € Xp,. Sea 6§ = sup{f, : n € N}. Por
definicion, .# — lim,,_oo pn € Xyp11 C X,,,. De esta forma X, es #-cerrado. Ademas,
como X C X, , se tiene que cl,, X C X, . Por lo tanto, cl,, X = X, .

Por la observacién (X)z C clgay X, e inductivamente se puede mostrar que

X, Cclgay X. De esta manera, concluimos que cl,, X = X, C clgm) X. O
Corolario 4.4.13. C C (N) es Z#-cerrado si y sdlo si C = C,,.

Demostracion. Sea C' C [(N) F-cerrado. Por la proposicién precedente, tomando
0= w1, C= Cwl-
Ahora, sea C = C,,. Por el teorema precedente C,, = cl,, C, es decir, C' es

F -cerrado. n

Teorema 4.4.14. Sea . un ultrafiltro sobre N y X C N*. Si p € cl,, X, entonces

existe un conjunto contable Y C X tal que p € cly+ Y.

Demostracion. Sea p € cl,, X. Por el teorema anterior, p € X, con X,, = X,.

a<wi
Procedamos por induccién. Sip € X = X, entonces consideramos el conjunto Y = {p}.
Supongamos que la conclusion se cumple para todos los puntos en (J,_, Xo con 0 < wy.

Sea p € Xj.
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Caso 1. Si 0 es limite, entonces p € | J,_, Xa, y aplicamos la hipétesis de induccién.

a<6
Caso 2. Supongamos que 6 = « + 1. Luego, p € Xy = (X.)#, es decir,
p = % — lim, .o p, para alguna sucesiéon (p,)nen en X,. Por hipdtesis, para cada

n € N existe Y,, € X tal que p, € cly+Y,,. De esta manera Y = |J Y, € X es un

neN
conjunto contable. Por observacién [4.4.10| y dado que N* es un subconjunto cerrado de

B(N) tenemos que

(U cly- Yn) C (dN* (U Yn>> C clga (cly- (Y)) = cln-(Y).
F F

neN neN

Por lo tanto, p € cly(Y). O

A continuacién, consideramos el anillo QY de todas las funciones de N en Q.
Describamos la relacién entre la topologia 77 sobre Spec(QY) y la topologia o4 sobre
B(N).

Considerando la descripcion de los ideales maximales en anillos de funciones
continuas dada por el Teorema de Gelfand-Kolmogoroff ([22], 7.3), se tiene que los

ideales maximales de QN son de la forma

MP={feQ :peZ(}={fcQ":2(}) e p} (4.4.2)

para cada p € B(N), donde Z(f) = {x € N: f(z) = 0}. Estos ideales son distintos para
distintos p. Luego, para todo ideal primo I de QY, existe p € S(N) tal que I C MP y

MP es el unico ideal maximal que contiene a I (ver [22], 7.15).
Probemos algunas propiedades de los .% —limites de ideales maximales de Q.

Lema 4.4.15. Sea .7 un ultrafiltro sobre N y (py)nen una sucesion en B(N) tal que
p=F —lim, o0 Pn- Si (MP"),cn es una sucesion de ideales mazimales de QY, entonces

g\ - h,mneN Mpn - Mp.
Demostracion. Si f € F —limuen MPr y A={neN: f € MP}, entonces por [4.4.1]

A={neN:Z(f) ep,} € Z#.
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Si f ¢ MP, entonces Z(f) ¢ p,yasi {n € N: Z(f) € p,} ¢ .% (contradiccién). Luego,
f € MP, por lo que .Z — lim,, ey MP" C MP.

Ahora, supongamos que f € MP, es decir, Z(f) € p. Por definicién de .#-limite,
{neN:Z(f)ep,} ={neN: fe M} c.F Estoes, f €.F —lim,ey MP". Por lo
tanto, M? C .F — lim, ey MP". m

Para evitar una posible confusién, a un subconjunto .Z-cerrado de Spec(QY) lo
llamaremos 7z-cerrado, y a un conjunto .#-cerrado de 5(N) lo llamaremos o z-cerrado.
En lo que sigue, estableceremos una relacién entre los subconjuntos 7z-cerrados y los

o z-cerrados.

Definicién 4.4.16. Para C C $(N) definimos
Cs = {I € Spec(QY) : Ip € C, I C MP}.
Para C C Spec(QY) definimos
On=1{pef(N):3leC,IC M.

Se sigue de la definicién que si C' C B(N) es no vacio, entonces C'g también lo es,
pues si p € C, entonces MP € Cs. Andlogamente, si C' C Spec(QY) es no vacio, entonces

Cy también lo es.

Teorema 4.4.17. Si C C B(N) es oz-cerrado, entonces Cs es un subconjunto Tg-

cerrado de Spec(QV).

Demostracion. Sea (P,)nen una sucesion en Cg. Por definicién, para cada n € N existe

pn € C tal que P, C MP~. Como C' es oz-cerrado, se tiene que p = .% —lim,,_,o p, € C.
Por proposicién y lema[d.4.15, .% —lim, ey P, C .% —lim,cy MP» = MP € Cg. [

Teorema 4.4.18. Si C C Spec(QY) es T#-cerrado, entonces Cy es un subconjunto

og-cerrado de B(N).

Demostracion. Sea (p,)nen una sucesion en Cy. Luego, para cada n € N, existe P, € C

tal que P, € MP~. Dado que C es Tg-cerrado tenemos que % — lim,.y P, € C.
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Por proposicién y lema [4.4.15, % — lim,eny P, € % — lim,ey MP» = MP, donde

p=.F — lim,_. pn. Por lo tanto, p € Cy y Cy es oz-cerrado. O
Teorema 4.4.19. Si C' C B(N), entonces C = (Cs)y.

Demostracion. Sea p € (Cs)y. Luego, existe I € Cg tal que I C MP. Por definicion,
existe ¢ € C' tal que I C M1, pero como p es el unico ultrafiltro con esta propiedad, se
tiene que p=¢q. Asi, pe C'y (Cg)y C C.

Ahora, si p € C, entonces MP € Cg. Luego, p € (Cs)n, y por tanto, C' C (Cs)y. O

Teorema 4.4.20. Si C' C Spec(QY), entonces
(Cn)s = C* = {I € Spec(Q") : existen pc f(N) y J € C,J C MP e I C MP}.

Demostracion. Si I € (Cy)g, entonces existe p € Cy tal que I € MP. Dado que p € Cl,
existe J € C tal que J C MP, por lo que I € C*.

Ahora, sea I € C*. Luego, existen p € f(N) y J € C tales que J C MP e [ C MP.
Por lo tanto, p € Cy, y asi I € (Cy)s. O

Lema 4.4.21. Sea {C" : i € A} una familia de subconjuntos no vacios de B(N). Si
Nica C% # 0, entonces (;ep C* # 0.

Demostracion. Sea I € ;.5 C. Para todo i € A, existe p; € C* tal que I C MP. Por
la propiedad de unicidad de los ideales maximales de QY, tenemos que p; = p para todo

i€ A Asf, p € Myep CF. 0

Definicién 4.4.22 (K. Kunen, [29]). Sea p € N*. Diremos que p es un P-punto débil
de N* si para todo conjunto contable A C N*\ {p}, p ¢ cly+ A.

K. Kunen mostré en [29] la existencia de P-puntos débiles en N* y J. van Mill prob6
en [30] que hay 2° P-puntos débiles en N*.

Recordamos que dado un espacio topolégico (X, 7), un subconjunto D de X es C*-
embedded (en X) si para todo f € C(D,[0,1]) existe g € C(X,[0,1]) tal que g|p = f.
Por otra parte, un subconjunto D de X se dice discreto si para todo p € D existe un
abierto U de X tal que U N D = {p}. El préximo resultado se obtiene de un teorema

de Z. Frolik ([I7]) que enunciamos a continuacion.
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Teorema 4.4.23 ([9], Lemma 8.2). Sea (X,T) un espacio topolégico donde todo
subespacio discreto contable es C*-embedded. Si A y B son subespacios discretos

contables de X yp € cl, ANcl. B, entonces p € cl.(ANcl, B)Ucl(BNcl. A).

Corolario 4.4.24. Si A y B son conjuntos contables disjuntos de P-puntos débiles de

N*, entonces cly- ANcly B = (.

Demostracion. Dado que B(N) es la compactificacién de Stone-Cech de N y N* es
homeomorfo a $(N), todo subespacio discreto contable de N* es C*-embedded en N*.
Ademas, si D es un conjunto contable de P-puntos débiles de N*, entonces D es
discreto. En efecto, dado = € D, x ¢ cly-(D \ {z}), por lo que existe un abierto
U=N*\cly(D\ {z}) de N* tal que UN D = {z}. Asi, D es discreto.

Sean A y B conjuntos contables disjuntos de P-puntos débiles de N*. Por lo anterior,
Ay B son subespacios discretos contables de N*. Supongamos que cly« AN cly- B # 0.
Por el teorema anterior, cly« (AN cly B) Ucly«(BNcly- A) # 0, es decir, ANcly- B # ()
o BNeclys A # 0. Supongamos que existe p € ANcly- B, es decir, p es un P-punto débil
en Ay p € cly- B. Como Ay B son disjuntos, B C N*\ {p}, pero como B es contable
se contradice el hecho de que p sea P-punto débil. O

Teorema 4.4.25. Sea .F un ultrafiltro sobre N. Tenemos que (Spec(QY), 72) no es un

espacio compacto.

Demostracion. Mostraremos que existe una colecciéon de subconjuntos 7g4-cerrados de

Spec(QY) con la propiedad de interseccién finita cuya interseccién es vacfa. Sea
W ={p € N*: p es un P-punto débil}.

Considerando que |W| = 2° sea {A, : @ < 2°} una particién de W en infinitos
subconjuntos contables. Sea Cy = W vy, para todo a < 2°, se define
Co = cly, (W | 4p).
B<a
La familia {C, : a < 2°} forma una cadena descendente de subconjuntos o z-cerrados

de B(N), por lo que tiene la propiedad de interseccién finita. Supongamos que existe
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P € [Nyeo Ca- Como p € C,, = clo, (W \ U, ey An), por el teorema [4.4.14] existe un
conjunto contable B C W\ |, oy An tal que p € cly- B. Dado que B es contable, existe

b < w; tal que B C Ua<6 Ay. Como p € Cp, por el teorema nuevamente existe
un conjunto contable D C W\ |, _; A\ tal que p € cly D. Luego, p € cly« BN cly- D.
Por otra parte, como B y D son subconjuntos contables disjuntos de N*, por el
corolario anterior cly+ B N cly- D = () (contradiccién). De esta forma, (),_5c Co = 0, y

consecuentemente por el lema[4.4.21] Ca)s = 0. Como la familia {(Cy)s : o < 2°}

oz<2c

tiene la propiedad de interseccién finita, (Spec(QY), 7#) no es compacto. ]

Corolario 4.4.26. Sobre Spec(QY), 77 es estrictamente mds fina que Ty para todo

ultrafiltro . sobre N.

Demostracion. Por teorema [3.3.3 (Spec(QY),7/) es un espacio compacto. Por el

teorema anterior T4 contiene estrictamente a 7y sobre Spec(QY). O

4.5. Algunas Propiedades de las .#-topologias sobre
Spec(R)

Sabemos que (Spec(R), 7#) es un espacio Hausdorff y por teorema no es en
general un espacio compacto. Nuestro objetivo en esta seccién es dar otras propiedades
interesantes de la topologia 74, como .#-compacidad y la cardinalidad de los conjuntos
cerrados de esta topologia. Ademds, probaremos la existencia de 2° .Z-topologias
diferentes sobre Spec(QM). Para hacerlo, primero estudiaremos las o z-topologfas sobre
B(N).

Una propiedad natural mas fuerte que la compacidad contable es la siguiente:

Definicién 4.5.1. Sea F wun ultrafiltro sobre N. Un espacio topolégico (X, T) es
F-compacto si para toda sucesion (Tp)nen en X, emiste p € X tal que

p=.F —lim,_ o0 Tn,.

Proposicion 4.5.2. Sea % un ultrafiltro sobre N.
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4.5. Algunas Propiedades de las .%-topologias sobre Spec(R)

1. Todo espacio compacto es .F -compacto.
2. Todo espacio F -compacto es contablemente compacto.
3. Un subconjunto cerrado de un espacio % -compacto es F -compacto.
4. FEl producto de espacios .F -compactos es % -compacto.
Demostracion. 1., 2. y 3. se deducen de la proposicion |4.4.5, Para 4. ver [7]. ]

Lema 4.5.3. Sea .# un ultrafiltro sobre N. Si (P,)nen €s una sucesion en Spec(R),
entonces F —lim,en P, es el punto F -limite de la sucesion (P,)nen €en la topologia 77,

es decir, F — lim,ey P, = & — lim,,_,o P,.

Demostracion. Sea V = Spec(R)\C un 7z-abierto que contiene a .# — lim,cy P, con
C' un subconjunto .#-cerrado. Sea A = {n € N: P, € C}. Si A € .#, entonces por
teorema m, F —limyeny P, = F |4 — limyeq P, € C (contradiccion). Por proposicién
B2 {neN:P, eV} =N\4eZ. O

Corolario 4.5.4. Sea % un ultrafiltro sobre N. Tenemos que (Spec(R),Tz) es un

espacio & -compacto.

Observacion 4.5.5. Con un razonamiento similar, es posible mostrar que (8(N),oz)

es un espacio F -compacto para todo ultrafiltro F sobre N.
El siguiente corolario es consecuencia directa del lema [4.5.3|

Corolario 4.5.6. Sea F un ultrafiltro sobre N. Tenemos que C C Spec(R)
(respectivamente de B(N)) es F-compacto si y solo si es Tz-cerrado (respectivamente

ogz-cerrado).

Con el fin de establecer una comparaciéon entre las topologias 74 para diferentes

ultrafiltros .# sobre N, usaremos el preorden Comfort sobre N*.

Definicion 4.5.7. Sean . ,9 € N*. Diremos que .F < 9 si todo espacio & -compacto

es & -compacto. A <¢ le llamaremos preorden Comfort.
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4.5. Algunas Propiedades de las .#-topologias sobre Spec(R)

Para conocer algunas propiedades de este preorden ver [19].
Teorema 4.5.8. Sean 7,9 € N*. Son equivalentes:

1. F <cY¥9;

2. 74 C 12 sobre Spec(R):

3. 14 C 77 sobre Spec(QY);

4. 0q C oz sobre B(N);

5. cly, N Ccly, N;

6. (B(N),04) es F-compacto;

7. (Spec(R), 19) es F-compacto;

8. (Spec(QY), 74) es F -compacto.

Demostracion. Por corolario v [£.5.5 se deduce que 1. implica 6, 7 y 8. Ademés,

2 implica 8 y 7 implica 8 son evidentes.

1 = 2. Sea C' C Spec(R) 1gy-cerrado. Dado que por corolario (Spec(R), 1) es
un espacio ¢-compacto, por proposicién [£.5.2] C es ¥-compacto. Por hipétesis, C' es
ZF-compacto. Aplicando el corolario tenemos que C' es Tg-cerrado. Asi, 74 C 7.

3 = 4. Sea C' C B(N) un og-cerrado. Por Teorema [4.4.17] sabemos que Cg es 7¢-

cerrado y por hipétesis, Cg es Tz-cerrado. Luego, por Teoremas4.4.18|y 4.4.19| tenemos

que C' = (Cg)n es og-cerrado. De esta manera, oy C 0.

4 = 5. Por hipodtesis, cl,, N es un conjunto oz-cerrado que contiene a N. Por

otro lado, cl,, N es el conjunto oz-cerrado mas pequenio que contiene a N. Luego,

cl,, N Ccl,, N.

5 = 1. Por el corolario 4.5.6, cl,, N=[){Y : NCY C 3(N) e Y es .#-compacto}.
Luego, por el teorema 2.3 de [19] se tiene que . <¢ ¥.
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4.5. Algunas Propiedades de las .%-topologias sobre Spec(R)

6 = 5. Como cl,, N es ogy-cerrado y (8(N), 0y) es .#-compacto, por proposiciénm
tenemos que cl,, N es .#-compacto. Luego, por Corolario cly, N es oz-cerrado,

y por definicién de clausura, cl,, N C cl,, N.

8 = 3. Sea C' un 1y-cerrado de Spec(QY). Como (Spec(QY), %) es .#-compacto,
por proposicién tenemos que C' es .%-compacto. Por corolario [4.5.6, C' es 7z-

cerrado. O

Para el siguiente resultado usaremos el preorden Rudin-Keisler sobre N*. Para mas

detalles de este preorden ver [19].

Definicién 4.5.9. Sean p,q € N*. Diremos que p <grx q si existe una funcion
f: N = N tal que f(q) = p, donde f : B(N) — B(N) es la extension de Stone de

f. A <gk sele conoce como preorden Rudin-Keisler sobre N*.

Teorema 4.5.10. Ezisten 2° .7 -topologias sobre Spec(QN) no homeomdrficas dos a

dos.

Demostracion. P. Simon mostré la existencia de un conjunto W que consiste de 2¢
P-puntos débiles de N* RK-incomparables dos a dos ([33]). Por otro lado, el preorden
Rudin-Keisler es equivalente al preorden Comfort sobre el conjunto de P-puntos débiles
de N* ([19]). Como la .#-compacidad es una propiedad topoldgica, por el teorema m
las topologias 7#, con .% € W, no son homeomorficas dos a dos.

]

Si describimos la clausura de un subconjunto de (Spec(R), 7#) de una forma similar
a como lo hicimos en la seccidén anterior, entonces obtenemos resultados andlogos.

Dados X C Spec(R) y % un ultrafiltro sobre N, definimos

(X)gz ={F - 11'111\1I P, : (P,)nen es una sucesién en X}.
ne

Notar que X C (X)z. Definimos Xy = X, X; = (Xy)# y para todo cardinal 6 < wy,
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4.5. Algunas Propiedades de las .#-topologias sobre Spec(R)

definimos inductivamente

Xy = U X, si 6 es limite, y

a<6

Xy = (Xg_1)# si 0 no es limite.

Asi, por un andlogo al teorema|d.4.12] si .# es un ultrafiltro sobre Ny X C Spec(R),

entonces cl,, X = X,,,.

Teorema 4.5.11. Sea .F un ultrafiltro sobre N. St X C Spec(R), entonces |cl,, X| <
| X

Demostracion. Procedamos por induccién. Claramente para X, = X se cumple que
| Xo| < |X|“. Sea v < wy y supongamos que | Xy| < |X|¥ para todo § < v. Si v es limite,
entonces X, = Uy, Xo ¥ | Xo| <Dy, | Xo| < [X]|“. Siv=0+1, entonces

[ Xo| = [(Xo) 7| < (IX[*)* = |X]*.

Por lo tanto, |cl,, X| < |X|“. O
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Capitulo 5

Propiedades de las Topologias

vistas como Semianillos

Introducciéon

En el ejemplo mostramos que dado un espacio topoldgico (X, 7) se tiene
que 7 es un semianillo donde la unién y la interseccién corresponden a la suma y la
multiplicacién respectivamente, donde los conjuntos () y X corresponden a los neutros
aditivo y multiplicativo respectivamente.

En este capitulo estudiaremos las topologias vistas como semianillos relacionando
propiedades algebraicas de 7 con propiedades topolégicas de (X, 7) ([6]). Por ejemplo,
veremos que si (X, 7) es un espacio compacto y Hausdorff, entonces 7 es un semianillo
Gelfand. También estudiaremos algunas propiedades de la topologia de complemento

finito sobre un conjunto infinito.
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5.1. Ideales y Espectro de Evitacién de una Topologia

5.1. Ideales y Espectro de Evitacién de una Topo-

logia
Lema 5.1.1. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico. Si ay, . ..,a, € T, entonces
(a1,...,a,) = Uai) :
i=1
Demostracion. Es evidente que (UJ_,a;)) <€ (ai,...,a,). Para la otra inclu-
sion procederemos por inducciéon. Para m = 1 es trivial. Supongamos que

(a1,...,a,_1) C (U'Z] ). Probemos que (ai, ..., a,) € (U, ;). Sea € (ay, ..., ay),
es decir, existe r1,...,r, € T tal que

n n—1

r = LJ(TZ Na;) = U(T‘, Na;) U (r, Nay).

i=1 i=1
Dado que U?:_ll (riNa;) € (a1, ..,an,—1), por hipdtesis de induccion existe r € 7 tal que
UrS (i nag) = r UM as. Asi, sioa = U]~ as, entonces

r=(rnNa)U(r,Na,) =[rU(r,Na,)]N(aUr,) N (aUay,).

Como ' = [rU (r,Na,)]N(aUr,) € 7, tenemos que z = r' N | J", a;. Por lo tanto,
=1

n
(a1, -y an) € (UL ). =
El siguiente teorema es consecuencia directa del lema anterior.

Teorema 5.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Todo ideal finitamente generado de

T es principal.

Corolario 5.1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Tenemos que T es un semianillo

noetheriano si y solo si todo ideal de T es principal.

Demostracion. Dado que un semianillo es noetheriano si y sélo si todos sus ideales son

finitamente generados ([23], proposicién 6.16), por el teorema precedente se tiene lo

pedido. O
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5.1. Ideales y Espectro de Evitacién de una Topologia

Teorema 5.1.4. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Si I es un ideal de T, entonces

IC(U{a:a€el}).

Demostracion. Sea I un ideal de 7y b € I. Luego, b = |J{a : a € I} Nb. Por lo tanto,
be (U{a:ael}). O

Lema 5.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Tenemos que todo ideal maximal de T
que no es un cubrimiento de X es principal. Mas aun, st M es un ideal mazimal de T

que no es un cubrimiento de X, entonces M = (|J{a : a € M}).

Demostracion. Sea M un ideal maximal de 7 que no es un cubrimiento de X. Luego,
U{a : a € M} # X,y asi (U{la : a € M}) # 7. Por el teorema precedente,
M C (U{a:a e M}), y por definicién de ideal maximal se tiene lo pedido. O

Teorema 5.1.6. Sea (X, T) un espacio compacto. Tenemos que todo ideal mazimal de T

es principal. Mds ain, si M es un ideal mazimal de 7, entonces M = ([J{a : a € M}).

Demostracion. Sea M un ideal maximal de 7. Tenemos que M no es un cubrimiento
de X, sino existirfa una familia {a; : i € T'} en M tal que J{a; : i € T} = X,
y por compacidad existirfan ay,...,a, € M tal que |J{a; : i = 1,...,n} = X, por
lo que X € M, pero M es un ideal primo (contradiccién). Por el lema precedente,

M= (U{a:ae€ M}). O

Ahora definiremos una aplicacién que conecta directamente un espacio topolégico
con el espectro primo de la topologia correspondiente, la cual nos sera de gran utilidad

para probar los principales resultados de este capitulo.

Teorema 5.1.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. El conjunto {A € 7 :x ¢ A} es un

ideal primo de T para todo x € X. Ademds, la funcion

¢ (X, 7) = (Spec(7), 72)
r—=¢x)={Aer:x¢ A}

es continua.
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5.1. Ideales y Espectro de Evitacién de una Topologia

Demostracion. Veamos que la funcién ¢ esta bien definida. Sean P = ¢(z) y Q = ¢(y)
distintos con z,y € X. Por definicién, existe un abierto A € 7 tal que z € A e y ¢ A,
por lo que x e y son distintos.

Ahora, sea x € X. Sean A,B € ¢(z) y V € 7. Como x ¢ Ay x ¢ B, se tiene
que z ¢ AU B, por lo que AU B € ¢(x). Claramente ANV € ¢(z) y X ¢ ¢(x). Si
AN B € ¢(x), entonces por propiedades de conjuntos A € ¢(x) o B € ¢(z). Por lo
tanto, ¢(z) es un ideal primo de 7.

Finalmente, sea V' € 7. Tenemos que

¢~ (Do(V)) = {z € X : ¢(z) € Do(V)}
={reX:V¢o)}
={zeX:zeV}
=V

Por lo tanto, ¢ es continua. O

Definicién 5.1.8. Sean (X, 7) un espacio topolégico y x € X. Llamaremos ideal de
evitacion de x al conjunto {A € 7 : x ¢ A}. Ademds, el conjunto de todos los ideales

de evitacion de elementos de x es llamado espectro de evitacion de T.
Teorema 5.1.9. Si (X, 7) es un espacio Ty, entonces:

1. ¢ es inyectiva;

2. ¢(x) es un ideal maximal si y sélo si {x} es T-cerrado en X;

3. ¢(X) es un subespacio denso en (Spec(T),Tz).

Demostracion. 1. Sean x,y € X con x # y. Como (X, 7) es Ty, existe V' € 7 tal que
reVeyé¢V, porloque ¢(x) # ¢(y). Asi, ¢ es inyectiva.

2. Si ¢(z) es un ideal maximal, entonces por proposicién {é(x)} es Tz-cerrado.

Como ¢ es inyectiva y continua, ¢! ({¢(z)}) = {x} es T-cerrado.
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Si {z} es T-cerrado, entonces X — {x} es T-abierto, por lo que X — {z} € ¢(x).
Supongamos que ¢(x) no es un ideal maximal, o sea, existe P ideal de 7y A € P
tal que ¢p(x) C Py A ¢ ¢(z). Dado que x € A, se tiene que X = AU(X —{z}) € P

(contradiccién). Por lo tanto, ¢(z) es un ideal maximal.

3. Sea P € Spec(7) y Do(V') un abierto que contiene a P. Supongamos que para
todo z € X, ¢(x) ¢ Do(V), es decir, V € ¢(z). Luego, © ¢ V para todo z € X,
o sea, V = (. Por hipétesis, ) = V ¢ P (contradiccion). Por lo tanto, ¢(X) es

denso en (Spec(T),7z).

5.2. Resultados Principales

Teorema 5.2.1. Si (X, 7) es un espacio topologico Ty y conexo, entonces (Spec(T),7z)

es un ESPQCiO CONEXo.

Demostracion. Dado que (X,7) es conexo y que por teorema ¢ es continua,
tenemos que ¢(X) es conexo. Como (X, 7) es Ty, por teorema [5.1.9.3, cl., (¢(X)) =

Spec(7). Por lo tanto, (Spec(7), 7z) es conexo. O

Teorema 5.2.2. Si (X,7) es un espacio compacto Hausdorff, entonces T es un

semianillo Gelfand.

Demostracion. Sea P un ideal primo de 7. Tenemos que (J,.p A # X, sino por
compacidad existirfa una familia finita A;,..., A, en P tal que |J;_; A; = X, por lo
que X € P, lo cual contradice el hecho que P sea un ideal primo. Asi, X —J,.p A # 0.

Supongamos que X — (J,cp A tiene al menos dos puntos distintos x; y .
Como (X, 7) es Ty, existen dos abiertos disjuntos V' 'y W que contienen a x; y o
respectivamente. Dado que VW ¢ Py VNW = () € P se tiene una contradiccién ya
que P es un ideal primo.

Ahora, X —J,ep A = {20} para algin zo € X. Luego, P C ¢(x¢) y dado que {zo}

es cerrado, por teorema [5.1.9, ¢(xo) es un ideal maximal de 7. Supongamos que existe
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5.2. Resultados Principales

un ideal maximal ) que contiene a P y que no esta contenido en ¢(xg). Como @ es un
ideal primo, X —J,co A = {21} para algtin z, € X. Si 29 = 21, entonces @ C é(zo)
(contradiccién), por lo que z¢ # z1. Dado que P C @, {z1} C {x¢} (contradiccién).

Por lo tanto, 7 es un semianillo Gelfand. n

Hasta el momento hemos estudiado topologias arbitrarias y probado propiedades
generales de ellas. Ahora, estudiaremos una topologia en particular. Durante el resto
de la seccién consideraremos X como un conjunto infinito y 7 como la topologia de
complemento finito sobre X.

Recordemos que la topologia de complemento finito sobre un conjunto no vacio A
se define como el conjunto {B C A : A\ B es finito } U {0}. Ademds, un espacio con

esta topologia es T}, compacto y conexo.
Teorema 5.2.3. 7 es un m-semianillo.

Demostracién. Probemos que {()} es un ideal primo de 74 suponiendo lo contrario. Sean
V' y W tp-abiertos no vacios tal que VNW = 0. Asi, (X \V)U (X \ W) = X, pero
X\ V y X\ W son conjuntos finitos y X es un conjunto infinito (contradiccion). Por
lo tanto, {#} es un ideal primo de 7. Ademéds, {{} es el tinico ideal primo minimal de

Tr, ya que todo ideal primo lo contiene. De esta forma 7 es un m-semianillo. O

Teorema 5.2.4. Sea P un ideal primo de 7p y Kp = |X — Uy cp V. Se tiene que

Kp #0, Kp es finito y P estd contenido en Kp ideales mazximales.

Demostracion. Sea P ideal primo de 7p. Tenemos que |J,cpV # X, sino por la
compacidad de (X, 7r) existirfa una familia finita V4,...,V, en P tal que J;_, V; = X
(contradiccién). Ast, X —UycpV # 0y Kp # 0. Ademas, J,.pV € 7, por lo que
X —UyepV es finito, es decir, Kp es finito.

Supongamos que X — (JycpV = {21,...,2,}. Luego, P C ¢(x;) parai = 1,...,n.
Dado que (X, 7r) es T, {z;} es Tp-cerrado y por teorema [5.1.9]2, ¢(z;) es maximal

parai=1,...,n. Por lo tanto, P estd contenido en n = Kp ideales maximales. ]
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Teorema 5.2.5. La funcion

¢ : (X, 7r) — (Spec(Tr), T2)
r—plx)={AcTtp .z ¢ A}

es un homeomorfismo sobre su imagen.

Demostracion. Por los teoremas y 5.1.9] ¢ es continua e inyectiva, por lo que es
continua y biyectiva sobre su imagen. Sélo basta probar que la inversa de ¢, ¢~!, es
continua. Sea A un cerrado de (X, 7r), es decir, A = {zy,...,z,} con z1,...,x, € X.

Luego,
(07 (A) ={P e d(X): ¢ (P) € A} ={d(x:) :i=1,...,n} = U{¢(a¢¢)}-

Por teorema |5.1.7/2, ¢(z;) es un ideal maximal, y por la proposicién [1.2.6] {¢(x;)}
es cerrado en (¢(X),7z) parai = 1,...,n. Asi, (¢1)71(A) es cerrado en (¢(X),77) y

¢! es continua. —~

Teorema 5.2.6. (X, 7p) se puede sumergir como un subespacio denso de un espacio

espectral.

Demostracion. Por teorema [5.1.9/3, ¢(X) es denso en (Spec(7r),7z) y por teorema
1.2.12| (Spec(7r),Tz) es un espacio espectral. Por el teorema anterior se tiene lo

pedido. O

5.3. Una Aplicacion del Teorema de la Dualidad de
Stone

M. Stone (1938) di6 un prueba topoldgica de que todo reticulo distributivo acotado
es isomorfo a un reticulo de conjuntos (ordenado por inclusién): dado un reticulo L
(distributivo y acotado) podemos construir un espacio topoldgico (X, 7) tal que L es
isomorfo al reticulo de conjuntos abiertos compactos de (X, 7). El espacio (X, 7) es el

conjunto de los ideales primos de L con la topologia de Zariski, (Spec(L), 77). Dado que
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5.3. Una Aplicacién del Teorema de la Dualidad de Stone

una topologia es un reticulo distributivo acotado, donde las operaciones de sup e inf
son la unién y la intersecciéon respectivamente, toda topologia es isomorfa al conjunto

de 7z-abiertos compactos de su espectro primo.

Definicién 5.3.1. Sea R un semianillo. Diremos que R es un semianillo cero

dimensional st todo ideal primo de R es maximal.

Lema 5.3.2. Si (X, 7) es un espacio Ty y T es un semianillo cero dimensional, entonces

(X,7) es Ts.

Demostracion. Sean z,y € X distintos. Como ¢ es inyectiva, ¢(z) # ¢(y). Por teorema
sabemos que 7 es un semianillo cero dimensional si y sélo si (Spec(7),77) es
Ty. Asi, existen U,V 71z-abiertos tales que ¢(x) € U, ¢(y) € V. y UNV = (). Luego,
reg(U)eyed (V) con o (U)N¢ (V)= 0. Por la continuidad de ¢, ¢~ *(U) y
¢~ (V) son T-abiertos y se tiene lo pedido. ]

Teorema 5.3.3. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Tenemos que T es la topologia

discreta si y solo si (X, 7) es un espacio Ty y T un semianillo cero dimensional.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio Ty y 7 un semianillo cero dimensional. Por el
teorema de la dualidad de Stone, 7 es isomorfo al reticulo de los conjuntos abiertos
compactos de (Spec(7), 7). Como todo ideal primo de 7 es maximal, por el teorema
(Spec(T),77) es Hausdorff, y dado que un conjunto compacto de un espacio
Hausdorff es cerrado, el reticulo anterior corresponde a los conjuntos clopen de
(Spec(T),7z), y asi es un algebra de Boole. Luego, 7 también es un dlgebra de Boole.
Por otra parte, por el lema sabemos que (X, 7) es Hausdorff, por lo que 7 es la
topologia discreta.

Reciprocamente, supongamos que 7 es la topologia discreta. Claramente (X, 7) es
un espacio Ty. Sea P un ideal primo de 7 y sea N un ideal primo de 7 que contiene
estrictamente a P. Asi, existe U € N\ P. Como UN (X \U) = 0 € P, tenemos que
X\ U € P. De esta manera, UU (X \U) = X € N (contradiccién). Por lo tanto, P es

un ideal maximal de 7. O
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Observacion 5.3.4. Notemos que si (X, T) no es un espacio Ty, entonces no se cumple
el teorema. Por ejemplo, si T es la topologia trivial sobre un conjunto X, entonces T es

un semianillo cero dimensional, pero no es la topologia discreta.

Teorema 5.3.5 ([34], Corollary 3.4). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Tenemos que:
1. (X, 1) es Ty siy solo si (X,T) es Tp.
2. (X,7) es Ty si y solo si T es la topologia discreta.

Corolario 5.3.6. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Tenemos que (X, 7) es Ty si y solo

si (X,7) es Ty yT es un semianillo cero dimensional.

Demostracion. Si (X, 7) es Tj, entonces por el teorema precedente T es la topologia
discreta. Asi, (X, 7) es un espacio Tp, y por el teorema , 7 es un semianillo cero
dimensional.

Reciprocamente, sea (X, 7) un espacio 7y y 7 un semianillo cero dimensional. Por
el teorema precedente, (X,7) es Tp, y por el teorema , T es la topologia discreta.

Por el teorema precedente, (X, 7) es T7. H
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