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Resumen

En la primera parte de esta tesis presentaremos la construcción de una acción para

la part́ıcula libre definida sobre el espacio coseto B5/SO(3, 1), siendo B5 el álgebra

de Poincaré generalizada. Las álgebras de Poincaré generalizadas Bn consituyen una

S-expansión del álgebra AdS usando para ello una elección bien definida de un semi-

grupo. Teniendo en cuenta que el álgebra de Maxwell constituye el álgebra B4 cuya

realización dinámica en el espacio coseto B4/SO(3, 1) representa a una part́ıcula

moviéndose en un campo electromagnético constante, resulta interesante plantearse

el caso del álgebra B5 y estudiar su realización dinámica. Para llevar a cabo esto, en

los primeros cuatro caṕıtulos expondremos el material necesario para la comprensión

de esta tesis, luego en los caṕıtulos posteriores expondremos el uso del mecanismo de

las realizaciones no lineales con el fin de comprender la construcción de la acción pa-

ra una part́ıcula libre en B4/SO(3, 1) y con ello llevar a cabo el objetivo de esta tesis.

Por último en la segunda parte, expondremos un trabajo en desarrollo que busca

interpretar la constante de acoplamiento del álgebra de Maxwell en términos de un

ĺımite apropiado aplicado sobre una teoŕıa gravitacional invariante bajo el grupo

AdSL4, tomando como punto de partida la interpretación de la constante de acopla-

miento del álgebra AdS como la constante gravitacional al tomar un ĺımite apropiado

que reproduzca la acción de Einstein-Hilbert.
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Parte I

La part́ıcula libre y las álgebras B4

y B5
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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis se tiene como principal objetivo, estudiar a la part́ıcula libre con

simetŕıas descritas por el álgebra B5 utilizando como marco teórico, el analisis deta-

llado de la part́ıcula libre en el álgebra B4 descrito en las refs. [1–4]. A partir de esta

realización dinámica del álgebra B5, resulta instructivo caracterizar los generadores

del álgebra en término de las coordenadas asociadas al espacio coseto B5/Lorentz.

En ref. [5], fue encontrado que las álgebras B4 y B5 y sus generalizaciones pue-

den ser obtenidas a partir de una contracción de Inönü-Wigner generalizada sobre

las álgebra so(d−1, 1)
⊕

so(d−2, 2) generalizadas, denotadas por AdSLd. Aśı surge

una observación importante. Si se aplica dicha contracción sobre el álgebra AdSLm,

para cada m, surgen extensiones directas del álgebra de Poincaré. Las álgebras ob-

tenidas para cada m ≥ 3 reciben el nombre de álgebras de Poincaré generalizadas y

se denotan por Bm, siendo B3 y B4 las álgebras de Poincaré y Maxwell respectiva-

mente. Por último, usando las definiciones de [6] aplicadas tal como se señala en la

ref. [5] cabe destacar que las álgebras de Poincaré generalizadas Bm tambien pueden

ser obtenidas como una S-expansión del álgebra so(d−1, 2) usando como semigrupo

S
(m−2)
E , lo cual simplifica en gran medida la obtención de sus propiedades.

Por último, como segundo objetivo, se desea comparar de manera análoga a [7],

las acciones construidas a partir del grupo B4 y el grupo AdSL4, permitiendo una

identificación f́ısica entre sus constantes de acomplamiento.
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Caṕıtulo 2

Preliminares Matemáticos

En este caṕıtulo revisaremos las herramientas matemáticas que se usarán a lo

largo de esta tesis. Se revisarán los conceptos de variedad, formas diferenciales y

grupos de Lie entre otros, basados en las refs. [8–12].

2.1. Variedades

Una variedad n-dimensional diferenciable corresponde a un espacio topológico

de Haussdorf 1, tal que para cada punto p ∈ M , existe un abierto Uα ∈ τ 2 y un

homeomorfismo invertible xα : Uα → Rn, tal que sobre dos abiertos Uα ∩Uβ 6= ∅, la

aplicación

xα ◦ x−1
β : xα(Uα ∩ Uβ)→ xβ(Uα ∩ Uβ), (2.1)

es suave, como función definida sobre Rn. Nótese que al pertenecer M a la topoloǵıa

τ , M puede escribirse como una unión finita o infinita de abiertos

M =
⋃
α

Uα.

1Se dice que un espacio topológico es de Haussdorf si para dos puntos distintos cualesquiera
p, q ∈M existen dos abiertos Up y Uq tal que Up ∩ Uq = ∅.

2Para este caṕıtulo reservaremos la letra τ para denotar a una topoloǵıa. Una topoloǵıa co-
rresponde a un conjunto de conjuntos τ =: {Uα} (que puede ser no numerable) tal que todos sus
uniones (que pueden ser finitas o infinitas) e intersecciones (que solo pueden ser finitas) tambien
son elementos de τ .

3



Caṕıtulo 2. Preliminares Matemáticos 4

Los abiertos Uα en conjunto con los homeomorfismos xα forman pares, denotados por

(Uα, xα) denominados cartas coordenadas. El conjunto de todas las cartas coordena-

das definidas sobre una variedad se denomina Atlas. Una vez definido el concepto de

variedad, surge la necesidad de construir otras variedades a partir de aquellas cono-

cidas, una forma de hacerlo es mediante el producto cartesiano. Supongamos que M

es una variedad m-dimensional diferenciable y N es una variedad n-dimensional dife-

renciable, cuyas cartas coordenadas son (Uα, xα) y (UA, y
A) respectivamente. Luego

el producto cartesiano X = M × N es una variedad n + m-dimensional. En efec-

to, basta definir las cartas coordenadas por V α,A = Uα ×WA y el homeomorfismo

zα,A : Uα ×WA → Rn+m por zα,A(p, q) = (xα(p), yA(q)).

Veamos ahora algunos ejemplos de variedades

Rn, en efecto basta escoger U = Rn y el homeomorfismo identidad x : Rn → Rn

definido por I(x) = x.

La circunferencia unitaria S1 definido por S1 = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 = 1},
en efecto escogiendo el abierto U1 = S1 − {(0, 1)} y el homeomorfismo π1 :

S1 − {(0, 1)} → R× {0} definido por

X =
x

1− y
, (2.2)

donde X ∈ R × {0} y (x, y) ∈ S1. Adicionalmente escogiendo el abierto U2 =

S1 − {(0,−1)}, definiendo el homeomorfismo π2 : S1 − {(0,−1)} → R × {0}
definido por

X =
x

1 + y
. (2.3)

El cilindro S1×R, en efecto corresponde a un producto cartesiano de variedades.

El toroide S1 × S1.

La circunferencia unitaria S1 constituye un ejemplo interesante, puesto que es

imposible cubrirlo con una única carta. Sin embargo en la práctica resulta útil cubrir

a S1 mediante una solo, a través de la coordenada φ(x, y) definida por

(x, y) = (cosφ, sinφ), (2.4)
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sin embargo esta aplicación no es inyectiva, puesto que φ = 0 y φ = 2π identifica un

mismo punto (x, y). Una opción tentativa de solucionar este defecto seŕıa restringir

φ al intervalo [0, 2π), pero este tipo de intervalos no pertenece a la topoloǵıa usual

definida sobre R y si sustituimos todos los abiertos τ = (a, b) por intervalos τ = [a, b)

entonces la topoloǵıa resultante seŕıa la topoloǵıa discreta, de modo que tendriamos

infinitos abiertos definidos sobre R en contradicción con el único supuesto. A partir

de esta consideración y considerando que dos abiertos U1 y U2 cubren la esfera, es

posible inferir que son dos, la cantidad mı́nima de abiertos necesarios para cubrir la

circunferencia unitaria.

2.2. Vectores Tangentes

Supongamos que (U, x) es una carta de coordenadas, definida sobre una variedad

n-dimensional M . Se define la curva γ como la aplicación x ◦ γ : (a, b)→M definida

por

p = (x ◦ γ)(t), (2.5)

donde p ∈ U y t es un parámetro definido en el intervalo (a, b) ⊂ R. El interés de

definir una curva radica en la posibilidad que nos ofrece para definir direcciones. Sea

ahora una carta de coordenadas (U, x) definida sobre una variedad n-dimensional,

y una curva γ que pasa sobre un punto γ(t0) = p ∈ U . De esta forma se define el

vector tangente sobre p, denotado por γ̇p, como una aplicación que mapea campos

escalares reales y suaves f : R→ R por

γ̇p(f) =
d

dt
(f ◦ x−1 ◦ x · γ)

∣∣∣∣
t=t0

. (2.6)

Luego, utilizando la regla de la cadena es posible reescribir esta definición por

γ̇p(f) =
d

dt
(f ◦ x−1 ◦ x · γ)

∣∣∣∣
t=t0

,

=
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(x ◦ γ)i

∣∣∣∣
t=t0

, (2.7)
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donde al definir las componentes de γ̇p(f) por

γ̇ip =
d

dt
(x · γ)i

∣∣∣∣
t=t0

, (2.8)

es posible escribir (2.7) por

γ̇p(f) =
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

γ̇ip. (2.9)

Hasta ahora hemos definido la aplicación vector tangente sobre γ(t0) = p, sin em-

bargo una de las propiedades más importante de esta aplicación es la posibilidad

de definirla sobre cada curva que pasa sobre γ(t0) = p, en particular escogiendo n

curvas diferentes es posible construir un espacio vectorial.

Proposición 2.2.1 El conjunto de todos los vectores tangentes definidos en p, de-

notado por Tp(M), constituye un espacio vectorial n-dimensional.

En efecto, supongamos que p yace sobre una carta (U, x) y que V,W ∈ Tp son los

vectores tangentes a las curvas γ : (a, b)→M y σ : (a, b)→M en γ(t0) = σ(t0) = p.

Luego a partir de las curvas γ y σ, es posible definir para a, b ∈ R la curva en Rn

ρ̂(t) = a(x ◦ γ)(t) + b(x ◦ σ)(t)− (a+ b− 1)x(p), (2.10)

donde ρ̂(t0) = x(p). Aśı es posible definir la curva en U por ρ(t) = x−1 ◦ ρ̂, tal que

al actuar sobre una función suave f : U → R

ρ̇(f) =
d

dt
(f ◦ ρ)

∣∣∣∣
t=t0

,

=
d

dt
(f ◦ x−1 ◦ x ◦ ρ)

∣∣∣∣
t=t0

,

=
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(x ◦ ρ)i

∣∣∣∣
t=t0

=
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(x ◦ x−1 ◦ ρ̂)i

∣∣∣∣
t=t0

,

=
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(ρ̂)i
∣∣∣∣
t=t0

, (2.11)
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y sustituyendo (2.10) en (2.11)

ρ̇p(f) =
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(ρ̂p)

i

∣∣∣∣
t=t0

,

= a
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(x ◦ γp)i

∣∣∣∣
t=t0

+ b
∂

∂xi
(f ◦ x−1)

∣∣∣∣
x(p)

d

dt
(x ◦ σp)i

∣∣∣∣
t=t0

,

= aγ̇p(f) + bσ̇p(f)

= aV (f) + aW (f), (2.12)

se observa que la combinación lineal de dos vectores tangentes corresponde a un

vector tangente, esto es ρ̇p(f) ∈ Tp(M) y por lo tanto, las operaciones suma +

y producto por escalar · son clausuradas en Tp(M). Con el fin de determinar la

dimensión de este espacio vectorial, es suficiente determinar una base. Sean n curvas

ρ(i) con i = 1, · · · , n, atravesando p y determinadas por

(x ◦ ρ(i))j = xj(p) + tδji , (2.13)

lo que nos permite definir n vectores tangentes rotulados por el ı́ndice i, cuyas com-

ponentes se identifican por j

d

dt
(x ◦ ρ(i))j = δji . (2.14)

Luego como existen n curvas y el ı́ndice i va generando tantos vectores tangentes

como el valor de n. La dimensión del espacio tangente es igual a la dimensión de la

variedad.

2.3. Vectores Cotangentes

Una vez definida de manera apropiado el espacio tangente Tp(M) como un espacio

vectorial, en el cual, todo elemento vP perteneciente a él, satisface

vp = vµ
(

∂

∂xµ

)
P

,
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es posible definir el espacio dual T ∗p (M) como el conjunto de todos los funcionales

lineales

w = wµdx
µ
P ,

tal que al actuar sobre un vector vp se satisface

w(v) = wµdx
µ(v) = wµdx

µ

(
vν
(

∂

∂xµ

)
P

)
= wµvνdx

ν
P

(
∂

∂xµ

)
P

= wµvµ,

donde dxνP al actuar sobre
(

∂
∂xµ

)
P

, se impone la condición

dxν
(

∂

∂xµ

)
P

= δνµ.

Esta condición que define al espacio dual T ∗p (M) como al espacio cotangente,

cuyas bases corresponden a los operadores diferenciales {dxµ}P , permite definir a un

Tensor
(
n
p

)
que transforma bajo difeomorfismos por

T = T µ1···µn ν1···νp∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µn ⊗ dx
ν1 ⊗ · · · ⊗ dxνp

2.4. Formas Diferenciales

Se define una p-forma como un tensor
(

0
p

)
que pertence al p-producto de espacios

cotangentes definidos por T ∗P (M) , esto es

T ∗P (M)⊗ · · ·⊗︸ ︷︷ ︸T ∗P (M)

P veces

,

tal que sus componentes son completamente antisimétricas. Con el fin de garantizar

esto último, resulta conveniente definir el producto cuña ∧ por

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ,

definiendo aśı, una p−forma diferencial ω por

ω =
1

p!
ωµ1µ2···µpdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp .
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El conjunto de todas las p-formas diferenciales definidas sobre una variedad n-

dimensional constituye un espacio vectorial denotado por Λp(M), el cuál es subcon-

junto del espacio cotangente Λp(M) ⊂ T ∗p (M). Nótese que su dimensión se relaciona

con todas las posibles configuraciones dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµk ∧ · · · ∧ dxp que pueden reali-

zarse dentro de éste, siendo equivalente a determinar el número de posibilidades de

ordenar una n-colección de objetos dentro de una p selección sin importar el orden

dim(Λp(M)) =
n!

(n− p)!p!
. (2.15)

De (2.15) se infiere que no existen formas diferenciales perteneciente a Λp(M) tal que

p > n. Es claro, que si se supone lo contario entonces dxµn+1 perteneceŕıa a Λp(M)

y por lo tanto la dimensión del espacio cotangente no seŕıa n, en contradiccón a lo

supuesto. Aśı para un valor fijo de n, existen n+1 espacios vectoriales Λp(M), donde

p = 0, · · · , n. En particular si n = 3 se tienen los siguientes casos:

(a) dim(Λ0(M)) = 1. Este espacio corresponde al conjunto de todos los escalares

que son generados por la identidad ó 1.

(b) dim(Λ1(M)) = 3. Este espacio es constituido por todos los elementos generados

por dx1, dx2, dx3.

(c) dim(Λ2(M)) = 3, Para este caso, el espacio es generado por los elementos

dx1 ∧ dx2, dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx1.

(d) dim(Λ3(M)) = 1, Finalmente para éste último, todos sus elementos son gene-

rados por dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. Esta base constituye la forma volumen asociada a

la variedad M y se denota por Vol(M) ó Vol(R3) para este caso.

Es claro verificar que existe una correspondencia asociada a la cardinalidad de los

espacios Λp(M) y Λn−p(M), siendo útil establecer una biyección entre ámbos. Bajo

esta perspectiva se define el Dual de Hodge de una p forma diferencial.

El duál de Hodge, corresponde a una aplicación ∗ : Λp(M) → Λn−p(M) que actúa

sobre

α =
1

p!
αµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∈ Λp(M), (2.16)
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y es definida por

∗ α =:
1

(n− p)!
αν1···νpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (2.17)

siendo sus propiedades más importantes:

(a) Propiedad involutiva: ∗ ∗ α = α.

(b) α ∧ ∗α ∼ Vol(M) .

Ahora bien una vez definida una p-forma, es necesario definir operaciones que

conviertan una forma diferencial en otra forma diferencial. En general se definen tres

operadores: El producto cuña, el operador diferencial y el operador de contracción.

2.4.1. Producto Cuña

Sea α una p−forma y β una q−forma pertenecientes a Λp(M) y a Λq(M) res-

pectivamente, donde la variedad M tiene dimensión d con p + q ≤ d, definidas por
3

α =
1

p!
αµ1µ2···µpdx

µ1dxµ2 · · · dxµp ,

β =
1

q!
βν1ν2···νqdx

ν1dxν2 · · · dxνq .

Se define la p+ q−forma producto cuña por

α ∧ β =
1

p!q!
αµ1µ2···µpβν1ν2···νqdx

µ1dxµ2 · · · dxµpdxν1dxν2 · · · dxνq ,

=
1

(p+ q)!

{
(p+ q)!

p!q!
αµ1µ2···µpβµp+1µp+2···µp+q

}
dxµ1dxµ2 · · · dxµpdxµp+1dxµp+2 · · · dxµp+q .

siendo posible definir a las componentes de la p+ 1−forma por

(α ∧ β)µ1···µp+q =
(p+ q)!

p!q!
αν1ν2···νpβνp+1νp+2···νp+qδ

ν1···νp+q
µ1···νp+q .

3 De ahora en adelante omitiremos la operación cuña ∧.
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Una caracteŕıstica que permite este producto es la posibilidad de crear espacios

Λ2(M), · · ·Λp(M), · · · a partir de Λ1(M), es decir el espacio de las 1−formas dife-

renciales, sin embargo es necesario imponer un ĺımite a la cantidad de espacios Λp(M)

en Λd(M) puesto que el hecho de suponer la existencia de formas diferenciales mayo-

res a d significaŕıa a su vez la existencia de un espacio vectorial de dimensión infinita

incluido en uno de dimensión finita, lo cual corresponde a una contradicción, esto

trae consigo una poderosa implicancia asociada a la dimensionalidad que poseen los

espacios vectoriales Λp(M). Las propiedades que satisface el producto cuña se listan

de la siguiente manera:

Si α es una p− forma y β una q−forma tal que p, q ≤ d, entonces α ∧ β =

(−1)pq β ∧ α.

Si α, β, γ son p, q, r−formas respectivamentes tales que p, q, r ≤ d, entonces

α ∧ (β + γ) = α ∧ β + α ∧ γ.

2.4.2. Operador Diferencial ó Derivada Exterior

Se define el operador diferencial d como una aplicación que toma una p−forma

α =
1

p!
αµ1µ2···µpdx

µ1dxµ2 · · · dxµp

y la mapea a una p+ 1-forma definida por

dα =
1

p!
∂ναµ1µ2···µpdx

νdxµ1dxµ2 · · · dxµp .

Este operador satisface las siguientes propiedades:

(a) Sea α una p−forma y β una q forma tal que p, q ≤ d, luego

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)p α ∧ dβ.

(b) Sea α una p-forma definida sobre una variedad multiplemente conexa, luego

d2α = 0.
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(c) Se dice que una p-forma β es exacta si y solo si es posible expresarla en términos

de un p− 1 forma por

β = dα.

(d) Se dice que una p−forma β es cerrada si y solo si

dβ = 0.

De aqúı es claro observar que todas las formas exactas son cerradas, sin embargo

el inverso no es cierto. Aquellas p formas que son cerradas, pero no son exactas,

perteneces a una Cohomoloǵıa denominada Cohomoloǵıa de De Rham.

2.4.3. Operador de Contracción

Se define el operador Iξ de contracción de una p−forma, con respecto a un

1−vector o un vector contravariante ξ = ξµ∂µ por la p− 1 forma

Iξα =
1

(p− 1)!
ξµαµµ2···µpdx

µ2 · · · dxµp .

Este operador satisface propiedades análogas al operador diferencial:

(a) Iξ (α∧) = Iξα ∧ β + (−1)pα ∧ Iξβ.

(b) I2
ξα = 0.

Una vez definida la derivada exterior el operador de contracción, es posible y útil

definir el operador derivada de Lie asociado a un vector ξ = ξµ∂µ por

Lξ = [d, Iξ]+ = dIξ + Iξd

siendo d el operador diferencial e Iξ el operador de contracción, definido sobre un

vector contravariante ξ. Bajo esta definición resulta interesante ver que ocurre cuando
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actúa sobre una p−forma

Lξα = dIξα + Iξdα,

= d

(
1

(p− 1)!
ξνανµ2···µpdx

µ2 · · · dxµp
)

+ Iξ

(
1

(p+ 1)!
∂ναµ1···µpdx

νdxµ1 · · · dxµp
)
,

=
1

p!
∂µ1
(
ξvανµ2···µp

)
dxµ1dxµ2 · · · dxµp +

1

p!
ξν∂ναµ1···µpdx

µ1 · · · dxµp .

=
1

p!

(
ανµ2···µp∂µ1ξ

ν + ξν∂µ1ανµ2···µp + ξν∂ναµ1···µp
)
dxµ1 · · · dxµp .

En particular, en presencia de una isometŕıa Lξα = 0, se verifica

ανµ2···µp∂µ1ξ
ν + ξν∂µ1ανµ2···µp + ξν∂ναµ1···µp = 0

definiéndose aśı un conjunto de vectores contravariantes, los cuales forman un álgebra

bajo el conmutador. Aśı es posible postular un álgebra de Lie.

2.5. Grupos de Lie

2.5.1. Definiciones

Un grupo de Lie corresponde a una variedad de Haussdorf G y a un producto ·
que satisface las propiedades de un grupo

Asociatividad: Para cada elemento g, h, l ∈ G, (g · h) · l = g · (h · l)

Existencia Elemento Neutro: Existe un elemento 1 ∈ G, tal que para cada

elemento g ∈ G se satisface g · 1 = 1 · g = g

Existencia Elemento Inverso: Para cada elemento g ∈ G , existe un ele-

mento g−1 ∈ G tal que g · g−1 = g−1 · g = 1

Debido a que G es una variedad, para cada elemento g es posible definir Tg(G)

siendo éste espacio vectorial el álgebra G asociada a G. En particular, considerando

que 1 ∈ G, resulta útil definir la base de este espacio vectorial. Para ello sea

g = 1 + δg +
1

2!
(δg)2 +

1

3!
(δg)3 + · · ·
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con δg = δgATA, siendo TA la base asociada al espacio vectorial T1(G). Luego consi-

derando que para todo grupo G existe un elemento γ tal que para todo α, β ∈ G

αβα−1 = γβ

es posible despejar γ por

γ = αβ (βα)−1 .

Nótese que si el grupo es abeliano, entonces γ = 1, donde 1 ∈ G es el elemento

identidad. Expandiendo α y β hasta segundo orden

α = 1 + δαATA +
1

2
δαAδαBTATB

β = 1 + δβATA +
1

2
δβAδβBTATB

es posible escribir

γ = 1 + δαAδβB[TA, TB]

definiéndose el conmutador de Lie por

[TA, TB] = TATB − TBTA,

de esta forma, al considerar que γ ∈ G es necesario imponer que para cada valor de

A y B, debe existir un TC para el cuál sea proporcional a [TA, TB] . Estas constantes

de proporcionalidad se denominan constantes de estructura y satisfacen

[TA, TB] = C C
AB TC . (2.18)

La ecuación (2.18) define un conjunto de vectores base pertenecientes a T1(G) que

satisfacen un producto bajo el anticonmutador, dichos elementos se denominan gene-

radores y el conjunto de ellos constituye un álgebra de Lie. Finalmente conociendo

una realización ó representación para TA es posible escribir cada elemento de un

grupo de Lie, por

g = eθ
ATA . (2.19)



Caṕıtulo 3

Grupo de Poincaré Generalizado

B4

En este caṕıtulo detallaremos las principales caracteŕısticas del grupo B4, cuya

álgebra asociada B4 se construye mediante el formalismo de la S-expansión [6] usando

el semigrupo abeliano resonante S
(2)
E [5]. Esta álgebra coincide con la llamada álgebra

de Maxwell [1–4], cuya realización dinámica en el espacio homogeneo B4/Lorentz

describe la acción de un campo electromagnético constante sobre una part́ıcula libre

relativista.

3.1. Definición de B4

Consideremos un espacio homogeneo B4/Lorentz, siendo B4 el grupo de Poin-

caré generalizado el cual contiene el grupo de Lorentz. Dicho espacio caracteriza a

cada punto, por un conjunto de coordenadas (x, φ), las cuales transforman bajo dos

tipos de transformaciones: (pseudo-) traslaciones y transformaciones de Lorentz 1.

(a, ε)(x, φ) = (x+ a, φ+ x ∧ a+ ε) =

(
xµ + aµ, φρσ +

1

2
(xρaσ − xσaρ) + ερσ

)
,

(3.1)

Λ(x, φ) = (Λx,Λφ) =
(
Λµ

νx
ν ,Λµ

γΛ
µ
τφ

γτ
)
. (3.2)

1En este caṕıtulo usaremos la operación ∧ en un sentido uńıvoco a (3.1)

15
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Luego componiendo las traslaciones con las transformaciones de Lorentz

(x′, φ′) = (Λx+ a,Λφ+ Λx ∧ a+ ε) .

se construye la siguiente transformación general para cada coordenada

x′µ = Λµxν + aµ, (3.3)

φ′ρσ = Λµ
γΛ

ν
τφ

γτ +
1

2

[
(Λρ

γx
γ)aσ − (Λσ

τx
τ )aρ

]
+ ερσ. (3.4)

La composición de dos transformaciones consecutivas vienen dadas por

x′′µ = Λµ
2 νx

′ν + aµ2 ,

= Λµ
νΛ

ν
γx

γ + Λµ
νa

ν
1 + aµ2 (3.5)

φ′′ρσ = (Λ2Λ1)ρσ µν φ
µν +

1

2

[
(Λ2Λ1)ρ µ x

µΛσ
2 τa

τ
1 − (Λ2Λ1)σ ν x

νΛρ
2 γ a

γ
1

]
,

+ Λρσ
2 γτε

γτ
1 +

1

2

[
(Λ2Λ1)ρ µ x

µaσ2 + Λρ
2 γa

γ
1a

σ
2 − (Λ2Λ1)ρ µ x

νaρ2 (3.6)

−Λρ
2 τa

τ
1a

ρ
2] + ερσ2 ,

= (Λ2Λ1)ρσ µν φ
µν +

1

2
[(Λ2Λ1x)ρ(Λ2a1 + a2)σ − (Λ2Λ1x)σ(Λ2a1 + a2)ρ] ,

+
1

2
[(Λ2a1)ρaσ2 − (Λ2a1)σaρ2] + (Λ2ε1)γτ + ερσ2 . (3.7)

Escribiendo un elemento de B4 por (Λ, a, ε), y compararando (3.5), (3.7) con (3.3)

y (3.4) respectivamente, es posible escribir el siguiente elemento producto para los

elementos del grupo

(Λ2, a2, ε2) · (Λ1, a1, ε1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2, (Λ2a1) ∧ a2 + Λ2ε1 + ε2). (3.8)

Identificando al elemento identidad por (1, 0, 0) y el elemento inverso de (Λ, a, ε) por

(Λ, a, ε) = (Λ−1,−Λ−1a,−Λ−1ε) (3.9)

Se puede ver que B4 constituye un producto directo entre las dos traslaciones y el

grupo de Lorentz. Nótese además que las traslaciones en xµ no conmutan a diferencia
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de aquellas definidas para ε que śı lo hacen, lo que tiene consecuencias f́ısicas que

se discutirán más adelante. Finalmente cabe señalar que al igual que en el grupo de

Lorentz, B4 se descompone en cuatro piezas que pueden ser identificadas por det Λ

y Λµ
ν i.e

B↑4+, B
↓
4+, ,B

↑
4−,B

↓
4−. (3.10)

Ahora bien, si nos restringimos en la componente B↑4+ es posible determinar el álgebra

de Lie asociada al grupo completo usando (3.8). En particular, considerando una

representación fiel de B↑4+

(Λ, a, ε)→ g(Λ, a, ε) (3.11)

definida por

g(Λ, a, ε) = exp

{
1− i

2
ωρσJ

ρσ + iaµP
µ +

i

2
ερσZ

ρσ

}
(3.12)

tal que

g(Λ2, a2, ε2)g(Λ1, a1, ε1) = g(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2, (Λ2a1) ∧ a2 + Λ2ε1 + ε2) (3.13)

y

g−1(Λ, a, ε) = g(Λ−1,−Λ−1a,−Λ−1ε) (3.14)

es posible obtener las relaciones de conmutación entre los diferentes generadores

definidos en (3.12).

3.2. Álgebra de Poincaré Generalizada B4

Consideremos la siguiente composición de factores, usando para ello (3.8)

g−1(Λ, 0, 0)g(Λ′, a′, ε′−1, 0, 0)g(Λ′Λ, a′, ε′)

= g(Λ−1Λ′−1a′−1ε′). (3.15)
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Desarrollando infinitesimalmente g(Λ′, a′, ε′) en el lado izquierdo de (3.15)

g−1(Λ, 0, 0)

(
1− i

2
ω′ρσJ

ρσ + ia′µP
µ +

i

2
ε′ρσZ

ρσ

)
g(Λ, 0, 0)

= 1− i

2
ω′ρσg

−1(Λ, 0, 0)Jρσg(Λ, 0, 0) + ia′µg
−1(Λ, 0, 0)P µg(Λ, 0, 0)

+
i

2
ε′ρσg

−1(Λ, 0, 0)Zρσg(Λ, 0, 0), (3.16)

desarrollando infinitesimalmente el lado derecho de (3.15)

g(Λ−1Λ′−1a′−1ε′)

= 1− i

2
(Λ−1ω′Λ)ρσJ

ρσ + i(Λ−1a′)µP
µ +

i

2
(Λ−1ε′)ρσZ

ρσ

= 1− i

2

(
Λ−1

) µ

ρ
ω′µνΛ

ν
σJ

ρσ + i
(
Λ−1

) ν

µ
a′νP

µ +
i

2

(
Λ−1

)µ
ρ

Λv
σε
′
µνZ

ρσ

= 1− i

2
ω′ρσΛρ

µΛσ
νJ

µν + ia′µΛµ
νP

ν +
i

2
ε′ρσΛρ

µΛσ
νZ

µν , (3.17)

igualando el lado izquierdo (3.16) con el derecho se satisface

g−1(Λ, 0, 0)Jρσg(Λ, 0, 0) = Λρ
µΛσ

νJ
µν , (3.18)

g−1(Λ, 0, 0)P µg(Λ, 0, 0) = Λµ
νP

ν , (3.19)

g−1(Λ, 0, 0)Zρσg(Λ, 0, 0) = Λρ
µΛσ

νZ
µν . (3.20)

Expandiendo el lado izquierdo y derecho de (3.18), (3.19) y (3.20), considerando que

Λµ
ν = δµν + ωµν (3.21)

obtenemos las siguientes relaciones de conmutación

[Jαβ, Jρσ] = −i
(
ηραJβσ − ηρβJασ − ησβJαρ + ησαJβρ

)
, (3.22)

[Jαβ, P µ] = −i
(
ηµαP β − ηµβPα

)
, (3.23)

[Jαβ, Zρσ] = −i
(
ηραZβσ − ηρβZασ − ησβZαρ + ησαZβρ

)
. (3.24)
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Consideremos ahora la siguiente composición de factores

g−1(1, a, 0)g(Λ′, a′, ε′)g(1, a, 0),

= g(1,−a, 0)g(Λ′,Λ′a+ a′, (Λ′a) ∧ a′ + ε′)

= g (Λ′,Λ′a+ a′ − a, (Λ′a+ a′) ∧ (−a) + (Λ′a) ∧ a′ + ε′) . (3.25)

Fijando Λ′ en la identidad

g−1(1, a, 0)g(1, a′, ε′)g(1, 0, 0) = g(1, a′, 2a ∧ a′ + ε′) (3.26)

Expandiendo análogamente a (3.16) y (3.17), el lado izquierdo (3.26)

g−1(1, a, 0)g(1, a′, ε′)g(1, 0, 0)

= 1 + ia′νg
−1(1, a, 0)P νg(1, a, 0) +

i

2
ε′νλg

−1(1, a, 0)Zνλg(1, a, 0) (3.27)

y el derecho de (3.26)

g(1, a′, 2a ∧ a′ + ε′) = 1 + ia′ν
(
P ν + aλZ

νλ
)

+
i

2
ε′νλZ

νλ (3.28)

e igualando (3.27) con (3.28) se tiene

g−1(1, a, 0)Zνλg(1, a, 0) = Zνλ, (3.29)

g−1(1, a, 0)P νg(1, a, 0) = P ν + aλZ
νλ. (3.30)

A partir de las ecuaciones (3.29) se tienen las siguientes relaciones de conmutación

[Zαβ, P µ] = 0 (3.31)

[P ν , P γ] = −iZνγ (3.32)

Finalmente, considerando la siguiente composición de factores

g−1(1, 0, ε)g(Λ′, a′, ε′)g(1, 0, ε) = g(Λ′, a′,Λ′ε+ ε′ − ε) (3.33)
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donde al fijar Λ′ = 1 y a′ = 0, se tiene

g−1(1, 0, ε)g(1, 0, ε)g(1, 0, ε′)g(1, 0, ε) = g(1, 0, ε′) (3.34)

y siguiendo el mismo razonamiento anterior

g−1(1, 0, ε)Zνλg(1, 0, ε) = Zνλ (3.35)

se obtiene la siguiente regla de conmutación,

[Zαβ, Zνλ] = 0 (3.36)

Los resultados anteriores (3.22), (3.23) (3.24) (3.31) (3.32) y (3.36) muestran que los

generadores (Pa, Jbc, Zcd) del álgebra de Maxwell satisfacen las siguientes reglas de

conmutación

[Pa, Pb] = −iZab
[Zab, Pc] = 0

[Zab, Zcd] = 0

[Jab, Pc] = −i(ηacPb − ηbcPa)

[Jab, Zcd] = −i (ηacZbd − ηadZbc − ηbcZad + ηbdZac)

[Jab, Jcd] = −i (ηacJbd − ηadJbc − ηbcJad + ηbdZac)

donde el cambio de ı́ndices de griegos a latinos, se hace con la intención de reservar

los ı́ndices griegos a los elementos que transforman bajo transformaciones generales
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de coordenadas. En particular, despues de absorber todas las constantes

[Pa, Pb] = Zab, (3.37)

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (3.38)

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (3.39)

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (3.40)

[Zab, Zcd] = 0, (3.41)

[Pa, Zbc] = 0. (3.42)

3.3. Operadores de Casimir

Una vez conocida el álgebra resulta necesario determinar los invariantes del álge-

bra, con el fin de poder etiquetar a todas las posibles representaciones del grupo.

Proposición 3.3.1 El operador

Π1 = PµP
µ − JµνZµν , (3.43)

es un operador de Casimir del álgebra de maxwell, i.e conmuta con todos los gene-

radores del álgebra

[Jµν ,Π1] = 0, (3.44)

[Pµ,Π1] = 0, (3.45)

[Zµν ,Π1] = 0. (3.46)

Demostración. Verificando las condiciones (3.44) (3.45) (3.46)
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(a)

[Jµν ,Π1] = [Jµν , P
ρPρ − JρλZρλ]

= [Jµν , P
ρ]Pρ + P ρ[Jµν , Pρ]− [Jµν , Jρλ]Z

ρλ − Jρλ[Jµν , Zρλ]

= ηρσ[Jµν , Pσ]Pρ + P ρ[Jµν , Pρ]− [Jµν , Jρλ]Z
ρλ − ηρσηλγJρλ[Jµν , Zσγ]

= −iηρσ(ηµσPν − ηνσPµ)Pρ − iP ρ(ηµρPν − ηνρPµ)

+ i(ηµρJνλ − ηµλJνρ − ηνρJµλ + ηνλJµρ)Z
ρλ

= −i[Pν , Pµ]− i[Pµ, Pν ] + i(ηµρJνλZ
ρλ − ηλγJνλZµγ)

− i(ηµλJνρZρλ − ηρσJνρZµσ)− i(ηνρJµλZρλ − ηλγJµλZνγ)

+ i(ηνλJµρZ
ρλ − ηρσJρµZνσ)

= 0.

(b)

[Pµ,Π1] = [Pµ, P
ρPρ − JρλZρλ]

= [Pµ, P
ρ]Pρ + P ρ[Pµ, Pρ] + [Pµ, J

ρλ]Zρλ + Jρλ[Jµ, Zρλ]

= ηρσ[Pµ, Pσ]Pρ + P ρ[Pµ, Pρ] + ηργηλσ[Pµ, Jγσ]Zρλ + Jρλ[Pµ, Zρλ]

= −iZµσP σ − iP ρZµρ + iZµλP
λ + iP ρZµρ

= 0.

(c)

[Zµν ,Π1] = [Zµν , P
ρPρ − JρλZρλ]

= [Zµν , P
ρPρ]− [Zµν , JρλZ

ρλ]

= [Jρλ, Zµν ]Z
ρλ

= −i(ηρµZλν − ηρνZλµ − ηλνZρµ)Zρλ

= −2iηλσ[Zλν , Zµσ]

= 0.

�
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Proposición 3.3.2 El operador

Π2 =
1

2
ZµνZ

µν , (3.47)

es un operador de Casimir del álgebra de Maxwell, i.e

[Jµν ,Π2] = 0 (3.48)

[Pµ,Π2] = 0 (3.49)

[Zµν ,Π2] = 0 (3.50)

Demostración. Las condiciones (3.49) y (3.50) son triviales. Verificando solo la pri-

mera (3.50):

[Jµν ,Π2] = [Jµν ,
1

2
ZρλZ

ρλ],

=
1

2

{
[Jµν , Zρλ]Z

ρλ + Zρλ[Jµν , Z
ρλ]
}
,

=
1

2
[Jµν , Zρλ]Z

ρλ +
1

2
ηργηλσZρλ[Jµν , Zγσ],

= − i
2

(ηµρZνλ − ηµλZνρ − ηνρZµλ + ηνλZµρ)Z
ρλ,

− i

2
ηργηλσZρλ(ηµγZνσ − ηµσZνγ − ηνγZµσ + ηνσZµγ),

= − i
2

(ηµρZνλZ
ρλ − ηλσZνλZµσ) +

i

2
(ηµλZνρZ

ρλ − ηργZρνZµγ),

+
i

2
(ηνρZµλZ

ρλ − ηλσZµλZνσ)− i

2
(ηνλZµρZ

ρλ − ηργZρµZνγ)

= 0.

�

Proposición 3.3.3 El operador

Π3 = εµνρλZ
µνZρλ, (3.51)
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es un operador de Casimir del álgebra de Maxwell, i.e

[Jµν ,Π3] = 0, (3.52)

[Pµ,Π3] = 0, (3.53)

[Zµν ,Π3] = 0. (3.54)

Demostración. Las condiciones (3.53) y (3.54) son triviales. Verificando solo la pri-

mera:

[Jµν ,Π3] =
[
Jµν , ερλγδZ

ρλZγδ
]
,

= ερλγδ
[
Jµν , Z

ρλZγδ
]
,

= ερλγδ {[Jµν , Zρλ]Zγδ + Zρλ [Jµν , Zγδ]} ,

= −iερλγδ{(ηγµZνγ − ηγνZµδ − ηδνZµγ + ηδµZνγ)Zγδ

+ Zγδ (ηγµZνγ − ηγνZµδ − ηδνZµγ + ηδµZνγ)Zγδ},

= 0.

�



Caṕıtulo 4

Teoŕıas de Gauge

4.1. Teoŕıa de Gauge Invariante Bajo U (1) Local

Sea φ un campo que bajo el grupo U (1), transforma como

φ (x)→ eiα(x)φ (x) . (4.1)

Notemos que a pesar de que φ(x) transforma bien bajo el grupo U (1), su derivada

exterior no lo hace, en efecto

dφ→ eiα(x)dφ+ idα (x)φ,

no transforma de acuerdo a (4.1) debido a la presencia del segundo término. Con el fin

de solucionar este problema, una posibilidad consiste en definir un nuevo operador

diferencial que śı transforme de acuerdo a (4.1). El operador que satisface estas

condiciones se denomina Derivada Covariante y se define por

Dφ = d+ A, (4.2)

donde A es el correspondiente campo de gauge denominado Conexión, el cual trans-

forma bajo U (1) como

A′ = A− idα.

25
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La correspondiente 2−forma intensidad de campo es definida como

F = dA (4.3)

que constituye el término cinético asociado al campo A, a partir de la cuál podemos

construir la acción

SYM [A] =

∫
F ∧ F ?. (4.4)

donde F ? corresponde al dual de Hodge. En lenguaje tensorial, la acción (4.4) es

S [A] = α

∫
d4x FµνF

µν

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ corresponde a la intensidad de campo asociado al grupo

U (1) local. Nótese además que al variar la acción respecto a A con respecto a A se

encuentran las siguientes ecuaciones de campo

∂νF
µν = 0

Definiendo F0i = Ei y Fij = εijkB
jk donde ~E y ~B corresponden al campo eléctrico y

magnético, se encuentran las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo, siempre y cuando α =

−1
4
. Aśı la electrodinámica puede reformularse como una teoŕıa de gauge abeliana.

4.2. Teoŕıas de Gauge No-Abelianas

Siguiendo el mismo procedimiento que hemos ocupado para postular un teoŕıa

de gauge bajo el grupo local U (1) es posible sintetizar la idea general para construir

una teoŕıa de gauge invariante bajo un grupo compacto G cualquiera. En este caso

la derivada covariante es dada por

D = d+ A

donde ahora A corresponde a una 1−forma conexión que transforma como

A→ gAg−1 − g−1dg.
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La 2-forma curvatura es definida ahora por

F = dA+ A2.

y la correspondiente acción

SYM [A] = α

∫
F ∧ F ?. (4.5)

siendo F ? el dual de Hodge. definido sobre F . Nótese que si escogemos A = −g−1dg

conocido como gauge puro, al utilizar la igualdad (2.19) es posible expresar a A por

A = ζATA (4.6)

donde TA corresponde al generador del álgebra asociada a la teoŕıa de gauge. La

ecuación (4.6) corresponde a la 1−forma de Maurer-Cartán.

4.2.1. Ejemplo: Teoŕıa de Gauge invariante SU(2)

Una forma de ilustrar como es posible formular una teoŕıa de gauge bajo el grupo

SU (2) consideremos

A = Aaν
σa
2
dxν

donde σa/2 son los generadores asociados al grupo SU (2) y σa corresponde a las

matrices de Pauli con a = 1, 2, 3. Calculando la 2−forma curvatura

F = ∂µA
a
ν

σa
2
dxµdxν +

1

4
AaµA

b
νσaσbdx

µdxν

= ∂µA
a
ν

σa
2
dxµdxν +

1

8
AaµA

b
ν [σa, σb]dx

µdxν

=
1

4

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ

)
σadx

µdxν +
1

4
AaµA

b
νiε

c
ab σcdx

µdxν

=
1

2

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ + iε a

bc AbµA
c
ν

) σa
2
dxµdxν

=
1

2

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ + iεabcAbµAcν

) σa
2
dxµdxν
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siendo sus componentes

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + iεabcAbµAcν

donde es posible postular la acción

SYM [A] = α

∫
F a
µνF

µν
a

donde α se ajusta de acuerdo a las propiedades asociadas a las ecuaciones de campo.



Caṕıtulo 5

Realizaciones No-Lineales

5.1. Motivación

En este caṕıtulo, expondremos las ideas principales descritas en las refs. [13–15]

con el fin de construir una acción para una part́ıcula libre definida en un espacio

coseto. A modo de contextualizar la discusión, presentaremos algunas definiciones

útiles, y un ejemplo que ilustra sus alcances.

Definición 5.1.1 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Se define al espacio

coseto, como el conjunto de todos los cosetos de G sobre H y se denota por G/H.

En particular si el subgrupo H es normal, entonces G/H constituye un grupo.

Definición 5.1.2 Sea G el grupo de Lie de todas las simetŕıas de una variedad m-

dimensional M y H un subgrupo de G. Si m ∈ M es un punto invariante bajo la

acción de H, entonces H constituye el subgrupo de estabilidad de m. En particular

m se conoce como punto isométrico o estabilizador.

Usando las definiciones anteriores, ilustraremos como es posible identificar un es-

pacio coseto. Consideremos una esfera Sn embebida en Rn+1. ¿Es posible identificar

una rotación r ∈ SO(n+1) como una operación que mueve un punto de la esfera fijo

p ∈ Sn a otro punto p′ de Sn?. En particular, es posible identificar a cada elemen-

to r ∈ SO(n) por cada punto p′, sin importar la rotación producida sobre p. Este

hecho puede reescribirse señalando que la acción de SO(n+1) sobre Sn es transitiva.

29
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Por otra parte, nótese que p ∈ M queda invariante al ser sometido en la acción

de SO(n) (restringida a un hiperplano tangente a p), siendo aśı SO (n) el subgrupo

de estabilidad sobre p ∈ Sn. Con el fin de probar la inyectividad de la corresponden-

cia entre el coseto rSO(n+ 1) 1 y un punto p′, nótese que si raSO(n) y rbSO(n) son

dos cosetos que actúan sobre el mismo punto p y se satisface,

raSO(n)p = rap = rbp = rbSO(n)p, (5.2)

es posible escribir la siguiente proposición

raSO(n) = rbSO(n) (5.3)

siendo ámbos cosetos iguales, aśı es posible identificar a cada punto de la esfera por

cada coseto rSO(n), actuando sobre un punto fijo p ∈ Sn que denominaremos polo.

De manera análoga es posible considerar al espacio de Minkowski como el espacio

coseto entre el grupo de Poincaré P y el subgrupo de Lorentz L, es decir Mn = P/L.

Donde es posible interpretar a los espacios homogéneos como cuocientes entre el

grupo de todas las simetŕıas que actúan sobre él y su correspondiente subgrupo de

estabilidad. La generalización de esta discusión radica en la posibilidad de construir

espacios coseto como por ejemplo, B4/SO(3, 1).

5.2. Realizaciones No-Lineales

Sea G un grupo de Lie n-paramétrico y sea H un subgrupo semisimple y conecta-

do. Denotemos con {Vi}n−di=1 (i = 1, 2, · · · , n− d) los generadores de H y denotemos

por A los restantes generadores, elegidos de modo que Vi y Ai forman juntos un con-

junto completo de generadores de G, los cuales son ortonormales respecto al producto

interno de Cartán ([Vi, Aj] ∼ Ak). Usando la identidad g = exp (ξaTa) válida para

1Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G, si g ∈ G es posible definir al coseto izquierdo
de H respecto a g como el conjunto

gH = {gh : ∀h ∈ H} (5.1)

el cúal es un grupo si H es normal. Véase [9].
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los elementos de g ∈ G que se encuentran en la vecindad del elemento identidad y

usando familiares propiedades de las exponenciales se tiene que, en alguna vecindad

de la identidad G, todo elemento del grupo G puede ser descompuesto uńıvocamente

en un producto de la forma

g = eξ·Aeµ·V

donde

ξ · A =
∑
l

ξlAl ; µ · V =
∑
i

µiVi

y donde ξl y µi son parámetros reales. Esta descomposición equivale a una particular

parametrización del espacio de los cosetos izquierdos G/H por medio de los paráme-

tros ξl. Adicionalmente esta descomposición nos dice que para todo elemento g0 ∈ G
podemos escribir

g0e
ξ·A = eξ

′·Aeµ
′·V (5.4)

donde ξ′ = ξ′ (ξ, g0) y µ′ = µ′ (ξ, g0) son funciones de las variables indicadas, las

cuales son detereminadas por la estructura del grupo.

Teorema 5.2.1 Si H es un subgrupo de G y sea h ∈ H tal que

h : ψ → D (h)ψ

es una representación lineal y unitaria del subgrupo H, entonces las transformaciones

g0 : ξ → ξ′, ψ → D (h)ψ (5.5)

constituyen una realización no lineal del grupo G.

Demostración. Sea un elemento g0 ∈ G. Luego considerando que todo elemento de

g = eξ·Aeµ·V se puede escribir por

g0e
ξ·A = eξ

′·Ah1 (ξ, g0) (5.6)

es posible inducir una transformación de simetŕıa ξ → ξ′ (ξ, g0) y del mismo modo

se induce una transformación µ′ → µ′ (ξ, g0). De esta forma el problema se reduce

a encontrar todas las posibles representaciones definidas sobre H. Una vez conocida
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una representación apropiada, se satisface la siguiente ley de transformación

ψ → D (h1)ψ = D
(
eµ

′·V
)
ψ.

Lo que completa la prueba. �

Consideremos ahora las realizaciones no lineales de un grupo G, las cuales tienen

la propiedad de ser lineales cuando son restringidas al subgrupo continuo H de G. Se

probará, eligiendo coordenadas de modo conveniente que cualquier variedad sobre la

cual estas realizaciones son inducidas es equivalente a una que transforma de acuerdo

a la forma estandar dada por

g0e
ξ·A = eξ

′·Aeµ
′·V

g0 : ξ → ξ′, ψ → D
(
eµ

′·V
)
ψ

Esta forma estandar tiene la importante propiedad que el espacio de los parámetros

ξl es transitivo bajo el grupo de las transformaciones. Comenzaremos re-fraseando el

problema en una forma más abstracta.

Sea M una variedad anaĺıtica real n−dimensional, y sea G un grupo de Lie que

es realizado como un grupo de transformaciones sobre M . En las ecuaciones

ξ : x→ Tgx

se usa el śımbolo x para denotar el punto de la variedad aśı como el n− vector real

formado por las coordenadas del punto en algún sistema coordenado. Supondremos

que Tg es una función anaĺıtica tanto de g como de x. Si identificamos los campos de

una teoŕıa fenomenológica con algún conjunto particular de coordenadas sobre la va-

riedad, entonces el problema de encontrar todas sus posibles leyes de transformación

bajo un grupo G, es equivalente a encontrar todas las posibles maneras de realizar el

grupo como transformaciones sobre una variedad. La ventaja de formular el proble-

ma de esta manera es que el pasaje desde uno de estos campos a otro, lo cuál como se

sabe no debe tener efecto sobre las predicciones f́ısicas de una teoŕıa fenomenológica,

se convierte en el pasaje de un conjunto de coordenadas a otra de la variedad, lo
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cuál no afecta al problema geométrico. La suposición de analiticidad en la variedad

problema es necesaria debido a que en la teoŕıa de campos aparece la expansión en

series de potencia. Sin embargo existen ciertas consideraciones que deben tomarse

en cuenta. En primer lugar, las transformaciones generales de coordenadas no son

permitidas: se sabe, de las propiedades de lagrangianos no lineales, que un cambio de

coordenadas debe dejar invariante el origen de coordenadas. Por lo tanto asumiremos

que existe un punto especial de la variedad O, al cuál llamaremos el origen, y solo

permitiremos sistemas coordenados tales que el origen es siempre representado por el

vector cero. Por último, debido a que los campos son usados en última instancia, no

es necesario intentar caracterizar la acción del grupo globalmente siendo suficiente

hacer un estudio sólo en la vecindad del origen O.

Existen elementos del grupo que dejan invariante el origen. La totalidad de dichos

elementos forma un subgrupo H de G. El subgrupo H es llamado el subgrupo de

estabilidad del origen y podŕıa en particular consistir solo del elemento identidad o,

como otro caso extremo, podŕıa consistir del grupo completo G.

Con esta reformulación del problema de encontrar todas las posibles leyes de

transformación bajo un grupo a encontrar todas las posibles formas de realizar no

linealmente un grupo G las cuales se convierten en lineales cuando nos restringimos al

subgrupoH. Con la idea de probar esta proposición, seaM una variedad diferenciable

n−dimensional, realizado como un grupo de transformaciones sobre la variedad

g : z → gz (5.7)

Sea O un punto arbitrario de M conocido como origen, de modo que todos los

elementos que lo dejan invariante constituyen un subgrupo H ⊂ G. Aśı cerca de la

vecindad de la identidad, es posible escribir

g = eξ
lAleµ

iVi = eξ
lAl , (5.8)

h = eµ
iVi . (5.9)
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y considerar la ley de multiplicación (5.4), donde ξ′ = ξ′(g0, ξ) y µ′ = µ′(g0, ξ). De

esta forma, cuando se aplica un elemento sobre el origen

g0O = eξ
′lAlhO = eξ

′lAlO ∈ N, (5.10)

de donde vemos que N es parametrizado por los parámetros ξl, lo cuál significa que

{ξl}l constituyen un buen conjunto de coordenadas para N , siendo ξ = 0 las coor-

denadas del punto O. Si aplicamos un elemento arbitrario g ∈ G sobre un elemento

de N

g
(
eξ
lAlO

)
= eξ

′
h1(g0, ξ)O = eξ

′
O ∈ N, (5.11)

se verifica que al actuar G sobre N , el resultado pertenece a N .

Puesto que N es d dimensional y está dotado naturalmente con las coordenadas

ξl, es necesario introducir n − d coordenadas ψA sobre M . Aśı, por convención, un

punto de N posee coordenadas ψA = 0. Estas coordenadas pueden ser escogidas de

acuerdo a lo enunciado en el lema de linealización.

Lema 5.2.2 Si H es un subgrupo de G, que consiste de todos los elementos que

dejan el origen invariante

hO = O, ∀h ∈ H,

entonces, existe un conjunto de coordenadas ψ, válidas en una vecindad de O en N

tal que en estas coordenadas

hψ = D(h)ψ (5.12)

donde D(h) es una representación lineal de h.

Aśı, es posible parametrizar a M por ξ′ = ξ(g0, ξ) y ψ′ = D(H)ψ.
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5.3. Invariante izquierdo de Maurer-Cartán

Consideremos la acción de G sobre G/H definida en (5.5), en particular, esco-

giendo h1 = eγ
′·V con γ′ = γ′(ξ, g0) y aplicando la derivada exterior, se satisface

dg0e
ξ·A + g0de

ξ·A = (dξ′ξ
′·Aeγ

′·V + eξ
′·Adγ′γ

′·V ),

= eξ
′·Aeγ

′·V (dξ′(ξ, g0) · A+ dγ′(ξ, g0) · V ) . (5.13)

Por otra parte, si g0 es fijo, pero arbitrario, el término dg0 se anula. Adicionalmente,

escogiendo a g0 = e−ξ·A, se satisface

e−ξ·Adeξ·A = dξ′(ξ, g0(ξ)) · A+ dγ′(ξ, g0(ξ)) · V. (5.14)

De esta forma es posible definir la 1-forma izquierda de Maurer-Cartán por

Ω = e−ξ·Adeξ·A ≡ p · A+ v · V, (5.15)

donde al considerar g = eξ·A ∈ G/H

Ω = g−1dg ≡ p · A+ v · V. (5.16)

siendo p y v, 1-formas en ξ. Una caracteŕıstica importante de Ω es la invariancia de

la 1-forma p(ξ) bajo h1; en efecto, usando la acción de G sobre G/H

Ω′−ξ
′·Ade−ξ

′·A = h1(g0e
ξ·A)−1d(g0e

ξ·Ah−1
1 ),

= h1

[
(g0e

ξ·A)−1d(g0e
ξ·A)
]
h−1

1 + h1

[
(g0e

ξ·S)−1d(g0e
ξ·A)
]
dh−1

1 ,

= h1e
−ξ·Adeξ·Ah−1

1 + h1dh
−1
1 ,

= h1Ωh−1
1 + h1dh

−1
1 , (5.17)

luego usando la definición (5.16),

Ω′ = p′ · A+ v′ · V

= h1(p · A+ v · V )h−1
1 + h1dh

−1
1

= h1ph
−1
1 · A+ h1vh

−1
1 · V + h1dh

−1
1 (5.18)
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donde es posible identificar

p′ · A = h1ph
−1
1 · A, (5.19)

v′ · V = h1vh
−1
1 · V + h1dh

−1
1 . (5.20)

De acuerdo con la expresión (5.19), la 1-forma p es invariante bajo h1, mientras que

v′ transforma como una conexión de gauge bajo la acción de h1, la importancia de v′

radica en la construcción de una derivada covariante bajo h1. Ahora bien, aplicando

la derivada exterior sobre (5.5), donde D(h1) = eγ
′·V , se satisface

dψ′ = dγ′γ
′·V ψ + γeγ

′·V dψ

= eγ
′·V [dψ + (dγ′ · V )ψ] (5.21)

= D(h1) [dψ + (dγ′ · V )ψ] (5.22)

Esto implica que la derivada sobre ψ definida por,

Dψ = dψ + (v · V )ψ (5.23)

constituye un vector covariante bajo h1. En general usando p y la derivada exterior

D, es posible construir acciones invariantes bajo h1 y por consiguiente invariantes

bajo G por

S =

∫
L(ξ,Dξ) (5.24)

5.4. Un ejemplo esférico

Consideremos el espacio coseto SU(2)/{e} siendo e la identidad [16]. Conside-

rando una parametrización en término de los ángulos de Euler

g = exp

(
iψ
σ3

2

)
exp

(
iθ
σ2

2

)
exp

(
iϕ
σ3

2

)
(5.25)
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donde σ1, σ2 y σ3 son las matrices de Pauli definidas por

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(5.26)

se encuentra

g =

(
e
iψ
2 0

0 e−
iψ
2

)(
cos θ

2
sin θ

2

− sin θ
2

cos θ
2

)(
e
iϕ
2 0

0 e−
iϕ
2

)
(5.27)

=

(
cos θ

2
e
i
2

(ψ+ϕ) sin θ
2
e
i
2

(ψ−ϕ)

− sin θ
2
e−

i
2

(ψ−ϕ) cos θ
2
e−

i
2

(ψ−ϕ)

)
, (5.28)

cuya inversa es dada por

g−1 =

(
cos θ

2
e−

i
2

(ψ+ϕ) − sin θ
2
e
i
2

(ψ−ϕ)

sin θ
2
e−

i
2

(ψ−ϕ) cos θ
2
e
i
2

(ψ−ϕ)

)
. (5.29)

Calculando la 1-forma izquierda de Maurer-Cartán

Ω =

(
1
2
(dϕ+ cos θdψ)

1
2

[(cosϕdθ + sinϕ sin θdψ) + i(sinϕdθ − sin θ cosϕdψ)]

1
2

[(cosϕdθ + sinϕ sin θdψ)− i(sinϕdθ − sin θ cosϕdψ)]

−1
2
(dϕ+ cos θdψ)

)
(5.30)

Al descomponer en términos de las matrices de Pauli σi, se encuentra

Ω = (cosϕdθ + sinϕ sin θdψ)
σ1

2
+ (sinϕdθ − sin θ cosϕdψ)

σ2

2

+ (dϕ+ cos θdψ)
σ3

2
. (5.31)

Definiendo sus componentes por

λ1 = cosϕdθ + sinϕ sin θdψ, (5.32)

λ2 = sinϕdθ − sin θ cosϕdψ, (5.33)

λ3 = dϕ+ cos θdψ, (5.34)
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es posible construir la acción invariante

S =

∫
αiλ

∗i

=

∫
dλα1(cosϕθ̇ + sinϕ sin θψ̇) + α2(sinϕθ̇ − sin θ cosϕψ̇) + α3(ϕ̇ (5.35)

+ cos θψ̇) (5.36)

donde λ∗i corresponde al pullback de la 1-forma λi sobre la linea de mundo de una

part́ıcula y αi son constantes. Una advertencia es necesaria, debido a que existe

una analoǵıa entre αi y los generadores σi/2 otra acción invariante puede construir-

se imponiendo el operador de casimir sobre αi, considerando a αi como un vector

covariante bajo SU(2).

αiα
i = `(`+ 1). (5.37)

Sin embargo no detallaremos este caso. Ahora bien de (5.36), el término α3ϕ̇ puede

ser eliminado de la acción puesto que corresponde a una derivada total de λ, aśı ϕ

no genera dinámica, siendo posible removerla usando las ecuaciones de E. Lagrange.

0 =
∂L

∂ϕ
− d

dt

(
∂L

∂ϕ̇

)
, (5.38)

= α1(− sinϕθ̇ + cosϕ sin θψ̇) + α2(cosϕθ̇ + sin θ sinϕψ̇), (5.39)

= sinϕ(−α1θ̇ + α2 sin θψ̇) + cosϕ(α1 sin θψ̇ + α2θ̇) (5.40)

lo cual implica que

tanϕ =
α1 sin θψ̇ + α2θ̇

α1θ̇ − α2 sin θψ̇
(5.41)

o equivalentemente

cosϕ = ± α1θ̇ − α2 sin θψ̇√
α2

1 + α2
2

[
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2

]1/2
(5.42)

sinϕ = ± α1 sin θψ̇ + α2θ̇√
α2

1 + α2
2

[
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2

]1/2
(5.43)
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Insertando (5.42) y (5.43) en (5.36), teniendo en cuenta únicamente las soluciones

positivas y la extracción de α3ϕ̇

S =

∫
dλ

α2
1θ̇

2 − α1α2 sin θψ̇θ̇ + α2
1 sin2 θψ̇2 + α1α2 sin θψ̇θ̇ + α2α1 sin θψ̇θ̇ + α2

2θ̇
2√

α2
1 + α2

2

[
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2

]1/2

−α2α1 sin2 θψ̇θ̇ + α2
2 sin2 θψ̇2√

α2
1 + α2

2

[
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2

]1/2
+ α3 cos θψ̇

=

∫
dλ
√
α2

1 + α2
2

√
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2 + α3 cos θψ̇. (5.44)

Finalmente absorbiendo α1 y α2, se satisface la siguiente acción

S = β

∫
dλ

√
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2 + α3 cos θψ̇, (5.45)

donde (5.45) puede interpretarse como una part́ıcula moviéndose sobre una esfera

con momento magnético ~µ = µ0ϕ̇r̂ sobre un campo magnético uniforme ~B = B0ẑ, tal

que α3 = µ0B0, siendo posible postular la siguiente realización f́ısica de esta acción

por

S = β

∫
dλ

√
sin2 θ ψ̇2 + θ̇2 + ~µ · ~B. (5.46)

donde β es una constante que depende del sistema de unidades.

Por último una observación debe hacerse. Si σ3 → 0 entonces en (5.25), se tiene

un elemento pertenciente a U(1), esto implica que es posible construir una acción

f́ısica que realize SU(2)/U(1) tomando únicamente α3 = 0 en la acción (5.45). Aśı es

posible observar que una part́ıcula libre en el espacio SU(2)/U(1) es equivalente a

una part́ıcula en R3 vinculada sobre la superficie de una esfera.
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5.5. Transformaciones de simetŕıa

5.5.1. Definiendo una nueva notación

Con el fin de obtener las transformaciones de simetŕıa a partir de la acción de G

sobre el coseto G/H, resulta útil introducir la operación ∧ [15] definida por

1 ∧X = X ∧ 1 = X (5.47)

X ∧ Y = [X, Y ] (5.48)

X2 ∧ Y = [X, [X, Y ]] (5.49)

X3 ∧ Y = [X, [X, [X, Y ]]] (5.50)

... (5.51)

Xn+1 ∧ Y = [X,Xn ∧ Y ] n ≥ 1 (5.52)

Donde 1 corresponde a la identidad. Para una función anaĺıtica en x = 0 definida

sobre operadores

f(X) =
∞∑
n=0

fnX
n (5.53)

es posible probar que

f(X)∧Y =
∞∑
n=0

fn(Xn∧Y ) = f0 +f1[X, Y ] +f2[X, [X, Y ]] +f3[X, [X, [X, Y ]]] + · · · ,

(5.54)

surgiendo una forma equivalente para Xn ∧ Y por

Xn ∧ Y =
n∑
p=0

(−1)p

(
n

p

)
Xn−pY Xp, (5.55)

la cual puede probarse usando el método de inducción matemática. A partir de estas

definiciones, se verifica

g(X) ∧ (f(X) ∧ Y ) = [g(x)f(x)] ∧ Y, (5.56)

siendo posible enunciar el siguiente lema
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Lema 5.5.1 Sean X, Y elementos de un álgebra de Lie g, luego las siguientes pro-

posiciones son válidas

e−XY eX = e−X ∧ Y (5.57)

e−XδeX =
1− e−X

X
∧ δX (5.58)

Demostración. La primera proposición (5.57) es una consecuencia de la proposición

(5.56), considerando una representación en serie de la función exponencial.

Para la segunda (5.58), sea la siguiente función integral

f(t) = e−tXδetX , (5.59)

donde al considerar su derivada

df

dt
(t) = −Xe−txδetX + e−tX

d

dt

(
δetX

)
,

= −Xe−tXδetX + e−tX(δX etX +XδetX),

= −Xe−tXδetX + e−tXδXetX +Xe−tXδetX ,

= e−tXδXetX , (5.60)

y ocupando el primer teorema fundamental del cálculo y la proposición (5.57)

e−XδeX =

∫ 1

0

dt
df

dt
(t) =

∫ 1

0

dt e−tXδXetX ,

=

∫ 1

0

dt e−tx ∧ δX,

=
−e−tX

X

∣∣∣∣1
0

∧ δX,

=
1− e−X

X
∧ δX. (5.61)

�
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5.5.2. Transformaciones de Simetŕıa

Con el fin de obtener las transformaciones de simetŕıa a partir de la acción de G

sobre el coseto G/H, es necesario aplicar una variación sobre g0 en (5.4), esto implica

δg0e
ξ·A =

(
eξ

′·A + δeξ
′·A
)

(h1 + δh1)− eξ′·Ah1

δg0e
ξ·Aa = eξ

′·Aδh1 + δeξ
′·Ah1

e−ξ
aAaδg0e

ξaAa − e−ξaAaδeξaAa = δh1 (5.62)

en particular considerando que g0 y h1 son infinitesimales, es posible escribir

e−ξ
aAa(g0 − 1)eξ

aAa − e−ξaAaδeξaAa = h1 − 1. (5.63)

ocupando las proposiciones (5.57) y (5.58) del lema (5.5.1), es posible escribir (5.63)

por

e−ξ·A ∧ (g0 − 1)− 1− e−ξ·A

(−ξ · A)
∧ (−δξ · A) = h1 − 1 (5.64)

de modo que se tienen dos casos posibles para g0

(a) g0 = eξ0·A

En este caso, el lado izquierdo contiene únicamente generadores del coseto,

mientras que el lado derecho contiene generadores asociados al subgrupo de

estabilidad H ⊂ G, siendo válido afirmar que

e−ξ·A ∧ (ξ0 · A)− 1− e−ξ·A

(−ξ · A)
∧ (−δξ · A) = 0 (5.65)

determinando aśı δξ.

(b) g0 = h0 ∈ H
Este caso es trivial, puesto que usando la regla de multiplicación (5.6), se

asegura que ξ tranforma linealmente bajo H. En efecto

heξ·A = eξ
′·Ah1(ξ, g0), 4

⇒ eξ
′·A = heξ·Ah−1

1 , (5.66)
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de modo que al fijar h = h1, puesto que h1 ∈ H

eξ
′·A = heξ·Ah−1. (5.67)

Escogiendo una representación

h = exp (µ · V ) (5.68)

y considerando únicamente los términos infinitesimales en (5.67)

1 + ξ′aAa = (1 + µaVa)
(
1 + ξbAb

)
(1− µcVc)

= 1 + ξaAa + µa[Va, Ab]ξ
b, (5.69)

de modo que al considerar la representación adjunta de los generadores Aa en

H, se satisface [Va, Ab] = C c
ab Ac y por lo tanto

δξa = (µcC a
cb )ξb (5.70)



Caṕıtulo 6

Part́ıcula libre con simetŕıas

descritas por el álgebra B4

En este caṕıtulo se tiene como objetivo principal, la exposición de la construcción

de un lagrangiano que describa a una part́ıcula libre y sus propiedades en un espacio

coseto B4/Lorentz. Una construcción detallada en [1, 2] y [18], sugiere interpretar al

background electromegnético constante fµν como un término de interacción y no co-

mo simetŕıas adicionales del espaciotiempo plano. Con el fin de exponer con claridad

estas ideas, comenzaremos detallando la construcción de un lagrangiano asociado a

una part́ıcula libre en el espacio de Minkowski, para luego deformarlo introducien-

do un término de interacción, construido a partir de las realizaciones no lineales de

B4 sobre el grupo de Lorentz. A continuación postularemos una métrica sobre este

espacio coseto, formulando de manera alternativa un lagrangiano que conlleva a las

mismas ecuaciones del movimiento descritas por el lagrangiano deformado. Final-

mente detallaremos nuevas posibilidades que nos entrega este acercamiento teórico.

6.1. Part́ıcula libre Relativista

Sea P el grupo de Poincaré compuesto por una suma directa entre las transfor-

maciones de Lorentz SO(3, 1) y el subgrupo abeliano de las traslaciones. Este hecho

permite identificar a cada punto del espaciotiempo por una traslación asociada a un

punto fijo (o de estabilidad). Cláramente si el punto esta fijo, este no se mueve y por

44
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lo tanto los boost de Lorentz no lo modifican, por otro lado si se realizan rotaciones

en un sistema coordenado con el origen en este punto, no hay cambio. Aśı el subgru-

po de las transformaciones de Lorentz constituyen un subgrupo de estabilidad sobre

el punto fijo. De acuerdo con lo señalado, un elemento del espacio de Minkowski

P/Lorentz, puede ser representado por

g = e−x
aPa (6.1)

siendo P a y Jab los generadores asociados al álgebra de Poincaré (A) 1. Calculando

la 1-forma izquierda de Maurer-Cartán

Ω = −g−1dg = −g−1(−dxbPbe−x
aPa) = g−1gdxaPa = dxaPa, (6.2)

donde

ea = dxa (6.3)

transforma como un vector contravariante de Lorentz. De esta forma postulando el

lagrangiano

L = πaẋ
a (6.4)

con πa un vector covariante, observamos que el correspondiente momento canónico

coincide con este vector, en efecto

pa =
∂L

∂ẋa
= πa. (6.5)

Luego considerando que pa es la variable conjugada a ẋa y ea es la 1-forma dual a

Pa, es posible identificar a πa con el generador Pa, imponiendo aśı el operador de

casimir invariante bajo Poincaré sobre la variable conjugada πa

1

2
(π2 +m2) = 0, (6.6)

1En la primera parte de esta tesis supondremos todas las constantes de acoplamiento incluidas
en los generadores.
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incorporando este v́ınculo usando el método de los multiplicadores de Lagrange, es

posible postular el lagrangiano de primer orden por

L = πaẋ
a − e

2
(π2 +m2). (6.7)

donde e es un multiplicador de Lagrange. Variando (6.7) con respecto a πa

ẋa − eπa = 0⇔ πa =
ẋa

e
, (6.8)

de modo que al sustituir

L =
ẋaẋa
2e
− m2

2
e. (6.9)

Este lagrangiano se denomina de Hooft Polyakov para la part́ıcula libre, el cual

muestra de manera manifiesta la invariancia de gauge bajo reparametrización de la

part́ıcula relativista. Un aspecto útil que nos permite esta acción es la descripción

de la dinámica asociada a una part́ıcula libre sin masa (massless).

Por último variando (6.9) con respecto a e

− ẋaẋa
2

e−2 − m2

2
= 0⇔ e =

√
−ẋaẋa
m

(6.10)

se satisface

L = −m
√
−ẋaẋa (6.11)

que corresponde a la acción de segundo orden o de Nambu-Goto. Hasta ahora hemos

descrito tres posibilidades para la acción de una part́ıcula relativista donde el lagran-

giano de Primer orden (6.7) presenta el inconveniente de estar definido en el espacio

de fase, mientras que el de Nambu-Goto (6.11) resulta inutil en la descripción de una

part́ıcula sin masa. Ahora bien usando el formalismo de las realizaciones no-lineales,

es posible, en adición, determinar las simetŕıas infinitesimales que actúan sobre este

lagrangiano.
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6.1.1. Simetŕıas y Operadores de Casimir

Sea g ∈ SO(3, 1), de modo que al considerar la ecuación

h1(g0, x
a)e−x

aPah−1
1 (g0, x

a) = e−x
′
aPa . (6.12)

y expandir el lado izquierdo en términos infinitesimales(
1 +

1

2
λabJab

)
(1− xcPc)

(
1− 1

2
λdeJde

)
= 1− xcPc −

1

2
λabxc[Jab, Pc]

= 1− xcPc −
1

2
λabxc[Jab, Pc]

= 1− xcPc −
1

2
λabxc (ηbcPa − ηacPb) , (6.13)

y el lado derecho

1− x′cPc, (6.14)

e insertando (6.13) y (6.14) en (6.12)

x′a = xa + λabx
b ⇔ δxa = λabx

c. (6.15)

Sea ahora g ∈ P/SO(3, 1), luego usando la ecuación (5.63)

e−xaPa ∧ (−a · P )− 1− e−xaPa
−x · P

∧ −δx · P = 0, (6.16)

se tiene

− a · P + δx · P = 0 ⇔ δxa = aa. (6.17)

Aśı, a partir de (6.15) y (6.17) se satisfacen las siguientes transformaciones de si-

metŕıas infinitesimales
Pa : δPx

a = aa,

Jab : δJx
a = λabx

b,
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de modo que al construir las cargas conservadas de Noether que realizan el álgebra

de Poincaré, se satisface la siguiente realización del álgebra

Pa = − ∂L
∂ẋa

δPx
a = −πa (6.18)

Jab = − ∂L
∂ẋa

δJx
a = − (xaπb − xbπa) . (6.19)

Realizando aśı los operadores de Casimir por

PaPa = π2 = −m2, (6.20)

WaW
a =

(
1

2
εabcdPaJcd

)2

=

[
1

2
εabcd(−πb)(− (xcπd − xdπc))

]2

(6.21)

=
(
εabcdπbxcπd

)2
. (6.22)

El primer operador de casimir corresponde al operador de masa y se encuentra inti-

mamente relacionado con la causalidad y la geometŕıa del espaciotiempo donde yace

la part́ıcula, mientras que el segundo se encuentra relacionado con el operador de

spin y por lo tanto con la naturaleza intŕınseca de la part́ıcula.

6.2. Deformación del lagrangiano de la part́ıcula

libre relativista

Consideremos el espacio coseto B4/L donde B4 corresponde al álgebra de Poin-

caré S-expandida [5] en el semigrupo S
(3)
R el cual coincide con el álgebra de Maxwell

[2]. La idea que sugieren, [1–3] y [18] consiste en agregar un término de interacción

al lagrangiano de la part́ıcula libre relativista, de modo que el lagrangiano completo

sea invariante bajo B4. Sea el álgebra de Maxwell descrita por (3.37), (3.38), (3.39),

(3.40), (3.41) y (3.42). Luego, realizando un elemento del grupo coseto B4/L por

g = exp

(
−xaPa −

1

2
φabZab

)
= exp (−φ) , (6.23)
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y calculando la 1-forma de Maurer-Cartán utilizando (5.58) con X = φ =: xaPa +
1
2
φabZab

Ω = −g−1dg

= −
(

1− eφ

φ

)
∧ dφ

= −
(

1−
∑∞

n=0
1
n!
φn

φ

)
∧ dφ

= −
(−∑∞n=1

1
n!
φn

φ

)
∧ dφ

=
∞∑
n=1

1

n!
φn−1 ∧ dφ (6.24)

teniendo en cuenta

dφ = dxcPc +
1

2
dφabZab,

φ ∧ dφ =

(
xaPa +

1

2
φabZab

)
∧
(
dxcPc +

1

2
dφcdZcd

)
,

= xadxcPa ∧ Pc +
1

2
xadφcdPa ∧ Zcd +

1

2
φabdxcZab ∧ Pc

+
1

4
φabdφcdZab ∧ Zcd,

=
1

2
(xadxc − xcdxa)Zab,

φ ∧ φ ∧ dφ =

(
xaPa +

1

2
φabZab

)
∧
(
xcPc +

1

2
φcdZcd

)
∧
(
dxePe +

1

2
dφefZef

)
,

=

(
xaxcPa ∧ Pc +

1

2
xaφcdPa ∧ Zcd +

1

2
φabxcZab ∧ Pc +

1

4
φabφcdZab ∧ Zcd

)
∧
(
dxePe +

1

2
dφefZef

)
,

=
1

2
(xadxc − xcdxa)Zab ∧

(
dxePe +

1

2
dφefZef

)
,

= 0,
...

n veces︷ ︸︸ ︷
φ ∧ · · · ∧ φ ∧ dφ = 0,



Caṕıtulo 6. Part́ıcula libre con simetŕıas descritas por el álgebra B4 50

donde se han ocupado los conmutadores, es posible escribir

Ω = dxaPa +
1

2
dφabZab +

1

2

1

2

(
xadxb − xbdxa

)
Zab + 0 + · · ·+ 0 + · · · ,

= dxaPa +
1

2

(
dφab +

1

2

(
xadxb − xbdxa

))
Zab,

= eaPa +
1

2
kabZab.

Se satisfacen las siguientes componentes duales a Pa y a Zab

ea = dxa (6.25)

kab = dφab +
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
(6.26)

respectivamente. Nótese que si Zab → 0 se restaura el grupo de Poincaré, por lo

tanto la 1-forma ea construye la acción de una part́ıcula libre relativista, mientras

que la otra 1-forma kab construye el término de interacción, obtienendose el siguiente

lagrangiano invariante de primer orden

L =
(
πaẋ

a − e

2
(π2 +m2)

)
︸ ︷︷ ︸

Part.Lib.Rel.

+
1

2
fabk

ab
τ︸ ︷︷ ︸

Inter.Elect.

(6.27)

siendo kabτ el pullback de kab sobre la linea de mundo de la part́ıcula. De (6.27), se

tienen dos campos πa y fab. El primer campo πa corresponde al momento canónico

asociado a la part́ıcula libre relativista vinculado a permanecer en la cascara de masa,

nótese que la inclusión de este v́ınculo en el lagrangiano, mediante el multiplicador

e, permite considerar a πa como un conjunto de cantidades linealmente indepen-

dientes, las cuales pueden ser removidas del lagrangiano usando las ecuaciones del

movimiento. El segundo campo fab representa una variable dinámica que acopla una

interacción asociada al generador Zab que en un principio puede ser cualquiera. Aśı es

posible considerar la siguiente reducción en el espacio de configuración

(
xa, πa, φ

ab, fab
)
→
(
xa, φab, fab

)
. (6.28)
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Calculando los momentas canónicos asociados a ẋa, φab y fab

pa =
∂L
∂ẋa

= πa +
1

2
fabx

b, (6.29)

pab =
∂L
∂φ̇ab

= fab, (6.30)

pfab =
∂L
∂ḟab

= 0. (6.31)

siendo posible identificar los siguientes v́ınculos

C =
1

2
(π2 +m2) = 0, πa = pa −

1

2
fabx

b,

Cab = pab − fab = 0,

Cf
ab = pfab = 0. (6.32)

Veamos ahora la implicación f́ısica de (6.27). Para ello removiendo la cantidad πa

variando L con respecto a ella

δπL = (ẋa − eπa) δπa = 0⇔ πa =
ẋa
e

(6.33)

sustituyendo (6.33) en (6.27), es posible expresar el lagrangiano de Hooft-Polyakov

de la part́ıcula libre asociado al término de interacción por

L =
ẋ2

2e
− m2

2
e+

1

2
fab

(
φ̇ab +

1

2

(
xaẋb − xbẋa

))
. (6.34)

Calculando las ecuaciones del movimiento en el gauge del tiempo propio

δe : e =

√
−ẋ2

m
(6.35)

δxa :
d

dτ

(
ẋa
e

)
+

d

dτ

(
1

2
fabx

b

)
+

1

2
fabẋ

b = 0 (6.36)

δfab : φ̇ab =
1

2

(
xaẋb − xbẋa

)
(6.37)

δφab : ḟab = 0 (6.38)
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teniendo en cuenta la dependencia temporal de fab y la ecuación del movimiento

asociada a e, es posible reescribir todas las ecuaciones anteriores por

δxa : mẍa = fabẋ
b (6.39)

δfab : φ̇ab = −1

2

(
xaẋb − xbẋa

)
(6.40)

δφab : ḟab = 0. (6.41)

Las ecuaciones de movimiento (6.39) y (6.41) describen a una part́ıcula libre relati-

vista, moviendose en un campo electromagnético externo constante, asociado a un

potencial Aa = 1
2
fabk

ab. La ecuación (6.40) relaciona a las nuevas coordenadas φab

con el momentum angular de la part́ıcula, de modo que es posible interpretar a φab

como una cantidad relacionada con el momento magnético asociado al campo. Nóte-

se además que si sustituimos (6.41) en (6.39), obtenemos la ecuación del movimiento

descrita por el lagrangiano (6.34).

6.2.1. Simetrias y operadores de Casimir

Usando el formalismo de las realizaciones no-lineales es posible encontrar las

transformaciones de simetŕıa generadas por los generadores Pa y Zab usando las

ecuación (5.65). En efecto calculando la simetŕıa generada por Pa y Zab

eφ ∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab

)
−
(

1− eφ

φ

)
∧ δ
(
xaPa +

1

2
δφabZab

)
= 0. (6.42)

Expandiendo y reduciendo el primer término, teniendo en cuenta que P n ∧ P = 0

para todo n > 2 y Zn ∧ P = Z ∧ P n = 0 para todo entero n positivo[
1 +

(
xaPa +

1

2
φabZab

)
+

1

2!

(
xaPa +

1

2
φabZab

)2

+ · · ·

]
∧
(
−εcPc −

1

2
εcdZcd

)
= −εcPc − xaεcPa ∧ Pc −

1

2
εcdZcd

= −εcPc −
1

2
(xaεc − xcεa)Zac −

1

2
εcdZcd

= −εcPc +
1

2
(εaxc − εcxa)Zac −

1

2
εcdZcd. (6.43)
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Del mismo modo, sobre el segundo término

−
(

1− eφ

φ

)
∧ δφ =

∞∑
n=1

1

n!
φn−1 ∧ δφ

donde

δφ = δxaPa +
1

2
δφabZab

φ ∧ δφ =
1

2

(
xaδxb − xbδxa

)
Zab

...

φn ∧ δφ = 0, n > 1

Aśı el conjunto de todos los términos satisface

− εaPa +
1

2

(
εaxb − εbxa

)
Zab −

1

2
εabZab + δxaPa +

1

2
δφabZab

+
1

4
(xaδxb − xbδxa)Zab = 0 (6.44)

o equivalentemente

(εa − δxa)Pa +
1

2

[
εaxb − εbxa − εab + δφab +

1

2

(
xaδxb − xbδxa

)]
Zab = 0 (6.45)

esto implica

δxa = εa, δφab = εab − 1

2
(εaxb − εbxa), εab + εba = 0. (6.46)

Ahora debemos encontrar las transformaciones de Lorentz, asociadas al generador

Jab usando el formalismo de las realizaciones no-lineales para ello. En efecto, usando

la propiedad (5.6) se satisface

e−x̄
aPa− 1

2
φ̄abZab = e

1
2
λabJabe−x

aPa− 1
2
φabZabe−

1
2
λabJab . (6.47)

Expandiendo el lado derecho, usando las reglas de conmutación (3.37), (3.38), (3.39),

(3.40), (3.41) y (3.42) e igualando el lado derecho con el izquierdo, se tienen las
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siguientes transformaciones infinitesimales de simetŕıa

δxa = λa bx
b, δφab = λ[a

cφ
cb], λab + λba = 0. (6.48)

Por otro lado el hecho de imponer que fab sea un tensor covariante de Lorentz, implica

que la transformación de simetŕıa generada por Jab satisface

δfab = λc[af cb], λab + λba = 0. (6.49)
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Usando las ecuaciones (6.46), (6.48) y (6.49) es posible calcular las cargas de Noether

−P =
∂L
∂ẋa

δPx
a +

1

2

∂L
∂φ̇ab

δPφ
ab +

1

2

∂L
∂ḟab

δPfab

= paδPx
a +

1

2
pabδPφ

ab

= paε
a +

1

2
pab

(
−1

2
εaxb +

1

2
εbxa

)
= paε

a +
1

4
pabε

c
(
−δacxb + δbcx

a
)

= paε
a +

1

4
εc(−pcbxb − pcaxa)

= εa
(
pa −

1

2
pabx

b

)
(6.50)

−Z =
∂L
∂ẋa

δZx
a +

1

2

∂L
∂φ̇ab

δZφ
ab +

1

2

∂L
∂ḟab

δZfab

=
1

2
pabε

ab

=
1

2
εab(pab) (6.51)

−J =
∂L
∂ẋa

δJx
a +

1

2

∂L
∂φ̇ab

δJφ
ab +

1

2

∂L
∂ḟab

δJfab

= paλ
a
bx
b +

1

2
pabλ

[a
cφ

cb] +
1

2
pfabλ

[a
cf

cb]

=
1

2
p[ax b]λ

ab +
1

2
p[abλ

[acφ b]
c +

1

2
pf[abλ

acf b
c]

=
1

2
λab
(
p[ax b] + p[acφ

c
b + pf[acf

c
b]

)
(6.52)

Luego teniendo en cuenta que las cargas de Noether están asociadas a cada generador

por

P = eaPa, Z =
1

2
εabZab, Jab =

1

2
λabJab, (6.53)
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es posible realizar al álgebra de Maxwell por

Pa = −
(
pa −

1

2
pabx

b

)
(6.54)

Zab = −pab (6.55)

Jab = −
(
p[ax b] + p[acφ

c
b] + pf[acf

c
b]

)
. (6.56)

Usando esta realización del álgebra y los v́ınculos (6.32) es posible representar a los

operadores de casimir (3.43), (3.47) y (3.51) por

C1 = P2 − JabZab = π2 = −m2 (6.57)

C2 =
1

2
Z2 =

1

2
(−pab)(−pab) =

1

2
fabf

ab =
1

2
f 2 (6.58)

C3 =
1

2
ZZ̃ =

1

2
εabcdf

abf cd (6.59)

A partir de estos operadores de Casimir es posible notar que C1 corresponde a la

cáscara de masa que impone condiciones de causalidad sobre los sistemas de refe-

rencias, mientras que C2 y C3 corresponden a los invariantes electromagnéticos que

define el tensor electromagnético fab.

6.3. Sustituyendo el espaciotiempo de Minkowski

por B4/Lorentz

Usando las 1-formas de Maurer Cartan duales a Pa y Zab respectivamente, es

posible postular el siguiente elemento de linea definido sobre B4/L

ds2 = dxadxa +
e

2m

(
dφab +

1

2
(xadxb − xbdxa)

)2

(6.60)

donde los indices se suben y bajan usando la métrica ηab = diag(−,+,+,+). Consi-

derando que en cada sistema de referencia inercial ds2 es invariante, en un sistema
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de referencia comovil sobre un fotón se satisface

− dτ 2 = dxadxa +
e

2m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)2

(6.61)

o equivalentemente

− 1 = ẋ2 +
e

2m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)2

(6.62)

siendo (6.62) un v́ınculo de la teoŕıa. Ahora bien, considerando que el tiempo propio

dτ = ds2/c es una cantidad que no depende del sistema de referencia inercial escogido.

La acción más simple que podemos postular debe ser proporcional al tiempo propio,

esto es

S = −m
∫ √
−ds2 = −m

∫
dτ

{
−

[
ẋ2 +

e

2m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)2
]}1/2

(6.63)

siendo el lagrangiano del sistema definido por

L = −m

√√√√−[ẋ2 +
e

2m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)2
]

(6.64)

Calculando las ecuaciones del movimiento para una part́ıcula libre en este espacio

sobre φcd

∂L
∂φ̇cd

=
m

2
√

%

[
e

m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)
ηacηbd

]
=

e

2
√

%

(
φ̇cd +

1

2
(xcẋd − xdẋc)

)
= −e

2

(
φ̇cd +

1

2
(xcẋd − xdẋc)

)
∂L
∂φcd

= 0

d

dτ

(
∂L
∂φ̇cd

)
− ∂L
∂φcd

=
d

dτ

[
−e

2

(
φ̇cd +

1

2
(xcẋd − xdẋc)

)]
= 0. (6.65)
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Definiendo el tensor fcd por

fcd = φ̇cd +
1

2
(xcẋd − xdẋc) (6.66)

se satisface

ḟcd = 0 (6.67)

Por otra parte, definiendo % = .

√
−
[
ẋ2 + e

2m

(
φ̇ab + 1

2
(xaẋb − xbẋa)

)2
]

y calculan-

do las ecuaciones del movimiento para xa

∂L
∂ẋc

=
m

2
√

%

[
2ẋc +

e

m

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb− xbẋa)

)(
1

2
(xaηbc − xbηac)

)]
=

1√
%

[
mẋc +

e

4

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb− xbẋa)

)
(xaηbc − xbηac)

]
=

1√
%

[
mẋc +

e

2

(
φ̇ac +

1

2
(xaẋc − xcẋa)

)
xa
]

= −mẋc −
e

2
facx

a

∂L
∂xc

=
e

2
√

%

(
φ̇ab +

1

2
(xaẋb − xbẋa)

)(
1

2
(ηacẋ

b − ηbcẋa)
)

=
e√
%

[
−1

2

(
φ̇ac +

1

2
(xaẋc − xcẋa)

)]
ẋa

=
e

2
facẋ

a

d

dτ

(
∂L
∂ẋc

)
− ∂L
∂xc

= −mẍc −
e

2
ḟacx

a − e

2
facẋ

a − e

2
facẋ

a = 0

o equivalentemente

mẍc = efcaẋ
a + eḟcax

a (6.68)

Finalmente sustituyendo (6.66) en (6.68) se satisfacen las siguientes ecuaciones del

movimiento

ḟcd = 0, fab = φ̇ab +
1

2
(xaẋb − xbẋa) (6.69)

mẍa = efabẋ
b (6.70)
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Lo cual puede interpretarse tambien como una part́ıcula libre relativista moviéndose

sobre un campo electromagnético constante. La diferencia que este punto de vista

entrega en comparación al descrito en la sección anterior, radica en la posibilidad de

interpretar al campo fµν como una cantidad que llena completamente el espacio que

depende únicamente de las simetŕıas definidas sobre este espacio, de manera tal que

no es posible detectarlas de manera directa.



Caṕıtulo 7

La Part́ıcula Libre y el álgebra de

Poincaré Generalizada B5

En este caṕıtulo se tiene como objetivo, encontrar el lagrangiano de la part́ıcula

libre definida sobre un espacio coseto B5/Lorentz, interpretando a los términos adi-

cionales como términos de interacción. Por otra parte analizaremos las simetŕıas de

este espacio, estudiando la realización dinámica de los generadores del álgebra.

7.1. El álgebra de Poincaré generalizada B5

El álgebra de Poincaré generalizada B5 corresponde a un tipo de álgebra S−expandida

utilizando como semigrupo a S
(3)
E [5] lo que conduce a una extensión del álgebra de

Maxwell incorporando un generador parametrizado por Za. Esta álgebra satisface

las siguientes reglas de conmutación

60
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[Pa, Pb] = Zab,

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb,

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac,

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac,

[Zab, Pc] = ηbcZa − ηacZb,

[Jab, Zc] = ηbcZa − ηacZb,

con todas las combinaciones restantes nulas.

7.2. El Lagrangiano invariante bajo B5

Consideremos ahora una deformación del lagrangiano asociado a la part́ıcula

libre relativista, introduciendo para ello dos términos de interacción. Uno de ellos

corresponde al término asociado al generador Zab, cuya magnitud se especifica por un

campo fab, mientras que el otro se encuentra asociado al generador Za y su magnitud

se especifica por un camo fa

L =
(
πaẋ

a − e

2
(π2 +m2)

)
︸ ︷︷ ︸

Part.Lib.Rel.

+
1

2
fabk

ab
τ︸ ︷︷ ︸

Inter.Zab

+
1

2
fak

a
τ︸ ︷︷ ︸

Inter.Za

,

donde kabτ y kaτ corresponden a las 1-formas de Maurer-Cartán asociadas a Zab y a Za,

ámbas definidas sobre el espacio coseto B5. Los campos fab y fa cuyas coordenadas se

imponen covariantes de Lorentz, en conjunto con las coordenadas xa, φab y θa tienen

la propiedad de parametrizar el espacio de fase.

Sea el espacio coseto B5/Lorentz, el cual caracteriza a cada elemento g ∈ B5/Lorentz
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por

g = exp

(
−xaPa −

1

2
φabZab − θaZa

)
donde Pa, Zab y Za corresponde a los generadores asociados al álgebra B5. Luego

calculando la 1−forma de Maurer-Cartán, teniendo en cuenta que φ = xaPa+ 1
2
φab+

θaZa

Ω = −g−1dg,

= −
(

1− eφ

φ

)
∧ dφ,

= −
(

1−
∑∞

n=0
1
n!
φn

φ

)
∧ dφ,

=
∞∑
n=1

1

n!
φn−1 ∧ dφ,

= dφ+
1

2!
φ ∧ dφ+

1

3!
φ ∧ φ ∧ dφ+

n veces

1

n!
φ ∧ · · · ∧ φ ∧ dφ+ · · · ,

de modo que al calcular cada término por separado

dφ = dxaPa +
1

2
dφabZab + dθaZa
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φ ∧ dφ =

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
∧
(
dxcPc +

1

2
dφcdZcd + dθcZc

)
=

(
xadxcPa ∧ Pc +

1

2
xadφcdPa ∧ Zcd + xadθcPa ∧ Zc +

1

2
φabdxcZab ∧ Pc

+
1

4
φabdφcdZab ∧ Zcd +

1

2
φabdθcZab ∧ Zc + θadxcZa ∧ Pc +

1

2
θadφcdZa ∧ Zcd

+θadθcZa ∧ Zc)

= xadxcPa ∧ Pc +
1

2

(
φabdxc − xcdφab

)
Zab ∧ Pc

=
1

2
(xadxc − xcdxa)Zac +

1

2

(
φabdxc − xcdφab

)
(ηbcZa − ηacZb)

=
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
Zab +

1

2
φabdxcηbcZa −

1

2
φabdxcηacZb −

1

2
xcdφabηbcZa

+
1

2
xcdφabηacZb

=
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
Zab +

1

2
φabdxcηbcZa +

1

2
φabdxcηbcZa −

1

2
xcdφabηbcZa

−1

2
xcdφabηbcZa

=
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
Zab +

(
φabdxcηbc − xcdφabηbc

)
Za

=
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
Zab +

(
φabdxb − xbdφab

)
Za
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φ ∧ φ ∧ dφ =

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
∧
(
xcPc +

1

2
φcdZcd + θcZc

)
∧
(
dxePe +

1

2
dφefZef + dθeZe

)
= xaxcdxePa ∧ Pc ∧ Pe
= xaxcdxePa ∧ (Pc ∧ Pe)

= xaxcdxe(Pa ∧ Zce)

= −xaxcdxe(Zce ∧ Pa)

= −xaxcdxe (ηeaZc − ηcaPe)

= xaxcdxe (ηcaPe − ηeaZc)

= (xcx
cdxa − xcxadxc)Za

φ ∧ φ ∧ φ ∧ dφ = 0

...
n veces

1

n!
φ ∧ · · · ∧ φ ∧ dφ = 0, n > 3

...

se satisface

Ω = dxaPa +
1

2

(
dφab +

1

2

(
xadxb − xbdxa

))
Zab,

+

(
dθa +

1

2

(
φabdxb − xbdφab

)
+

1

6
(xcx

cdxa − xcxadxc)
)
Za,

o equivalentemente

Ω = eaPa +
1

2
kabZab + kaZa.
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donde

ea = dxa, (7.1)

kab = dφab +
1

2

(
xadxb − xbdxa

)
, (7.2)

ka = dθa +
1

2

(
φabdxb − xbdφab

)
+

1

6
(xcx

cdxa − xcxadxc) , (7.3)

Esto nos permite postular el siguiente lagrangiano.

L = πaẋ
a +

1

2
fab

{
φ̇ab +

1

2

(
xaẋb − xbẋa

)}
+fa

{
θ̇a +

1

2

(
φabẋb − xbφ̇ab

)
+

1

6
(xcx

cẋa − xcxaẋc)
}

−λ
2

(
π2 +m2

)
introduciendo los campos πa, fab y fa. La cantidad λ corresponde a un multiplicador

de Lagrange que vincula las cantidades πa, dado el v́ınculo ẋ2 = −1. Este lagrangiano

de primer orden introduce un nuevo campo que corresponde a fa introduciendo aśı un

nuevo término que podŕıa tener consecuencias cosmológicas interesantes. Constru-

yendo la acción de Hooft-Polyakov, variando πa se satisface

L =
ẋ2

2λ
− λ

2
m2 +

1

2
fab

{
φ̇ab +

1

2

(
xaẋb − xbẋa

)}
+fa

{
θ̇a +

1

2

(
φabẋb − xbφ̇ab

)
+

1

6

(
xbx

bẋa − xbxaẋb
)}

.

Lagrangiano útil al considerar part́ıculas sin masa. Por último a partir de δλ se puede

postular la acción de Nambu-Goto de la part́ıcula libre por

L = −m
√
−ẋ2 +

1

2
fab

{
φ̇ab +

1

2

(
xaẋb − xbẋa

)}
(7.4)

+fa

{
θ̇a +

1

2

(
φabẋb − φ̇abxb

)
+

1

6
(xcẋ

axc − xcẋcxa)
}
.
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A partir de aqúı es posible calcular las ecuaciones del movimiento para una part́ıcula

masiva al considerar δL = 0 y xaẋa = 0

δfa : θ̇a = −1

2

(
φabẋb − xbφ̇ab

)
− 1

6
ẋaxcxc (7.5)

δfab : φ̇ab = −1

2

(
xaẋb − xbẋa

)
(7.6)

δφab : ḟab =
1

2
(faẋb − fbẋa) (7.7)

δθa : ḟa = 0 (7.8)

δxa : mẍc = fcbẋ
b +

1

4
fax

aẋc = fcbẋ
b − 1

2
ḟcbx

b (7.9)

7.3. Simetŕıas y Cargas de Noether

7.3.1. Simetŕıas

A partir de las realizaciones no lineales de B5, teniendo en cuenta al grupo de

Lorentz como subgrupo de estabilidad, es posible determinar las simetŕıas asociadas

a los generadores Pa, Zab y Za, de modo análogo a (6.42). Aśı, a partir de φ =

xaPa + 1
2
φabZab + θaZa

eφ ∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
−
(

1− eφ

φ

)
∧ δ
(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
= 0.

(7.10)

donde al calcular el primer término del lado izquierdo de (7.10)

eφ ∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
=

(
1 +

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
+

1

2

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)2

+ · · ·

)

∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
=

(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
+

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
+

1

2

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)2

∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
. (7.11)
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Luego, calculando cada miembro por separado de (7.11)(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
,

=
1

2

(
εaxb − εbxa

)
Zab +

(
εabxb − φabεb

)
Za, (7.12)(

xaPa +
1

2
φabZab + θaZa

)2

∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
,

= − (xcεaxc − xcεcxa)Za +
(
φa cε

cdxd − φa cφcdεd
)
Za, (7.13)

y sustituyendo (7.12), (7.13) en (7.11)

eφ ∧
(
−εaPa −

1

2
εabZab − ρaZa

)
,

= −εaPa −
1

2
εabZab − ρaZa +

1

2

(
εaxb − εbxa

)
Zab +

(
εabxb − φabεb

)
Za,

−1

2
(xcεaxc − xcεcxa)Za +

(
φa cε

cdxd − φa cφcdεd
)
Za.

Calculando el segundo término del lado izquierdo de (7.10)

−
(

1− eφ

φ

)
∧ δφ =

∞∑
n=1

1

n!
φn−1 ∧ δφ (7.14)

donde los conmutadores no nulos, satisfacen

δφ = δxcPc +
1

2
δφcdZcd + δθcZc (7.15)

φ ∧ δφ =

(
xaPa +

1

2
φabZab + θaZa

)
∧
(
δxcPc +

1

2
δφcdZcd + δθcZd

)
=

1

2

(
xaδxb − xbδxa

)
Zab + (φacδxc − δφaxb)Za (7.16)

φ ∧ φ ∧ δφ = (xcδxaxc − xcxaδxc)Za (7.17)
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siendo posible sustuir (7.15), (7.16), y (7.17) en (7.14), obteniendo

−
(

1− e−φ

φ

)
∧ δφ = δxaPa +

1

2
δφabZab + δθaZa +

1

4

(
xaδxb − xbδxa

)
Zab

+
1

2

(
φabδxb − xbδφab

)
Za +

1

3!

(
xbδxa − xaδxb

)
xbZa.

y por lo tanto la expresión completa satisface

−εaPa −
1

2
εabZab − ρaZa +

1

2

(
εaxb − εbxa

)
Zab +

(
εabxb − φabεb

)
Za

−1

2
(xcεaxc − xcεcxa)Za +

1

2

(
φa cε

cdxd − φa cφcdεd
)
Za

+δxaPa +
1

2
δφabZab + δθaZa +

1

4

(
xaδxb − xbδxa

)
Zab

+
1

2

(
φabδxb − δφabxb

)
Za +

1

6
(xcδxaxc − xcδxcxa)Za

= 0,

permitiendo definir las siguientes traslaciones asociadas a los generadores Pa, Zab y

Za en el espacio B5/Lorentz:

δxa = εa,

δφab = εab − 1

2

(
εaxb − εbxa

)
, εab + εba = 0,

δθa = ρa +
1

2

(
φabεb − εabxb

)
− 1

2
φa c

(
εcdxd − φcdεd

)
+

1

12
xc (εaxc − εcxa) .

Ahora bien, puesto que el grupo de Lorentz es el subgrupo de estabilidad asociado a

la realización no lineal del grupo B5, es directo verificar que transforma linealmente

bajo éste. Aśı

δxa = λa bx
b, δφab = λ[a

cφ
cb], δθa = λa bθ

b, λab + λba = 0.

Por último, debido a que las campos fa y fab se postularon covariantes bajo el grupo

de Lorentz

δfab = λ c
[a fcb], δfa = λ b

a fb.
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7.3.2. Cargas de Noether y la Realización del Álgebra

Calculando ahora las cargas conservadas

−P =
∂L

∂ẋa
δεax

a +
1

2

∂L

∂φ̇ab
δεaφ

ab +
∂L

∂θ̇a
δεaθ

a

= paε
a +

1

2
pab

(
−1

2

(
εaxb − εbxa

))
+ fa

(
1

2
φabεb +

1

2
φa cφ

c
aε
a +

1

12
xcε

axc − 1

12
xcε

cxa
)

= εa
(
pa −

1

2
pabx

b +
1

2

[
fbφ

b
a + fbφ

b
cφ

c
a +

1

6

(
fax

2 − fcxaxc
)])

−Z =
∂L

∂ẋa
δεabx

a +
1

2

∂L

∂φ̇ab
δεabφ

ab +
∂L

∂θ̇a
δεabθ

a

1

2
εab
[
pab − faxb − fcφc axb

]
−J =

∂L

∂ẋa
δλabx

a +
1

2

∂L

∂φ̇ab
δλabφ

ab +
∂L

∂θ̇a
δλabθ

a

=
1

2
λab
(
p[ax b] + p[acφ

c
b] + f[a θ b]

)
−Z̄ =

∂L

∂ẋa
δρax

a +
1

2

∂L

∂φ̇ab
δρaφ

ab +
∂L

∂θ̇a
δρaθ

a

= faρ
a

es posible verificar que se satisfacen las corrientes de Noether

Pa = −
{
pa −

1

2
pabx

b +
1

2

[
fbφ

b
a + fbφ

b
cφ

c
a +

1

6

(
fax

2 − fcxaxc
)]}

Jab = −
{
f[a θ b] + p[ax b] + p[acφ

c
b]

}
Zab = −

{
pab − faxb − fcφc axb

}
Za = −fa

Realizando aśı el álgebra B5
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Caṕıtulo 8

Fundamentos de la Relatividad

General

En este caṕıtulo detallaremos los aspectos escenciales de la Teoŕıa General de la

Relatividad, recalcando tanto en su formulación de Palatini como de Cartán. Aśı, el

objetivo de este caṕıtulo consiste en sentar los fundamentos necesarios para construir

acciones invariantes bajo Poincaré, Maxwell y AdSL4, incorporando los parámetros

de cada álgebra y la constante fundamental G, que servirán como referentes para

los caṕıtulos posteriores. Paralelamente, considerando que que la álgebra de Max-

well constituye una extensión central del álgebra de Poincaré, del mismo modo que el

álgebra AdSL4 lo es de AdS y el álgebra de Poincare constituye una contracción tipo

Inönü-Wigner/S-expansión del álgebra AdS, como Maxwell lo es del álgebra AdSL4;

es de esperarse que las diferentes acciones gravitacionales invariantes que se constru-

yan, se puedan obtener a partir de un ĺımite apropiado, permitiendo adicionalmente

su estudio desde un enfoque no relativista.

8.1. Relatividad General: Fundamentos

La Relatividad General es una teoŕıa que explica el origen de la interacción

gravitacional y su fenomenoloǵıa en términos de la geometŕıa asociada a una entidad

dinámica conocida como el espaciotiempo. La idea de un espaciotiempo se funda-

menta a través de un principio f́ısico clave: El principio de equivalencia. Este

71
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principio afirma que sobre cada punto del espaciotiempo es posible fijar un sistema

de referencia local lorentziano, en el cual los postulados de la Relatividad Especial son

válidos. De esta forma, representando a cada sistema de referencia local por una carta

coordenada (xa, Ua) donde xa son las coordenadas definidas en Ua, el espaciotiempo

constituye una Variedad Diferenciable. Aśı, para cada punto del espaciotiempo

existe un abierto Ua y un homeomorfismo xa diferenciable que mapea a cada punto

p ∈ Ua al Espacio-tiempo de Minkowski. Despues de introducir estos conceptos,

la concepción del espaciotiempo es clara; por muy intrincado que sea el espaciotiem-

po, siempre será posible identificar una carta coordenada a cada punto de la variedad

y mapearla al espacio-tiempo de Minkwoski.

Por otra parte, la geometŕıa del espaciotiempo se define en términos de las trans-

formaciones entre abiertos, o transformaciones entre coordenadas. El postulado que

gobierna la geometŕıa es el principio de covariancia de la f́ısica: Todas las cantida-

des definidas en términos del espaciotiempo deben ser covariantes o transformar de

acuerdo al grupo de las transformaciones generales de coordenadas. Aśı es posible

definir un tensor T de rango
(
n
p

)
en una base {∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µn ⊗ dxν1 · · · dxνp} como

un objeto matemático, cuyas componentes transforman de acuerdo a

T̄ µ1···µn ν1···νp(p) =
∂x̄µ1

∂xλ1
· · · ∂x̄

µn

∂xλn
∂xρ1

∂x̄ν1
· · · ∂x

ρp

∂x̄νp
T λ1···λn ρ1···ρp(p),

siendo {∂µ} la base del espacio tangente y {∂ν} la base del espacio cotangente, ámbas

definidas sobre un punto del espaciotiempo.

En la geometŕıa de Riemman, las propiedades métricas quedan completamente de-

terminadas por un tensor gµν de rango
(

0
2

)
llamado tensor métrico y definido por

gµν(p) = ∂µ(p) · ∂ν(p).

Este tensor constituye el campo dinámico que la Teoŕıa General de la Relatividad

postula, de modo que la dinámica del espaciotiempo Nótese que gµν es simétrico

en sus ı́ndices inferiores, de modo que de las 16 grados de libertad originales solo

sobreviven 10, de los cuales, en un sistema de referencia local Lorenziano, 4 se asocian

a Traslaciones (ea) y 6 se asocian a Transformaciones de Lorentz (ωab).
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8.2. Relatividad General: Formulación de Palatini

Consideremos un vector contravariante V µ definido en un punto Q con coorde-

nadas x + δx, cerca de un punto P con coordenadas x. Aśı, con el fin de comparar

V µ definido en P con el definido en Q, resulta necesario definir una operación tal

que al actuar sobre el vector V µ, lo transporte de Q a P conservando su orientación,

puesto que tanto V µ(x+ δx) como V µ(x) pertenecen a espacios tangentes distintos.

Un anzsat apropiado seŕıa una perturbación lineal definida por

V µ
|| (x+ δx, x) = V µ(x+ δx) + Γµ vλ(x+ δx)V λ(x+ δx)δxν

≈ 1V (x+ δx) + Γµ vλ(x)V λ(x)δxν

de modo que al compararlos

V µ
|| (x+ δx, x)− V µ(x) = V µ(x+ δx) + Γµ vλ(x)V λ(x)δxν − V µ(x)

= [∂νV
µ(x) + Γµ vλ(x)V λ(x)]δxν

≡ ∇νV
µδxν

definiendo aśı la Derivada Covariante de un vector contravariante V µ por

∇νV
µ(x) = ∂νV

µ(x) + Γµvλ(x)V λ(x).

Lo que permite definir a ∇νV
µ como un tensor de rango

(
1
1

)
, modificando las propie-

dades de transformación de Γµvλ(x). De esta forma, es posible denotar a este objeto

matemático por conexión af́ın, el cual debe transformar de acuerdo a la siguiente ley

Γ̄µvλ(x) =
∂x̄µ

∂xα
∂xβ

∂x̄ν
∂xγ

∂x̄λ
Γαβγ −

∂xβ

∂x̄ν
∂xγ

∂x̄λ
∂2x̄µ

∂xβ∂xγ
.

Nótemos que esta propiedad no depende de la métrica, de modo que existen dos

cantidades que en un principio pueden ser independientes: la métrica y la conexión

(formalismo de primer orden); sin embargo el hecho de postular a gµν como el úni-

co campo dinámico de la teoŕıa, significa que las cantidades Γµνλ deben depender

únicamente del tensor métrico gµν o sus derivadas (formalismo de segundo orden).

Esto implica que la conexión af́ın debe ser simétrica en sus dos ı́ndices covariantes
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Γµ νλ = Γµ λν , de modo que el tensor de torsión definido por

T µνλ = Γµ νλ − Γµ λν ≡ 0 (8.1)

se anula en todo punto. Aśı, los grados de libertad existentes Γµ νλ se pueden escribir

en términos de la métrica gµν (ó ωab en términos de ea). Bajo estas consideraciones

la conexión af́ın adopta la siguiente forma funcional

Γµ νλ =
1

2
gµσ(∂νgλσ + ∂λgνσ − ∂σgvλ)

cuyas componentes corresponden a los śımbolos de Christoffel de segunda clase.

Consideremos ahora cuatro puntos P , Q, R y S con coordenadas xµ, xµ + dxµ1 ,

xµ + dxµ1 + dxµ2 y xµ + dxµ2 respectivamente. Sea V µ un vector contravariante, el cual

transportaremos a lo largo de PQR y PSR comparando sus valores, aśı sobre PQR

V µ
PQR(R) = V µ(Q) + Γµ λν(Q)V λ(Q)dxν2

= V µ(P ) + Γµ λν(P )V λ(P )dxν1

+Γµ λν(Q)
(
V λ(P ) + Γλ αβ(P )V α(P )dxβ1

)
dxν2

= V µ(P ) + Γµ λν(P )V ν(P )dxλ1 + Γµ λν(Q)V λ(P )dxν2

+Γµ λν(Q)Γλ αβ(P )V α(P )dxβ1dx
ν
2

donde al considerar que

Γµλν(Q) = Γµ λν(x
µ + dxµ1) = Γµ λν(x) + ∂αΓµ λν(x)dxα1 = Γµ λν(P ) + ∂αΓµ λν(P )dxα1
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y sustituyendo en

V µ(R) = V µ(P ) + Γµ λν(P )V λ(P )dxν1 + (Γµ λν(P ) + ∂αΓµ λν(P )dxα1 )V λ(P )dxν2

+ (Γµ λν(P ) + ∂αΓµ λν(P )dxα1 ) Γλ αβ(P )V α(P )dxβ1dx
ν
2

= V µ(P ) + Γµ λν(P )V λ(P )dxν1 + Γµ λν(P )V λ(P )dxν2

+∂αΓµ λν(P )V λ(P )dxα1dx
ν
2 + Γµ λν(P )Γλ αβ(P )V α(P )dxβ1dx

ν
2

= V µ + Γµ λνV
λdxν1 + Γµ λνV

λdxν2

+
(
∂βΓµ αν + Γµ λνΓ

λ
αβ

)
V αdxβ1dx

ν
2

Del mismo modo, sobre PSR

V µ
PSR(R) = V µ(P ) + Γµ λν(P )V λ(P )dxν2 + Γµ λν(P )V λ(P )dxν1

+∂αΓµ λν(P )V λ(P )dxα2dx
ν
1 + Γµ λν(P )Γλ αβ(P )V α(P )dxβ2dx

ν
1

= V µ + Γµ λνV
λdxν2 + Γµ λνV

λdxν1

+
(
∂νΓ

µ
αβ + Γµ λβΓλ αν

)
V αdxν2dx

β
1

Aśı al calcular la diferencia entre ámbas

V µ
PQR − V

µ
PSR =

(
∂βΓµ αν + ΓµλνΓ

λ
αβ − ∂νΓ

µ
αβ − Γµ λβΓλ αν

)
V αdxν2dx

β
1

=
(
∂βΓµ να − ∂νΓ

µ
βα + Γλ βαΓµ λν − Γλ ανΓ

µ
βλ

)
V αdxν2dx

β
1

= Rµ
ναβV

αdxν2dx
β
1

se puede observar que V µ donde Rµ
ναβ es el tensor de Riemman de primera clase

definido por

Rµ
ναβ = ∂βΓµ να − ∂νΓ

µ
βα + Γλ βαΓµ λν − Γλ ανΓ

µ
βλ (8.2)

Esto implica que el transporte paralelo es una cantidad que depende exclusivamente

de la curva escogida, es por ello que al considerar el conmutador entre las derivadas
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covariantes (el cual es no nulo) es posible construir tensores más generales, en efecto

[∇µ,∇ν ]V
λ = ∇µ∇νV

λ −∇ν∇µV
λ

= ∇µ

(
∂νV

λ + Γλ νρV
ρ
)
−∇µ

(
∂νV

λ + Γλ νρV
ρ
)

= ∂[µ∂ν]V
λ + Γλ [νρ

(
∂µ]V

ρ
)

+ Γλ [µγ

(
∂ν]V

γ
)
− Γγ [µν]

(
∂γV

λ
)

+
(
∂[µΓλ ν]ρ + Γλ [µγΓ

γ
ν]ρ − Γγ [µν]Γ

λ
γρ

)
V ρ

=
(
∂[µΓλ ν]ρ + Γλ [µγΓ

γ
ν]ρ

)
V ρ − Γγ [µν]

(
∂γV

λ + Γλ γρV
ρ
)

= Rλ
νµρV

ρ − T γ µν∇γV
ρ

donde Rλ
νµρ es el tensor de Riemman de primera clase (8.2) y T γ µν es el tensor de

torsión (8.1). Una vez definidos los tensores Rλ
νµρ y T γ µν asociados a los grados de

libertad Γµ νλ y gµν respectivamente (los cuales son linealmente dependientes entre

si), resulta importante preguntarse si estos tensores entregan nueva información al

operar la derivada covariante sobre ellos, nótese que al imponer el v́ınculo T γ µν = 0

no se tiene nueva información al operar la derivada covariante sobre T γ µν , por lo

tanto operando la derivada covariante sobre Rλ
νµρ se satisface

∇[γR
λ
νµρ] = 0 (8.3)

identidad conocida como la Identidad de Bianchi. Finalmente, al considerar que

los únicos tensores (no nulos) de la teoŕıa son gµν y Rλ
νµρ es posible construir

contracciones del tensor Rλ
νµρ como el tensor Rλ

νλρ = Rνρ conocido como Tensor

de Ricci y por consiguiente el escalar R = gνρRνρ conocido como Escalar de Ricci

ó Escalar de Curvatura, postulando aśı la acción de Einstein-Hilbert por

SE−H =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR (8.4)

donde g es el determinante de la métrica y la constante 1/16πG se ajusta a partir

del ĺımite nor relativista.
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8.3. Relatividad General: Formulación de Cartán:

Aunque el formalismo de Palatini fue aquel con el que originalmente se concibió la

Relatividad General, existe un formalismo alternativo descubierto por Èlite Cartan

que promueve la noción de localidad e independencia entre la estructura métrica y

af́ın del espaciotiempo, manteniendo la noción de una cantidad invariante bajo trans-

formaciones locales de Lorentz. La estructura métrica del espaciotiempo se define,

en términos de cualquier sistema coordenado, por la métrica gµν . En particular, con-

siderando que para cada punto P siempre puede escogerse un conjunto de vectores

base {ea} que sean ortogonales entre si (a diferencia de ∂µ) , se satisface

ea · eb = e µ
a e ν

b gµν = ηab (8.5)

donde ηab = diag(−1,+1,+1,+1) es la métrica de Minkwoski. Las cantidades {e µ
a }

corresponden a las componentes de la matriz cambio de base de {∂µ} a {ea} de

modo que ea = e µ
a ∂µ. Luego como un cambio de coordenadas debe ser una aplica-

ción biyectiva, la inversa de la matriz cambio de base debe ser invertible. Aśı, las

componentes ea µ definidas sobre {dxµ} tal que ea = ea µdx
µ deben satisfacer

ea µe
µ
b = δab , ea νe

µ
a = δµν

siendo posible expresar la gµνen términos de las componentes eaµ por

gµν = ea µe
b
νηab. (8.6)

Bajo estas consideraciones, se define el vielbein ea asociado a la métrica gµν por

ea = ea µdx
µ cuyas componentes ea µ y las componentes inversas e µ

a satisfacen las

ecuaciones (8.6) y (8.5) respectivamente. Una propiedad importante del vielbein, que

se deduce de la definición, es la no-unicidad que existe en su elección, puesto que si

se hace una elección ēa tal que

ēa = Λa
be
b (8.7)
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al sustituir en (8.7) se satisface

Λa
cΛ

b
dηab = ηcd

existendo infinitas elecciones para una métrica gµν . Adicionalmente se observa, de

(8.7), que ea transforma como un vector de Lorentz y como una 1-forma bajo trans-

formaciones generales de coordenadas.

Por otra parte, la estructura af́ın del espaciotiempo nace de la construcción de un

operador diferencial D = dxµDµ que permita construir tensores locales de Lorentz

en su operación sobre tensores locales de Lorentz. Cláramente d = dxµ∂µ no es un

operador diferencial apropiado puesto que al actuar sobre (8.7)

dēa = Λa
bde

b + dΛa
be
b

el cual no transforma como un 1-vector de Lorentz, debido al término inhomogeneo

−ωa beb = dΛa
be
b. De aqúı es posible corregir el operador d de modo que la condición

pedida sea satisfecha, definiendo para ello el operador

Dea = dea + ωa be
b,

siendo ωab una 2-forma bajo transformaciones generales de coordenadas, que de-

berá corregir la inhomogeneidad del operador d. Luego, al imponer

Dēa = Λa
bDe

b,

ωab deberá transformar de acuerdo a la siguiente ley

ω̄a b = Λa
cΛ

d
b ωcd − Λ c

b dΛa
c,

definiendo, bajo esta ley de transformación, a ωab como una conexión, denominada

conexión de sṕın y a D como el operador Derivada Covariante. Finalmente

imponiendo que el operador D, al actuar sobre un vector V , debe ser consistente con



Caṕıtulo 8. Fundamentos de la Relatividad General 79

aquel definido en el formalismo de Palatini ∇, debe imponerse la siguiente igualdad

DV = ∇V,

de modo que para DV se satisface

DV =
(
∂µV

a + ωa bµV
b
)
dxµ ⊗ ea =

(
V ν∂µe

a
ν + ∂µV

ν + ωa bµe
b
νV

ν
)
dxµ ⊗ ∂ν ,

mientras que para ∇V

∇V =
(
∂µV

ν + Γν µλV
λ
)
dxµ ⊗ ∂ν ,

donde al reetiquetar los ı́ndices de manera apropiada

∂µV
ν + Γν µλV

λ = V ν∂µe
a
ν + ∂µV

ν + ωa bµe
b
νV

ν = V λ∂µe
a
λ + ∂µV

ν + ωa bµe
b
λV

λ,

se verifica la siguiente condición

Dµea λ = ∂µe
a
λ − Γν µλ + ωa bµe

b
λ = 0. (8.8)

conocida como el Postulado del Vielbein. Ahora bien, equipados con la derivada

covariante D y las 1-formas ea y ωab resulta posible construir cantidades covariantes

bajo transformaciones locales de Lorentz, aplicando de manera sucesiva D sobre ea.

8.3.1. Torsión y Curvatura

Al operar la derivada covariante D, de manera sucesiva sobre el vielbein, se

satisface

Dea = dea + ωa be
b

D2ea = D (dea) +D
(
ωa be

b
)

= d (dea) + ωa b
(
deb
)

+ (Dωa b) e
b − ωa bDeb

=
(
d2ea + ωa bde

b
)

+ (dωa b + ωa cω
c
b − ωc bωa c) eb − ωa b

(
deb + ωb ce

c
)

= Ra
be
b
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donde se definen las 2-formas, Torsión y Curvatura por

T a = Dea (8.9)

Rab = dωa b + ωa cω
cb (8.10)

Al aplicar nuevamente la derivada covariantes sobre estas 2-formas

DT a = D (Dea) = Ra
be
b (8.11)

DRab = 0 (8.12)

Identidades conocidas en la literatura (véase [17]) como Identidades de Bianchi.

De las identidades de Bianchi es claro que al operar sucesivamente la derivada cova-

riante sobre Rab y T a se obtienen las mismas 2-formas de manera ćıclica, siendo las

únicas que se pueden construir mediante derivaciones sucesiva sobre el vielbein ea.

Expresando estas 2-formas en término de sus componentes

T a =
1

2
T a µνdx

µ ∧ dxν

Rab =
1

2
Rab

µνdx
µ ∧ dxν

se satisfacen las siguientes relaciones

T a µν = ωa µν − ωa νµ
Rab = ∂νω

a
µ − ∂µωa ν + ωa µω

µb − ωa νωνb

donde al fijar T a = 0, ωab dependeŕıa de ea y por lo tanto toda la información tanto

métrica como af́ın dependeŕıa del tensor métrico, fijandose la conexión af́ın por los

śımbolos de Christoffel Γµ νλ.

8.3.2. Acción Invariante Bajo el Grupo de Poincaré

Ahora bien, equipados con los tensores Ra y T a es posible postular una acción

invariante localmente bajo el grupo de Lorentz, mediante los tensores invariantes de
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Poincaré ηab y εabcd. La equivalente a la de Einstein-Hilbert satisface

S =
1

64πG

∫
εabcdR

abeced

donde la acción S corresponde a una 4-forma. Veamos ahora las propiedades de esta

acción al aplicar por un lado el operador variacional y las simetŕıas asociadas al

grupo de Poincaré. Realizando la variación se satisface

δS =
1

64πG

∫
εabcdδR

abeced + εabcdR
abδeced + εabcdR

abecδed

=
1

64πG

∫
εabcdδR

abeced + 2εabcdR
abecδed (8.13)

donde se verifica

δRab = δ
(
dωab + ωa cω

cb
)

= δdωab + δωa cω
cb + ωa cδω

cb

= dδωab + δωacω b
c + ωa cδω

cb

= dδωab + ωb cδω
ac + ωa cδω

cb

= D
(
δωab

)
(8.14)

de modo que al sustituir (8.14) en (8.13)

δS =
1

64πG

∫
εabcdD

(
ωab
)
eced + 2εabcdR

abecδed,

=
1

64πG

{∫
d
(
εabcdδω

abeced
)

+ 2

∫
εabcdT

cedδωab +

∫
εabcdR

abecδed
}

donde el primer término corresponde a un término de borde que puede ser anulado

imponiendo que δωab se anule en la frontera del espacio tiempo (Condición de Di-

richlet) ó que el espaciotiempo no tenga borde (Condición de Neumann), mientras

que del segundo y el tercero surgen las ecuaciones de campo, al considerar δea y δωab
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linealmente independientes, por

εabcdT
aeb = 0

εabcdR
abec = 0

Nótese que la primera ecuación satisface

εabcdT
aebδωcd = −

(
T µµβδ

βδ
λρ − T

µ
λβδ

βδ
µρ + T µρβδ

βδ
µλ

)√
−ge λ

c e ρ
d [δω]cd δ d

4x

= 0

donde se verifica que T λλν = 0, de modo que T µνλ = 0. Esto permite expresar al

vielbein ea en términos de la conexión de spin a través de la ecuación

T a = dea + ωa be
b = 0.



Caṕıtulo 9

La escala microscópica del

espaciotiempo como el origen de la

constante gravitacional

En este caṕıtulo expondremos las ideas principales detalladas en [7] y sus obser-

vaciones con el fin de aplicar comparaciones entre el álgebra B4 AdSL4. La velocidad

de la luz (c), la constante de planck (~) y la constante gravitacional (G) proveen un

conjunto de números con dimensiones de longitud, masa y tiempo, de modo que

cada unidad de longitud, masa y tiempo puede ser expresada en término de estos

números, sin embargo la constante gravitacional a diferencia de de las otras dos se

encuentra atada a una teoŕıa dinámica particular lo cual resulta insatisfactorio en

muchos aspectos. La escala de longitud que G determina es la longitud de Plack,

aproximadamente 10−33 cm, siendo esta escala en la que se vuelven importantes las

correciones introducidas por la gravedad cuántica, sin embargo estas correciones son

infinitas y no pueden ser removidas mediante el proceso de renormalización. Esto

nos dice que la solución a este problema no se alcanzará a menos que haya un en-

tendimiento detallado del origen de la constante gravitacional.

Con el fin de sortear esta dificultad, reemplazaremos el grupo de simetŕıas loca-

les que describe el grupo de Poincaré, por las del grupo De-Sitter y consideraremos

el parámetro ` proporcional a la longitud de Planck. Supongamos que un 4-vector
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se transporta alrededor de una curva cerrada con dimensiones de la longitud de

Planck, luego como el parámetro ` → ∞, el conmutador asociado a las traslaciones

es muy grande y por énde el 4-vector rotará significativamente alrededor de un eje

perpendicular a la curva. Supongamos ahora que un 4-vector de Lorentz se trans-

porta alrededor de una curva cerrada con dimensiones de una part́ıcula elemental,

esto es 10−13cm, de modo que el cuociente entre esta cantidad y ` es 1020, el 4-vector

debe ser transportado 1020 veces sobre una curva cerrada del orden de la longitud de

Planck, de modo que si la dirección del 4-vector depende del camino escogido, existen

1020 caminos indistingibles, pero muy diferentes para que el 4-vector sea transporta-

do, aśı la contribución neta es nula. En otras palabras el conmutador se abelianiza a

medida que la escala se hace más grande y no lo hace mientras se hace más pequeño,

lo que justifica esta elección del grupo.

9.1. Acción invariante bajo el grupo dS

Sea A una conexión definida sobre el grupo dS

A =
1

`
eaPa +

1

2
ωabJab

donde TA = {Pa, Jab} son los generadores asociados al álgebra del grupo SO (D − 1, D − 2),

siendo D la dimensión del espaciotiempo y el parámetro ` uno que se introduce con

la idea de dejar a los campos de gauge adimensionales. Calculando su 2−forma cur-

vatura F = dA+ A ∧ A

F = −1

`
T aPa +

1

2

(
Rab − 1

`2
eaeb

)
Jab (9.1)

donde

T a = dea + ωa be
b,

Rab = dωab + ωa cω
cb.
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Luego, si definimos Ja5 = Pa

Ca5 = −2

`
T a, (9.2)

Cab = Rab − 1

`2
eaeb, (9.3)

es posible definir la 2−forma curvatura por

F =
1

2
Ca5Ja5 +

1

2
CabJab =

1

2
CIJJIJ (9.4)

Aśı es posible postular la acción tipo Yang-Mills

S = −1

4

∫
d4x|e| ηACηBDgµλgνρCABµνCCDλρ

=

∫
d4x
√
−g

{
− 6

`4
+

1

`2
R +

1

`2
SµνaS

µνa − 1

4
RµνabRµνab

}
(9.5)

con −
√
−g = det(e) = |e| y ηAB = diag(+,−,−,−,+). Es directo verificar que

al imponer que ea sea el vielbein asociado al grupo de Poincaré al tomar un ĺımi-

te apropiado, cada término por separado construye una acción de Einstein-Hilbert

con constante cosmológica negativa más dos invariante topológicos, sin embargo, al

comparar con (8.4), dicha elección solo se cumple para

`2 = 16πG. (9.6)

El resultado descrito en (9.6) constituye un link entre la constante gravitacional y el

parámetro del grupo, el cual surge de las simetŕıas asociadas al espaciotiempo, sin

necesidad de invocar a una teoŕıa dinámica de la gravitación. Por último, el factor

numérico 16π proviene de haber fijado el factor original de la acción 1
4
, el cuál puede

ser modificado con tal de que coincida con el valor exacto.

Nótese que la acción (9.5) es invariante bajo las transformaciones de gauge defi-

nidas sobre los campos ea y ωab asociadas al álgebra dS, lo que conlleva a suponer

educadamente que bajo un cierto ĺımite ea debe corresponde al vielbein definido para

el grupo de Poincaré. Esta dificultad puede ser eliminada, permitiendo que la acción
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no sea invariante bajo las respectivas transformaciones de gauge, postulando una

acción mediante las componentes TA de la 2-forma curvatura (9.4) y una elección

apropiada de los tensores invariantes [19] por

S = 2

∫
εabcd

1

4
CabCcd

=

∫
− 1

2`2
εabcdR

abeced + εabcdRabRcd −
1

l4
eaebeced (9.7)

se observa que igual es posible mantener la igualdad (9.6) al contraer el grupo dS al

grupo de Poincaré.



Caṕıtulo 10

Las constantes de acoplamiento

entre el álgebra de Maxwell y la

álgebra AdSL4

De la misma manera en la que la constante gravitacional se independiza de la

teoŕıa dinámica que describe la interacción gravitacional, sustituyendo para ello el

grupo de Poincaré por el grupo dS, resultaŕıa instructivo ver que ocurriŕıa con las

constantes de acoplamiento, al comparar, cuando se fija el grupo de Maxwell como

background y se sustituye por el grupo AdSL4; de la misma manera en la que se

argumenta en [7].

10.1. Acción Invariante Bajo El Grupo de Max-

well

Sea ahora el grupo B4, cuya álgebra se encuentra definida por (3.37)-(3.42). Luego

definiendo una conexión A asociada a esta álgebra por

A =
1

`
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2q`2
kabZab

de modo que TA = {Pa, Jab, Zab} corresponden a los generadores asociados a B4

y los parámetros ` y e, en unidades de longitud y adimensional respectivamente, se
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colocan con el fin de adimensionalizar los campos de gauge. Calculando la 2−forma

curvatura.

F =
1

`
TαPa +

1

2
RabJab +

1

2

(
1

q`2
Bab − 1

`2
eaeb

)
Zab (10.1)

Ahora bien, considerando que la acción más simple que se puede construir mediante

la elección de (10.1) y , 〈JabJcd〉 = εabcd y 〈ZabJcd〉 = εabcd

S = −1

4

∫
εabcd

[
1

q`2

(
Bab − qeaeb

)
∧Rcd

]
+

1

4
εabcdR

ab ∧Rcd

=

∫
− 1

4q`2
εabcdB

abRcd +
1

4`2
εabcdR

abeced − 1

4
εabcdR

abRcd. (10.2)

con Bab = Dωk
ab, T a = Dωe

a y Rab = Rab = dωab + ωa cω
cd. Donde se tienen dos

invariantes topológicos y un término proporcional a la acción de Einstein-Cartán.

Una conclusión nueva que puede deducirse de (10.2), corresponde a que la cons-

tante gravitacional no necesariamente puede encuentrarse atada al grupo AdS, sino

que a otros grupos como lo es el grupo de Maxwell, al comparar esta acción con la

de Einstein-Cartán. Esto indica que la constante gravitacional se podŕıa encontrar

relacionada con los grupos S-expandidos del álgebra AdS.

10.2. Acción invariante Bajo El Grupo AdSL4

Sea ahora el grupo AdSL4, cuya álgebra se encuentra definida por

[Pa, Pb] = Zab,

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb,

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac,

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac,

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac,

[Zab, Pc, ] = ηbcPa − ηacPb, .
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Luego considerando una conexión A asociada a esta álgebra, definida por

A =
1

`
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2β`2
kabZab

de modo que TA = {Pa, Jab, Zab} corresponden a los generadores y ` y β son paráme-

tros con unidades de longitud y adimensional respectivamente con el fin de adimen-

sionalizar los campos de gauge. Calculando su 2−forma curvatura

F =
1

`
T a +

1

2
ωabJab +

1

2

{
1

β`2

(
Bab − 1

β`2
ka ck

cb

)
− 1

`2
eaeb

}
Zab

se satisface la siguiente acción (10.1), al considerar , 〈JabJcd〉 = εabcd y 〈ZabJcd〉 = εabcd

S = −1

4

∫
εabcd

{
1

β`2

(
Bab − βeaeb

)
− 1

β2`4
ka mk

mb

}
∧Rcd + εabcdR

ab ∧Rcd

= −
∫

1

4β`2
εabcdR

abBcd − 1

4`2
εabcdR

abeced − 1

4β2`4
εabcdR

abkc mk
md +

1

4
εabcdR

abRcd

=

∫
− 1

4β`2
εabcdR

abBcd +
1

4`2
εabcdR

abeced +
1

4β2`4
εabcdR

abkc mk
md

−1

4
εabcdR

abRcd (10.3)

Donde se tiene un término proporcional a la acción de Einstein-Cartán y otro pro-

porcional a (10.2).

10.2.1. Comentarios Adicionales

A partir de este punto, existe un trabajo en desarrollo que tiene como objetivo

relacionar las constantes e, `, β y G con la constante β. Para ello, una posibilidad

consiste en acoplar el campo de Dirac en el lagrangiano invariante bajo Maxwell

y AdSL4 respectivamente una comparación entre ámbos, de modo que bajo cierto

ĺımite el lagrangiano invariante de Maxwell sea análogo al lagrangiano invariante

bajo AdSL4.



Caṕıtulo 11

Conclusiones y Proyecciones

En esta tesis se han tratado dos nuevos aspectos fundamentales. El primero tiene

que ver con una descripción detallada de la part́ıcula libre en el álgebra de Poin-

caré generalizada B5, lo cual constituye un resultado nuevo. La forma en la que una

nueva interacción surge a partir de esta álgebra descrita por fa, sugiere que posibles

efectos como la enerǵıa oscura que se describen en término de fuerzas, sean efectos

que surgen al considerar otro grupo de simetŕıas y no el grupo de Poincaré como

background local.

El segundo aspecto que se ha tratado, tiene que ver con un trabajo futuro que busca

relacionar las constantes e, β, ` y G asociadas al álgebra de Maxwell y AdSL4. Al su-

gerir la inclusión del campo de Dirac en ámbas acciones, nos seŕıa posible asignarle un

significado f́ısico a alguno de los parámetros descritos y por lo tanto relacionar estas

constantes con las simetŕıas que construyen estas teoŕıas gravitacionales alternativas.

A modo de extensión del resultado nuevo presentado, resultaŕıa interesante e ins-

tructivo construir las representaciones de estos grupos con el fin de definir el estado

de la 1-part́ıcula (One-Particle State). Esto tiene consecuencias en la formulación

de una teoŕıa de campos basada en un background definido por las simetŕıas de los

grupos B4 y B5.
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Apéndice A

El grupo de Poincaré

El conjunto de simetŕıas asociadas a la relatividad especial, son caracterizadas

por el grupo de Poincaré P , las cuales se componen por una suma directa entre las

transformaciones de Lorentz y las traslaciones, constituyendo dos subgrupos respec-

tivamente. Sea Λa
b una transformación de Lorentz y aa una traslación tal que al

realizar una composición entre una transformación de Lorentz y una traslación

x′a = Λxb + aa

donde al aplicarla dos veces sucesivas

x′′a = Λa
2 bΛ

b
1 cx

c + Λa
2 ca

c
1 + aa2 (A.1)

es posible definir un elemento del grupo por (Λ, a) y su producto por

(Λ2, a2) · (Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2). (A.2)

Usando este producto y una representación fiel de (Λ, a) es posible determinar el

álgebra de Lie definida sobre el espacio tangente para cada elemento perteneciente

a este grupo: El álgebra de Poincaré. Las relaciones de conmutación de este grupo
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satisfacen

[P a, P b] = 0 (A.3)

[Jab, P c] = ηbcP a − ηacP b (A.4)

[Jab, J cd] = ηcbJad − ηcaJ bd + ηbdJ ca − ηdaJ cb. (A.5)

Para esta álgebra existen dos operadores cuadráticos de casimir, el operador de masa

C1 = PaP
a. (A.6)

y el operador de spin

C2 = WaW
a. (A.7)

que se construye a partir del vector de Pauli-Ljubanski

Wa = εabcdP
bJ cd. (A.8)



Apéndice B

El grupo (Anti-)de Sitter

El grupo (A)dS G = SO(D− 2, 2) se constituye por el conjunto de las rotaciones

en un espacio D dimensional con métrica ηAB = (−,+, · · · ,+,−) y A,B = 1, . . . , D.

El álgebra asociada a este grupo satisface las siguentes relaciones de conmutación

[JAB, JCD] = ηCBJAD − ηCAJBD + ηBDJCA − ηDAJCB. (B.1)

Para poder hacer una comparación expĺıcita entre el álgebra asociada al grupo de

Poincaré y esta álgebra, es necesario reescalar los generadores asociados al coseto

G/SO(3, 1) mediante un parámetro ` con unidades de longitud. Desdoblando estos

generadores en Jab con a, b = 1, D − 1 y JaD = `P a se satisface

[P a, P b] =
1

`2
Jab, (B.2)

[Jab, P c] = ηbcP a − ηacP b, (B.3)

[Jab, J cd] = ηcbJad − ηcaJ bd + ηbdJ ca − ηdaJ cb. (B.4)

Siendo esta forma del álgebra que ocuparemos en detalle, notemos por último que

si `→∞, se restaura el álgebra de Poincaré, proceso conocido como contracción de

Inonü-Wigner. Una representación para el grupo Anti-de Sitter es constituido por

las matrices gamma Γa, las cuales satisfacen un álgebra de Clifford embebida en la

métrica ηab = (−,+,+,+)

{Γa,Γb} = 2ηab. (B.5)
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En particular, definiendo Γab = 1
2
[Γa,Γb] y (B.5) se satisfacen las siguientes reglas de

conmutación

[Γa,Γb] = 2Γab (B.6)

[Γab,Γc] = 2(ηbcP a − ηacP b) (B.7)

[Γab,Γc] = 2(ηcbJad − ηcaJ bd + ηbdJ ca − ηdaJ cb) (B.8)

de modo que `Γa/2 y Γab/2 constituyen una representación de P a y Jab respectiva-

mente.



Apéndice C

Métrica de Killing-Cartán

Sea g un álgebra de Lie semisimple, definida en termino de sus generadores {TA}
y sus constantes de estructura C C

AB . A partir de aqúı es posible definir la métrica

de Killing-Cartán por

gAB = C C
AD C D

BC (C.1)

Luego considerando que C C
AB corresponde a la representación adjunta de TA en

función de TB, es decir

RTB(TA)CD = C C
AD (C.2)

se satisface

gAB = C C
AD C D

BC = RTD(TA)CDRTC (TB)DC = Tr [RTD(TA)RTC (TB)] , (C.3)

luego, considerando que la traza es una cantidad que no depende de la representación

ocupada, la metrica de Killing-Cartán satisface

gAB = Tr [R(TA)R(TB)] . (C.4)

Por otra parte, como el álgebra g es semisimple det(mαβ) 6= 0, siendo posible invertir

gAB, es decir existe gBC que satisface la siguiente propiedad,

gAB · gBC = δCA (C.5)

95
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denotando a la inversa de gAB por gAB, es posible construir tensores invariantes

bajo el grupo g cuya álgebra asociada es el álgebra g, permitiendo la construcción

de acciones invariantes bajo g. Por otra parte al considerar que gAB es una forma

bilineal invariante bajo g, es posible construir los operadores cuadráticos de Casimir

por

C = gABTATB (C.6)
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