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Resumen

En la primera parte de esta tesis presentaremos la construcciéon de una accién para
la particula libre definida sobre el espacio coseto ®B5/S0(3,1), siendo B5 el dlgebra
de Poincaré generalizada. Las algebras de Poincaré generalizadas 8, consituyen una
S-expansion del algebra AdS usando para ello una eleccién bien definida de un semi-
grupo. Teniendo en cuenta que el algebra de Maxwell constituye el algebra 8, cuya
realizacién dindmica en el espacio coseto B,/SO(3,1) representa a una particula
moviéndose en un campo electromagnético constante, resulta interesante plantearse
el caso del dlgebra B5 y estudiar su realizacion dinamica. Para llevar a cabo esto, en
los primeros cuatro capitulos expondremos el material necesario para la comprensién
de esta tesis, luego en los capitulos posteriores expondremos el uso del mecanismo de
las realizaciones no lineales con el fin de comprender la construccién de la accion pa-

ra una particula libre en B,/50(3,1) y con ello llevar a cabo el objetivo de esta tesis.

Por ultimo en la segunda parte, expondremos un trabajo en desarrollo que busca
interpretar la constante de acoplamiento del algebra de Maxwell en términos de un
limite apropiado aplicado sobre una teoria gravitacional invariante bajo el grupo
AdS Ly, tomando como punto de partida la interpretacién de la constante de acopla-
miento del algebra AdS como la constante gravitacional al tomar un limite apropiado

que reproduzca la accion de Einstein-Hilbert.
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Parte 1

La particula libre y las algebras ‘B4
y Bs



Capitulo 1
Introduccion

En esta tesis se tiene como principal objetivo, estudiar a la particula libre con
simetrias descritas por el algebra Bs utilizando como marco tedrico, el analisis deta-
llado de la particula libre en el algebra B, descrito en las refs. [1-4]. A partir de esta
realizacién dinamica del algebra Bs, resulta instructivo caracterizar los generadores

del dlgebra en término de las coordenadas asociadas al espacio coseto Bs/Lorentz.

En ref. [5], fue encontrado que las algebras B, y Bs5 y sus generalizaciones pue-
den ser obtenidas a partir de una contraccion de Inonii-Wigner generalizada sobre
las dlgebra so(d—1,1) @ so(d —2,2) generalizadas, denotadas por AdSL,. Asi surge
una observacién importante. Si se aplica dicha contraccion sobre el dlgebra AdSL,,,
para cada m, surgen extensiones directas del algebra de Poincaré. Las algebras ob-
tenidas para cada m > 3 reciben el nombre de dlgebras de Poincaré generalizadas y
se denotan por B,,, siendo B3 y B, las dlgebras de Poincaré y Maxwell respectiva-
mente. Por ultimo, usando las definiciones de [6] aplicadas tal como se sefiala en la
ref. [5] cabe destacar que las dlgebras de Poincaré generalizadas B, tambien pueden
ser obtenidas como una S-expansién del algebra so(d — 1,2) usando como semigrupo

S](Em_Q), lo cual simplifica en gran medida la obtencion de sus propiedades.

Por 1ltimo, como segundo objetivo, se desea comparar de manera andloga a [7],
las acciones construidas a partir del grupo By y el grupo AdSLy4, permitiendo una

identificacién fisica entre sus constantes de acomplamiento.



Capitulo 2
Preliminares Matematicos

En este capitulo revisaremos las herramientas matematicas que se usaran a lo
largo de esta tesis. Se revisaran los conceptos de variedad, formas diferenciales y

grupos de Lie entre otros, basados en las refs. [8-12].

2.1. Variedades

Una variedad n-dimensional diferenciable corresponde a un espacio topolégico
de Haussdorf!, tal que para cada punto p € M, existe un abierto U® € 72 y un
homeomorfismo invertible z, : U — R™, tal que sobre dos abiertos U*NU”® # (), la
aplicacion

xaox/gl 120 (Uy NU) — 25(Us N Ug), (2.1)

es suave, como funcion definida sobre R™. Notese que al pertenecer M a la topologia

7, M puede escribirse como una unién finita o infinita de abiertos

M:U%

1Se dice que un espacio topolégico es de Haussdorf si para dos puntos distintos cualesquiera
p,q € M existen dos abiertos U, y U, tal que U, N U, = 0.

2Para este capitulo reservaremos la letra 7 para denotar a una topologia. Una topologia co-
rresponde a un conjunto de conjuntos 7 =: {U,} (que puede ser no numerable) tal que todos sus
uniones (que pueden ser finitas o infinitas) e intersecciones (que solo pueden ser finitas) tambien
son elementos de 7.
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Los abiertos U® en conjunto con los homeomorfismos z, forman pares, denotados por
(U®, x,) denominados cartas coordenadas. El conjunto de todas las cartas coordena-
das definidas sobre una variedad se denomina Atlas. Una vez definido el concepto de
variedad, surge la necesidad de construir otras variedades a partir de aquellas cono-
cidas, una forma de hacerlo es mediante el producto cartesiano. Supongamos que M
es una variedad m-dimensional diferenciable y N es una variedad n-dimensional dife-
renciable, cuyas cartas coordenadas son (U®, z,) v (Ua, y”) respectivamente. Luego
el producto cartesiano X = M x N es una variedad n + m-dimensional. En efec-

to, basta definir las cartas coordenadas por V4 = U% x W4 y el homeomorfismo
Za,a 1 U X WA = R™™ por zo,4(p, q) = (va(p),ya(q))-

Veamos ahora algunos ejemplos de variedades

= R" en efecto basta escoger U = R" y el homeomorfismo identidad z : R” — R"

definido por I(z) = x.

» La circunferencia unitaria S' definido por S' = {(xy,25) : 23 + 23 = 1},
en efecto escogiendo el abierto U' = S' — {(0,1)} y el homeomorfismo m; :
St —{(0,1)} — R x {0} definido por

: (2.2)

donde X € R x {0} y (x,y) € S'. Adicionalmente escogiendo el abierto U? =
S — {(0,—1)}, definiendo el homeomorfismo m, : St — {(0,—1)} — R x {0}

definido por
x

:1+y'

(2.3)

» El cilindro S! xR, en efecto corresponde a un producto cartesiano de variedades.

s El toroide S' x S'.

La circunferencia unitaria S' constituye un ejemplo interesante, puesto que es
imposible cubrirlo con una tnica carta. Sin embargo en la practica resulta 1til cubrir

a S! mediante una solo, a través de la coordenada ¢(x,y) definida por

(x,y) = (cos ¢, sin ¢), (2.4)
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sin embargo esta aplicacién no es inyectiva, puesto que ¢ = 0y ¢ = 27 identifica un
mismo punto (z,y). Una opcién tentativa de solucionar este defecto serfa restringir
¢ al intervalo [0, 27), pero este tipo de intervalos no pertenece a la topologia usual
definida sobre R y si sustituimos todos los abiertos 7 = (a, b) por intervalos 7 = [a, b)
entonces la topologia resultante seria la topologia discreta, de modo que tendriamos
infinitos abiertos definidos sobre R en contradiccién con el inico supuesto. A partir
de esta consideracién y considerando que dos abiertos U' y U? cubren la esfera, es
posible inferir que son dos, la cantidad minima de abiertos necesarios para cubrir la

circunferencia unitaria.

2.2. Vectores Tangentes

Supongamos que (U, z) es una carta de coordenadas, definida sobre una variedad
n-dimensional M. Se define la curva 7 como la aplicacién z o~ : (a,b) — M definida
por

p = (z o)), (2.5)

donde p € U y t es un parametro definido en el intervalo (a,b) C R. El interés de
definir una curva radica en la posibilidad que nos ofrece para definir direcciones. Sea
ahora una carta de coordenadas (U, z) definida sobre una variedad n-dimensional,
y una curva vy que pasa sobre un punto y(ty) = p € U. De esta forma se define el
vector tangente sobre p, denotado por %,, como una aplicacién que mapea campos

escalares reales y suaves f : R — R por

: d _
Ww(f) = Z(foaT ow-9) (2.6)
t=to
Luego, utilizando la regla de la cadena es posible reescribir esta definicién por
. d 1
W) = g(fortor )|
t=to
0 d
= z(f °© 71) _(1: o f}/)z ) (27)
Oz z(p) dt t=to
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donde al definir las componentes de 4,(f) por

. d )
= —(z-7)" : (2.8)
Poodt bty
es posible escribir (2.7) por
W)= galFor )| 4 (2.9)
w(f) = 5 : :
O 2@

Hasta ahora hemos definido la aplicacién vector tangente sobre v(ty) = p, sin em-
bargo una de las propiedades méas importante de esta aplicacién es la posibilidad
de definirla sobre cada curva que pasa sobre 7(ty) = p, en particular escogiendo n

curvas diferentes es posible construir un espacio vectorial.

Proposicion 2.2.1 El conjunto de todos los vectores tangentes definidos en p, de-

notado por T,(M), constituye un espacio vectorial n-dimensional.

En efecto, supongamos que p yace sobre una carta (U,z) y que V,W € T, son los
vectores tangentes a las curvas 7 : (a,b) — M y o : (a,b) — M en y(tg) = o(to) = p.

Luego a partir de las curvas v y o, es posible definir para a,b € R la curva en R"
p(t) = a(z 07)(t) +b(z 0 0)(t) — (a+b—1)z(p), (2.10)

donde p(tg) = x(p). Asi es posible definir la curva en U por p(t) = 27! o p, tal que

al actuar sobre una funcion suave f: U — R

W)= S(Fo)

t=to

d _
= %(fox 1oxop)

t=to

0 d
= —(fox )| —(zop)
Oz o) U t=to
0 d .
= —(foz )| —(zoxzlop)|
O o(p) t=to
0 d
= z(f © ‘xil) _(15)Z ) (211)
O z(p) dt t=to
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y sustituyendo (2.10) en (2.11)

4

(6p)’

t=to

= a%?(f) + bdp(f)
— aV(f) + aW(f), (2.12)

se observa que la combinacion lineal de dos vectores tangentes corresponde a un
vector tangente, esto es p,(f) € T,(M) y por lo tanto, las operaciones suma -+
y producto por escalar - son clausuradas en 7,(M). Con el fin de determinar la
dimension de este espacio vectorial, es suficiente determinar una base. Sean n curvas

p(i) con i =1,---  n, atravesando p y determinadas por
(w0 p(i)) = & (p) + 147, (2.13)

lo que nos permite definir n vectores tangentes rotulados por el indice i, cuyas com-

ponentes se identifican por j

d NV
E(:Uop(z)) = 9. (2.14)

Luego como existen n curvas y el indice ¢ va generando tantos vectores tangentes
como el valor de n. La dimensién del espacio tangente es igual a la dimension de la

variedad.

2.3. Vectores Cotangentes

Una vez definida de manera apropiado el espacio tangente T,,(M) como un espacio

vectorial, en el cual, todo elemento vp perteneciente a él, satisface

0
v =" (%)g
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es posible definir el espacio dual T ;(M ) como el conjunto de todos los funcionales
lineales

— o
w = w,dxp,

tal que al actuar sobre un vector v, se satisface

N v

v b . Ny
donde dz% al actuar sobre (32;) p» Se impone la condicién

v a v
dl’ (%)P = 5/1‘

Esta condicién que define al espacio dual TI;‘(M ) como al espacio cotangente,
cuyas bases corresponden a los operadores diferenciales {dz*} ,, permite definir a un

Tensor (Z) que transforma bajo difeomorfismos por

T:T'u’lmp'” a ®...®aﬂn®dxyl®...®dxyp

vy-vp T ML

2.4. Formas Diferenciales

Se define una p-forma como un tensor (2) que pertence al p-producto de espacios
cotangentes definidos por T} (M), esto es
T, (M)®---QTH (M),
p (M) p (M)

P veces

tal que sus componentes son completamente antisimétricas. Con el fin de garantizar

esto ultimo, resulta conveniente definir el producto cuna A por
dz" A dz” = do" @ dx¥ — dx¥ @ da,

definiendo asi, una p—forma diferencial w por

1
w= —|wmu2...upd:v“1 Adxt? N ANdatr.
p
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El conjunto de todas las p-formas diferenciales definidas sobre una variedad n-
dimensional constituye un espacio vectorial denotado por A,(M), el cudl es subcon-
junto del espacio cotangente A,(M) C T,;(M). Nétese que su dimension se relaciona
con todas las posibles configuraciones dz** A - -+ A dz#s A\ --- A dxP que pueden reali-
zarse dentro de éste, siendo equivalente a determinar el nimero de posibilidades de

ordenar una n-coleccién de objetos dentro de una p seleccion sin importar el orden

n!
dim(A,(M)) = ———. (2.15)
g (n —p)!p!
De (2.15) se infiere que no existen formas diferenciales perteneciente a A, (M) tal que
p > n. Es claro, que si se supone lo contario entonces dz#~*+' perteneceria a A, (M)
y por lo tanto la dimensién del espacio cotangente no seria n, en contradiccén a lo
supuesto. Asi para un valor fijo de n, existen n+ 1 espacios vectoriales A, (M), donde

p=20,---,n. En particular si n = 3 se tienen los siguientes casos:

(a) dim(Ao(M)) = 1. Este espacio corresponde al conjunto de todos los escalares

que son generados por la identidad 6 1.

(b) dim(Ay(M)) = 3. Este espacio es constituido por todos los elementos generados

por dzt, dx?, dz3.

(c) dim(Aa(M)) = 3, Para este caso, el espacio es generado por los elementos
dxt Ada?, dx® Adx3, da® A da?.

(d) dim(A3(M)) = 1, Finalmente para éste tltimo, todos sus elementos son gene-
rados por dx! A dz? A dx®. Esta base constituye la forma volumen asociada a

la variedad M y se denota por Vol(M) 6 Vol(R?) para este caso.

Es claro verificar que existe una correspondencia asociada a la cardinalidad de los
espacios A, (M) y A,_,(M), siendo 1til establecer una biyeccién entre ambos. Bajo

esta perspectiva se define el Dual de Hodge de una p forma diferencial.

El duél de Hodge, corresponde a una aplicacién * : A,(M) — A,_,(M) que actia

sobre

1
a= Eam...wdaﬁ’“ A---Ndatr e Ay (M), (2.16)
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y es definida por

1
k=1 ————Q .., AT N - A\ datr. (2.17)
(n—p)t ="

siendo sus propiedades mas importantes:
(a) Propiedad involutiva: x x o = a.
(b) a A xa ~ Vol(M) .

Ahora bien una vez definida una p-forma, es necesario definir operaciones que
conviertan una forma diferencial en otra forma diferencial. En general se definen tres

operadores: El producto cuna, el operador diferencial y el operador de contraccién.

2.4.1. Producto Cuna

Sea a una p—forma y  una ¢g—forma pertenecientes a A,(M) y a Ay (M) res-

pectivamente, donde la variedad M tiene dimension d con p + g < d, definidas por
3

1

“V H&MIMQ"'MpdxuldxMQ e dxﬂp’
1

/8 = _'/8y1y2...yquyl dIVQ . e dxl/q.
q:

Se define la p + ¢g—forma producto cuna por

1
p'—q'amw...upﬁ,,ﬂ,?..yqd:c’“d:c“2 e datrdx™ dx? - - - dat,

1 {@+w
(r+a)! | plg!
dxttdzt? - - - datr daetr dgte 2 .. daterta,

alNp =

aﬂl K2 fp Bﬂp+lﬂp+2“'ﬂp+q }

siendo posible definir a las componentes de la p + 1—forma por

(p+q) .
(Oé A 5),[“...#1)_‘_(1 = —aVll/2"~l/p/311p+1l/p+2-~l/p+q le“‘ZZiZ'

plq!

3 De ahora en adelante omitiremos la operacién cufia A.
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Una caracteristica que permite este producto es la posibilidad de crear espacios
Ay(M),---Ay(M),--- a partir de Aj(M), es decir el espacio de las 1—formas dife-
renciales, sin embargo es necesario imponer un limite a la cantidad de espacios A, (M)
en Ag(M) puesto que el hecho de suponer la existencia de formas diferenciales mayo-
res a d significaria a su vez la existencia de un espacio vectorial de dimensién infinita
incluido en uno de dimension finita, lo cual corresponde a una contradiccion, esto
trae consigo una poderosa implicancia asociada a la dimensionalidad que poseen los
espacios vectoriales A,(M). Las propiedades que satisface el producto cuia se listan

de la siguiente manera:

= Si « es una p— forma y [ una g—forma tal que p,q < d, entonces a A f =
(=)™ B A a.

= Si a, B, v son p,q,r—formas respectivamentes tales que p,q,r < d, entonces

aN(B+y)=aAB+aNn.

2.4.2. Operador Diferencial 6 Derivada Exterior

Se define el operador diferencial d como una aplicacién que toma una p—forma

1

= — HLdpb2 ... Hp
o= p,amuz~~upd93 dx dz

y la mapea a una p + 1-forma definida por
d—18 dz”dx" dxt? - - - dat'®
a—a Oy g, A’ it d - - - da .
Este operador satisface las siguientes propiedades:

(a) Sea a una p—forma y  una g forma tal que p,q < d, luego

d(aNp)=daNp+ (=1 ands.

(b) Sea « una p-forma definida sobre una variedad multiplemente conexa, luego

d*a = 0.
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(c) Sedice que una p-forma 3 es exacta siy solo si es posible expresarla en términos

de un p — 1 forma por

b = da.

(d) Se dice que una p—forma 3 es cerrada si y solo si
dg = 0.

De aqui es claro observar que todas las formas exactas son cerradas, sin embargo
el inverso no es cierto. Aquellas p formas que son cerradas, pero no son exactas,

perteneces a una Cohomologia denominada Cohomologia de De Rham.

2.4.3. Operador de Contraccion

Se define el operador I¢ de contraccién de una p—forma, con respecto a un

1—vector o un vector contravariante § = £#0, por la p — 1 forma

Iea = 18" gy A - - AP

L
(p—1)

Este operador satisface propiedades analogas al operador diferencial:
(a) ]g (aA) = ]506 A 6 + (—1)pOé A ]gﬁ
(b) IEa=0.

Una vez definida la derivada exterior el operador de contraccién, es posible y 1util

definir el operador derivada de Lie asociado a un vector £ = /0, por
Le=[d, I¢]y = dle+ Ied

siendo d el operador diferencial e I¢ el operador de contraccién, definido sobre un

vector contravariante £. Bajo esta definicién resulta interesante ver que ocurre cuando
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actia sobre una p—forma

/;504 = d]g()é—i-lgda,

1 1
= d <mf”0€um---ypdxm e dx“p) + Ig (m&,am...#pdx'/da:”l
1

1

= Ham (&g, ) datdzh® - - - dat> + Hf"@yam...updx“l e datr.
1 v 12 v

= H (ozl,m...upﬁmé + &0 Qupgepy, +§ &,am...“p) dx?t - datr.

En particular, en presencia de una isometria Leao = 0, se verifica

gy Oun & + €70y iy oy, + 700000, = 0

...dxﬂp) ,

definiéndose asi un conjunto de vectores contravariantes, los cuales forman un algebra

bajo el conmutador. Asi es posible postular un dlgebra de Lie.

2.5. Grupos de Lie

2.5.1. Definiciones

Un grupo de Lie corresponde a una variedad de Haussdorf G y a un producto -

que satisface las propiedades de un grupo

» Asociatividad: Para cada elemento g, h,l € G, (g-h)-l=g-(h-1])

» Existencia Elemento Neutro: Existe un elemento 1 € G, tal que para cada

elemento g € G se satisface g-1l=1-g=g

» Existencia Elemento Inverso: Para cada elemento g € GG, existe

mento ¢! € G tal que g-gt=gtlg=1

un ele-

Debido a que G es una variedad, para cada elemento g es posible definir 7,(G)

siendo éste espacio vectorial el algebra G asociada a GG. En particular, considerando

que 1 € G, resulta util definir la base de este espacio vectorial. Para ello sea

1 1
g=1+0g+ 5 (09)" + 5 (99)" + -
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con dg = dgT, siendo T4 la base asociada al espacio vectorial T} (G). Luego consi-

derando que para todo grupo G existe un elemento ~ tal que para todo o, 8 € G

afa™t =78
es posible despejar v por
y=ap(fa)".

Notese que si el grupo es abeliano, entonces v = 1, donde 1 € G es el elemento

identidad. Expandiendo « y (8 hasta segundo orden

1
a = 1+6aTy+ §5aA5aBTATB

B = 14684+ %MAMBTATB

es posible escribir
v =1+ 6a6B85([Ta, Ts]

definiéndose el conmutador de Lie por
[Ta, TB] = TaTp — TgT4,

de esta forma, al considerar que 7 € G es necesario imponer que para cada valor de
Ay B, debe existir un T para el cudl sea proporcional a [T4, Tg| . Estas constantes

de proporcionalidad se denominan constantes de estructura y satisfacen
(T4, Ts] = C, 5 Te. (2.18)

La ecuacién (2.18) define un conjunto de vectores base pertenecientes a T1(G) que
satisfacen un producto bajo el anticonmutador, dichos elementos se denominan gene-
radores y el conjunto de ellos constituye un dlgebra de Lie. Finalmente conociendo
una realizacion 0 representacién para T4 es posible escribir cada elemento de un
grupo de Lie, por

g=e"T. (2.19)



Capitulo 3

Grupo de Poincaré Generalizado

B,y

En este capitulo detallaremos las principales caracteristicas del grupo By, cuya
algebra asociada B, se construye mediante el formalismo de la S-expansién [6] usando
el semigrupo abeliano resonante Sg) [5]. Esta dlgebra coincide con la llamada dlgebra
de Maxwell [1-4], cuya realizacién dindamica en el espacio homogeneo By/Lorentz
describe la acciéon de un campo electromagnético constante sobre una particula libre

relativista.

3.1. Definicién de B,

Consideremos un espacio homogeneo B,/Lorentz, siendo B, el grupo de Poin-
caré generalizado el cual contiene el grupo de Lorentz. Dicho espacio caracteriza a
cada punto, por un conjunto de coordenadas (z, ¢), las cuales transforman bajo dos

tipos de transformaciones: (pseudo-) traslaciones y transformaciones de Lorentz .

1
(a,€)(z,0) =(r+a,p+xNa+t+e) = (x” +a", ¢ + E(l‘paa —z%a") + epa> :

Az, ¢) = (Az, Ag) = (A" o, A" A* 7). (3.2)

'En este capitulo usaremos la operacién A en un sentido univoco a (3.1)

15
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Luego componiendo las traslaciones con las transformaciones de Lorentz
(', ¢") = (Ar+a,Ap+ Ax Na+e).
se construye la siguiente transformacién general para cada coordenada

ot = Aa” + at, (3.3)

g v T 1 g g T g
T = NN 7T+ 5 (A7 27)a” — (A7 a7)a’] + €. (3.4)
La composicién de dos transformaciones consecutivas vienen dadas por

e _ AK v o
=Ny 2+ ab,

= A" A 27 + A af + ay (3.5)
< v ]‘ o T o v
6" = (Aah)”, & + 5 [(Ash)’ |, 0"AT Lol — (Aah1)” ,2"Af , o,
(o} T 1 g (o2 v
+ A e+ 5 [(A2A1>p Lotag + A5 afad — (Aahy)” | a¥ah (3.6)

—A5 ajab] + €7,
o v 1 o o
= (AgAl)p v gb“ F 5 [(A2A1$)p(A2a1 als Clz) — (AgAlflf) (A2a1 + &Q)p] N

+ 5 [(Aga1)Pag — (Agar)?af] + (Ager)"™ + €57 (3.7)

1
2
Escribiendo un elemento de By por (A, a,€), y compararando (3.5), (3.7) con (3.3)

y (3.4) respectivamente, es posible escribir el siguiente elemento producto para los

elementos del grupo
(Ao, ag,€) - (A1, a1,€1) = (A1, Asay + as, (Agar) A as + Aseg + €3). (3.8)
Identificando al elemento identidad por (1,0,0) y el elemento inverso de (A, a, €) por
(A,a,e) = (A, —Aa, —Ae) (3.9)

Se puede ver que By constituye un producto directo entre las dos traslaciones y el

grupo de Lorentz. Notese ademas que las traslaciones en z# no conmutan a diferencia
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de aquellas definidas para e que si lo hacen, lo que tiene consecuencias fisicas que
se discutiran mas adelante. Finalmente cabe senalar que al igual que en el grupo de
Lorentz, B, se descompone en cuatro piezas que pueden ser identificadas por det A
y A* ie

Bl., Bi., ,Bl_,Bj_. (3.10)

Ahora bien, si nos restringimos en la componente BZ . es posible determinar el dlgebra
de Lie asociada al grupo completo usando (3.8). En particular, considerando una

representacién fiel de B +
(A7a76) — Q(A, a,ﬁ) <311)

definida por
g(A,a,e) = exp {1 — %me’” +4a,P" + %epUZPU} (3.12)
tal que

9(Aa, ag, €2)g(A1, a1, €1) = g(AaAy, Aoay + as, (A2ar) A ag + Aser + €) (3.13)

g_l(A> a, E) n g(A_17 —A_l(l, _A_le) (314)

es posible obtener las relaciones de conmutacién entre los diferentes generadores
definidos en (3.12).

3.2. Algebra de Poincaré Generalizada 5,

Consideremos la siguiente composicién de factores, usando para ello (3.8)

g (M, 0,0)g(N,d',€71,0,0)g(A'A, ', €)
= g(A TN d ), (3.15)
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Desarrollando infinitesimalmente g(A’, @, €') en el lado izquierdo de (3.15)

~1(A,0,0) (1 — 2wpUJ’” + day, P + §epUZ””) g(A,0,0)

— 1 — 2/ g7"(A,0,0)J7g(A,0,0) +id,g~*(A,0,0)P*g(A, 0,0)

+ %6209*1(/\, 0,0)277g(A,0,0), (3.16)

desarrollando infinitesimalmente el lado derecho de (3.15)
g(AflA/fla/71€/>
= 1= S(ATWA) I + (A7), PP 4 S (A7), 2
i - M v o e = 'S i —1\H o
:1—§(A 1) wh A TP+ i (A l)u a:/P"qLé(A Y A € 2"
—1— —w AP AT T i A PY + %E;MAP Az (3.17)

21

igualando el lado izquierdo (3.16) con el derecho se satisface

g7 (A,0,0)J7g(A,0,0) = A? A7, T, (3.18)
g7 (A, 0,0)P*g(A,0,0) = A*  P”, (3.19)
g7 (A,0,0)277g(A,0,0) = AP A7, ZH". (3.20)

Expandiendo el lado izquierdo y derecho de (3.18), (3.19) y (3.20), considerando que
AF =08 4+ wh (3.21)
obtenemos las siguientes relaciones de conmutacién

[0, JP7) = —i (P> JP7 — PP Joo — 7P o 4 e JPPY (3.22)
[J*7, P = —i (g PP — P P*), (3.23)
[J2P,2P7) = —i (0 277 — P27 — 7P 2% + 7 ZPP) . (3.24)
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Consideremos ahora la siguiente composicién de factores
g (1,a,0)9(A',d’,€')g(1,a,0),
=g(1,—a,0)g(N,Na+d,(Na)Nd +€)
=g\, Na+d —a,(Na+d)AN(—a)+ (Na)ANd +¢€). (3.25)
Fijando A’ en la identidad
g (1,a,0)9(1,d",€)g(1,0,0) = g(1,d’,2a A ad’ + €) (3.26)
Expandiendo andlogamente a (3.16) y (3.17), el lado izquierdo (3.26)
g '(1,a,0)g(1,d’,€)g(1,0,0)
— 1 4id.g (1, a,0)P"g(1,a,0) + %’ef,,\g_l(l, 0,0)2"g(1,a,0) (3.27)
y el derecho de (3.26)
g(1,d',2a Ad' +€) = 1+id, (P" + ax2"*) + %G;AZVA (3.28)
e igualando (3.27) con (3.28) se tiene
g1(1,a,0)2"%¢(1,a,0) = Z", 3.29)
g '(1,a,0)P"g(1,a,0) = P + a, Z". (3.30)

A partir de las ecuaciones (3.29) se tienen las siguientes relaciones de conmutacién

(2%, P*] =0
[PY, P = —iZ"

Finalmente, considerando la siguiente composicion de factores

g 11,0,€)g(N,d',)g(1,0,¢) = g(N,a', Ne + € —¢)

(3.33)
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donde al fijar A’ =1y d’ =0, se tiene
~1(1,0,€)g(1,0,€)g(1,0,€¢)g(1,0,€) = g(1,0,€) (3.34)
y siguiendo el mismo razonamiento anterior
1(1,0,6)Z2"%¢(1,0,¢) = 2" (3.35)
se obtiene la siguiente regla de conmutacién,
(Z2°°, 2" = 0 (3.36)

Los resultados anteriores (3.22), (3.23) (3.24) (3.31) (3.32) y (3.36) muestran que los
generadores (P,, Jy., Z.q) del dlgebra de Maxwell satisfacen las siguientes reglas de

conmutacién

[Pa; By) = —iZap

[Zaw, Pe] =

[Zab, Zed) = 0

[Jab, Pe] = =i(1ac Py — MheFa)

[Jabs Zea) = —i (NacZba = NadZve — MeZad + MbdZac)
[Jaby Jeal = =i (NacToa — Nad e — MoeJad + MbaZac)

donde el cambio de indices de griegos a latinos, se hace con la intencién de reservar

los indices griegos a los elementos que transforman bajo transformaciones generales
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de coordenadas. En particular, despues de absorber todas las constantes

[Pa, Py] = Zab, (3.37)
[Jab, Pe] = N Lo — Nac Py, (3.38)
[Jabs Zea) = MbeZad + NadZbe — NacLbd — Mod Zac, (3.39)
[Jabs Jed] = Moedad + Naadoe — Nacod — MbdJacs (3.40)
[Zabs Zea) = 0, (3.41)
Py, Za] = 0. (3.42)

3.3. Operadores de Casimir

Una vez conocida el dlgebra resulta necesario determinar los invariantes del alge-

bra, con el fin de poder etiquetar a todas las posibles representaciones del grupo.

Proposicién 3.3.1 El operador
Iy = P,P" — J, 2", (3.43)

es un operador de Casimir del dlgebra de mazwell, i.e conmuta con todos los gene-

radores del dlgebra

[y, L] = 0, (3.44)
[P, ] =0, (3.45)
[Z,,, 1] = 0. (3.46)

Demostracion. Verificando las condiciones (3.44) (3.45) (3.46)
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(a)

[JMWHI] = [JMV’PpPP - JPAZPA]
= [J Pp]Pp+Pp[J

s s
= 10" [Juw Bol Bp + PP,
= —in" Nuo Py — Mo L) Py — iPP(0yp Py — mupP)

+ i(Nppdor — Nurndvp — Mupdur + 77V/\J/,Lp>Zp/\

= —i[P,, P,] —i[P,, P,] + i(nule,)\Zp)‘ - UAWJV/\Z;W)

— i 2 =10 JupZa) = i(up Jun 2" = 17" T uxZ)
+ (AT 2" =1 T Zs)
0.

Pp] - [‘]Nl/a ‘]p/\]ZpA - JM[JMW Zp/\]
Pl =17

[P/w Hl] - [P;u PpPp N Jp/\Zp/\]
= [p/u Pp]Pp + Pp[Puv Pp] + [Pm JPA]Z,DA + JPA[JM ZpA]
= 0[Py, Bol Py + PP[By, Byl + 77m77)\g[Pw JroZpx + JPA[P”’ Zp)]
= —iZ,,P7 —iP?Z,, +iZ P +iP’Z,,
=0.

[le? Hl] = [Zuw PpPP - ‘]P)\ZPA]

= [Zuw Pppp] - [Zuw Jp/\Z/’)‘]
= [JpAv Z/U/]Zp)\

= —i(MpuZrv = MpwZr — nAVZPH)Zp)\
frg —2i7]/\0 [Z)\ZM ZHO-]
=0.

nz JpA]ZpA - UpUUMJp/\[Jum Za’y]
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Proposicién 3.3.2 El operador

1
I, = 3 w (3.47)

es un operador de Casimir del dlgebra de Mazwell, i.e

[, 115] = 0 (3.48)
[P,,II] =0 (3.49)
[Z;u/a H2] =0 (350)

Demostracion. Las condiciones (3.49) y (3.50) son triviales. Verificando solo la pri-
mera (3.50):
1
[Juw H2] - [Juw §ZP>\Z”)‘],
1
= 5 {lun 22 + Zpp[ S, 27}
1 1
= §[Jum Zp)x]ZpA + énpvnAUZpA[J;wa Z’ya]7
l
= _§(nule/)\ = nuAZVp - anZM)\ + nVAZup)ZpAa
l
2
i i
- _§(WPZV>\ZP/\ — Mo ZvaZyo) + 5(77MAZVPZ/J/\ =0 Zp Zyy),

(anZuAZpA - UAUZMZVU> - (UVAZuprA =0 ZopZry)

77m77)‘UZp/\(77uvZua - UWZW - UWZM + /r,IJO'Z;,L’y)7

l
2
0

l

* 2

Proposicion 3.3.3 El operador

I3 = E;Wp)\ZMVZp)\; (351)
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es un operador de Casimir del dlgebra de Mazwell, i.e

[Jw, 3] = 0, (3.52)
[P, TT5] = 0, (3.53)
[Z,,, T3] = 0. (3.54)

Demostracion. Las condiciones (3.53) y (3.54) son triviales. Verificando solo la pri-

mera:

[ Ths] = [J“,,,ep)ngp’\Z“’ﬂ )
= €pnys [ 27270
= " [T Zor) Zos + Zon [ s Zos)}
= — i (s Zoy = My Zus — Nsv Zyy + NsuZry) Zogs
+ Zs (MyuZuy = v Zus = NowZyey + NouZury) Zrs }
= 0.



Capitulo 4

Teorias de Gauge

4.1. Teoria de Gauge Invariante Bajo U (1) Local

Sea ¢ un campo que bajo el grupo U (1), transforma como

¢ (z) = D¢ (). (4.1)

Notemos que a pesar de que ¢(x) transforma bien bajo el grupo U (1), su derivada

exterior no lo hace, en efecto
dp — @ dp +ida (x) ¢,

no transforma de acuerdo a (4.1) debido a la presencia del segundo término. Con el fin
de solucionar este problema, una posibilidad consiste en definir un nuevo operador
diferencial que si transforme de acuerdo a (4.1). El operador que satisface estas

condiciones se denomina Derivada Covariante y se define por
Dp=d+ A, (4.2)

donde A es el correspondiente campo de gauge denominado Conexion, el cual trans-
forma bajo U (1) como
A=A —idao.

25



Capitulo 4. Teorias de Gauge 26

La correspondiente 2—forma intensidad de campo es definida como
F =dA (4.3)

que constituye el término cinético asociado al campo A, a partir de la cudl podemos

construir la accion

Syt [A] = / FAF (4.4)

donde F* corresponde al dual de Hodge. En lenguaje tensorial, la accién (4.4) es
S[A] = a/d4m F,,F*

donde F,, = 0, A, — 0,A, corresponde a la intensidad de campo asociado al grupo
U (1) local. Nétese ademas que al variar la accion respecto a A con respecto a A se

encuentran las siguientes ecuaciones de campo
o, F" =0

Definiendo Fy; = E; y F;; = €, B?* donde E'y B corresponden al campo eléctrico y
magnético, se encuentran las ecuaciones de Maxwell en el vacio, siempre y cuando o =

—;11. Asi la electrodindmica puede reformularse como una teoria de gauge abeliana.

4.2. Teorias de Gauge No-Abelianas

Siguiendo el mismo procedimiento que hemos ocupado para postular un teoria
de gauge bajo el grupo local U (1) es posible sintetizar la idea general para construir
una teoria de gauge invariante bajo un grupo compacto G cualquiera. En este caso

la derivada covariante es dada por
D=d+ A

donde ahora A corresponde a una 1—forma conexion que transforma como

1

A— gAg " — gfldg.
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La 2-forma curvatura es definida ahora por
F =dA+ A%

y la correspondiente accion
SYM [A] = Oé/F N F*. (45)

siendo F* el dual de Hodge. definido sobre F'. Nétese que si escogemos A = —g~tdyg

conocido como gauge puro, al utilizar la igualdad (2.19) es posible expresar a A por
A=Ay (4.6)

donde T4y corresponde al generador del algebra asociada a la teoria de gauge. La

ecuaciéon (4.6) corresponde a la 1—forma de Maurer-Cartén.

4.2.1. Ejemplo: Teoria de Gauge invariante SU(2)

Una forma de ilustrar como es posible formular una teoria de gauge bajo el grupo
SU (2) consideremos
A= AT dg

donde 0,/2 son los generadores asociados al grupo SU (2) y ¢ corresponde a las

matrices de Pauli con a = 1,2, 3. Calculando la 2—forma curvatura
a%a w v 1 a Ab w2V
F = 0, l,?da: dz” + ZAMAVaaabdx dx
a 1
- ﬁgAﬁ%?dx“dm”%—gfﬁb42b@,addx“dx”
1

(0,A% — ELAZ) o.dxtdx” + ZAZAf’,isab ‘ocdxtdz”
(@M—@%+%MMM9%MMﬂ
(Ou A — 0,45 + i Ay Ayy) T dade”

N — DN — | =
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siendo sus componentes
Fi, = 0,A5 — 0,A% +ie" Ay, Ay
donde es posible postular la accion
Syar[A] = a / Fo R

donde « se ajusta de acuerdo a las propiedades asociadas a las ecuaciones de campo.



Capitulo 5

Realizaciones No-Lineales

5.1. Motivacion

En este capitulo, expondremos las ideas principales descritas en las refs. [13-15]
con el fin de construir una acciéon para una particula libre definida en un espacio
coseto. A modo de contextualizar la discusién, presentaremos algunas definiciones

utiles, y un ejemplo que ilustra sus alcances.

Definiciéon 5.1.1 Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Se define al espacio
coseto, como el conjunto de todos los cosetos de G sobre H y se denota por G/H.

En particular si el subgrupo H es normal, entonces G/H constituye un grupo.

Definicién 5.1.2 Sea G el grupo de Lie de todas las simetrias de una variedad m-
dimensional M y H un subgrupo de G. Si m € M es un punto invariante bajo la
accion de H, entonces H constituye el subgrupo de estabilidad de m. En particular

m se conoce como punto isométrico o estabilizador.

Usando las definiciones anteriores, ilustraremos como es posible identificar un es-
pacio coseto. Consideremos una esfera S™ embebida en R"*!. ; Es posible identificar
una rotacién r € SO(n+ 1) como una operacién que mueve un punto de la esfera fijo
p € S™ a otro punto p’ de S™?. En particular, es posible identificar a cada elemen-
to r € SO(n) por cada punto p’, sin importar la rotacién producida sobre p. Este

hecho puede reescribirse senalando que la acciéon de SO(n+1) sobre S™ es transitiva.

29
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Por otra parte, nétese que p € M queda invariante al ser sometido en la accién
de SO(n) (restringida a un hiperplano tangente a p), siendo asi SO (n) el subgrupo
de estabilidad sobre p € S™. Con el fin de probar la inyectividad de la corresponden-
cia entre el coseto rSO(n+1) ! y un punto p’, nétese que si r,SO(n) y 7,S0(n) son

dos cosetos que actiian sobre el mismo punto p y se satisface,
rSO(n)p = rop = 1yp = 1,SO(n)p, (5.2)
es posible escribir la siguiente proposicion
reSO(n) = 1,50(n) (5.3)

siendo ambos cosetos iguales, asi es posible identificar a cada punto de la esfera por
cada coseto 7SO(n), actuando sobre un punto fijo p € S™ que denominaremos polo.
De manera andloga es posible considerar al espacio de Minkowski como el espacio
coseto entre el grupo de Poincaré P y el subgrupo de Lorentz L, es decir M,, = P/L.
Donde es posible interpretar a los espacios homogéneos como cuocientes entre el
grupo de todas las simetrias que actiian sobre él y su correspondiente subgrupo de
estabilidad. La generalizacién de esta discusion radica en la posibilidad de construir

espacios coseto como por ejemplo, B,/SO(3,1).

5.2. Realizaciones No-Lineales

Sea G un grupo de Lie n-paramétrico y sea H un subgrupo semisimple y conecta-
do. Denotemos con {V;}/— (i =1,2,--- ,n — d) los generadores de H y denotemos
por A los restantes generadores, elegidos de modo que V; y A; forman juntos un con-
junto completo de generadores de GG, los cuales son ortonormales respecto al producto
interno de Cartan ([V;, A;] ~ Ay). Usando la identidad g = exp (£*T,) vélida para

1Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G, si g € G es posible definir al coseto izquierdo
de H respecto a g como el conjunto

gH ={gh:Vh € H} (5.1)

el ctal es un grupo si H es normal. Véase [9].
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los elementos de g € GG que se encuentran en la vecindad del elemento identidad y
usando familiares propiedades de las exponenciales se tiene que, en alguna vecindad
de la identidad G, todo elemento del grupo G puede ser descompuesto univocamente
en un producto de la forma

g= S AetV

donde
A=) A p V=) 4V
! i

y donde &' y 1 son pardmetros reales. Esta descomposicién equivale a una particular
parametrizacién del espacio de los cosetos izquierdos G/H por medio de los pardme-
tros &'. Adicionalmente esta descomposicién nos dice que para todo elemento gy € G

podemos escribir
goet A = & AtV (5.4)

donde & = &' (&,90) y 1 = i (&, go) son funciones de las variables indicadas, las

cuales son detereminadas por la estructura del grupo.
Teorema 5.2.1 Si H es un subgrupo de G y sea h € H tal que
h:vy— D(h)y
es una representacion lineal y unitaria del subgrupo H, entonces las transformaciones

go: £=E& v —=D(h)Y (5.5)
constituyen una realizacion no lineal del grupo G.

Demostracion. Sea un elemento gy € G. Luego considerando que todo elemento de

g = e¥4etV se puede escribir por

goet A = e 4hy (€, go) (5.6)

es posible inducir una transformacién de simetria & — &' (€, go) y del mismo modo
se induce una transformacion ' — ' (€, go). De esta forma el problema se reduce

a encontrar todas las posibles representaciones definidas sobre H. Una vez conocida
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una representacion apropiada, se satisface la siguiente ley de transformacién

b= D(h)=D (a”’) .

Lo que completa la prueba. |

Consideremos ahora las realizaciones no lineales de un grupo G, las cuales tienen
la propiedad de ser lineales cuando son restringidas al subgrupo continuo H de G. Se
probard, eligiendo coordenadas de modo conveniente que cualquier variedad sobre la
cual estas realizaciones son inducidas es equivalente a una que transforma de acuerdo
a la forma estandar dada por

. /. /.
QefA = EAHY
. / D w-v
go = =&, =Dl )Y

Esta forma estandar tiene la importante propiedad que el espacio de los parametros
& es transitivo bajo el grupo de las transformaciones. Comenzaremos re-fraseando el

problema en una forma maés abstracta.

Sea M una variedad analitica real n—dimensional, y sea G un grupo de Lie que

es realizado como un grupo de transformaciones sobre M. En las ecuaciones
§1x—Tyx

se usa el simbolo = para denotar el punto de la variedad asi como el n— vector real
formado por las coordenadas del punto en algiin sistema coordenado. Supondremos
que T}, es una funcién analitica tanto de g como de z. Si identificamos los campos de
una teoria fenomenoldgica con algiin conjunto particular de coordenadas sobre la va-
riedad, entonces el problema de encontrar todas sus posibles leyes de transformacion
bajo un grupo G, es equivalente a encontrar todas las posibles maneras de realizar el
grupo como transformaciones sobre una variedad. La ventaja de formular el proble-
ma de esta manera es que el pasaje desde uno de estos campos a otro, lo cual como se
sabe no debe tener efecto sobre las predicciones fisicas de una teoria fenomenolégica,

se convierte en el pasaje de un conjunto de coordenadas a otra de la variedad, lo
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cudl no afecta al problema geométrico. La suposicién de analiticidad en la variedad
problema es necesaria debido a que en la teoria de campos aparece la expansion en
series de potencia. Sin embargo existen ciertas consideraciones que deben tomarse
en cuenta. En primer lugar, las transformaciones generales de coordenadas no son
permitidas: se sabe, de las propiedades de lagrangianos no lineales, que un cambio de
coordenadas debe dejar invariante el origen de coordenadas. Por lo tanto asumiremos
que existe un punto especial de la variedad O, al cual llamaremos el origen, y solo
permitiremos sistemas coordenados tales que el origen es siempre representado por el
vector cero. Por tltimo, debido a que los campos son usados en ultima instancia, no
es necesario intentar caracterizar la accion del grupo globalmente siendo suficiente

hacer un estudio s6lo en la vecindad del origen O.

Existen elementos del grupo que dejan invariante el origen. La totalidad de dichos
elementos forma un subgrupo H de G. El subgrupo H es llamado el subgrupo de
estabilidad del origen y podria en particular consistir solo del elemento identidad o,

como otro caso extremo, podria consistir del grupo completo G.

Con esta reformulacién del problema de encontrar todas las posibles leyes de
transformacién bajo un grupo a encontrar todas las posibles formas de realizar no
linealmente un grupo G las cuales se convierten en lineales cuando nos restringimos al
subgrupo H. Con la idea de probar esta proposicién, sea M una variedad diferenciable

n—dimensional, realizado como un grupo de transformaciones sobre la variedad
g:z— gz (5.7)

Sea O un punto arbitrario de M conocido como origen, de modo que todos los
elementos que lo dejan invariante constituyen un subgrupo H C G. Asi cerca de la
vecindad de la identidad, es posible escribir

flAzeui‘/i glA (5.8

g:@ = € s

h =", (5.9)
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y considerar la ley de multiplicacién (5.4), donde & = &'(go,€) v 1/ = 1/ (g0,&). De

esta forma, cuando se aplica un elemento sobre el origen
900 = " M0 = "0 € N, (5.10)

de donde vemos que N es parametrizado por los pardmetros &', lo cudl significa que
{£1} constituyen un buen conjunto de coordenadas para N, siendo & = 0 las coor-
denadas del punto O. Si aplicamos un elemento arbitrario g € GG sobre un elemento
de N

g <e§lAlO> = " (g0, £)O =€ef'0 € N, (5.11)

se verifica que al actuar GG sobre N, el resultado pertenece a N.

Puesto que N es d dimensional y esta dotado naturalmente con las coordenadas
€', es necesario introducir n — d coordenadas 1% sobre M. Asi, por convencién, un
punto de N posee coordenadas /¥ = 0. Estas coordenadas pueden ser escogidas de

acuerdo a lo enunciado en el lema de linealizacion.

Lema 5.2.2 57 H es un subgrupo de G, que consiste de todos los elementos que

dejan el origen invariante

hO =0, VYheH,

entonces, existe un conjunto de coordenadas 1, vdlidas en una vecindad de O en N
tal que en estas coordenadas

hip = D(h) (5.12)

donde D(h) es una representacion lineal de h.

Asi, es posible parametrizar a M por & = £(go,&) v ' = D(H)v.
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5.3. Invariante izquierdo de Maurer-Cartan

Consideremos la accién de G sobre G/H definida en (5.5), en particular, esco-

giendo hy = 7"V con v = 7/(&, go) y aplicando la derivada exterior, se satisface

dgoe* ™ + godet ™ = (dé’g/'Aey'V + efl'Ade/v’-V),
= AV (AL (€, 90) - A+ dy (&, 90) - V) - (5.13)

Por otra parte, si gg es fijo, pero arbitrario, el término dgy se anula. Adicionalmente,

escogiendo a gy = e ¢4, se satisface
e Ades !t = dg' (€, go(€)) - A+ dv'(€ 90(€)) - V. (5.14)
De esta forma es posible definir la 1-forma izquierda de Maurer-Cartan por
Q=c4ef=p.- A+v-V, (5.15)
donde al considerar g = e¢4 € G/H
Q=g ldg=p-A+v-V. (5.16)

siendo p y v, 1-formas en £. Una caracteristica importante de €2 es la invariancia de

la 1-forma p(§) bajo hy; en efecto, usando la accién de G sobre G/H

O Ade A = hy (goet*) T d(goe® i),
=M [(goeéhA)fld(goeg'Aﬂ hit + hy [(9065'5)71(1(90@6'4)} dhy?,
= hie ¢ AdeSAh ! + hydhi?,
= mQhi + hdhi?, (5.17)

luego usando la definicién (5.16),

V=p A+ -V
=hi(p-A+v-V)h{* + hdhi?
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donde es posible identificar

p - A=hph{t- A, (5.19)
v -V = hwhit -V + hydhit (5.20)

De acuerdo con la expresién (5.19), la 1-forma p es invariante bajo h;, mientras que
v’ transforma como una conexién de gauge bajo la accion de hq, la importancia de v’
radica en la construccién de una derivada covariante bajo hy. Ahora bien, aplicando

la derivada exterior sobre (5.5), donde D(h;) = ¢V, se satisface

dip’ = dy""Vp + ve’V dy
="V [dy + (dy - V)] (5.21)
= D(l) [dy + (&Y - V)Y] (5.22)

Esto implica que la derivada sobre 1 definida por,
Dy =dyp+ (v- V) (5.23)

constituye un vector covariante bajo h;. En general usando p y la derivada exterior
D, es posible construir acciones invariantes bajo h; y por consiguiente invariantes

bajo G por
S:/L(g,Df) (5.24)

5.4. Un ejemplo esférico

Consideremos el espacio coseto SU(2)/{e} siendo e la identidad [16]. Conside-

rando una parametrizacion en término de los angulos de Euler

3 2 3
g = exp (z¢%> exp (z’@%) exp (i(p%) (5.25)
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donde ¢!, 02 v 03 son las matrices de Pauli definidas por
0 1 0 —i 1 0
ol = . ! . (5.26)
10 i 0 0 —1
se encuentra
et 0 coS g sin g et 0
g = _wp -0 0 _ip (527)
0 e 2 —sing Cosg 0 e 2
0 o5 (+e) i 8eosW—¢)
_ [ coszer i sin ge2 i | (5.28)
— Sin ge_Q(zp_@) CcOSs ge_§(w_‘p)
cuya inversa es dada por
1 [ cos ge_%w“”) —sin ge%(d’_w) _—
N - sin ge_%w_*") cos geg(d)_@) ' (5.29)
Calculando la 1-forma izquierda de Maurer-Cartan
Q- (de + cos 6dy)
B 3 [(cos df + sin psin Odip) + i(sin pdf — sin f cos pdy))]
2 [(cos ¢df + sin psin Odip) — i(sin pdf — sin 6 cos pdy))] (5.30)
—5(d + cos 0dy)
Al descomponer en términos de las matrices de Pauli o¢, se encuentra
. o . o
Q) = (cos pdf + sin p sin Ody)) 5 + (sin pdf — sin @ cos g0d1/))7
3
+ (dp + cos 0d¢)%. (5.31)
Definiendo sus componentes por
A = cos pdf + sin @ sin Ody, (5.32)
M = sin odf — sin 6 cos pdi, (5.33)

N3 = dy + cosOd),

(5.34)
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es posible construir la acciéon invariante

S = /VOJZ/\»<Z
= / dX vy (cos B + sin psin 01)) + as(sin @ — sin f cos i) + as( (5.35)

+ cos 0) (5.36)

donde \** corresponde al pullback de la 1-forma A\’ sobre la linea de mundo de una
particula y «; son constantes. Una advertencia es necesaria, debido a que existe
una analogia entre «; y los generadores ¢*/2 otra accién invariante puede construir-
se imponiendo el operador de casimir sobre «;, considerando a «; como un vector

covariante bajo SU(2).
' = (L +1). (5.37)

Sin embargo no detallaremos este caso. Ahora bien de (5.36), el término az¢ puede
ser eliminado de la accion puesto que corresponde a una derivada total de A, asi ¢

no genera dinamica, siendo posible removerla usando las ecuaciones de E. Lagrange.

oL d (0L
=5~ (55): %)
— (= sin @f + cos @sin 1)) 4 as(cos pd + sin O sin i), (5.39)
— sin (—a10 4 agsin B)) + cos p(ay sin B + a,6) (5.40)

lo cual implica que

tan @ = Qs by + OQQ (5.41)
10 — ag sin G

o equivalentemente

alé — Qg sin (91b

cosp ==+ : 17 (5.42)
\Jai+ a3 [sim2 0% + 02}
sing = + c15inby + azf (5.43)

m [sin2 0% + 92} v



Capitulo 5. Realizaciones No-Lineales 39

Insertando (5.42) y (5.43) en (5.36), teniendo en cuenta tinicamente las soluciones

positivas y la extraccion de aszp

g_ /d>\ a%éz — (ryorg sin 0@/}8 +a? sin? 01[)2 + ayorg sin 9¢0 + ap0rq Sin 0¢9 + a§92
o . .71/2
\/ a2 + a3 [SiHQ 0* + 92]

12 0010 2 in2 90,2
— 010 0 .
aay sin® 010 + o sin” 01 + s cos 0

iR
a2 + a2 [Sin28w2 +92]
= /d)\\/a% + a24/sin 042 + 62 + ag cos 09 (5.44)

Finalmente absorbiendo oy y s, se satisface la siguiente accién

S = ﬁ/d)\ \/sin? 042 + 62 + s cos B4, (5.45)

donde (5.45) puede interpretarse como una particula moviéndose sobre una esfera

con momento magnético fi = pp@r sobre un campo magnético uniforme B = Bz, tal

que az = uoBy, siendo posible postular la siguiente realizacién fisica de esta accion

S:ﬁ/dm/smwwwuﬁ-é. (5.46)

donde /3 es una constante que depende del sistema de unidades.

por

Por 1ltimo una observacién debe hacerse. Si o3 — 0 entonces en (5.25), se tiene
un elemento pertenciente a U(1), esto implica que es posible construir una accién
fisica que realize SU(2)/U(1) tomando inicamente ag = 0 en la accién (5.45). Asf es
posible observar que una particula libre en el espacio SU(2)/U(1) es equivalente a

una particula en R? vinculada sobre la superficie de una esfera.
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5.5. Transformaciones de simetria

5.5.1. Definiendo una nueva notacion

Con el fin de obtener las transformaciones de simetria a partir de la accién de G

sobre el coseto G/H, resulta 1til introducir la operacién A [15] definida por

INX =XA1=X (5.47)
XAY =[X,Y] (5.48)
X2AY =[X,[X,Y]] (5.49)
X3AY = [X,[X,[X,Y]]] (5.50)
(5.51)

X"AY =[X, X"AY] n>1 (5.52)

Donde 1 corresponde a la identidad. Para una funcién analitica en x = 0 definida

sobre operadores

FX) =) fX" (5.53)

es posible probar que

FOAY =3 FulXTAY) = fot AIX, Y]+ RIX X Y]+ BIX XY+

(5.54)

surgiendo una forma equivalente para X" A'Y por

X"AY =Y (~1p ( " ) X" Py X, (5.55)
= p
p=0

la cual puede probarse usando el método de inducciéon matemaética. A partir de estas

definiciones, se verifica
g(X) AN (FX)NY) = [g(x) f(2)| A Y, (5.56)

siendo posible enunciar el siguiente lema
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Lema 5.5.1 Sean X, Y elementos de un dlgebra de Lie g, luego las siguientes pro-

posiciones son vdlidas

e XYeX =X AY (5.57)
X X 1—e X
e et = e No0X (5.58)

Demostracion. La primera proposicién (5.57) es una consecuencia de la proposicién

(5.56), considerando una representacién en serie de la funcién exponencial.

Para la segunda (5.58), sea la siguiente funcién integral
f(t) = e”**getX, (5.59)

donde al considerar su derivada

4

dt(t) _9 _Xe—tméetX _*_6—tXi (56tX),

dt
= —Xe X5 4 e (0X ' 4 XdeY),
= —Xe o't + e X 4 Xe N e!X

= e N XeX, (5.60)

y ocupando el primer teorema fundamental del célculo y la proposicién (5.57)
1 df 1
e Xger :/ dt —(t) :/ dt e 5 X e,
0 dt 0

1
- / dte ' A 5X,
0

1

X
- —x | Ao

1— -X
- ; ASX. (5.61)
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5.5.2. Transformaciones de Simetria

Con el fin de obtener las transformaciones de simetria a partir de la accién de G

sobre el coseto G/ H, es necesario aplicar una variacién sobre gg en (5.4), esto implica

5goes ™ = (eél'A + 565/"4) (h1 + 0hy) — e Ah,

Sgoes e = e 45Ny + de*hy
et Aaggoett e — g8 AagettAa — g, (5.62)

en particular considerando que gy y hi son infinitesimales, es posible escribir
e gy — 1)et e — e et e — ) . (5.63)

ocupando las proposiciones (5.57) y (5.58) del lema (5.5.1), es posible escribir (5.63)

por
1—e ¢4

(=¢-A4)

de modo que se tienen dos casos posibles para g

e 4N (go—1) — A(=66-A)=h; — 1 (5.64)

(a) go = e

En este caso, el lado izquierdo contiene tnicamente generadores del coseto,
mientras que el lado derecho contiene generadores asociados al subgrupo de

estabilidad H C G, siendo valido afirmar que

1 —e ¢4
e AN (& A) — =) A(=66-A)=0 (5.65)

determinando asi d&.

(b) go=ho € H
Este caso es trivial, puesto que usando la regla de multiplicacién (5.6), se

asegura que ¢ tranforma linealmente bajo H. En efecto

h€£~A = egl.Ah1<€7gﬂ)74
=4 = heSAnT (5.66)
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de modo que al fijar h = hq, puesto que h; € H

e A = het ARt (5.67)
Escogiendo una representacion

h=-exp(pu-V) (5.68)
y considerando tinicamente los términos infinitesimales en (5.67)

1+6"A, = (1+pV,) (1+&"4) (1 — pVe)
= 14 &A, + 4V, A€, (5.69)

de modo que al considerar la representaciéon adjunta de los generadores A, en

H, se satisface [V, A)) = C,,°A. y por lo tanto

0" = (u°Cy,")E" (5.70)



Capitulo 6

Particula libre con simetrias

descritas por el algebra 5,

En este capitulo se tiene como objetivo principal, la exposicion de la construccion
de un lagrangiano que describa a una particula libre y sus propiedades en un espacio
coseto B,/ Lorentz. Una construccién detallada en [1, 2] y [18], sugiere interpretar al
background electromegnético constante f,,, como un término de interaccién y no co-
mo simetrias adicionales del espaciotiempo plano. Con el fin de exponer con claridad
estas ideas, comenzaremos detallando la construccién de un lagrangiano asociado a
una particula libre en el espacio de Minkowski, para luego deformarlo introducien-
do un término de interaccion, construido a partir de las realizaciones no lineales de
B, sobre el grupo de Lorentz. A continuacién postularemos una métrica sobre este
espacio coseto, formulando de manera alternativa un lagrangiano que conlleva a las
mismas ecuaciones del movimiento descritas por el lagrangiano deformado. Final-

mente detallaremos nuevas posibilidades que nos entrega este acercamiento tedrico.

6.1. Particula libre Relativista

Sea P el grupo de Poincaré compuesto por una suma directa entre las transfor-
maciones de Lorentz SO(3,1) y el subgrupo abeliano de las traslaciones. Este hecho
permite identificar a cada punto del espaciotiempo por una traslacién asociada a un

punto fijo (o de estabilidad). Claramente si el punto esta fijo, este no se mueve y por

44
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lo tanto los boost de Lorentz no lo modifican, por otro lado si se realizan rotaciones
en un sistema coordenado con el origen en este punto, no hay cambio. Asi el subgru-
po de las transformaciones de Lorentz constituyen un subgrupo de estabilidad sobre
el punto fijo. De acuerdo con lo senalado, un elemento del espacio de Minkowski

P /Lorentz, puede ser representado por
g=e e (6.1)

siendo P? y J% los generadores asociados al dlgebra de Poincaré (A) *. Calculando

la 1-forma izquierda de Maurer-Cartan
Q=—gldg=—g ' (—da"Pe ™) = g 'gda" P, = da"P,, (6.2)
donde
et = dz® (6.3)

transforma como un vector contravariante de Lorentz. De esta forma postulando el
lagrangiano
¥ — 7l (6.4)

con T, un vector covariante, observamos que el correspondiente momento canénico

coincide con este vector, en efecto

oL
Pa= e

= Tg. (6.5)

Luego considerando que p, es la variable conjugada a ¢ y e® es la 1-forma dual a
P,, es posible identificar a 7, con el generador P,, imponiendo asi el operador de

casimir invariante bajo Poincaré sobre la variable conjugada 7

L 2 _
5(# +m*) =0, (6.6)

'En la primera parte de esta tesis supondremos todas las constantes de acoplamiento incluidas
en los generadores.
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incorporando este vinculo usando el método de los multiplicadores de Lagrange, es

posible postular el lagrangiano de primer orden por
L= mi® — §<7T2 +m?). (6.7)

donde e es un multiplicador de Lagrange. Variando (6.7) con respecto a m,

P —en® =061l = (6.8)
e
de modo que al sustituir
i,  m?

Este lagrangiano se denomina de Hooft Polyakov para la particula libre, el cual
muestra de manera manifiesta la invariancia de gauge bajo reparametrizacién de la
particula relativista. Un aspecto 1til que nos permite esta accion es la descripciéon

de la dindmica asociada a una particula libre sin masa (massless).

Por 1ltimo variando (6.9) con respecto a e

P9, _,  m? V—i%,
—e e e —
2 2

(6.10)

se satisface
L =—m+/—1%, (6.11)

que corresponde a la accién de segundo orden o de Nambu-Goto. Hasta ahora hemos
descrito tres posibilidades para la accién de una particula relativista donde el lagran-
giano de Primer orden (6.7) presenta el inconveniente de estar definido en el espacio
de fase, mientras que el de Nambu-Goto (6.11) resulta inutil en la descripcién de una
particula sin masa. Ahora bien usando el formalismo de las realizaciones no-lineales,
es posible, en adicion, determinar las simetrias infinitesimales que actian sobre este

lagrangiano.
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6.1.1. Simetrias y Operadores de Casimir

Sea g € SO(3,1), de modo que al considerar la ecuacién
hi(go, x%)e " PehT Y (go, 2) = e %l (6.12)

y expandir el lado izquierdo en términos infinitesimales

(1 + %/\“bJab) (1 —xz°F,) (1 - %)\dejde) =1—z°P, — %Aabe[Jab, P,]
=1-2°P, — %)\“bxc[Jab, P,]
=1-—a2°P. — %)\abxc (Mo Py — NacFy) (6.13)
y el lado derecho
1— 2P, (6.14)

e insertando (6.13) y (6.14) en (6.12)
=2+ MNa® & 0t = Nt (6.15)

Sea ahora g € P/SO(3,1), luego usando la ecuacién (5.63)

1 — e %ala

—x4 P,
aa/\ _ 'P_—
e (—a-P) —F

AN —dx-P =0, (6.16)
se tiene
—a-P+dér-P=0 & o2°=a" (6.17)

Asi, a partir de (6.15) y (6.17) se satisfacen las siguientes transformaciones de si-

metrias infinitesimales
P,: o0pz® =a"

Jap 1 Oz = Niab,
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de modo que al construir las cargas conservadas de Noether que realizan el algebra

de Poincaré, se satisface la siguiente realizacion del algebra

Po = —g;épx“ =T, (6.18)
oL
Tab ~ djx = — (Tamp — TpTy,) - (6.19)

Realizando asi los operadores de Casimir por

PP — (6.20)
2

WaWa < abcdr]) jcd) — |:%€abcd(_ﬂ_b)(_ (xcﬂ-d — xdﬂ-c)) (621)

( abcdﬂ_bxcﬂ.d) ) (622)

El primer operador de casimir corresponde al operador de masa y se encuentra inti-
mamente relacionado con la causalidad y la geometria del espaciotiempo donde yace
la particula, mientras que el segundo se encuentra relacionado con el operador de

spin y por lo tanto con la naturaleza intrinseca de la particula.

6.2. Deformacion del lagrangiano de la particula

libre relativista

Consideremos el espacio coseto By/L donde B, corresponde al dlgebra de Poin-
caré S-expandida [5] en el semigrupo Sg’) el cual coincide con el dlgebra de Maxwell
[2]. La idea que sugieren, [1-3] y [18] consiste en agregar un término de interaccién
al lagrangiano de la particula libre relativista, de modo que el lagrangiano completo
sea invariante bajo By. Sea el dlgebra de Maxwell descrita por (3.37), (3.38), (3.39),
(3.40), (3.41) y (3.42). Luego, realizando un elemento del grupo coseto By/L por

g = exp (—xaPa — %gbabZab> =exp(—9), (6.23)
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y calculando la 1-forma de Maurer-Cartén utilizando (5.58) con X = ¢ =: 2°P, +
1 1ab
20" Zap

Q= —g'dg
()
(“5)
o (—Z,‘;;l %sﬁ") A do
= i %gbn_l A dg (6.24)

n=1

teniendo en cuenta
c 1 ab
d¢ = dx°P. + §d¢ Zaba
1 1
oNdp = (:UaPa + §¢“bZab) A (dxcpc + §d¢Cchd) ,
1 1
= 2%z°P, A\ P. + éx“dngCdPa A Zeg + égb“bdxc w A P.
1
+Z¢abd¢6dzab A ch7
1
= 3 (x%dx® — x°dx®) Zop,
a 1 ab c 1 cd e 1 ef
¢/\¢/\d¢ = Z‘Pa+§¢ Zab A $PC+§¢ ch A d$Pe+§d¢ Zef s
a,.c ]'acd 1abc 1abcd
rx Pa/\Pc—i_Ex ¢ Pa/\ch+§¢ T ZabAPc+Z¢ ¢ Zab/\ch
e 1 ef
A | dx Pe+§d¢ Zef ,

1 1
= 3 (z%dz® — 2°dx™) Zap N (dxePe + §d¢6fzef) :

s O,

n veces

—~
DA AOAdd = 0,
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donde se han ocupado los conmutadores, es posible escribir

1 11
Q = dz"P, + §d¢“bZab—|— 33 (2%da® — 2dz®) Zoy + 04+ + 0+ -+,
1

1
= dx"P, + 3 (dgzﬁ“b + 3 (:E“dxb — xbdx“)> Lap,

1
= P, + ik“bZab.

Se satisfacen las siguientes componentes duales a P, y a Z,

e’ = dx* (6.25)
1
kY = de™ + 2 (z*da® — 2"dz*) (6.26)

respectivamente. Noétese que si Z,, — 0 se restaura el grupo de Poincaré, por lo
tanto la 1-forma e® construye la accién de una particula libre relativista, mientras
que la otra 1-forma k? construye el término de interaccién, obtienendose el siguiente

lagrangiano invariante de primer orden

1
Pl - (mc - g(ﬂ n m2)) + S Fuk? (6.27)
S ~~ 7 N~
Part.Lib. Rel. Inter.Elect.

siendo k2 el pullback de k% sobre la linea de mundo de la particula. De (6.27), se
tienen dos campos 7, v fu- El primer campo 7, corresponde al momento candnico
asociado a la particula libre relativista vinculado a permanecer en la cascara de masa,
notese que la inclusion de este vinculo en el lagrangiano, mediante el multiplicador
e, permite considerar a 7, como un conjunto de cantidades linealmente indepen-
dientes, las cuales pueden ser removidas del lagrangiano usando las ecuaciones del
movimiento. El segundo campo f,;, representa una variable dindmica que acopla una
interaccion asociada al generador Z,;, que en un principio puede ser cualquiera. Asi es

posible considerar la siguiente reduccion en el espacio de configuracion

(lﬂ»’ Ta, ¢ab’ fab) - (:L‘a7 ¢ab’ fab) . (628)
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Calculando los momentas canénicos asociados a &%, ¢ y fa

o oc 1,

Pa = e Tq + Qfabx , (6.29)
oL

ab = —— = fabs 6.30

Pab 0o fab ( )

pl, = 9L (6.31)
afab

siendo posible identificar los siguientes vinculos

1 1
C= §(W2+m2) :07 T = Pa — éfabxba
Cab = Pab — fab — 07
C({b 7 Pib =0. (6.32)

Veamos ahora la implicacién fisica de (6.27). Para ello removiendo la cantidad m,

variando L con respecto a ella
: Tq
L= (2% —en®)om, =0& 1, = — (6.33)
e

sustituyendo (6.33) en (6.27), es posible expresar el lagrangiano de Hooft-Polyakov

de la particula libre asociado al término de interaccién por

2 m?

_ . l lab 1 azb . ba
£—2€ 26+2fab<¢> —I—Q(:px xx)) (6.34)

Calculando las ecuaciones del movimiento en el gauge del tiempo propio

)
de: e= - (6.35)
Lood () d (1, N\ 1.,
oz : dT(e)—i-dT(Qfabx)—i—zfabx—O (6.36)
T
Sfap: % = 5 (23" — 2%2%) (6.37)
06" fur =0 (6.38)
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teniendo en cuenta la dependencia temporal de f,; y la ecuacion del movimiento

asociada a e, es posible reescribir todas las ecuaciones anteriores por

6x%:  miy = fai? (6.39)
S : o™= —% (v3" — 23" (6.40)
5o . fup = 0. (6.41)

Las ecuaciones de movimiento (6.39) y (6.41) describen a una particula libre relati-
vista, moviendose en un campo electromagnético externo constante, asociado a un
potencial A, = % fapk®. La ecuacién (6.40) relaciona a las nuevas coordenadas ¢
con el momentum angular de la particula, de modo que es posible interpretar a ¢,
como una cantidad relacionada con el momento magnético asociado al campo. Note-
se ademds que si sustituimos (6.41) en (6.39), obtenemos la ecuacién del movimiento

descrita por el lagrangiano (6.34).

6.2.1. Simetrias y operadores de Casimir

Usando el formalismo de las realizaciones no-lineales es posible encontrar las
transformaciones de simetria generadas por los generadores P, y Z,, usando las

ecuacién (5.65). En efecto calculando la simetria generada por P, y Zg

1) a 1 ab 1— ed) a 1 ab
e’ N | —€*P, — 3¢ Zap | — 5 ANO (2P, + §5¢ Za | = 0. (6.42)
Expandiendo y reduciendo el primer término, teniendo en cuenta que P" A P = 0

paratodon >2y Z" NP = Z N P" = 0 para todo entero n positivo

1
(e o)

1 1 1 ?
1+ (xapa + §¢abZab> T (xapa + §¢abZab) +--

1
= —¢P,—2%<P, NP, — §ECchd

1
= —€°P. + 5 (¢ — €a”) Zge — §ECdZCd. (6.43)
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Del mismo modo, sobre el segundo término

1—e? 1 .
—( 5 )A&b_;ms A S

donde

¢ = 02°P, + %wabzab

PN = % (:c“&cb — az’béx“) Zap

P"Ndp = 0, n>1
Asi el conjunto de todos los términos satisface
a 1 a,.b b .a 1 ab a 1 ab
— € Pa—|—§(€ r — €T )Zab_§€ Zab+5$ Pa+§(5¢ Zab
1
+ Z(m”éa:b — 2P62%)Zy = 0 (6.44)
o equivalentemente
a a 1 a,.b b .a ab ab 1 ag, b bs..a
(" — ox )Pa+§ ex’ — ’x* — €’ + 0o +§($ ox —x&x) Zgp =0 (6.45)
esto implica
a a ab ab 1 a,.b b..a ab ba
ozt =€, dp” =€ —i(ex—ex), €4 =0. (6.46)

Ahora debemos encontrar las transformaciones de Lorentz, asociadas al generador
Jap usando el formalismo de las realizaciones no-lineales para ello. En efecto, usando

la propiedad (5.6) se satisface

_ 1 Zab 1 yab Lgab S Al
e T a3 Zay — o3 A" ab g2 Pam 56" Zab o= 3 A Jab (6.47)

Expandiendo el lado derecho, usando las reglas de conmutacién (3.37), (3.38), (3.39),
(3.40), (3.41) y (3.42) e igualando el lado derecho con el izquierdo, se tienen las
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siguientes transformaciones infinitesimales de simetria
ox® =\ ,a?, 5™ = Ao g A \be =0, (6.48)

Por otro lado el hecho de imponer que f,;, sea un tensor covariante de Lorentz, implica

que la transformacion de simetria generada por J,; satisface

0 fab = Ao J ety A AP = 0, (6.49)



Capitulo 6. Particula libre con simetrias descritas por el dlgebra B, 5d

Usando las ecuaciones (6.46), (6.48) y (6.49) es posible calcular las cargas de Noether

oL . 1oL w1 0L
—P = aj:aépx + 5%6P¢ + 23fab5Pfab

1
= paopx® + §pab5P¢ab

a+1 1ab+1ba
= Pa€" + =pap | —z€"2x” + z€'x
p 2Pb B 5

= Pue® + ipabec (—(52‘11’ + (52x“)

1
= paea + ZEC(_pcbxb - pcaxa)

1
— €@ (pa — §pabxb) (6.50)

oc 1N oL 1. B
—Z = aj:aéz.f +§%5z¢ +§%5Zfab

= 2D (pg) (6.51)

L., 10L . . 1O
= ai’a&]&? + Qaéaba‘]gb -+ 28fab5Jfab

a 1 a C 1 a C
= X2+ SpaA® oM+ Spl N

-J

1 1 1
= Py A’ + ~pap Ao, U+ §p{ab Xfy "

2 2
1
= 5)\0,[) (p[axb] + p[ac¢c b + p{;cfc b]) (652)

Luego teniendo en cuenta que las cargas de Noether estan asociadas a cada generador

por
1 1
P = 6(17)(17 Z = §€abzaba jab = 5)\ab-.7ab> (653>
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es posible realizar al algebra de Maxwell por

1
Pa = - (pa - §pabxb) (654)
Zab = —Pab (655)
jzzb = - (p[axb] ""p[acgbC b] +pf;cfc b]) . (656>

Usando esta realizacién del algebra y los vinculos (6.32) es posible representar a los
operadores de casimir (3.43), (3.47) y (3.51) por

Ci=P? = Jp2% =71% = —m? (6.57)
1 1 1 1
= —ZQ = —(— — ab = — ab = — 2 .
Cy 5 2( Pab)(—p™) 2fabf 2f (6.58)
X X
C3 = 522 = €t fab fed (6.59)

A partir de estos operadores de Casimir es posible notar que C; corresponde a la
cascara de masa que impone condiciones de causalidad sobre los sistemas de refe-
rencias, mientras que Cy y C5 corresponden a los invariantes electromagnéticos que

define el tensor electromagnético f.

6.3. Sustituyendo el espaciotiempo de Minkowski

por By/Lorentz

Usando las 1-formas de Maurer Cartan duales a P, y Z,, respectivamente, es
posible postular el siguiente elemento de linea definido sobre By/L

1 2
ds* = dx"dx, + (dgf)ab + §(atadxb - mbdxa)) (6.60)

e
2m
donde los indices se suben y bajan usando la métrica n,, = diag(—, +, +, +). Consi-

derando que en cada sistema de referencia inercial ds? es invariante, en un sistema
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de referencia comovil sobre un fotén se satisface

o ?
—dr? = da"de, + o (cb”’b + %" - xbi“")) (6.61)

o equivalentemente

—1=4 <¢ab (x i’ — xbqe ))2 (6.62)

siendo (6.62) un vinculo de la teorfa. Ahora bien, considerando que el tiempo propio
dt = ds*/c es una cantidad que no depende del sistema de referencia inercial escogido.

La accién mas simple que podemos postular debe ser proporcional al tiempo propio,

<¢ab (;c it — 2bie ))2] }1/2

(6.63)

esto es

Sz—m/m:—m/ch{—

siendo el lagrangiano del sistema definido por

L=—-—m,|—

B S <¢ab 5 (it — xbx“))2] (6.64)

Calculando las ecuaciones del movimiento para una particula libre en este espacio

sobre ¢

O

2\/% (¢cd + 1( cmd - xdic))
= _5 <(bcd + %(xcjjd - xdjjc)>
oL
o0

d(oc\ oL d[ ef. 1. .
% <8¢cd) - a(bcd = E |:_§ (¢cd + E(xcmd - $d$c)>:| = 0. (665)
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Definiendo el tensor f.; por

; I, . :
Jea = Geca + 5(%% — Tqi.) (6.66)

se satisface
fea =10 (6.67)

. 2
Por otra parte, definiendo % = .\/— {j:Q + 52 (¢“b + 3 (@b — x%“)) } y calculan-

do las ecuaciones del movimiento para z*

oL m e, (a0 b 1 —
9 = 2\/% |:233 =+ - (gb + 2(£E b — 2’1 )) <2($anbc xbnac)>:|

= \/17 |:mxc PR Z (éab y %(xaxb - xbj:a)) (xanbc - xbnac):|
0
1 . e [ . . ) a
- NG {mxc + 3 (%c + 5(%3:0 xcxa)) x 1
e
= —MTe — = foex®
2

8_,6 _ ¢ <¢ab+ %(xax-b_xbi,a)) (%(mci’b—ﬁbci?a))

- [ (et o)

= §facx
d (0L oL I S R R
E (6xc) - 6xc = —Mmx,— §facx - éfacx - éfacx =0
o equivalentemente
Mie = €foud® + € foga® (6.68)

Finalmente sustituyendo (6.66) en (6.68) se satisfacen las siguientes ecuaciones del

movimiento

1

fcd =0, Jab = d.)ab + §(xaj;b - xbfta) (6'69>

Miy = efapi® (6.70)
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Lo cual puede interpretarse tambien como una particula libre relativista moviéndose
sobre un campo electromagnético constante. La diferencia que este punto de vista
entrega en comparacion al descrito en la seccion anterior, radica en la posibilidad de
interpretar al campo f,, como una cantidad que llena completamente el espacio que
depende unicamente de las simetrias definidas sobre este espacio, de manera tal que

no es posible detectarlas de manera directa.



Capitulo 7

La Particula Libre y el algebra de

Poincaré (eneralizada B

En este capitulo se tiene como objetivo, encontrar el lagrangiano de la particula
libre definida sobre un espacio coseto Bs/Lorentz, interpretando a los términos adi-
cionales como términos de interaccién. Por otra parte analizaremos las simetrias de

este espacio, estudiando la realizacion dindmica de los generadores del dlgebra.

7.1. El algebra de Poincaré generalizada B;

El algebra de Poincaré generalizada B5 corresponde a un tipo de dlgebra S—expandida
utilizando como semigrupo a Sg’) [5] lo que conduce a una extensién del dlgebra de
Maxwell incorporando un generador parametrizado por Z,. Esta dlgebra satisface

las siguientes reglas de conmutacion

60
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[Po, By = Za,

[Jabs Pl = el — Nac b,
[Jabs Zea) = MveZad + NaaZbe — NacZbd — MviZac
[Jab, Jea] = Mbead + NadSve = NacIbd — ModJac,
(Zavs Pe] = MoeZa — Nacs,

[Jab, Ze] = MbeZa — NacZb,

con todas las combinaciones restantes nulas.

7.2. El Lagrangiano invariante bajo B;

Consideremos ahora una deformacion del lagrangiano asociado a la particula
libre relativista, introduciendo para ello dos términos de interaccion. Uno de ellos
corresponde al término asociado al generador Z,;, cuya magnitud se especifica por un
campo fqp, mientras que el otro se encuentra asociado al generador Z, y su magnitud
se especifica por un camo f,

4 € 1 a 1 “
L = <7rax — §(ﬂ2 + m2)> + §fabk7—b+ §fak7"

~ —_— ——
Part.Lib.Rel. Inter.Zyy, Inter.Z,

[

donde k% y k2 corresponden a las 1-formas de Maurer-Cartan asociadas a Zy, y a Z,,
ambas definidas sobre el espacio coseto Bs. Los campos f,;, v f, cuyas coordenadas se
imponen covariantes de Lorentz, en conjunto con las coordenadas ¢, *° y 6¢ tienen

la propiedad de parametrizar el espacio de fase.

Sea el espacio coseto Bs/ Lorentz, el cual caracteriza a cada elemento g € Bs/Lorentz
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por
1
g = €exp (_mapa - §¢abZab - 9aZa>

donde P,, Z,, v Z, corresponde a los generadores asociados al dlgebra B;. Luego
calculando la 1—forma de Maurer-Cartan, teniendo en cuenta que ¢ = z*P, + %qb“b +
0°Z,

Q = —g'dg,

(5

_ <1 _ZZO:O %gbn) /\d¢

o
= > e Ao,
n=1 """

n veces

1 1 1
= d¢+§gb/\d¢+ggb/\qzﬁ/\dqb—l-ﬁqﬁ/\---/\qb/\dqﬂ—--- ;
de modo que al calcular cada término por separado

1
dé = dz*P, + §d¢“bZab +do°Z,
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1 1
dANdp = (x“Pa + §¢abzab + eaza) A (dxcPc + §d¢Cchd + deczc)
1 1
= (:p“d:pcPa AP, + §mad¢cdpa A Zog + x2d0°P, N Z, + §¢“bdxc WA P

1 1 1
+Z¢abd¢cdzab A Zeq + EgzﬁabdQCZab AZe+0%dzZ, N\ P, + EQ“dqﬁc‘iZa A Zeq
+0°d6°Z, N Z,)

1
= 2%x°P, \ P, + 3 (¢abdxc . xcd¢ab) 7. A P.

- % (zdx® — 2°dz®) Zo. + % (¢°0da® — 2°dd™) (MeZa — NacZs)

= % (xadxb — xbdxa) Lap + %gbabdxcncha — %gbabdxcnach — %xcdqﬁ“bncha
by 2y

= % (a:“dmb — xbdxa) Zap + %gb“bd:ﬁcanZa + %(babdxcncha — %xcdgb“banZa
— e A 2,

_ % (l,adl,b xbdwa) Ty + (¢abd$c77bc _ l"cd(bab??bc) 7.

= 5 (e — ade®) Zuy + (6"~ 1do”) Z,
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1 1
¢A¢Am2(ﬂﬂ+§WW@+WZ>A(ﬁﬂ+§wﬁa+wa)

1

A (dmePe + §d¢efZef + dQeZe)

:xaxcdxepa/\Pc/\Pe

= 2%2°dx°P, N\ (P. A\ P,)

= 2%2°dx(Py N Zee)

= —2%2°dx®(Z.e N P,)

— —J}afL’cdl’e (neaZc - T/caPE)

== {L'al’cdl'e (ncaPe — neaZC)

= (@t duS=tat TS da 170

GAGAGAdD =0

n veces

1
N NGAdG=0, n>3

se satisface
1 1
Q = dz°P,+ 3 (dqb“b + 3 (:L'“d:vb — w%l:v“)) Zabs
a 1 ab ab 1 c a c .a
+ ( df +§ (¢ dxy, — xpdep )—l—é(xcx dz® — zxdx.) | Z,,

o equivalentemente

1
Q:&&+§W%M+HL.
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donde
e’ = dx?, (7.1)
1
kY = de™ + 5 (z%da® — 2*dz*) (7.2)
1 1
k* = df* + 5 (¢“bdxb — xbd¢>“b) + A (rxexfdx® — xadz,) , (7.3)

Esto nos permite postular el siguiente lagrangiano.

1 . 1
£ - Wajfa+§fab {¢ab+§($ai’b—$b$a)}
a 1 ab ; ab 1 c.a c,.a;
+faq 0 +§<¢ Ty — Ty >+6(l‘c$$ — x°2%%.)
-5 ()

introduciendo los campos 7%, fu v f.. La cantidad A corresponde a un multiplicador
de Lagrange que vincula las cantidades 7%, dado el vinculo 2 = —1. Este lagrangiano
de primer orden introduce un nuevo campo que corresponde a f, introduciendo asi un
nuevo término que podria tener consecuencias cosmoldgicas interesantes. Constru-

yendo la accién de Hooft-Polyakov, variando 7% se satisface
L = x_Q_é 2 lf ¢ab (ab_xbm-a)
2A 2" Ty
a 1 ab ; ab 1 ba b,.a;
+ 1.l ((b Tp — xb¢)+6(:cbxx—xwa) .

Lagrangiano 1til al considerar particulas sin masa. Por iltimo a partir de d\ se puede

postular la acciéon de Nambu-Goto de la particula libre por

= VL {¢> b3 (@ - m)} (7.4)

a 1 ab : ab 1 .a,.C csoa
+fa{9 +§<¢> p qﬁxb)—l—(j(xcmx a:xcx)}
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A partir de aqui es posible calcular las ecuaciones del movimiento para una particula

masiva al considerar 0L =0y z%¢, =0

. 'a__l ab; jab _l-ac
0fs @ 0% = 5 (cb Ty — xp ) 6x 2z, (7.5)
. 1
Sfuw : ¢ = -5 (z%i" — 2%2%) (7.6)
: 1 . .
(5(]§ab : fab — 5 (fa‘rb - fbxa) (77)
60* : f,=0 (7.8)
6z mi. = fai®+ }l fot®ie = fupi® — % fop® (7.9)

7.3. Simetrias y Cargas de Noether

7.3.1. Simetrias

A partir de las realizaciones no lineales de Bs, teniendo en cuenta al grupo de
Lorentz como subgrupo de estabilidad, es posible determinar las simetrias asociadas
a los generadores P,, Z, v Z,, de modo analogo a (6.42). Asi, a partir de ¢ =
1Py + 2™ Zoy + 0°Z,

1—e?
¢

1 1
e? A (—G“Pa - §eabZab - p“Za> < ( > Ao (maPa + §¢“bZab + 9aZ,1> =0.

(7.10)

donde al calcular el primer término del lado izquierdo de (7.10)

1
e® A (—E“Pa — Ee“bZab — p“Za>

1 1 1 2
== (1 + (l’apa + §¢abZab + eaZa) + 5 (xapa + §¢abZab + eaZa) + - >

1
A (—eaPa — §eabZab — paZa)

1 1 1
- (—e“ P, — §e“bZab — paza> + <xapa + §¢“bzab + eaza> A <—6“Pa — §e“bZab — paza)

1 1 2 1
+5 (m“Pa + §¢abzab + eaza) A (—e“Pa - 5eabzab - paza) :

(7.11)
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Luego, calculando cada miembro por separado de (7.11)

1 1
<mapa+§¢abzab+0aza> A <_€aPa_§€abZab_paZa) ’
6 2zt — e ) Zop + (6 Tp — ¢“beb) Za, (7.12)

1
2
2 1
< “apo4 = qsabza,, +0°Z > A (—eaPa — 5ea”Zab — paza> ,

— (x°€*x. — x%€.x%) Z, + ((ba c€Cdxd p c¢cd€d) 7., (7.13)
y sustituyendo (7.12), (7.13) en (7.11)

¢ a 1 ab a

e’ A\ —ePa—ée Loy — P24y ),

= —¢"P, —%e“bZab— “Za +;(a b —€2") Zoy + (e”zp — 0°°60) Za,

1
_5 (ZECEGZL'C _ I'CECLL‘G) Za + (¢a ceccll,d o ¢a CQdeEd) 7

Calculando el segundo término del lado izquierdo de (7.10)

AW X LY | e
—( 3 >/\5¢=;a¢ "N (7.14)

donde los conmutadores no nulos, satisfacen

1
§¢p = 6xcPc+§5gdech+56’ch (7.15)

1 1
PNOD = (m“Pa + §¢abZab + G“Za> A <5:ccPc + §5¢Cchd + 59‘%)

= 1 (a:“éxb — a:b&z:“) Zap + (00, — 601y Z, (7.16)

GANPNIP = (202, — x2%0x,) Z, (7.17)

S DN
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siendo posible sustuir (7.15), (7.16), y (7.17) en (7.14), obteniendo

( agab — béxa) Zab

_ o
—(1 ; )Aéqs — 62°P, + 5¢abza,,+5eaz +

1
4
( ¢ — x“&xb) TpLy.

+§ (¢ab(5£€b - $b(5¢ab)

y por lo tanto la expresion completa satisface

1 1
—€"Py = 5" 2y = p" L+ 5 (0 = ) Zay + (P — 67r) Z
_% (‘,L,ceaxC _ JZCECZ’Q) Za + % (¢a CECdxd o gba C¢Cd€d) Za

1 1
+02°P, + §5¢abzab +060°Z, + 7 (202" — 2"02%) Zy,
1 1
+§ (¢, — 6™ xp) Zo + ; (2°02°w, — 2°0x.2) Z,
0

permitiendo definir las siguientes traslaciones asociadas a los generadores P,, Z,, v

Z, en el espacio Bs/Lorentz:

or® = €,

1
5¢ab — Eab 2 (EaIb bea) . Eab L Eba — 07

50° = pa + % (¢ab€b o GGbIb) o %¢a . <€Cd1‘d o ¢Cd€d) %xc (EaQZC o ECQ?a) ]

Ahora bien, puesto que el grupo de Lorentz es el subgrupo de estabilidad asociado a
la realizacién no lineal del grupo Bs, es directo verificar que transforma linealmente

bajo éste. Asi

0z = \* 2, 5™ = Al o, 06" = X" 0", Aab + Apa = 0.

Por tltimo, debido a que las campos f, v fu se postularon covariantes bajo el grupo

de Lorentz

6fab = )‘[acfcb]v 5fa = >\abfb-
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7.3.2. Cargas de Noether y la Realizacion del Algebra
Calculando ahora las cargas conservadas

oL 1 0L oL

— f— — a a —_—— ab a a
P = $a56w+2 b5¢ 9569
= Ppue”+ —1p ——1 (e“:cb —ebxa) + f qb“be + = qb RN —1 Tlx
¢ P 2 ¢ 127

= ea(a ;pabx—k {fb@zﬁ + fo8” 0 L+ = (fa fcxa%)})

oL 1 (9L 8L
_Z — _5 ab a _—— ab n abea
i eabl + 28@5 b e ¢ €
1
§€ab [pab - faxb — fe9° axb}
oL, 1OL, ., 0L
_j = axa(;)\abl’ —+ 5% )\ ¢ —+ 875)\@0
1
= 2)‘ (p[axb] +p[ac¢ =+ f )
o _ L, 1AL, 0L
_Z = %5pa$ + = 9 a¢ab p QS %(Z,ae
= fapa

es posible verificar que se satisfacen las corrientes de Noether

Pa = - {pa ;pabx + 3 fbgbb +fb¢b ¢C (fax2 - fcmaxc):|}

T = _{f[aeb}+p[a$b}+p[ac¢ o}
Zay = — {pab - fa«%’b — [e9° a%}
Za - _fa

Realizando asi el algebra B

1
12

xcecxa>
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Capitulo 8

Fundamentos de la Relatividad

General

En este capitulo detallaremos los aspectos escenciales de la Teoria General de la
Relatividad, recalcando tanto en su formulacién de Palatini como de Cartan. Asi, el
objetivo de este capitulo consiste en sentar los fundamentos necesarios para construir
acciones invariantes bajo Poincaré, Maxwell y AdS Ly, incorporando los parametros
de cada algebra y la constante fundamental GG, que serviran como referentes para
los capitulos posteriores. Paralelamente, considerando que que la algebra de Max-
well constituye una extension central del algebra de Poincaré, del mismo modo que el
algebra AdSLy lo es de AdS y el dlgebra de Poincare constituye una contraccién tipo
Inénti-Wigner/S-expansién del algebra AdS, como Maxwell lo es del dlgebra AdS Ly;
es de esperarse que las diferentes acciones gravitacionales invariantes que se constru-
yan, se puedan obtener a partir de un limite apropiado, permitiendo adicionalmente

su estudio desde un enfoque no relativista.

8.1. Relatividad General: Fundamentos

La Relatividad General es una teoria que explica el origen de la interaccion
gravitacional y su fenomenologia en términos de la geometria asociada a una entidad
dindamica conocida como el espaciotiempo. La idea de un espaciotiempo se funda-

menta a través de un principio fisico clave: El principio de equivalencia. Este

71



Capitulo 8. Fundamentos de la Relatividad General 72

principio afirma que sobre cada punto del espaciotiempo es posible fijar un sistema
de referencia local lorentziano, en el cual los postulados de la Relatividad Especial son
validos. De esta forma, representando a cada sistema de referencia local por una carta
coordenada (z%,U,) donde z son las coordenadas definidas en U,, el espaciotiempo
constituye una Variedad Diferenciable. Asi, para cada punto del espaciotiempo
existe un abierto U, y un homeomorfismo x® diferenciable que mapea a cada punto
p € U, al Espacio-tiempo de Minkowski. Despues de introducir estos conceptos,
la concepcién del espaciotiempo es clara; por muy intrincado que sea el espaciotiem-
po, siempre serd posible identificar una carta coordenada a cada punto de la variedad

y mapearla al espacio-tiempo de Minkwoski.

Por otra parte, la geometria del espaciotiempo se define en términos de las trans-
formaciones entre abiertos, o transformaciones entre coordenadas. El postulado que
gobierna la geometria es el principio de covariancia de la fisica: Todas las cantida-
des definidas en términos del espaciotiempo deben ser covariantes o transformar de
acuerdo al grupo de las transformaciones generales de coordenadas. Asi es posible
definir un tensor 7" de rango (Z) en una base {9, ® --- ® 9, ® dx”* - - - dxz"} como

un objeto matematico, cuyas componentes transforman de acuerdo a

TMI"‘Mn ( ) . oz 7 . ozH™ OxP o OxPr AL An ( )
v \P) = G T aw oz 9z prpp \P):

siendo {0, } la base del espacio tangente y {0”} la base del espacio cotangente, &mbas
definidas sobre un punto del espaciotiempo.
En la geometria de Riemman, las propiedades métricas quedan completamente de-

terminadas por un tensor g,, de rango (g) llamado tensor métrico y definido por

9w (P) = Ou(p) - Ou(p).

Este tensor constituye el campo dinamico que la Teoria General de la Relatividad
postula, de modo que la dindmica del espaciotiempo Nétese que g,, es simétrico
en sus indices inferiores, de modo que de las 16 grados de libertad originales solo
sobreviven 10, de los cuales, en un sistema de referencia local Lorenziano, 4 se asocian

a Traslaciones (e®) y 6 se asocian a Transformaciones de Lorentz (w®).
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8.2. Relatividad General: Formulacion de Palatini

Consideremos un vector contravariante V*# definido en un punto () con coorde-
nadas x + dx, cerca de un punto P con coordenadas x. Asi, con el fin de comparar
V*# definido en P con el definido en (), resulta necesario definir una operacion tal
que al actuar sobre el vector V*, lo transporte de () a P conservando su orientacién,
puesto que tanto V#(x + dz) como V#(z) pertenecen a espacios tangentes distintos.

Un anzsat apropiado seria una perturbacién lineal definida por

Vil +dz,2) = V*x+6z)+T" (v + Sx)VA (@ + dx)dx”
Wz +6z) + T, (2)Vz)dz”

Q

de modo que al compararlos

Vi@ +dz,2) = V¥(z) = VH(z+ox)+I" (@) VN 2)oz” — VF(z)
= [0, V"(2) +T¥ ,(2)V?(2)]02"
= V,VHix¥

definiendo asi la Derivada Covariante de un vector contravariante V* por
V, Vi (z) = 0,V*(z) + T (2)V(z).

Lo que permite definir a V,V# como un tensor de rango G), modificando las propie-
dades de transformacién de I'!, (z). De esta forma, es posible denotar a este objeto

matematico por conexion afin, el cual debe transformar de acuerdo a la siguiente ley

ozt 928 97,  OxP 0xY O*aH

r* = - .
) = S o 0 P T 9 01 BaPow

Nétemos que esta propiedad no depende de la métrica, de modo que existen dos
cantidades que en un principio pueden ser independientes: la métrica y la conexién
(formalismo de primer orden); sin embargo el hecho de postular a g,, como el tni-
co campo dindmico de la teoria, significa que las cantidades I'¥, deben depender
unicamente del tensor métrico g,, o sus derivadas (formalismo de segundo orden).

Esto implica que la conexién afin debe ser simétrica en sus dos indices covariantes
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r“ ,=T1",,, de modo que el tensor de torsién definido por

T, =" —T" =0 (8.1)

14

se anula en todo punto. Asi, los grados de libertad existentes I'" | se pueden escribir
en términos de la métrica g,, (6 w® en términos de e“). Bajo estas consideraciones

la conexién afin adopta la siguiente forma funcional

1
I vA T igug(ﬁug/\a + 8)\9110 - aagv)\)

cuyas componentes corresponden a los simbolos de Christoffel de segunda clase.
Consideremos ahora cuatro puntos P, @), R y S con coordenadas z*, z* + dxf,
ot 4 dal 4+ dah y x* + dak respectivamente. Sea V# un vector contravariante, el cual

transportaremos a lo largo de PQR y PSR comparando sus valores, asi sobre PQR

Vigr(R) = VHQ) +T" ,(Q)VA(Q)dx
= VHP)+T*", (P)VP)dz}
FT% 5, (Q) (VA(P) + T 5PV (P)da? ) day
= VAP)+TI", (P)V"(P)dzy +T",, (Q)VA(P)dz}
+T (@) aﬁ<P)VQ(P)d$fd$g

donde al considerar que

F/;V(Q) = FH )\V(:Cu + dxllt) = F'U’ ku(‘r) + aaru )\V(ZC)dSC(ll = F“ )\V(P) + aOlFM )\V(P)dx?
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y sustituyendo en

VH(R) = VH(P)+T", (P)VA(P)day + (T",(P) + 0.1, (P)dzxf) VA(P)dxy
+ (0", (P) + 0uT"  (P)da§) T ,4(P)V*(P)da! dz
= VHP)+T", (P)VNP)det +T" , (P)VA(P)day
+0,I7 , (P)VMN(P)dafdzy + T, (P)T* ,5(P)V*(P)dv]da
= VF4TH, VY + T, Vil
+(9pTH , + T TN ) VOda day

Del mismo modo, sobre PSR

Visp(R) = VH(P)+T", (P)V(P)day +T",,(P)V*(P)dzy

+0.I" ) (PYVA(P)dagday +T* | (P)T* ,5(P)V(P)dxyda’
= VH 4+, Vzy + T, VAday
+ (I (g + T T ,) Vdalday
Asi al calcular la diferencia entre ambas

VIgQR - VI!;SR = (8/3FM ¥ - Fl)fur)\ aB 8VFM af I )\,BF)\ Oél/) Vadl’gdl'?
= (9pT" 4 — QI 5 + T, I, =T TV 5)) VOdayda!
= R* . Vedayda?

vaf

se puede observar que V# donde R" vap € el tensor de Riemman de primera clase

definido por
Rr* vaB — aﬁru va aVFM Ba + F/\ Baru v FA al/Fu B (82)

Esto implica que el transporte paralelo es una cantidad que depende exclusivamente

de la curva escogida, es por ello que al considerar el conmutador entre las derivadas
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covariantes (el cual es no nulo) es posible construir tensores més generales, en efecto

V., V,JV* = Vv,Vv,V* -V, Vv,V
iz iz iz
= V.0V +T* V/) -V, 0,V +T, V)
= OOV T, (0uV?) + T4, (OyV7) =17, (8,V7)

A A A
+ (8[MF et T [/wr7 o~ U L vp> Ve

lp (]

_ A A A A
= (D + T T ) V=T (00 4T V)

= R,V =T,V V°

pv]

donde R* wup €8 €l tensor de Riemman de primera clase (8.2) y 77, es el tensor de
torsién (8.1). Una vez definidos los tensores R wup Y 17, asociados a los grados de
libertad I'" | v g, respectivamente (los cuales son linealmente dependientes entre
si), resulta importante preguntarse si estos tensores entregan nueva informacién al
operar la derivada covariante sobre ellos, nétese que al imponer el vinculo 77, =0
no se tiene nueva informacion al operar la derivada covariante sobre 77 ., por lo
tanto operando la derivada covariante sobre R wup S€ satisface

ViR s =0 (83)

vpp
identidad conocida como la Identidad de Bianchi. Finalmente, al considerar que

los tnicos tensores (no nulos) de la teorfa son g, y R*,, es posible construir

pp
contracciones del tensor R*,, como el tensor R* ,, = R,, conocido como Tensor
de Ricci y por consiguiente el escalar R = ¢g"”R,,, conocido como Escalar de Ricci

6 Escalar de Curvatura, postulando asi la acciéon de Einstein-Hilbert por

Sp_n = d*z \/—gR 8.4
P 160G / v g (84)
donde g es el determinante de la métrica y la constante 1/16wG se ajusta a partir

del limite nor relativista.
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8.3. Relatividad General: Formulacion de Cartan:

Aunque el formalismo de Palatini fue aquel con el que originalmente se concibio la
Relatividad General, existe un formalismo alternativo descubierto por Elite Cartan
que promueve la nocion de localidad e independencia entre la estructura métrica y
afin del espaciotiempo, manteniendo la nocién de una cantidad invariante bajo trans-
formaciones locales de Lorentz. La estructura métrica del espaciotiempo se define,
en términos de cualquier sistema coordenado, por la métrica g,,. En particular, con-
siderando que para cada punto P siempre puede escogerse un conjunto de vectores

base {e,} que sean ortogonales entre si (a diferencia de 0,) , se satisface
o =€, "€y Guy = Nab (8.5)

donde 7y, = diag(—1,+1,4+1,+1) es la métrica de Minkwoski. Las cantidades {e, *}
corresponden a las componentes de la matriz cambio de base de {J,} a {e,} de
modo que e, = e, *0,. Luego como un cambio de coordenadas debe ser una aplica-
cién biyectiva, la inversa de la matriz cambio de base debe ser invertible. Asi, las
componentes e* , definidas sobre {dz"} tal que e® = e? ,dz' deben satisfacer

a no o ca a _p __ Sp
eueb—éb, e el = ok

siendo posible expresar la g, en términos de las componentes e, por

G = €° Meb Mab- (8.6)

Bajo estas consideraciones, se define el vielbein e® asociado a la métrica g,, por

ea

= e #dx“ cuyas componentes e |y las componentes inversas e, * satisfacen las
ecuaciones (8.6) y (8.5) respectivamente. Una propiedad importante del vielbein, que
se deduce de la definicion, es la no-unicidad que existe en su eleccion, puesto que si

se hace una eleccion e* tal que

e* = A" e’ (8.7)
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al sustituir en (8.7) se satisface
A? cAb dlab = Ted

existendo infinitas elecciones para una métrica g,,. Adicionalmente se observa, de
(8.7), que e transforma como un vector de Lorentz y como una 1-forma bajo trans-

formaciones generales de coordenadas.

Por otra parte, la estructura afin del espaciotiempo nace de la construccién de un
operador diferencial D = dx*D,, que permita construir tensores locales de Lorentz
en su operacién sobre tensores locales de Lorentz. Claramente d = dz*9, no es un

operador diferencial apropiado puesto que al actuar sobre (8.7)
de® = A ,de® + dA® ;e

el cual no transforma como un 1-vector de Lorentz, debido al término inhomogeneo
—w® e’ = dA® ,e’. De aqui es posible corregir el operador d de modo que la condicién

pedida sea satisfecha, definiendo para ello el operador
De® = de® + w® e,

ab

siendo w® una 2-forma bajo transformaciones generales de coordenadas, que de-

bera corregir la inhomogeneidad del operador d. Luego, al imponer
Dé* = A, De’,
w® deberd transformar de acuerdo a la siguiente ley
0, = A A, Wty — Ay CdA”

@ como una conexién, denominada

definiendo, bajo esta ley de transformacién, a w
conexién de spin y a D como el operador Derivada Covariante. Finalmente

imponiendo que el operador D, al actuar sobre un vector V', debe ser consistente con
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aquel definido en el formalismo de Palatini V, debe imponerse la siguiente igualdad
DV =VV,
de modo que para DV se satisface
DV = (0,V* +w V) da" @ eq = (V'Oue” , + 0, V" + w* " ,V¥) dat @0,
mientras que para VV
VV =0,V +T" V) da" ®9,,

donde al reetiquetar los indices de manera apropiada
VY +T7 WV =V, + 0,V +w' " VY =V3,e \ + 9,V +w e’ \ VA,
se verifica la siguiente condicion

Due® = 0ue” y — I 5y +w e, =0. (8.8)

conocida como el Postulado del Vielbein. Ahora bien, equipados con la derivada
covariante D y las 1-formas e? y w® resulta posible construir cantidades covariantes

bajo transformaciones locales de Lorentz, aplicando de manera sucesiva D sobre e®.

8.3.1. Torsiéon y Curvatura

Al operar la derivada covariante D, de manera sucesiva sobre el vielbein, se

satisface

De® = de® 4w e’
D%¢* = D (de*)+ D (w* ,e")
= d(de") +w", (de’) + (Dw" ) e* — w* , De”
= (" + w" yde®) + (dw® , + w* W, —w® W) e’ —w®, (de’ + W’ e°)

— Ra beb
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donde se definen las 2-formas, Torsion y Curvatura por

T° = Det (8.9)
R® = dw®, +w® w?® (8.10)

Al aplicar nuevamente la derivada covariantes sobre estas 2-formas

DT* = D (De") = R%e (8.11)
DR™ = 0 (8.12)

Identidades conocidas en la literatura (véase [17]) como Identidades de Bianchi.
De las identidades de Bianchi es claro que al operar sucesivamente la derivada cova-
riante sobre R* y T se obtienen las mismas 2-formas de manera ciclica, siendo las
unicas que se pueden construir mediante derivaciones sucesiva sobre el vielbein e®.

Expresando estas 2-formas en término de sus componentes

1
T = T°,do" Ade”

1
R® = —R™ dx' A dz”
2 4
se satisfacen las siguientes relaciones

a o a a
TW = W T Wy

Rab — aywa

. Hway+wa w,ub_wa wl/b

j p v

donde al fijar 7% = 0, w® dependerfa de e y por lo tanto toda la informacién tanto
métrica como afin dependeria del tensor métrico, fijandose la conexién afin por los
simbolos de Christoffel T'* .

8.3.2. Accién Invariante Bajo el Grupo de Poincaré

Ahora bien, equipados con los tensores R* y T es posible postular una accion

invariante localmente bajo el grupo de Lorentz, mediante los tensores invariantes de
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Poincaré 1., v €weq- La equivalente a la de Einstein-Hilbert satisface

_ 1 ab _c _d
5_647TG/6adeR ee

donde la accién S corresponde a una 4-forma. Veamos ahora las propiedades de esta
accion al aplicar por un lado el operador variacional y las simetrias asociadas al

grupo de Poincaré. Realizando la variacién se satisface

1

0S = —— Sabcd5Rab6ced + €abcdRab5€ced + €abcdRabec5€d
647G
1
= o / Eapedd R2PeCe? + 26 poq RS0 €Y (8.13)

donde se verifica

SR® = §(dw® +w®* w®)
= 6dw™ 4 Sw® W + W Sw?
= dow™ 4 dw*w, ® + w* Sw®
= dow® + WP 6w+ w® Sw?

= D (6w™) (8.14)

de modo que al sustituir (8.14) en (8.13)

1
0SS = /aabcdD (w“b) e‘e? + 2epeaReC0e,

647G
1

T 647G { / d (apead™ee”) +2 / Eabeal ‘€ ow™ + / 8abcdR“bec(Sed}

donde el primer término corresponde a un término de borde que puede ser anulado

imponiendo que dw® se anule en la frontera del espacio tiempo (Condicién de Di-
richlet) 6 que el espaciotiempo no tenga borde (Condicién de Neumann), mientras

que del segundo y el tercero surgen las ecuaciones de campo, al considerar de? y dw?®
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linealmente independientes, por

€abcha€b =0

EabcdRabGC =0
Notese que la primera ecuacién satisface

Eapea 0w = — <T”“/55f§ — T“wéﬁg + T“pB(SSi) Vv —ge, )‘ed P [5w]6d s d*x
=0

donde se verifica que T*,, = 0, de modo que T" o = 0. Esto permite expresar al

vielbein e® en términos de la conexién de spin a través de la ecuacion

T* = de® + w® e’ = 0.



Capitulo 9

La escala microscopica del
espaciotiempo como el origen de la

constante gravitacional

En este capitulo expondremos las ideas principales detalladas en [7] y sus obser-
vaciones con el fin de aplicar comparaciones entre el algebra B4 AdSL,. La velocidad
de la luz (¢), la constante de planck (&) y la constante gravitacional (G) proveen un
conjunto de numeros con dimensiones de longitud, masa y tiempo, de modo que
cada unidad de longitud, masa y tiempo puede ser expresada en término de estos
nimeros, sin embargo la constante gravitacional a diferencia de de las otras dos se
encuentra atada a una teoria dindmica particular lo cual resulta insatisfactorio en
muchos aspectos. La escala de longitud que G determina es la longitud de Plack,
aproximadamente 10733 c¢m, siendo esta escala en la que se vuelven importantes las
correciones introducidas por la gravedad cuantica, sin embargo estas correciones son
infinitas y no pueden ser removidas mediante el proceso de renormalizacién. Esto
nos dice que la solucion a este problema no se alcanzarda a menos que haya un en-

tendimiento detallado del origen de la constante gravitacional.

Con el fin de sortear esta dificultad, reemplazaremos el grupo de simetrias loca-
les que describe el grupo de Poincaré, por las del grupo De-Sitter y consideraremos

el parametro ¢ proporcional a la longitud de Planck. Supongamos que un 4-vector

83
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se transporta alrededor de una curva cerrada con dimensiones de la longitud de
Planck, luego como el parametro ¢ — oo, el conmutador asociado a las traslaciones
es muy grande y por énde el 4-vector rotard significativamente alrededor de un eje
perpendicular a la curva. Supongamos ahora que un 4-vector de Lorentz se trans-
porta alrededor de una curva cerrada con dimensiones de una particula elemental,
esto es 10713¢em, de modo que el cuociente entre esta cantidad y £ es 10%°, el 4-vector
debe ser transportado 10%° veces sobre una curva cerrada del orden de la longitud de
Planck, de modo que si la direccién del 4-vector depende del camino escogido, existen
10%° caminos indistingibles, pero muy diferentes para que el 4-vector sea transporta-
do, asi la contribucién neta es nula. En otras palabras el conmutador se abelianiza a
medida que la escala se hace mas grande y no lo hace mientras se hace mas pequeno,

lo que justifica esta eleccién del grupo.

9.1. Accién invariante bajo el grupo dS

Sea A una conexién definida sobre el grupo dS

1 1
A= "y + QwabJab

donde Ty = {P,, Ju} son los generadores asociados al dlgebra del grupo SO (D — 1, D — 2),
siendo D la dimensién del espaciotiempo y el parametro £ uno que se introduce con

la idea de dejar a los campos de gauge adimensionales. Calculando su 2—forma cur-
vatura F =dA+ AN A

1 1 1
F = _ZTaPa + 5 <Rab - €—2€a€b> Jab (91)
donde

T = de” + w” e,

Rab — dwab +wa chb.
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Luego, si definimos J,5 = P,

o = —%T“, (9.2)
c® = R - glzeaeb, (9.3)

es posible definir la 2—forma curvatura por
F= %C@5Ja5 + %C“bJab = %C”JH (9.4)

Asi es posible postular la accién tipo Yang-Mills

1
S = 1 / d'zle| ' nP grg"? CABIWCCD)‘P

/ d4fl'\/ {—— -+ €2R Sl 72 Sﬂyasuua - ZRuuabRuuab} (95>

con —/—g = det(e) = le| y nap = diag(+,—,—,—,+). Es directo verificar que
al imponer que e sea el vielbein asociado al grupo de Poincaré al tomar un limi-
te apropiado, cada término por separado construye una accién de Einstein-Hilbert
con constante cosmoldgica negativa mas dos invariante topolégicos, sin embargo, al

comparar con (8.4), dicha eleccién solo se cumple para
> = 167G. (9.6)

El resultado descrito en (9.6) constituye un link entre la constante gravitacional y el
parametro del grupo, el cual surge de las simetrias asociadas al espaciotiempo, sin
necesidad de invocar a una teoria dindmica de la gravitacion. Por ﬁltimo el factor
numérico 167 proviene de haber fijado el factor original de la accién g, el cudl puede

ser modificado con tal de que coincida con el valor exacto.

Nétese que la accién (9.5) es invariante bajo las transformaciones de gauge defi-
nidas sobre los campos e® y w® asociadas al algebra dS, lo que conlleva a suponer
educadamente que bajo un cierto limite e® debe corresponde al vielbein definido para

el grupo de Poincaré. Esta dificultad puede ser eliminada, permitiendo que la accién
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no sea invariante bajo las respectivas transformaciones de gauge, postulando una
accion mediante las componentes T4y de la 2-forma curvatura (9.4) y una eleccién

apropiada de los tensores invariantes [19] por

1
S = 2/ EabcdzcabCCd

1 1
— / —Q—pGchdRabeced -+ EabcdRabRcd — l—4€a€b666d (97)

se observa que igual es posible mantener la igualdad (9.6) al contraer el grupo dS al

grupo de Poincaré.



Capitulo 10

Las constantes de acoplamiento

entre el algebra de Maxwell y la
algebra AdSL,

De la misma manera en la que la constante gravitacional se independiza de la
teoria dindamica que describe la interaccion gravitacional, sustituyendo para ello el
grupo de Poincaré por el grupo dS, resultaria instructivo ver que ocurriria con las
constantes de acoplamiento, al comparar, cuando se fija el grupo de Maxwell como
background y se sustituye por el grupo AdSL,; de la misma manera en la que se

argumenta en [7].

10.1. Accién Invariante Bajo El Grupo de Max-

well

Sea ahora el grupo By, cuya dlgebra se encuentra definida por (3.37)-(3.42). Luego

definiendo una conexién A asociada a esta algebra por

1 1 1
A== aPa - abJa _kabZa
AR R R e

de modo que Ty = {P,, Ju, Za} corresponden a los generadores asociados a By

y los pardmetros ¢ y e, en unidades de longitud y adimensional respectivamente, se
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colocan con el fin de adimensionalizar los campos de gauge. Calculando la 2—forma

curvatura.

1 1/ 1 1
F = ZTO‘P + R“bJab +3 ( B® — —eaeb) Zab (10.1)
q

Ahora bien, considerando que la accién més simple que se puede construir mediante
la eleccion de (10.1) v , (JapJed) = €aved Y {ZavJed) = Eaved

1 1 1
S = 1 /5abcd [ 7 (B“b qe“eb) A RCd} + Zg‘lbc‘iRab A R

1 1 1
= /—Wé“abchabRCd -+ @EabcdRabec d — Zé“abcdRabRCd. (102)
con B® = D k® T% = D e* y R*® = Ry, = dw® + w® Cde. Donde se tienen dos

invariantes topolégicos y un término proporcional a la acciéon de Einstein-Cartan.

Una conclusion nueva que puede deducirse de (10.2), corresponde a que la cons-
tante gravitacional no necesariamente puede encuentrarse atada al grupo AdS, sino
que a otros grupos como lo es el grupo de Maxwell, al comparar esta accién con la
de Einstein-Cartan. Esto indica que la constante gravitacional se podria encontrar

relacionada con los grupos S-expandidos del dlgebra AdS.

10.2. Accidén invariante Bajo El Grupo AdSL,

Sea ahora el grupo AdSL,, cuya édlgebra se encuentra definida por

Zabs Zea) = MbeZad + NadZbe — NacLbd — Mod Zac,
Zaba Pca] — nbcPa - nacPIn .

[Pas ] = Zap,

[Jab, Pe] = e Pa — Nac s,

[Jabs Zea] = MocZad + NadZoc — NacZbd — Md Zac,
[Jabs Jed] = Moedad + Nadoe — Nacod — MbdJacs

[

[
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Luego considerando una conexién A asociada a esta algebra, definida por

1 1
A="¢"P, + —wJy +

ab
A 2@e2k Zab

de modo que Ty = {P,, Jap, Zap} corresponden a los generadores y ¢ y /3 son pardme-
tros con unidades de longitud y adimensional respectivamente con el fin de adimen-

sionalizar los campos de gauge. Calculando su 2—forma curvatura

a 1ab 1 1 ab 1 a cb 1 ab
F_ZT +2w Jab"‘ {562(3 —@k’ ck)—ﬁee}Z

se satisface la siguiente accién (10.1), al considerar , (JupJea) = €aved Y (ZabJed) = Eabed

T _}l /gade {ﬁlﬁ (Bab pete ) - Wka kmb} A R + e4pea R N R
- / 4ﬁ1€2 “aeal B = %ﬁgadeRab e~ 452g4 T CabedUURS L KT %1€abcdRabRCd
= [ g B et e K
_legabcdRabRCd 03

Donde se tiene un término proporcional a la acciéon de Einstein-Cartan y otro pro-

porcional a (10.2).

10.2.1. Comentarios Adicionales

A partir de este punto, existe un trabajo en desarrollo que tiene como objetivo
relacionar las constantes e, £, § y G con la constante 3. Para ello, una posibilidad
consiste en acoplar el campo de Dirac en el lagrangiano invariante bajo Maxwell
y AdSL, respectivamente una comparacion entre ambos, de modo que bajo cierto
limite el lagrangiano invariante de Maxwell sea andlogo al lagrangiano invariante
bajo AdSLy.



Capitulo 11
Conclusiones y Proyecciones

En esta tesis se han tratado dos nuevos aspectos fundamentales. El primero tiene
que ver con una descripcién detallada de la particula libre en el algebra de Poin-
caré generalizada Bs, lo cual constituye un resultado nuevo. La forma en la que una
nueva interaccion surge a partir de esta algebra descrita por f,, sugiere que posibles
efectos como la energia oscura que se describen en término de fuerzas, sean efectos
que surgen al considerar otro grupo de simetrias y no el grupo de Poincaré como

background local.

El segundo aspecto que se ha tratado, tiene que ver con un trabajo futuro que busca
relacionar las constantes e, 3, £ y G asociadas al algebra de Maxwell y AdSLy. Al su-
gerir la inclusién del campo de Dirac en ambas acciones, nos seria posible asignarle un
significado fisico a alguno de los parametros descritos y por lo tanto relacionar estas

constantes con las simetrias que construyen estas teorias gravitacionales alternativas.

A modo de extensién del resultado nuevo presentado, resultaria interesante e ins-
tructivo construir las representaciones de estos grupos con el fin de definir el estado
de la 1-particula (One-Particle State). Esto tiene consecuencias en la formulacién
de una teoria de campos basada en un background definido por las simetrias de los

grupos ‘B, y Bs.
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Apéndice A

El grupo de Poincaré

El conjunto de simetrias asociadas a la relatividad especial, son caracterizadas
por el grupo de Poincaré P, las cuales se componen por una suma directa entre las
transformaciones de Lorentz y las traslaciones, constituyendo dos subgrupos respec-
tivamente. Sea A®, una transformacion de Lorentz y a® una traslaciéon tal que al

realizar una composicién entre una transformacion de Lorentz y una traslacién
2" = Az’ + a°
donde al aplicarla dos veces sucesivas
2" = NG AL a4 NG S + a (A1)
es posible definir un elemento del grupo por (A, a) y su producto por
(Ao, az) - (A1,a1) = (A2Aq, Agay + ag). (A.2)

Usando este producto y una representacion fiel de (A, a) es posible determinar el
algebra de Lie definida sobre el espacio tangente para cada elemento perteneciente

a este grupo: El dlgebra de Poincaré. Las relaciones de conmutacién de este grupo
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satisfacen
[P*, P’ =0 (A.3)
[J@Lb7 Pc] — 77bcPoL o 77ach <A4>
[Jab’ ch] — 77chad . ncand + 7,Ideca o ’I]daJCb. (A5)

Para esta algebra existen dos operadores cuadraticos de casimir, el operador de masa
C,=P,P°. (A.6)

y el operador de spin
Co =W, W°. (A.7)

que se construye a partir del vector de Pauli-Ljubanski

Wa = EabccleJCd- (A8)



Apéndice B
El grupo (Anti-)de Sitter

El grupo (A)dS G = SO(D — 2, 2) se constituye por el conjunto de las rotaciones
en un espacio D dimensional con métrica nap = (—,+, -+ ,+,—) vy A, B=1,...,D.

El algebra asociada a este grupo satisface las siguentes relaciones de conmutacion
[JAB JCD] - nCBJAD - 77C’AJBD + ,',]BDJCA o ’)’,DAJCB, <B1>

Para poder hacer una comparacion explicita entre el algebra asociada al grupo de
Poincaré y esta algebra, es necesario reescalar los generadores asociados al coseto
G/SO(3,1) mediante un parametro ¢ con unidades de longitud. Desdoblando estos

generadores en J% con a,b=1,D — 1y J*P = (P? se satisface

a 1 a
[P, P = 5T, (B.2)
[Jab7 PC] — 77bcpa o nach’ (BS)
[Jab’ ch] — 77chad o ncand 4 ndeca o nda!]cb' <B4)

Siendo esta forma del algebra que ocuparemos en detalle, notemos por tltimo que
si £ — 00, se restaura el dlgebra de Poincaré, proceso conocido como contraccion de
Inonii- Wigner. Una representacion para el grupo Anti-de Sitter es constituido por
las matrices gamma Iy, las cuales satisfacen un dlgebra de Clifford embebida en la
métrica 1, = (—, +, +, +)

{Ta,Tp} = 2ngp. (B.5)
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En particular, definiendo Ty = §[I', T'] ¥ (B.5) se satisfacen las siguientes reglas de

conmutacién

T4,Ty] = 2T (B.6)
[ aby ] — 2( bCPa . ach) (B?)
[ abs ] — 2( chad cand + nbdjca . ndaJcb> (B8)

de modo que (T,/2 y T'yy/2 constituyen una representacién de P® y J% respectiva-

mente.



Apéndice C
Métrica de Killing-Cartan

Sea g un dlgebra de Lie semisimple, definida en termino de sus generadores {74}

y sus constantes de estructura C 45 ©. A partir de aqui es posible definir la métrica
de Killing-Cartan por

948 =Cyp CCBC 1 (C.1)

Luego considerando que C, 5 © corresponde a la representacién adjunta de T4 en
funcién de T'g, es decir
R, (TA)CD = Cup ¢ (0-2)

se satisface

9ag = Cap “Cpe © = R, (Ta) pRre(T)" ¢ = Tr Ry, (Ta) Ree (Ts)], - (C.3)

luego, considerando que la traza es una cantidad que no depende de la representacién

ocupada, la metrica de Killing-Cartan satisface
gap = Tr [R(T4)R(TB)] . (C4)

Por otra parte, como el algebra g es semisimple det(m,g) # 0, siendo posible invertir

gag, es decir existe g% que satisface la siguiente propiedad,
gap - 9" =64 (C.5)
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denotando a la inversa de gap por g%, es posible construir tensores invariantes
bajo el grupo g cuya algebra asociada es el algebra g, permitiendo la construccién
de acciones invariantes bajo ¢g. Por otra parte al considerar que g4? es una forma
bilineal invariante bajo g, es posible construir los operadores cuadraticos de Casimir

por
C = g*T,Tp (C.6)
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