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Resumen

En esta tesis se estudié la emisién de ondas gravitacionales por parte de sistemas binarios de
objetos compactos (agujeros negros y/o estrellas de neutrones) en la fase de inspiral (previa
a la fusién). Para ello, se llevé a cabo una extensa revisién bibliogrifica de las teorfas que
sustentan el objetivo final de simular computacionalmente las ondas gravitacionales emitidas
por los sistemas binarios en consideracién.

Se escribié una serie de cédigos en Python que resuelven, en el sistema de referencia (SR) del
centro de energia de la binaria, las ecuaciones de movimiento postnewtonianas de la coordenada
relativa y que calculan las ondas gravitacionales emitidas en alguna direccién determinada,
donde a una cierta distancia se simula la respuesta de un detector interferométrico (en ausencia
de ruido). Ademas del cddigo que célcula las ondas gravitacionales y la salida del detector,
se implementaron otros que calculan espectros y espectrogramas de las senales simuladas.
Las cantidades espectrales de interés se definen en términos de la Transformada de Fourier
de la salida del detector, y los codigos poseen la versatilidad de permitirle al usuario usar
los algoritmos de la FFT o la NUFFT (ver capitulo 4), dependiendo de si dicha senal estd
uniformemente distribuida en el tiempo o no.

El propésito final de los cédigos es tener como entrada los datos generados por simula-
ciones numeéricas con codigos complejos para el tratamiento de N cuerpos, como por ejem-
plo, NBODY6+43, Amuse* y otros. Para poner a prueba los cédigos escritos, se realiza-
ron experimentos numéricos de modelacién del cimulo globular NGC 6266 (M62) usando
NB6++GPU/PN;, incorporando correcciones postnewtonianas hasta orden 3.5 PN y términos
de interaccién spin-spin. De dichas simulaciones se extrajeron los datos de algunas binarias
representativas, y se calculé la senal de la onda gravitacional observada por detectores a lo
largo de direcciones particulares, intentando responder de esta forma, la pregunta de si las
ondas gravitacionales emitidas desde NGC 6266 pueden o no ser detectadas por un detector
similar a LIGO en las proximidades de la Tierra.

3Para mayor detalle consultar www.github.com/mtrenti/NBODY6/wiki.
4Para mayor detalle consultar www.amusecode . org.
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Abstract

In this thesis I study the emission of gravitational waves by binary compact objects (black
holes and/or neutron stars) in the inspiral phase (before merging). Because of that, an exten-
sive bibliographical review of the theory that supports the final objective of computing the
gravitational waves emitted by the binary systems under consideration has been carried out.

A series of Python codes have been written, which solve the postnewtonian equations of
motion of the relative coordinate of the binary in the center of energy frame. The code also
computes the gravitational waves emitted by them along some determined direction, where
at a certain distance the response of an interferometric detector (in the absence of noise) has
been simulated. Besides the code that computes the gravitational wave amplitudes and the
output of the detector, I have written other codes which compute spectra and spectrograms
of the simulated signals. The spectral quantities of interest are defined in terms of the Fourier
Transform of the output of the detector, and the code has the versatility to allow the user to
choose the FFT or NUFFT algorithms (see chapter 4), depending on whether the signal is
uniformly distributed over time or not.

The final purpose of those codes is to process the data of the evolution generated by
numerical simulations with complex codes for the treatment of N bodies interacting gra-
vitationally; for instance, NBODY6++, Amuse and others. In order to test the codes, nu-
merical experiments modeling the globular cluster NGC 6266 (M62) have been performed
using NB6++GNU/PN, incorporating postnewtonian corrections up 3.5 PN level as well as
spin-spin interaction terms. The data of representative binaries has been extracted from these
simulations and the gravitational wave signal observed by detectors along particular directions
has been calculated, trying to answer the question of whether the gravitational waves emitted
from NGC 6266 may be detectable by a detector like LIGO in the proximity of the Earth.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Nociones sobre Relatividad General

La teorfa de Relatividad General (RG), tal como la formulé Albert Einstein y la dio a conocer al mundo
en 1915, explica los fendmenos gravitacionales como una manifestacién de la curvatura del espaciotiempo.
Dicha formulaciéon emplea la notacion tensorial de la geometria riemanniana, donde el campo dindmico
principal es la métrica g,, (simétrica) del espaciotiempo, la que codifica toda la informacién de las
propiedades geométricas del mismo. Como no es el proposito de la presente tesis profundizar en los
fundamentos de la RG, nos remitiremos a mencionar que con mucha astucia Einstein (Einstein, 1916)
postulé las ecuaciones de campo (sin constante cosmoldgica) de un determinado sistema gravitacional
como

81G
G#V = CTT“V’ (11)
donde G, es el tensor de Einstein definido por la ec. (A.10), que es un término representativo de la
curvatura del espaciotiempo, G es la constante gravitacional de Newton, ¢ la rapidez de la luz en el vacio®
y T es el tensor energia-momentum de la materia, que representa la fuente del campo gravitacional. De
esta forma, la ecuacién (1.1) nos habla de una relacién entre la curvatura del espaciotiempo y la fuente
de materia que curva dicho espaciotiempo.
Si se multiplica la ec. (1.1) por la inversa de la métrica g*¥, se encuentra que

B &G

R= o

T, (1.2)

donde T es la traza del tensor energia-momentum definida por la ec. (A.5). Reescribiendo en la ec. (1.1)
el escalar de curvatura R en funcién de la traza del tensor energia-momentum, hallamos que

871G
R'uy - CTK/‘“/’ (13)

forma en que es usual encontrarlas también en la literatura relativista, donde hemos definiendo

T
Ky =T, — igw. (1.4)

Es importante mencionar que la teoria de RG de Einstein elige las componentes de la conexién simple-
mente como los simbolos de Christoffel de la métrica, razén por la cual el espaciotiempo no tiene torsién y
ademds V ,g,,, = 0 (tensor de no-metricidad nula), con V,, la derivada covariante definida por los simbolos
de Christoffel. Como consecuencia, el tensor de Einstein es covariantemente constante,

V,.G" = 0. (1.5)

1Puede encontrar los valores de las constantes en el apéndice A.



Anélogamente, por la ecuacién (1.1) vemos que necesariamente el tensor energia-momentum ha de ser
covariantemente constante, vale decir

v, T" = 0. (1.6)

Ademsds, en este contexto las particulas masivas (de prueba) se mueven por curvas geodésicas (A.14)
tipo tiempo (ds? > 0) y los fotones por geodésicas tipo luz (ds? = 0).

La primera solucién a las ecuaciones de Einstein y que describe el campo gravitacional fuera de un
cuerpo de masa M esféricamente simétrico en reposo, fue calculada por Karl Schwarzchild (Schwarzchild,
1916). Dicha métrica, en coordenadas de curvatura, con 6 € [0, 7] y ¢ € [0, 27], tiene elemento de linea

2
ds® = (1 - 2) (cdt)? — (f) = r*[d0? + sin®(0)d?), (17)

T

donde se ha definido convenientemente ro := GM/c?. Note que la constante 27y determina una escala
caracteristica del cuerpo, la cudl es llamada radio de Schwarzchild. En resumen, la solucién de Schwarchild
se caracteriza por ser

= Esféricamente simétrica.
= Estéatica.

= Asintéticamente plana, vale decir que para r — oo el tensor de curvatura R%,,o — 0. Dicho de otra

forma, para r — oo, entonces ds? — c2dt? — dr? — r2[df? +sin®(0)dp?], correspondiente a la métrica
del espacio plano en las usuales coordenadas esféricas.

1.2. Ondas gravitacionales

Después de un siglo de las predicciones realizadas por Schwarzchild (1916) y Einstein (1918), dos
detecciones de ondas gravitacionales emitidas desde sistemas binarios de agujeros negros en el proceso de
fusién han sido reportados (Abbott et al., 2016a,b). Las ondas gravitacionales (también conocidas como
“radiacién gravitacional”) constituyen una de las mdas fascinantes predicciones de la teorfa de Einstein
de la gravitacion y que, luego de 100 anos desde la creacion de la teoria, comienza a brindar una nueva
forma de observar nuestro Universo. Uno de los aspectos que hace su estudio tan interesante para la
comunidad de Fisicos es que estas ondas simplemente no existen en la antigua teoria newtoniana de la
gravedad, que fue nuestro mejor modelo para la interaccién gravitacional por cerca de 200 anos, pero
que fue reemplazada por la revolucionaria teoria de Einstein. La ley de gravitacién universal de Newton
requiere de un comportamiento conocido como “accién instantdnea a distancia”, pues dos masas separadas
incluso a una gran distancia experimentan, de acuerdo a las leyes newtonianas, una fuerza atractiva de
efecto instantaneo, lo cual inquietaba incluso al propio Newton. De hecho, esta propiedad de la teoria
de Newton fue una de las que motivé a Einstein a formular una nueva teoria de la gravedad, que fuese
compatible con y/o generalizara su recién formulada teoria de Relatividad Especial (1905), y que postula
la existencia de una velocidad méxima de toda interaccién (la velocidad de la luz). Una primera forma
de entender las ondas gravitacionales es como cambios en el campo gravitacional que se desplazan por el
espacio (y el tiempo), y que son producidos por el movimiento de objetos masivos.

Debieron transcurrir aproximadamente 8 anos desde que Einstein tuviera la (genial) idea que seria la
piedra angular sobre la que se sustentaria su nueva teoria de la gravedad (el “principio de equivalencia”,
en 1907) hasta obtener lo que hoy consideramos la versién final de la teoria de la RG (Einstein, 1916),
hace ya 100 afios. Fue é] mismo, quien en Einstein (1918), al estudiar su teorfa, comprobé que ésta inclufa
naturalmente la posibilidad de que los cambios en el campo gravitacional se propaguen a una velocidad
finita. La velocidad finita de propagacién de algin campo es una de las caracteristicas esenciales que
en Fisica se requieren para definir lo que llamamos una onda, una onda de gravedad en este contexto:
una onda gravitacional. La situacién es andloga al caso electromagnético. Recordemos que cuando James
Clerk Maxwell complet6 (en 1865) “sus” ecuaciones, que gobiernan los fenémenos eléctricos y magnéticos,
reconocio que ellas admitian soluciones ondulatorias propagantes: ondas constituidas por campos eléctricos
y magnéticos oscilantes, las ondas electromagnéticas.



La teorfa de RG predice que la velocidad de las perturbaciones de la geometria (es decir, del campo
gravitacional), y por lo tanto de las ondas gravitacionales, es igual a la velocidad de la luz. Esto significa
que, si un sistema emite simultdneamente ondas electromagnéticas y gravitacionales, éstas llegaran al
mismo tiempo a una regién distante (por ejemplo, a los detectores situados en la Tierra). Andlogamente,
podemos plantearnos la siguiente situacién hipotética: ;qué ocurriria si sibita y misteriosamente desapa-
reciera el Sol en nuestro sistema solar? ; Cuanto tiempo después se apreciaria el efecto de la desaparicién
en la érbita de cada planeta? De acuerdo a la teorfa de Newton, todos los planetas del sistema (junto
con todos los asteroides, cometas, y otros cuerpos que se muevan bajo la accién gravitacional del Sol)
continuarfan moviéndose en linea recta (hasta que sobre ellos actuase otra fuerza que los obligara a cam-
biar su estado de movimiento), todos simultdneamente, en el mismo instante de la desaparicién del Sol
(y su campo). Por otro lado, la teoria de Einstein nos dice que los planetas comenzardn a moverse en
linea recta, pero luego de distintos tiempos, precisamente el tiempo que tarda en propagarse el cambio
en el campo gravitacional desde el instante de la desaparicion del Sol en el centro del sistema, hasta cada
planeta. Asi, Mercurio, Venus, la Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno dejardn sus drbitas
(aproximadamente) elipticas y continuardn en trayectorias rectilineas luego de aproximadamente 3.1 mi-
nutos, 5.8 minutos, 8 minutos, 12 minutos, 42 minutos, 1 hora con 16 minutos, 2 horas con 34 minutos y
cuatro horas, respectivamente.

La teoria de ondas gravitacionales es un exquisito tépico de estudio que abarca diversas areas de la
Fisica como son la RG, la Teoria de Campos, la Astrofisica y la Cosmologia. En particular, la teoria de
la Relatividad General plantea ecuaciones de campo que son altamente no-lineales en las componentes de
la métrica, lo que acarrea gran complejidad al momento de intentar calcular soluciones analiticas exactas
de la misma. Si bien, se han hallado algunas soluciones exactas, como ocurre con los agujeros negros de
Schwarzchild (Schwarzchild, 1916) y Kerr (Kerr, 1963), éste es un problema altamente no trivial y como es
habitual en teorias con ecuaciones no lineales, los métodos numéricos y la teoria de perturbaciones salen
en ayuda, para estudiar algunas consecuencias (de manera aproximada obviamente) que las ecuaciones
puedan predecir.

Formulada la RG, al emplear la teoria de perturbaciones en las ecuaciones de campo y expandir la
métrica de determinado espaciotiempo g, de interés, en torno a g,, (la métrica correspondiente a un
espaciotiempo de fondo), luego de la imposicién de ciertos gauges (eleccién de un sistema de coordenadas
especifico) se pueden describir las Ondas Gravitacionales de forma particularmente simple; perturbacio-
nes del campo gravitacional que se propagan a la velocidad de la luz y con dos estados de polarizacién
independientes. Historicamente, la discusién de lo que se entiende por “espaciotiempo de fondo” y “fluc-
tuaciones del mismo” ha resultado altamente no trivial y se requiere un profundo estudio de las fuentes
que generan el campo gravitacional de fondo y como las ondas gravitacionales contribuyen a la curvatura
del espaciotiempo completo.

Dada la extrema debilidad de las ondas esperadas y las grandes dificultades técnicas para su deteccién
(que literalmente estan expandiendo la frontera de lo que es posible medir), se requiere mas de un detector
operando. Primero, para corroborar la mera deteccién de una senal, es decir, para descartar una falsa
deteccién producto de perturbaciones no deseadas o mal funcionamiento de un detector. Por otro lado,
se necesita una red de detectores para poder extraer el perfil de la onda detectada y para determinar
la direccion desde la que ella llega a la Tierra. De esta forma, el desafio de la deteccion de radiacion
gravitacional ha impulsado un esfuerzo de colaboracién global. Por otro lado, para el anélisis de los datos
que se espera adquirir, e incluso para la propia identificaciéon de una senal dentro del siempre existente
“ruido” que acompana a las mediciones, es imprescindible contar con detalladas predicciones de los perfiles
de ondas gravitacionales esperados a partir de distintos tipos de fuentes. Es aqui donde el desarrollo de
métodos analiticos aproximados, asi como de resolucién numérica de las ecuaciones de Einstein se hace
también necesario.

En el caso de sistemas binarios en coalescencia, formados por pares de agujeros negros, o un agujero
negro y una estrella de neutrones, o bien dos estrellas de neutrones (las fuentes mds prometedoras para
la deteccién directa de las ondas gravitacionales), es posible distinguir diversas fases en lo que respec-
ta a su evolucién y a las ondas gravitacionales que emiten. Estas fases requieren que las “plantillas”
predichas para las ondas gravitacionales sean modeladas con distintos métodos y luego sean empalma-
das construyendo una plantilla completa de la onda gravitacional. En el proceso de “inspiral”, cuando
los cuerpos se comienzan a acercar y orbitar mutuamente decayendo gravitacionalmente, son empleados
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variados métodos conocidos colectivamente como aprozimacion postnewtoniana (teorfa perturbativa de
la RG que proporciona ecuaciones “tipo Newton” para el sistema, més correcciones relativistas). Dicha
aproximacion es valida hasta que las velocidades de los cuerpos aumentan tanto que se vuelven compa-
rables con la velocidad de la luz. Pasado ese punto es indispensable recurrir a la asi llamada Relatividad
Numérica (Baumgarte et al., 1963), es decir la resolucién de las ecuaciones de Einstein completas, con
todas sus complejidades y no-linealidades, utilizando (super-)computadores. Dicha 4rea de estudio ha
logrado significativos avances en las ultimas décadas, consiguiendo realizar las primeras predicciones de
las propiedades de las ondas emitidas en las tltimas fases de fusién de sistemas binarios.

Pues bien, el estudio de las aproximaciones postnewtonianas estd intimamente ligado al estudio de
campo gravitacional débil, que como su nombre bien lo indica, corresponde a un espaciotiempo levemen-
tente curvado, lo que nos permite pensar en una métrica plana mas una pequena perturbacién que curve
dicho espaciotiempo. Asi, en términos de la métrica es razonable suponer que estd dada por la métrica
de Minkowski 7, (en coordenadas cuasicartesianas en la forma (A.3)) mas pequefias perturbaciones a
distintos érdenes en algin pardmetro adimensional € < 1 que caracterice al sistema en consideracién.
Bajo los razonamientos planteados se postula por tanto, una métrica general en la forma

o (1)
Juv = N + Z 9 pvs (18)
n=1

donde (5) v indica el orden en que cada uno de los términos de la perturbaciéon depende del parametro e

en cuestion y ademas |(Z)W\ < 1 para cada n.

1.3. Cumulos Globulares

La pregunta que surge naturalmente es jcudles son las fuentes candidatas més prometedoras respecto
a deteccién de ondas gravitacionales? Como sefialabamos, sistemas binarios de objetos compactos son las
fuentes més prometedoras, pero jcémo se forman? ;dénde se encuentran? Pues bien, sistemas estelares
densos son las fuentes mas prometedoras, ya que en ellos la formacién dindmica de sistemas binarios de
agujeros negros es mas probable.

Figura 1.1: Distribucién de ctimulos globulares en la Via Lactea: Las posiciones fueron obtenidas del
catdlogo de Harris (1996 (edicién 2010)) y son representadas gréficamente como circulos negros sobre
el mapa “COBE FIRAS 2.2” de la Galaxia empleando proyeccién de Mollweide. Fuente: http://www.
dartmouth.edu/~chaboyer/mwgc.html.

Los ctimulos globulares son sistemas estelares viejos y densos que contienen una poblacién entre 10*
a 10° estrellas (para consultar un buen articulo de revisién sobre ctimulos globulares ver Benacquista
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& Downing (2011)). Se encuentran normalmente asociados a una galaxia anfitriona y muchas galaxias,
incluida la Via Lactea (VL), tienen ctiimulos globulares tanto en su interior como en sus alrededores
orbitando como satélites. Un buen catdlogo con una estimacién del nimero de cimulos globulares en la
Via Léctea es frecuentemente actualizada por Harris (1996 (edicién 2010)). En la figura 1.1 puede apreciar
la distribucién de cimulos globulares en la Via Lactea.

Figura 1.2: Fotografia de NGC 6266 tomada por el telescopio espacial Hubble. Fuente: https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Messier_62_Hubble_WikiSky. jpg.

Como tales, los cimulos globulares son el escenario de muchas interacciones interesantes, ya que contie-
nen una variedad de estrellas en distintos estados evolutivos. Algunos de ellos son las estrellas de neutrones
y agujeros negros, que son llamados en conjunto objetos compactos. Dichas interacciones dindmicas pueden
alterar la evolucién de estrellas individuales y pueden producir sistemas binarios conteniendo uno o mas
objetos, lo que va volviendo a los cimulos més densos y mas compactos. Un ejemplo de cimulo globular es
el NGC 6266. Este cumulo, ubicado en el bulbo de la Via Léctea, se destaca porque posee una poblacién
de pulsares binarios de milisegundos y mas de 50 fuentes emisoras de rayos X se han reportado dentro del
radio de masa media del cimulo NGC 6266, sugiriendo que estd en una fase dinamica activa, generando
binarias por encuentros dindmicos (Beccari et al., 2006), lo cual puede ser explicado por segregacién de
masa de restos compactos hacia el centro del cimulo (Hut & Verbunt, 1983; Spitzer, 1987; Banerjee et
al., 2010). La formacién de binarias de objetos compactos, como por ejemplo, estrellas de neutrones (NS
por las siglas en inglés de Neutron Star) y agujeros negros (BH por las siglas en inglés de Black Hole)
seria el resultado de la evolucién de las estrellas mas masivas del cimulo. Estos objetos, que son més
masivos que otras estrellas del cimulo, serian rapidamente segregados al nicleo del mismo, un proceso
que conduciria a la formacién de subcimulos densos (Lee, 1987; Miralda-Escude & Gould, 2000; Freitag
et al., 2006) conformados por estrellas de neutrones y agujeros negros (Hut & Verbunt, 1983; Hut et al.,
1992). Por consiguiente, dichos subcimulos serfan eficientes en la produccién dindmica de binarias de
objetos compactos, las cuales son fuentes de una amplia banda de ondas electromagneticas y también de
ondas gravitacionales (Banerjee et al., 2010; Benacquista & Downing, 2011). Por esta razén, se ha elegido

5



Pardmetro Valor Ref.

RA (J2000) 17:01:14.0 H
DEC (J2000) —30:06 :48.2 H
Longitud Galéctica [ 353.57 H
Latitud Galéctica b 7.23 H
Distancia desde el Sol D 6.9 kpc H
Radio del nicleo R, 6.6” NG
Concentracion central ¢ 1.70 H
Radio de masa media Ry 2.07 pc H
Velocidad de dispersién o 13.7 km/s H
Metalicidad [Fe/H] —1.29 dex H
Masa total Mo 3.8 x 10° Mg, G

Tabla 1.1: Pardmetros estructurales observados de NGC 6266. Fuente: Elaboracién propia con datos
provenientes de H=Harris (1996 (edicién 2010)), NG=Noyola & Gebhardt (2006) y G=Gnedin et al.
(2002).

uno de los cimulos globulares més densos y viejos de nuestra Via Lactea, el NGC 62667 (también llamado
objeto Messier 62 o M62) para simular computacionalmente y estudiar si éste puede ser una fuente de
ondas gravitacionales detectables. Dicho cimulo fue descubierto en 1771 por Charles Messier, tiene una
masa de 1.2 x 105 M y un radio de masa media (half mass radius por su nombre en inglés) Ry, de 2 pc
aproximadamente. Su velocidad de dispersién o es de 14.3 km/s y se encuentra a 2.4 kpc desde el centro
de la Via Léctea, en el bulbo de la misma (Harris, 1996 (edicién 2010)). En la figura 1.2 puede encontrar
una fotografia tomada por el telescopio espacial Hubble de este cimulo y en la tabla 1.1 puede encontrar
sus parametros observados segin diferentes autores.

En un cimulo globular pueden existir dos tipos de poblaciones de binarias. Las llamadas binarias
primordiales son los sistemas formados durante el proceso de formacién estelar del cimulo en la nube
molecular y los sistemas binarios formados por la evolucion dindmica de las estrellas del cimulo. Dentro
de este tultimo tipo, la formacién de sistemas binarios puede ser dividida en dos clases dependiendo de los
encuentros entre estrellas:

= Encuentro por transferencia de energia: Sélo unas pocas binarias son formadas por encuentros de
multiples estrellas, donde a expensas de la energia relativa entre las otras dos que formardn el
sistema binario, se transfiere energia a la tercera, la cual escapa dejando a la binaria aislada.

= Encuentro por intercambio de posiciones: Consiste en que si hay un sistema binario y se acerca una
tercera estrella a perturbarla, entonces ésta intercambia la posiciéon con una de las constituyentes
del sistema binario inicial y debido a la equiparticién de la energia, el miembro mas liviano en la
interaccién usualmente escapa (Hills & Fullerton, 1980; Heggie & Rasio, 1996; Khalisi et al., 2007)
dejando una nueva binaria formada.

Debido a la evolucion estelar, los agujeros negros se vuelven rapidamente los objetos més masivos
dentro del cimulo, motivo por el cual se ven afectados fuertemente por configuraciones estelares densas
y son por tanto propensos a formar sistemas binarios. Un importante efecto durante este proceso es la
formacién de binarias duras (Heggie, 1975), cuando la energia termal del ctimulo es menor que la energia
de formacién de la binaria, lo que conlleva a una reduccién en la separaciéon de ésta. Si la binaria esta
compuesta de agujeros negros, entonces es posible que ingrese a un régimen relativista, en cuyo caso se
necesita tomar en cuenta de manera apropiada las correcciones postnewtonianas debido al decrecimiento
de la energia del sistema por la emisién de ondas gravitacionales en el proceso.

Para hacer predicciones de la tasa de eventos de emisién de ondas gravitacionales, los procesos fisicos
de interacciones de objetos compactos remanentes deben ser bien entendidos. Hace més de 10 anos atras,
Giltekin et al. (2004) y O’Leary et al. (2006) desarrollaron simulaciones de una poblacién pura de binarias

2NGC es el prefijo de Nuevo Catélogo General de Nebulosas y Ctimulos de estrellas, por las siglas en inglés de New General
Catalogue of Nebulae and Clusters of Stars, catalogo de los objetos del cielo profundo més conocido en Astronomia.
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de agujeros negros con un fondo estelar uniforme. Ademds, Brem et al. (2013) anadié los efectos de spin
a la misma configuracién. En aquellas simulaciones, se supuso que BHs y binarias de BH-BH formaban
un sub-sistema completamente segregado por masa, donde las binarias de agujeros negros interactuaban
fuertemente la una con la otra, conduciendo a la formacién y destruccién de binarias. Por primera vez,
ellos también estudiaron el crecimiento de agujeros negros por fusiones sucesivas de agujeros negros.
En particular, O’Leary et al. (2006) predijo 1 a 10 detecciones por ano de fusiones de BH-BH para el
interferémetro avanzado de LIGO. Més de un 70 % de estas fusiones ocurren en binarias de BH-BH que
han sido ejectadas desde el cumulo. Progresando sobre este panorama clasico, hay estudios que toman
en cuenta la evolucién de sub-cimulos de BHs con un numero realista de BHs en un cimulo anfitrién
(Portegies Zwart & McMillan, 2000; Banerjee et al., 2010; Morscher et al., 2012; Antonini & Merrit, 2013).
Estos estudios estiman que la escala de tiempo de auto agotamiento del nticleo de BHs es tipicamente del
orden de unos pocos Gyrs. Sin embargo, en esos trabajos no hay consideracién de la evolucion estelar del
cimulo. Otras aproximaciones fueron realizadas por Ivanova et al. (2008) y Sadowski et al. (2008), quienes
desarrollaron simulaciones de una poblacién de binarias compactas en cumulos estelares considerando
evolucién estelar, pero suponiendo que las binarias de BHs y BH-BH siempre permanecen en equilibrio
dindmico con el resto del ciimulo. En este caso, el cimulo no experimenta segregacién de masa. Estas
consideraciones conducen a tasas de deteccion de fusiones mucho més altas, del orden de 25-3000 por ano
dependiendo de las condiciones iniciales.

Todos estos modelos intentan explicar los procesos fisicos involucrados en la evoluciéon de binarias
compactas dentro de cimulos estelares, y sus efectos sobre la emision de ondas gravitacionales. Sin em-
bargo, las diferentes suposiciones iniciales conducen a predicciones bastante diferentes para la deteccién de
ondas gravitacionales. Incluso cuando todos estos modelos clarificaron diferentes aspectos de la dindmica
de binarias compactas dentro del cimulo y su interaccién con otras estrellas, no hay un modelo completo
incluyendo todos estos aspectos en una misma simulacion. Dado que la tasa de deteccién de ondas gravi-
tacionales depende de la dindmica del cimulo globular, es importante entenderla en detalle realizando la
simulacién lo méas completa y realista posible, considerando un nimero realista de estrellas, con evolucion
estelar® y una poblacién de binarias primordiales®. Como primer paso, si bien no utilizamos un ntimero
real de estrellas, por primera vez se incluye la evolucién estelar y una poblacién de binarias primordiales.
Esta es la meta que nos hemos planteado al modelar NGC 6266, el cual posee interesantes caracteristicas
que lo vuelven un excelente laboratorio para probar la versién actualizada del cédigo NB6++GPU/PN.

3Modelos que predicen cémo evolucionan las estrellas dependiendo de su masa. Matematicamente estdn descritos de
acuerdo a la funcién de masa inicial (en este caso usamos Kroupa (2001)).

4Las estrellas en una nube molecular no nacen solas sino en sistemas de estrellas (eso se ha observado en Haisch et al.
(2001)).






Capitulo 2

Ondas Gravitacionales y su deteccién

En este capitulo haremos una rapida revisién de como las ondas gravitacionales, emergen de manera
simple en la teoria de RG cuando se estudia una versién linealizada de la misma. Ademaés, estudiaremos
algunas de sus propiedades' que son relevantes para el desarrollo de la presente tesis.

2.1. Teoria de RG linealizada

Recordando que las ecuaciones de campo (1.1) son altamente no lineales en las componentes de la
métrica. Si consideramos un campo gravitacional débil, pero no necesariamente estacionario y lo carac-
terizamos mediante algiin pardmetro adimensional € < 1, postulando en un sistema de coordenadas
cuasi-inerciales, una métrica en la forma (1.8), vale decir, una métrica y su inversa como

(1)

(1)
G B M + G s 9 R+

gm, (2.1)

1 1 1
donde 7, estd dada por (A.3), con (g)W y (g)“” a primer orden en e. Si definimos h,, = (g)W7 al

reemplazar (2.1) en (A.4), se concluye que a primer orden en e, las componentes de perturbacién de la

inversa estan dadas por (é)”” = —n“Anl’phAp By — I,

Dado que existen infinitos sistemas de coordenadas en que la métrica puede expandirse como en (2.1),
existen también infinitos h,,, y como el espaciotiempo de fondo es plano, entonces el formalismo es
naturalmente covariante bajo transformaciones de Lorentz del tipo ## — 2'# = A* z", con la matriz Af
definida tal que A fA,77,, = 1,,. Entonces las componentes de la métrica transforman como

g;,w (xl) = AupAygng (‘T)
= A;LPAVU (npa + hpo (,T))
= 77}“/ + AHPAVO'th (I) (22)

Asi, vemos que como g,,,, es un tensor bajo transformaciones de Lorentz (T.L.’s), entonces h,, también
ha de serlo y por consiguiente debe transformar como hj,, = A,fA,7hy,(z). Ademés, en el contexto de la
expansion realizada podemos subir y bajar indices usando la métrica del espacio plano 1. Por ejemplo,
h = h¥, = n""hy, es la traza del tensor hy, y U := 9,0" = n"”0,0, es el operador de onda, ambos
escalares bajo T.L’s. Con esto en mente, evaluando en (A.6)-(A.10) encontramos que los simbolos de
Christoffel, la curvatura, el tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor de Einstein tienen la forma:

LW , W, (1) (1) (1)
r, =T R, =R’,  Rw=R, R=R Gu=0Cpu, (2.3)

A
nv Jz

1Para mayor detalle de los resultados expuestos en la presente seccién, consulte Maggiore (2008) o Rubilar (2016).
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(1) €y
R =9 R,, = d"0"h,, — Oh, (2.7)

(1) @ 1 ® 1
Guv = B = 5w B = 5 (0,0 hxy + 0,0™hry — 0,0,h — Ohyy — Ny (00070, —OR)] . (2.8)

Si consideramos un cuerpo de prueba’® que se mueve con cuadrivelocidad u# = dz*/dr en el campo
gravitacional y suponemos que lo hace lentamente, es decir |dz*/dt| < ¢, entonces podemos aproximar
dr = dt y por consiguiente dx'/dr = dxz*/dt. Asi, a orden cero en v*/c, la ec. de la geodésica (A.14) se
reduce a

d?zt dx0 dz°
5 +Th0———— ~0. (2.9)
dr dr dr
Si ademads suponemos que el campo es estacionario (94h,,, = 0), entonces la componente p = 0 de ec.
precedente no proporciona infromacion relevante y la coomponente p = ¢ nos conduce a

d?x’ c?
~ ——0;hqgo- 2.10
d? g 1o (2.10)
Note que con las consideraciones tomadas, la ec. precedente deberia reducirse a la ec. de movimiento
newtoniana d?z* / dt? = —0;Pnew, CON Gnew €l potencial gravitacional newtoniano. Por lo tanto, identifi-

cando hog = 2hnew/c? encontramos que gop & 1 + 2¢new/c?, lo cual para ser consistentes requiere que
|2¢new/c?| < 1. Dado que el potencial newtoniano generado por una masa M a una distancia r estd dado
POT ¢new(r) = —GM /7, la condicién mencionada requiere que GM /c*r < 1°.

Tipicamente, en la literatura se encuentra que el pardmetro que caracteriza campos gravitacionales
débiles corresponde a € = GM/c*R, con R alguna escala de distancia caracteristica del campo gravitacio-
nal, lo que permite reordenar los términos en las expansiones (2.3) como si la expansion se realizase en
potencias de G, vale decir, como si el pardmetro de expansién fuera G (e ~ G), que es lo que supondremos
en los calculos que se presentaran a continuacion.

Definiendo el tensor B;w asociado a hy,, como B,“, = hu, — N h/2, entonces se encuentra que t .=

ntv 7LW =—t,y E;w = hy,. Por lo tanto podemos escribir

(1) 1. - _ _ _
G =—5 [Dhuw + M 020 hyy — 0,07 hry — 9,0 ] - (2.11)

Similarmente, se requiere considerar una expansion del tensor de energia-momentum de la materia en
(0) (1) (0) (1)
la forma 7}, = T, + T con T, aorden O en € y T, a primer orden. Por un conteo de érdenes de
magnitud en la expansién de la ec. (1.1), tenemos luego que

(1) 87 G (0)
G/LV: 7T4 T,uua (212)

(0)
donde por consistencia, al derivar la ecuacién anterior se encuentra que 0* 1, = 0, vale decir la energia
) (0)
y el momentum descritos por 1", se conservan.

2En el capitulo 3 se discutiré el significado de un cuerpo de prueba en RG.
3Note que en las cercanfas del Sol GM/c?r ~ GMg/c?Ra ~ 107% y en las cercanfas de la Tierra GM/c?*r =~
GMg/c?Rg ~ 1077,
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Note que ante transformaciones de coordenadas del tipo z# — a/# = 2 + £#(x), con |9, | de orden
e al igual que h,,, se infieren también nuevas descomposiciones del tipo (2.1). Asf, vemos que

oz OzP
g;u(x/) = OzH Dv g/\p(l’)

= (05 — 0u€MN(2)) (85 — 0,7 (2)) (mrp + rp())

=Ny + hw/(m) - 77/\1/8;15)\(37) - nupaufp(x)
SN+ B (7). (2.13)

Por lo tanto, en las coordenadas x’ con la perturbacién métrica h;w a primer orden en e definida por

h;w(xl) = huu(x) - aufu(x) - a,,fu(x), gu = Nuv £, (2.14)

también se tiene una métrica en la forma (2.1), pero con una perturbacién h;“, relacionada con la original
por medio de (2.14).

2.1.1. Gauge de Lorenz

Por la libertad en la eleccién de las coordenadas, siempre podemos imponer el gauge de Lorenz,
0" by = 0, (2.15)

ya que si tenemos coordenadas en que esto no se satisfaga, podemos hacer una transformacién del tipo
(2.13) donde si se satisfaga. Asi, es posible demostrar que con [0, = 0"h,, la ec. (2.12) se reduce a

167G (9
Ok, = ——22T . (2.16)

o

Vale decir, en el gauge de Lorenz se reduce el niimero de ecuaciones independientes de 10 a 6 y ademaés
la perturbacién B;w satisface la ecuacién de onda inhomogénea con el tensor energia-momentum como
fuente. Por lo tanto, en regiones sin materia Bw satisface la ecuacién de onda homogénea, lo que implica
que pueden existir soluciones propagantes, que posean como velocidad de propagacion la velocidad de la
luz.

Por lo tanto, las soluciones particulares correspondientes a campos retardados asintéticamente nulos
son

(0)
Bz AG [T (@t =12 -2/c) 5 ,
huy(l’yt) = —CT ‘ff f’| d xT , (217)
los que definen la métrica a primer orden en € en la forma
_ 1 _
Guv = Nuv + h/u/ - inuu h. (218)

2.1.2. Gauge Transversal sin traza

En regiones libres de fuentes, donde T}, = 0, siempre es posible elegir coordenadas tales que, adicio-
nalmente a la condicién de Lorenz (2.15), se satisfaga el gauge transversal sin traza (o TT-gauge, por
“Transverse Traceless”) tal que

h=0,  ho=0. (2.19)

Cabe mencionar que como h = h = 0, en el gauge TT no es necesario hacer la distincién entre huw
y BW, ya que hy,, = TLW. Como ademds h = 0, entonces hgg = —h%; = hy;, lo que permite escribir
cualquier expresiéon que involucre h,, como una funcién sélo de las componentes puramente espaciales
hi;j. Finalmente, en el gauge TT la condicién de gauge de Lorenz (2.15) se reduce a

ohoo = 0, 9;h" = 0. (2.20)
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2.1.3. Ondas gravitacionales planas: dos polarizaciones

Consideremos una regién sin materia por la que se propaga una onda gravitacional plana de la forma
By (x) = R [e, (k) exp (ikra™)] (2.21)

con e, el tensor (bajo TL) amplitud de la onda y ky el 4-vector (bajo TL) de onda. Introduciendo (2.21)
en la ecuacion de onda homogénea, Di_LW = 0, encontramos que kyk* = 0, mientras que la condicién de
gauge de Lorenz implica que e, k" = 0.

Si fijamos la libertad residual eligiendo un campo &* tal que LIE* = 0, como por ejemplo:

gh(x) = =R [ie" exp (ikra™)] (2.22)

con k* = (k,0,0, k), entonces el valor de las constantes es

1 1 1
e = T (2¢” +e!t + %), e = Eem, e = %602, = (2" —e' —e¥?). (2.23)

Note que esta eleccién de gauge satisface que e’#, = 0 y por lo tanto h' = K =0, vale decir, la
perturbacién es de traza nula. Como ademas hj,o = 0 y hj,3 = 0, se verifica que e}, describe una solucién
en el gauge TT.

En efecto, reescribiendo ¢’!! y e/12 en términos de constantes reales como e/'! =: h e~ %+ y 12 =:
hy e~ entonces la perturbacién métrica estd dada por

00 0 O 0 0 0O
R, = hy cos(ket — kz + ¢4) 8 (1) _01 8 + hy cos(ket — kz + ¢x) 8 (1) (1) 8 , (2.24)
00 0 O 0 0 0 O
y por consiguiente el elemento de linea resulta ser
ds* = Adt* — di* + hy cos(ket — kz — ¢ )(dx? — dy?) + 2hy cos(kct — kz — @y )dxdy. (2.25)

Es directo ver que al considerar por separado las dos posibles polarizaciones linealmente independientes
de la onda gravitacional plana, éstas corresponden a una rotacién en 7/4 (obviando su amplitud y fases
eventualmente diferentes) de los ejes coordenados en el plano normal a la direccién de propagacién de la
onda. Por dicha razon, en la literatura suelen restringirse al estudio de las propiedades de sélo un estado
de polarizacion de una onda gravitacional plana.

2.1.4. Transformacién al gauge TT

Si se tiene una solucién de onda h,, (Z,t) que se propaga a lo largo de la direccién 7 calculada en el
gauge de Lorenz (2.15) pero no en el gauge TT, entonces la forma de convertirla al gauge TT es

R (Z,t) = Nijrihi (Z,1), (2.26)

donde se ha definido el operador A;j x;(72) como

R 1 1 1 1
Aij,kl(n) = 5ik5jl - 551‘3'5191 — @mmk — (5iknjnl + ininjékl + §5ijnkm + §ninjnknl. (2.27)

Es directo verificar que este operador es completamente transversal al vector n’, en el sentido que
satisface n'Aj; 0 = WA = Aij,klnk = Amkml = 0 y ademsés es libre de trazas, en el sentido que
Asi i = Nij ki = 0. Como consecuencia de estas propiedades, satisface ademds que

Aij,klAij,pq = Akl,pq- (228)
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2.1.5. Generacién de ondas gravitacionales

Para fuentes pequenas comparadas con la longitud de onda de su radiacién (de tamarnio L < \), en su
zona lejana donde r > X (tal como en el caso de ondas electromagnéticas) encontramos que el término
dominante de (2.17) es

ctr

_ AG1 (O
Prrad™ (T, 1) = _77/ Th (f’,t— g) a3 (2.29)

(0)
Empleando la ley de conservacién para el tensor de energia-momentum 7T'#” y suponinendo que la

distribucién que genera el campo gravitacional estd confinada a una regién acotada del espacio, podemos
escribir la integral (retardada) [T d3z en términos de derivadas del momento cuadrupolar de la fuente

como
0) .. 1 d2 o).
/T” dr = @@/To%w >z, (2.30)
de donde concluimos que
—ii 2G1d® |1 [ -
h;;d<f, t) = _CT;E [C2 / TOO(.'II/) x”x” dg.T/ (231)
tret

(0
donde hemos definido el tiempo retardado t,e; := t —r/c. En particular, si T'%°/c? = p(Z,t) es la densidad
de masa de la fuente (a primer orden), entonces podemos escribir

_y 2G 1 ...
1] - — y’ 1]
hrad(xat) A |:M ] tret’ (232)
donde
M (t) = / p(Z,t) x'a? dPe, (2.33)

es el tensor momento de inercia (con traza) de la fuente.
Note que Bgd decae con 1/r y que a diferencia de la situacién de las ondas electromagnéticas, su
primera contribucién no nula corresponde a radiacién cuadrupolar. Esto se debe a que la derivada temporal
del momento dipolar gravitacional [ pz’d®z no aporta a la energfa radiada (que depende de la derivada

de h;?,) ya que es proporcional al momentum lineal del sistema, el cual es conservado a primer orden.

2.1.6. Ondas gravitacionales emitidas por un sistema binario con 6rbitas ke-
plerianas
Para un sistema binario con érbitas aproximadamente keplerianas, desde el apéndice C sabemos que
su solucién en términos de la coordenada relativa estd dada por la ec. (C.38).
Como la densidad de masa de la binaria estd dada por p(Z,t) = m6®)(F — 7)) + mad®(F — 7o),
entonces el tensor de inercia resulta I/ = myziz] + mazbrd y dado que ¥1 y ¥ estdn dados por la ec.
(C.7) en términos de la coordenada relativa, entonces encontramos que

I = prird, (2.34)

expresién que al ser derivada conduce a que I = p(ird 1i7) y [ = p(#rd 427+ +1%77). Recordando
la ec. (C.9) se halla que

o . GM . .
I =24 <vlv1 — nzn3> . (2.35)
r
De esta forma, al introducir (2.35) en (2.32), se halla que

i aGu ( , . GM , .
o2y — God i~
hl (%, 1) a (v v AL ) (2.36)

tret
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2.1.7. Enmnergia y momentum angular radiado

En Maggiore (2008) y en Rubilar (2016), se muestra que considerando sélo el término cuadrupolar en
la expansién multipolar de la onda, el promedio temporal de la potencia y del momentum angular por
unidad de tiempo radiado por éstas (es decir, pérdidas por el sistema), estdn dados por

— G G oy 2GR
<P> = 5?<Q Q > tret, <L7,> = 5?€”k<l I > trec, (237)
con Q% el momento cuadrupolar sin traza definido como
.. .. 1 ..
QY = M7 — gM’“kd”. (2.38)

2.1.8. Lo que radia el sistema binario y la primera evidencia indirecta

Si se supone que la fuente de radiacién gravitacional es un sistema binario decayendo mediante un
continuo de drbitas elipticas, entonces tanto el semieje mayor a, la excentricidad e, la energia F, el
momementum angular L* y el periodo orbital T" son funciones del tiempo en la forma

a = alt), e=elt), E = E(t), L'=LYt), T=T(), (2.39)

donde para cada tiempo ¢ son vélidas las 3 Leyes de Kepler®. Asi, si en (2.34) se evalia la ec. (C.38) que
es solucién para las érbitas keplerianas, entonces es posible hallar que

32 G4 M3 . 32GT?u2MB? 1 7,
<P> - E c5a5 f(e)7 <L> — g 05(17/2 (1 2)2 (1 + ge ) ) (240)
con
1 73, 37,
fle):= a—ae (1 + 1€ 4F 91¢ ) , (2.41)

una funcién que depende de la excentricidad para cada instante de tiempo® ¢. De la tercera Ley Kepler
(C.45) sabemos que T es proporcional a a? y si la diferenciamos se llega a que
T 3a
- =—_—. 2.42
TP ias ( )
Andlogamente, si diferenciamos la definicién newtoniana del semieje mayor dada por (C.36), entonces
encontramos que
a F
-—=——. 2.43
=3 (2.43)
~ Considerando la siguiente ecuacién de balance para la energia de la binaria y las ondas gravitacionales,
E = —(P), es posible concluir que

- - = (2.44)

T 96 G323 TN\ P
=—=—5 \|a f(e),

prediccién tedrica que fue testeada con gran precisién con el pilsar binario® de Hulse & Taylor PRS
B1913 + 167. A continuacién se adjunta un famoso gréfico sobre el retraso acumulado de los periodos
orbitales del periastro de dicho sistema, el cual constituye la primera evidencia experimental de manera
indirecta sobre la existencia de ondas gravitacionales.

4Para mayor detalle consultar los apéndices B y C.

5Una versién detallada del cdlculo se puede encontrar en Rubilar (2016) y en Maggiore (2008).

6Un piilsar binario es un sistema de dos estrellas de las cuales una es un pilsar (“pulsating star” en inglés); vale decir,
una estrella de neutrones que al rotar emite sefiales electromagnéticas al espacio en intervalos cortos y regulares de tiempo.
Los pulsares son identificados por el prefijo PSR seguido por sus coordenadas ecuatoriales («,d) con 0 < a < 24 hr su
ascensién y 6 € [—90°,90°] su declinacién. En el PSR B1913+16, o = 19h13min y § = 16°.

"Para mayor detalle sobre el descubrimiento, puede consultar Hulse (1994), Taylor (1994) y Weisberg & Taylor (2005).
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Figura 2.1: Retraso acumulado del periastro del pulsar binario de Hulse y Taylor PRS B1913 + 16:
Contraste entre la prediccion y la observacién. Fuente: Elaboracion propia con datos obtenidos desde
Weisberg & Taylor (2005).

Con los pardmetros del sistema y la teoria de Einstein podemos calcular la potencia que debiese ser
radiada en forma de ondas gravitacionales (Buonanno, 2007), es decir, cudnta energia se emite por unidad
de tiempo. La prediccién en este caso es de aproximadamente 7 x 1024 Watts, lo cual corresponde a un 2 %
de la luminosidad que recibimos desde el Sol por radiacién electromagnética. Como punto de comparacién,
si calculamos la potencia radiada por las ondas gravitacionales emitidas por Jupiter debido a que orbita
en torno al Sol, encontramos que corresponde a unos 5000 Watts (algo asi como el consumo de un par de
estufas eléctricas de tamano mediano).

2.1.9. Ecuaciones de Peters-Mathews

En Peters & Mathews (1963), luego de un andlisis similar para la evolucién del momentum angular,
usando la ec. (2.40) encontraron que

da  64G3uM? 1 73, 37,

da_ > 14+ 224 2Lt 2.45
dt 5 a3 (1_ )2 ( o1 T g6C ) (245)
de 304 G3pM> e 121

fe_ = [ 2.46
dt 15 cPat (1— eh)s2 ( T 30° > ’ (246)

que es un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales de primer orden para el semieje mayor y la excen-
tricidad, no lineal en éstos. Dichas ecuaciones son popularmente conocidas como ecuaciones de Peters-
Mathews en honor a los fisicos que las derivaron. Dada la naturaleza de las mismas, no pueden ser resueltas
analiticamente, salvo ciertos casos especificos como por ejemplo si nos reducimos a estudiar situaciones
en que el decaimiento lo hace mediante 6rbitas (cuasi-)circulares, con e = 0, asf

da _%G3MM2

B 5 s (2.47)
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e integrando se halla que

1/4

256 G2 uM?
DRI t-to)| (2.48)

a(t) = |ag — z e

donde ag = a(tp). De esta forma, al hacer a(tq) = 0 y resolver para t4, se encuentra entonces la prediccién
de Peters-Mathews para el tiempo de decaimiento (o tiempo de colapso) para el sistema binario, el cual
se encuentra dado por

5 P

4
S L S 2.4
256 G2 "o o (2:49)

Cabe notar que pese a lo idealizado que pueda parecer el modelo de tener un sistema binario decayendo
mediante 6érbitas elipticas, el modelo es efectivo cuando se estudian las trayectorias postnewtonianas y se
contrastan diversas formas de definir cantidades a las que pudiéramos pretender llamar “semieje mayor”
v “excentricidad” de la érbita cuando éstas dejan de ser elipses.

En Marzo de 2015 fue escrito un péster discutiendo las posibles definiciones de semieje mayor y
excenticidad en el contexto postnewtoniano y simulando ondas gravitacionales mediante la ec. (2.36), el
cual fue titulado Post-Newtonian Dynamics of inspiralling compact binaries y presentado en el congreso
MODEST15 organizado por Universidad de Concepcién en Concepcién, Chile.

2.2. Ondas Gravitacionales y su deteccién

En esta seccion consideraremos la interacciéon una onda gravitacional con un dectector de ondas gra-
vitacionales, la cual posee componentes espaciales hiTjT(t,:E) y que se propaga en la direcciéon n, donde
1,7 = 1,2, 3. Por simplicidad en la notacién, en lo sucesivo se suprimird el superindice TT.

Si waw es la frecuencia angular de la onda gravitacional y L es una distancia caracteristica del detector,
suponiendo que wgwL/c < 1, entonces podemos considerar que en las proximidades del detector

hiiT(t, &) = hij (). (2.50)

2.2.1. Perfiles de Polarizacién

Sean h;;(t) las componentes espaciales de una onda gravitacional que se propaga en la direccién .
Consideremos arbitrariamente dos vectores u y © como en la figura 2.2 satisfaciendo que uln y v.1n,
vale decir que son perpendiculares a la direccién de propagacion. En términos de ellos es posible definir
las matrices de polarizacién e” y eU, tales que ej; (R) = u,;; — @ﬁ)J y eX (n) == ﬁi@j + 9;1;. Es directo
demostrar que dlchas matrices son ortogonales, ya que e;’; ;; 2, e” eU =0,y e” U = 2, de donde se
deduce que ej;ej; = 20, con *, % = +, x.

Con la arbitrariedad senalada se definen los perfiles de polarizaciéon h™ = ht(t) y h* = hX(t) de la
onda gravitacional tal que ésta pueda ser escrita como una combinacién lineal de las matrices e:rj y eixj,
vale decir:

Y Wr)ey; = b (e + WX (e (2.51)

#=+,X

Asi, empleando la relacién de ortogonalidad (2.2.1), se halla que ht = ejjhij/2 y h* = e;hij/z. Vale
decir, h*(t) = ej;hi;(t)/2.

Note que si realizamos una rotacién en torno al vector n como en la figura 2.2, dada por un angulo v
tal que definimos @’ y 9’ como

@ =t cos(p) — Dsin(e)), 4 = dsin() + 0 cos(t)). (2.52)

Posterior a un poco de dlgebra se llega a que las matrices de polarizacion transforman como

el cos(2) —efsin2¢, (€)==

)

e; Cos(21/))+e sin 24, (2.53)
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Figura 2.2: Vectores arbitrarios de Polarizacién. Fuente: Elaboracién propia.

y en consecuencia los perfiles de polarizacion transforman como

(hY(t) := %(ejj)'hij(t) = h™(t) cos(2¢) — h*(t) sin(2¢)), (2.54)
(h)'(t) = %(efj)'hij (t) = h*(t) cos(2¢)) + h™ (t) sin(2¢). (2.55)

2.2.2. Deteccién

Si se tiene un detector como en la figura 2.3 por la cual pasa una onda gravitacional y suponiendo
ausencia de ruido, entonces la salida (el “output”) del mismo tiene la forma

h(t) = DUk (), (2.56)

donde D¥ es un tensor constante llamado el tensor del detector, que depende de la geometria del aparato.

Onda Detector Senal
Gravitacional

hij(t) mep  Dij meap (1)

Figura 2.3: Esquema de deteccién. Fuente: Elaboracién propia.

Por lo tanto
h(t)y=D9 > h*(t)ef; = Y h*(t)D7e;;. (2.57)
k=4, X *=+,X

Definiendo convenientemente los patrones de polarizacién del detector tales que F* := D%e?., entonces

15
la salida del detector queda dada por
h(t)= Y B*(t)F*. (2.58)
k=4, X

Por la arbitrariedad mencionada en la seccién 2.2.1 sobre la eleccion de los vectores de polarizacion, al
elegir vectores como en (2.52) se deduce que los patrones de polarizacién del detector transforman como

(F*) :=DY(e}) = F* cos(2¢) — F*sin(2¢), (F*) :=D"Y(e)) = F* sin(2¢)) + F* cos(2¢)),
(2.59)
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de donde es directo verificar que la salida del detector es un invariante bajo una rotacién arbitraria en
torno al vector 7, ya que (h)' := (h*) (F*) + (R*) (F*) = h.

2.2.3. Interferémetro

Son instrumentos similares en su disenio al usado por Michelson y Morley a fines del siglo IX para
poner a prueba los modelos de cémo la luz se propagaba respecto al éter (que hoy consideramos inexis-
tente, debido a los resultados negativos de esos experimentos, y al desarrollo de la teoria Especial de
la Relatividad). En estos interferémetros se envia luz monocromdtica (ldser)® a un divisor de haz (un
beam splitter por su nombre en inglés), el cual envia un haz por un primer camino (un “brazo” del inter-
feré6metro) y otro por el segundo, perpendicular al primero. Al final de cada brazo hay espejos altamente
reflectantes, suspendidos por un complejo sistema de cables disenados para aislar cualquier oscilacién
mecanica externa. Al reflejarse en cada espejo, cada uno de los haces regresa al beam splitter, donde
ahora se recombinan. Nuevamente se divide el haz, uno de ellos regresa al laser y el otro viaja al foto-
detector donde su intensidad es medida. Los detectores miden los cambios en la potencia entre la senal
entrante y senal saliente del interferémetro, donde la potencia de la senal saliente pone de manifiesto los
cambios en longitud en los brazos del detector (Maggiore, 2008). En resumen, este tipo de interferémetro
laser es sensible a los cambios de (las diferencias de) las longitudes de los brazos. En la figura 2.4 se ha
esquematizado un detector interferométrico como el de LIGO.

4, ===_J

Masa de
prueba
Masa de Masa de
rueba prueba
P Masa de
prueba Divisor de

Fotodetector
haz

Laser

Figura 2.4: Esquema de un detector interferométrico de ondas gravitacionales. Fuente: Adaptada a partir
de la figura original disponible en http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ligo.svg.

Sensitividad Angular y funciones de Patréon

A continuacién estudiaremos la respuesta de un interferémetro al paso de una onda gravitacional con
dos estados de polarizacién propagandose a lo largo del eje 2’ como se esquematiza en la figura 2.5, donde
en el sistema de referencia (z',y’,2’) de la onda gravitacional, h;; tiene la forma

W = [ hel®) —hi) 0] (2.60)

ij
y ademds se ha elegido @ = (1,0,0) y & = (0,1,0). En este caso, si L es el largo caracteristico de los
brazos del interferémetro, entonces suponer que wawL/c < 1, es equivalente a suponer que la longitud
de onda de la onda gravitacional es mucho mayor el largo de cada uno de los brazos del interferémetro.

Para VIRGO? y LIGO cuyos brazos miden 3 y 4 km respectivamente, con una sensibilidad maxima en
frecuencia de 1 kHz, entonces wgw L/c es de orden 1072

8En la primera deteccién realizada por LIGO se empleé un liser con longitud de onda de 1064 nm, estabilizado en
amplitud y frecuencia.
9mttp://public.virgo-gw.eu/language/en/
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Si los espejos en el interferémetro se modelan como particulas de prueba ante el paso de la onda
gravitacional, entonces su movimiento relativo estd gobernado por la ecuacién de desvio geodésico (A.17).
En Maggiore (2008) se demuestra que en el sistema de referencia del detector, dicha ecuacién estd dada
por

&= %hgﬁ (2.61)

Asf, para un espejo localizado en ¢ = (L + dx,0,0), vemos que los cambios de longitud del brazo en
la direccién del eje = en el interferémetro se deben a los desplazamientos de £f a lo largo del eje x los
cuales, si 6 ~ h;; se encuentran gobernados por:

0 = %th (2.62)

Anélogamente, para un espejo localizado en & = (0, L + dy, 0), sus desplazamientos estan dados por

1.
0§ = 5hyyL- (2.63)
z
A A0
A [
/// / ot
/1(:/--,‘ b ———————— \ v
" 9 ING
A L N / 1 N
/ir/ A BN/ AY
// L —64’ . Y
/n/ A [ y
1 /\0‘ i
PLAR v P
L] = S ~
” DA, G
Ll W <,

Figura 2.5: Onda gravitacional incidiendo en un detector interferométrico con los brazos a lo largo de los
ejes x e y. Fuente: Adaptada a partir de la figura original disponible en https://es.wikipedia.org/
wiki/Coordenadas_esf’%C3%A9ricas#/media/File:Spherical_with_grid.svg.

Para conocer las componentes de h;;(t) en el sistema de referencias (x,y, z), debemos notar que éstas
estan dadas por h;;(t) = R;pRjih},(t), donde R;; son las componentes de matriz de rotaciéon que permite
pasar desde el sistema de referencia (2,4, 2’) al sistema (z,y, z), la cual consta de una rotacién del dngulo
0 en torno al eje y y de un angulo ¢ en torno al eje z. Desde la figura 2.5 es directo ver que la matriz de
rotacion esta dada por

cos(p) sin(p) O cos(f) 0 sin(9)
R(0,9) = | —sin(¢) cos(p) 0 0 0 0 ) (2.64)
0 0 0/ \—sin(d) 0 cos(d)

lo que nos permite encontrar que las componentes de la diagonal de h;; estdn dadas por

e (t) = hy (t)(cos?(0) cos® () — sin?(p)) + 2k (t) cos(8) sin(y) cos(p), (2.65)
By (t) = hy (t)(cos?(0) sin? (@) — sin?(p)) + 2hx (t) cos(0) sin(y) cos(p). (2.66)
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Note que para un interferémetro con forma de L y brazos apuntando en las direcciones Z; v ¢; su
tensor asociado corresponde a

...
Dij = 5 (@i — 9:9) - (2.67)

Suponiendo que la orientacién de los brazos del interferémetro estd dada por &; = (1,0,0) e §; =
(0,1,0), entonces las funciones patrén del detector resultan ser

F (0,0) = %(1 + cos?(#)) cos(2¢), Fy (0, ¢) = cos(9) sin(2y). (2.68)
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Capitulo 3

Cuerpos extendidos en Relatividad
General

Describir la naturaleza y el comportamiento de la materia en una forma 1til es lo que pretenden
todas las teorias fisicas. Por “util” entendemos que nos permita modelar con suficiente exactitud ciertas
situaciones de interés sin tener que hacer una descripcién mas detallada de la materia. Por ejemplo, en
la teoria mas simple del sistema solar formulada por Isaac Newton en el siglo XVII, cuando se estudia el
movimiento de los planetas orbitando en torno al Sol (ver apéndice C), se hace conforme a sus leyes de la
mecéanica y gravitacién universal, modelando al Sol y los planetas como particulas puntuales e ignorando
en el proceso la existencia de sus satélites. Al introducir el concepto de “particula puntual” se desprecian
todos los efectos de autointeraccién gravitacional de cada uno de ellos; representando al astro en cuestion,
como un punto en el espacio que posee ciertas propiedades, como su masa y posicién que evoluciona en el
tiempo. Asf, el Sol (debido a su masa mucho mayor) permanece aproximadamente en reposo y los planetas
orbitan en torno a él, describiendo érbitas elipticas (ver apéndice B).

En 1859 Le Verrier report6 una anomalia en la precesion del perihelio de Mercurio como se esquematiza
en la fig. 3.1 de 38" por siglo, correspondiente a la discrepancia principal entre lo observado y lo predicho
por las leyes de Kepler y por la teoria Newtoniana. Para incrementar la exactitud de la descripcion, es
posible considerar efectos de interacciéon mutua entre los planetas e introducir perturbaciones a sus érbitas,
lo cual predice 43" por siglo en dicha anomalfa. Una posterior mejora del modelo podria ser alejarse de
la concepcion esférica del Sol, lo cual causaria una precesion adicional de las érbitas planetarias.

Afelio

Mercurio

Perihelio

Figura 3.1: Esquema de corrimiento del Perihelio (o afelio) de Mercurio. Fuente: Adaptada a partir de la
figura original disponible en https://en.wikipedia.org/wiki/File:Perihelion_precession.svg.

Entonces, es razonable pensar que una descripcién mas detallada del sistema solar o de cualquier
cuerpo extendido en el espacio, requeriria de una teoria gravitacional més exacta que la de Newton.
Aunque el ejemplo del sistema solar es 1til por su familiaridad, los sistemas fisicos que se estudiardn en
la presente tesis incluyen efectos relativistas de interés, razén por la cual es la teoria de RG la requerida
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para una descripcién apropiada.

3.1. Expansion Multipolar de Cuerpos extendidos en RG

En RG, la determinacién de ecuaciones de movimiento requiere al mismo tiempo la determinacién
del campo gravitacional de los cuerpos que se mueven. Si se recuerda cuan dificultoso es determinar el
campo gravitacional de una distribucién de materia, incluso en el caso més simple cuando se trata de
un cuerpo aislado como ocurre con la solucién de Schwarzchild (Schwarzchild, 1916) en la ec. (3.29),
entonces comprendemos de inmediato la complejidad que conlleva enfrentar el problema completo. Una
simplificacién de utilidad y con la estamos familiarizados desde la teoria newtoniana es la que se hace
cuando se consideran cuerpos pequenos comparados con otros, tan pequenos que pueda ser despreciada
su influencia sobre el movimiento de los otros cuerpos. Tales cuerpos son llamados particulas de prueba
y la descripcién de su movimiento es bastante mas simple que en el caso general. Para ello, primero se
debe determinar el campo gravitacional de fondo (aquél existente cuando la presencia de la particula es
ignorada) en el que se moverdn y segundo hallar su ecuacién de movimiento. A esta segunda tarea es lo
que nos abocaremos en esta seccién.

Han habido varios intentos por determinar ecuaciones de movimiento de cuerpos masivos, particu-
larmente el de cuerpos con masas comparables y velocidades pequenas comparadas con la de la luz. El
mismo Einstein destaca junto a otros colaboradores en Einstein & Infeld & Hoffmann (1938); Einstein &
Infeld (1949) por haber brindado la primera solucién a dicho problema. Su método principal consiste en
resolver las ecuaciones de campo despreciando cualquier caracteristica interna de dichos cuerpos. Como
consecuencia de ello, las érbitas que siguen las particulas son curvas geodésicas del campo gravitacional
de fondo g,,. Destaca también el método propuesto en Fock (1939), el cual es mucho més simple que
el empleado por Einstein y que luego fue empleado en Papapetrou (1951). Dicho método tiene como
caracteristicas principales el considerar la estructura interna de los cuerpos y ademaés el emplear como
ecuaciéon dindamica la ley de balance del tensor energia-momentum T#" de los cuerpos, es decir

vV, TH = 0. (3.1)

Entre otras formulaciones de expansiones multipolares destacan por obtener resultados similares a
los de Papapetrou las contribuciones de Mathisson (1937); Dixon (1970a, 1974); Ohashi (2003). Destaca
también Obukhov & Puetzfeld (2015) en el contexto de teorias gravitacionales més generales que RG,
como aquellas con campos escalares o estructuras geométricas adicionales, debido al amplio rango de
teorias para las cuales proporciona ecuaciones de movimiento.

3.1.1. Formulacién de Papapetrou (1951)

La formulacién planteada en Papapetrou (1951) se hace para particulas de prueba, representando a
un cuerpo extendido en RG por su tubo de mundo en vez de una linea de mundo como se hace con las
particulas puntuales. En la fig. 3.2 se muestra la descripcion local de particulas de prueba.

La idea general de la Expansiéon Multipolar es que el tubo de mundo ¥ del cuerpo es representado
por una linea de mundo L, donde se substituye el tensor energia-momemtum 7" por un conjunto de
momentos multipolares M, M*  etc., a lo largo de la linea de mundo. Los resultados obtenidos con
esta formulacién tienen como ecuacién dindmica sélo la ecuacién (3.1) y consideran la estructura interna
de los cuerpos, razén que los vuelve fisicamente interesantes.

En Papapetrou (1951) se calcula las ecuaciones de movimiento de una particula “monopolo-dipolo”,
suponiendo que dicha particula es esférica de radio R y que ésta es muy pequena comparada con alguna
longitud caracteristica del campo gravitacional en el que se mueve; por ejemplo, la distancia desde el
cuerpo central en el caso del campo de Schwarzchild. Vale decir, se supone que las dimensiones de la
particula tienden a cero y que dentro del tubo de mundo la linea L representa el movimiento de la
particula con coordenadas X*, las cuales deben depender de la coordenada ¢ o del tiempo propio T sobre
la curva. De esta forma, con la suposiciéon de que R — 0, la arbitrariedad en la eleccién de la curva
desaparece. Asi, fijando la linea de mundo X#(7), se define da* := x# — X#(7), con z* las coordenadas
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Expansion
Multipolar

v VA
M M

Figura 3.2: Esquema representativo de la abstraccion realizada al considerar la Expansion Multipolar.
Fuente: Elaboracién propia.

de algiin punto dentro del cuerpo y se consideran integrales sobre el espacio 3-dimensional para ¢t = cte.,
del tipo:

/T‘“’dV, /&v”T’“’dV, /(5m”6m"T"”dV, (3.2)
donde se debe hacer una integracién tridimensional en el espacio para ¢t = constante. Con ello en consi-
deracién, se definen:

» La particula monopolo (single-pole por su nombre en inglés), tal que [TH”dV # 0, con todas las
otras integrales nulas.

» La particula monopolo-dipolo (pole-dipole por su nombre en inglés), tal que [TH'dV # 0y
[ 6xPTH*dV # 0, con todas las otras integrales con factores dz* en su integrando nulas.

Particulas con multipolos de mayor orden pueden ser definidas de la misma forma.

Particula Monopolo

Por la ecuacién (3.1) vemos que 9,T* + T4, 77" = 0, de donde se encuentra que 0, (z*T"") =
THe —goTh,T7". Asi, considerando las integrales espaciales de ambos términos se encuentra que

d;)d(o < / T“O(:ﬂ)dv> - - / T, ()T (@7)dV, (3.3)

d (a7 (0% « v
Ya que dentro de la particula, los simbolos de Christoffel Fﬁy(:ﬂ) pueden ser expandidos en serie en

torno a X7, como 't (27) = T, (X7 +027) = T, (X7) + 0,(I'5, ) (X7)dz7 + ... y dado que para esta
particula las integrales con dx” son nulas, entonces

d;)‘l(o ( / Tao(a:'y)dV) + T2 (X7) / T (2M)dV = 0, (3.5)

/ TP (27)dV = % / TP%(z)dV. (3.6)
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t = cte.

R“yx,ﬁ‘éo

- 2

v VA
MM M

L

Figura 3.3: Arbitrariedad en la eleccién de la linea de mundo del cuerpo: La linea de mundo es arbitraria
y no necesariamente corresponde a su centro de masa o de energia. Simplemente representa la trayectoria
del cuerpo. Fuente: Elaboracién propia.

Definiendo u* := dX*/dr como la cuadrivelocidad de la particula con c¢?dr? = ds* = g, dX*dX",
podemos definir ademas las siguientes cantidades simétricas

M8 =0 / T8 (z7)dV, (3.7)

las cuales al ser evaluadas en (3.5)-(3.6) nos conduce a que

d [ MH Mo
m (F) -‘ng,B(X’y) ( 0 ) =0, (38)

M8 =y .
u0

(3.9)

Por ello, al hacer 8 = 0 en (3.9) obtenemos que M = u*M% /4% término que al ser introducido
en el segundo miembro de la ec. (3.9) y definiendo m := M%/(u°)? nos permite escribir

M = mu®uP, (3.10)

cantidades que al ser introducidas en la ecuacién (3.8) y notando que d/(dX°) = d/(u"dr), nos permiten
escribirla como

d
el «@ o Vo
o (mu®) + I, utu” = 0. (3.11)
Note que la ec. (3.11) no sélo es una ecuacién diferencial para la érbita del cuerpo, sino que también
es una ecuacién de evolucién para m, ya que si la contraemos con u,, teniendo presente que al derivar
— | Z— v
1= g u*u” = u,u” con respecto a 7 se halla que

d «
“a% + Ly ufu” =0, (3.12)
entonces
dm
— =0. 3.13
dr ( )



Por consiguiente, podemos escribir

du®

o + I, ufu” =0, (3.14)
de donde vemos que las érbitas de la particula monopolar son geodésicas del campo gravitacional, donde
m es la masa en reposo de la particula, la cual se mantiene constante a lo largo del movimiento (puede
probarse que m es un escalar bajo una transformacién general de coordenadas).

Particula Monopolo-Dipolo

De manera andloga al procedimiento presentado en 3.1.1, si definimos los momentos multipolares
MeB =40 fV TBAV y MM = —4° fV dz T dV como cantidades no nulas. Manipulando las integrales
del tipo (3.2) se puede encontrar que

dSe?  u>dSPY  uP dse0 o U¥ o u
u- _w _ pyw _ (8 _ ¥ o0 aw _
e + 0 dr 0 dr + (Fw 5 Fw) M (I‘W 5 Fw) M 0, (3.15)
d (MY y o
e ( 0 ) + Fijl,MAY — &J";VM " =0, (3.16)
con S := —(MPO — pfPa0Y /4,0 antisimétrico. Las ecuaciones precedentes son popularmente conocidas
p pop

como ecuaciones de Mathisson-Papapetrou, ya que Mathisson llegé a resultados similares (Mathisson,
1937).

Note que como el espacio es plano en el contexto de Relatividad Especial, en coordeneadas cuasi-
cartesianas tenemos que I'Y, = 0, de modo que las ecuaciones de evolucion se reducen a

dseB  y> dsh0 B gSe0 _0

w__ =0, 3.17
dr ud dr ud dr (3:17)
d Ml/O
— =1[0). 3.18
dr < u? ) ! ( )
Definiendo p# := MH0/y® y JoB .= 98 4 Xpf — XBp® se encuentra que
dp® dJjers
P _y A (3.19)

ds ds ’

ecuaciones que codifican la conservacion de la energia, el momentum lineal y el momentum angular total
a lo largo de la linea de mundo. Note que si S? = 0, entonces p* o< u* y como p" se conserva, entonces
la cuadrivelocidad también lo hace y por ende X* es una funcién lineal con 7. A partir de esto, vemos
que si S*¥ £ 0, entonces X* tendrs funciones arbitrarias de 7. En particular, si se elige un sistema de
referencia en que p’ = 0, entonces u’ # 0; es decir, el cuerpo puede tener un movimiento interno.

Sin embargo, en el contexto de la teorfa de RG podemos ver que las ecs. (3.15) y (3.16) no son evi-
dentemente covariantes bajo una transformacién general de coordenadas (TGC). Podemos notar ademés,
que con dichas ecuaciones el movimiento no esta tnicamente determinado ya que se tienen:

» Diez incégnitas: M0, tres componentes independientes de u® y seis de S.
= Solo siete ecuaciones linealmente independientes.

A partir de esos dos evidentes conflictos y al preguntarse qué hacer al respecto es que surgen las dos
soluciones siguientes:

» “Covariantizar las ecuaciones (3.15) y (3.16)”. Es decir, escribir las ecuaciones explicitamente cova-
riantes.

= Elegir alguna “Condiciéon Suplementaria del spin” para poder fijar una tnica solucién.
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Con esa motivacién en mente, es que Papapetrou demostré que los momentos multipolares no son
tensores ante TGC’s, ya que transforman como

Az 9P [ dx> u™ 9x0
MAB = - — M'PR 3.20
oz Oz'v <8$’P uf 8x’P> ’ (3.20)
B 0z 0z° M 0%z~ 92°  Ox* 022 o d (1 02 0zP 0x° Aoy
T Q' gtV ox'H+ox'P Oz’ Ox'H Ox'VOx'P dr \ u® dz’® dx'v Ox'P ’

(3.21)

A partir de esto, se puede demostrar que S*? efectivamente son las componentes de un tensor bajo
TGC’s; el tensor de spin S*? y que la cantidad m := (M9 4 Fg,,S“Ou")ua/uO es un escalar bajo TGC'’s;
la masa en reposo m del cuerpo. Ademds, considerando la derivada (covariante) total de S a lo largo
de la linea de mundo (con la definicién proporcionada en la ec. (A.16)), entonces se puede escribir:

DSses DSPr Dser
DT + u UPTT — UBUPTT = O, (322)
DS 1
« Z Quv,, 0 pa - 2
D (mu + ug Dy )+ 25 u’R°,,, =0, (3.23)

donde R, es el tensor de curvatura en que la particula se mueve, definido por la ec. (A.7). Note que
(3.23) es una generalizacién de la ecuacién (3.14), ya que se le recobra cuando se considera el tensor de
spin nulo y que las ecuaciones (3.22)-(3.23) son evidentemente covariantes y ademds que para encontrar

una tnica solucién es necesario fijar una condicién suplementaria sobre el tensor de spin S*7.

3.1.2. Diferentes Formulaciones

En la literatura se encuentran diversas formulaciones de la Expansion Multipolar como en Mathisson
(1937); Fock (1939); Dixon (1970a,b, 1974), las cuales conducen a las mismas ecuaciones de movimiento
(3.15) y (3.16). Mientras que la formulacién de Papapetrou (1951) no es explicitamente covariante bajo
TGC’s desde un principio, algunas de ellas si lo son. Lo que todas comparten en comun, es que las
ecuaciones de movimiento obtenidas no permiten determinar completamente el sistema, vale decir, no se
puede fijar una unica linea de mundo. En el caso de particulas monopolo-dipolo, se poseen 3 ecuaciones
desconocidas que deben ser fijadas arbitrariamente para calcular una unica solucién. Dicho proceso es
llamado: fijar las condiciones suplementarias del spin. Cada una de las elecciones sugeridas en la literatura
posee un significado fisico diferente, el cual lucia un tanto obscuro en las primeras formulaciones que
trataban con particulas de prueba. A continuacién se listan algunas de las que se han podido estudiar
durante el desarrollo de la tesis:

= Corinaldesi & Papapetrou (1951):

1

S = 0. (3.24)
= Pirani (1956):
uy 17 = 0. (3.25)
= Tulezyjew (1959):
poSHT 0. (3.26)
= Kyrian & Semerdk (2007):
Wy SH7 £ 0, (3.27)

donde w, es un vector tipo tiempo paralelamente transportado a lo largo de la linea de mundo, con
wew? = —1y Dw* /Dt = 0.
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Aun hoy, no es clara la calidad de eleccién que poseen las condiciones de spin, lo que lo vuelve un
problema poco entendido. Se suele discutir sobre las condiciones correctas o incorrectas para cada tipo
de particula, las cuales proporcionan diferentes soluciones para un mismo movimiento fisico. Asi, cada
una de estas elecciones fija distintas lineas de mundo y define diferentes cantidades conservadas para la
dindmica. Para mayor detalle de las consecuencias fisicas que conlleva cada una de ellas, consultar Kyrian
& Semerdk (2007); Costa & Natdrio (2015).

3.1.3. Particulas de prueba en la métrica de Schwarzchild

Con el propésito de brindar alguna aplicacién a las ecuaciones (3.15)-(3.16), en Corinaldesi & Papa-
petrou (1951) se estudié el comportamiento de una particula de prueba rotante de tamafio macroscépico
(con el centro de masa dentro del cuerpo) en el campo gravitacional de Schwarzchild producido por un
cuerpo mucho méas grande y masivo.

Por la necesidad de imponer alguna condicién suplementaria para el spin para poder hallar una tnica
solucién a las ecuaciones, vemos que

S0 =, (3.28)

es sugerente por su simplicidad, pero elegir la condicién (3.28) sin especificar un sistema de referencia en
que sea valido, no tiene ningin sentido fisico. Por ejemplo, si la ec. (3.28) es satisfecha en el sistema de
referencia comovil con la particula de prueba, con respecto al cual el cuerpo central estd en movimiento.
Entonces, no es del todo evidente que dicho sistema de referencia sea equivalente al SR en que el cuerpo
central estd en reposo. Por el contrario, se ha sugerido en Rosen (1940) que este segundo SR tiene especial
importancia. Asi, se debe suponer que la ec. (3.28) es vdlida en el SR comévil al cuerpo que genera el
campo de Schwarzchild. Dicha eleccién es equivalente a fijar la linea de mundo de la particula de prueba,
como su centro de masa .

Si bien, el elemento de linea del campo de Schwarzchild se encuentra dado por la ec. (3.29), en el
articulo senalado se empleé la siguinte forma de escribirlo

ds® = e'dt? — e Pdr® — r*(df? + cos® (0pp)dd?), (3.29)

donde 6,, = 7/2 — 6, con b,, € [-7/2,7/2] y et := (1 — 2ry/r), correspondiente a la notacién que
emplearemos en esta seccion para poder comparar facilmente con los resultados del articulo.

Suponiendo que la particula de prueba de masa m tiene coordenadas X*(7) = (¢t(7),7(7), Opp(7), &(7)),
en el campo de Schwarzchild tipo (3.29) e imponiendo (3.28), se encuentra que

(m +mg) ([ + A7) - %fims =0, (3.30)

(m+mg)(F+ ") — %f‘QmS =0, (3.31)

(m + my) (Bpp + N2) — %f«éppms + 32—’”:72512 + STT”/e“ cos?(Bpp)6S® = 0, (3.32)
(m+ms) (o + A°) — %rqﬁm — 32—’:72531 — 37'7“}”9'”,523 =0, (3.33)

S12 4 <710 — ,u’) 7812 4 el cos?(Bp) 9S® — cos(Bpp) sin(Bpp) 9S>t = 0, (3.34)
5% (‘;’ - i) $S™% + (ir —~ tan(epp)épp> 528 4 (’;/ - i) 0,pS°! =0, (3.35)
S31 4 tan(Bpp)$S*? + e, 5% + [(i — u’) i — tan(epp)épp] s3t =0, (3.36)

27



donde se ha definido

/ dp

po=o = (2ro/r%)e™H, (3.37)
2 21031 _ g 12

ms = (cos(Opp) DS — 0ppS™7), (3.38)

)\0 . /,L/ft., (339)

/ li

A= %62“752 - %7’“2 - re“HPPQ — ret cos? (Opp )97, (3.40)
2 . .

A= ;7’“9pp + cos(f,p) sin(fpp) 0%, (3.41)
2 . .

X = Zrg — 2tan(0yy ) 0pp b, 3.42
, pp)Vpp

con las siguientes constantes de movimiento:

dt
E:=e*(m+ ms)%7 (3.43)
/
L :=1r%cos?(0pp) | (m +ms)o + %531 + 5., (3.44)

y Sy = =12 cos(Opp) sin(bpp) — 7 cos?(0,p)S>L.

3.1.4. Ejemplo
Notando que para un radio 7., fe := 1/1/1 — 3r0/re y ¢e := (\/70/(re — 310))/re son las condiciones

iniciales que en el campo de Schwarzchild generan geodésicas (tipo tiempo) circulares estables en el plano
xy.

Si suponemos que la particula es esférica de radio a = (7.4 x 1072°) x 79 y masa m = 3.7 x 1072°
veces la masa M del cuerpo central que se encuentra inicialmente a una distancia r. = 100 x rq de él.
Entonces, ésta puede tener una magnitud maxima de spin dada por Spyax = mac.

Con las siguientes condiciones iniciales:

t(r=10)=0, r(r =0) =re, Opp(T=0)=0, o(t=0)=0, (3.45)

i(r=0)=t, F(r=01=0, Op(r=0)=0, &(r=0)=1.25x ¢, (3.46)
se han resuelto numéricamente las ecuaciones de movimiento en dos situaciones:

= Cuando se desprecian sus efectos de rotacién interna, vale decir

S2(r=0)=0, SP(r=0)=0, S (r=0)=0. (3.47)

= Cuando sus efectos de rotacién son “pequenos”, como por ejemplo:

512(7-:0) — M7 323(7_:0) :O7 531(7_:0) —0. (348)

Te

Integrando las ecuaciones’ (3.30)-(3.36) con una grilla equiespaciada de la variable 7 con 10* valores
entre [0, Tmax|, donde Tpax = 5.2 X 107 se obtienen las trayectorias mostradas en las figuras 3.4 y 3.5
respectivamente. Note que en 3.4 el movimiento esta siempre sobre el plano zy y se aprecia el corrimiento
del perihelio de las érbitas aproximadamente elipticas. Por su parte, cuando se incorpora el spin en la
dindmica el movimiento deja de estar en el plano xy, en este caso el efecto es débil debido a la eleccion
particular de los valores iniciales para las componentes no nulas del tensor de spin.

IEmpleando el integrandor odeint de scipy en Python.
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Figura 3.4: Trayectoria de particula de prueba en campo de Schwarzchild cuando no se considera su
rotacion interna. Fuente: Elaboracién propia.

3.2. Dinamica Postnewtoniana

En lo sucesivo, cuando hablemos de un sistema autogravitante, lo que entenderemos serda “sistema,
cuya dindmica es causada exclusivamente por la interaccion con su propio campo gravitacional”. Habiendo
aclarado esto, intentaremos encontrar algiin parametro perturbativo € que lo caracterice en general y
el cual usaremos para desarrollar nuestra expansiéon. En el apéndice C puede encontrar la descripcion
newtoniana de un sistema autogravitante de dos cuerpos masivos.

3.2.1. Sistema autogravitante de N masas

El problema de N masas autogravitantes es uno de los problemas cldsicos de la Mecanica Celeste,
el cual no tiene una solucién exacta en RG, ni en el contexto Newtoniano. Pese a ello, como el teorema
virial (Poisson et al., 2014) es general para un sistema de N particulas es esperable que la ec. (C.48) (que
fue estimada para un sistema autogravitante de dos masas en el contexto newtoniano) siga siendo vdlida
para un sistema autogravitante de N masas.

Caracterizaremos por tanto, un sistema autogravitante de N masas como aquél en que si v, Ry y M
son una rapidez, una distancia y una masa (total) caracteristica del mismo, éstos se relacionan en 6rdenes
de magnitud por medio de

ot M (3.49)

Ry’
Como estamos interesados en establecer un parametro e que caracterice a los sistemas autogravitantes

y que cumpla que € < 1, recordando ademds que la teoria de RG restringe a las velocidades, pues v < c.
Entonces, para velocidades como en (3.49) se tiene que v < ¢y por tanto resulta completamente razonable

29



le-15

[04x g] =

200 —200

Figura 3.5: Trayectoria de particula de prueba en campo de Schwarzchild cuando si se considera su rotacién
interna. Fuente: Elaboracién propia.

escoger el parametro € que estamos buscando como

v | GM
€ ~ E ~ 7ROCQ’ (350)

donde para poder establecer una correspondencia con los resultados obtenidos en la expansién en G, se
impone una especie de “gauge global”, aquél que fije el empleo de coordenadas cuasi-cartesianas donde
la coordenada x° sea siempre tipo tiempo (ds? > 0 al fijar %) y satisfaga que 9y ~ € (se supone que la
métrica es cuasi-estdtica) y las coordenadas 2% sean siempre tipo espacio (ds? < 0 al fijar x°).

Como se justificard mejor en la seccién donde estudiaremos la elecciéon de gauges particulares para
la resolucién de las ecuaciones linealizadas, siempre podremos hacer cambios de coordenadas (entre las
cuasi-cartesianas ya escogidas), que nos permitan escribir las componentes de la métrica y su inversa en
la siguiente forma:

(2) (4) (2) (4)
900 =1+ G0+ g oo+ O(°), g0 =14 g%+ g%+ 0O(c, (3.51)
3) i @
goi = g i + O(€°), % = g%+ O(), (3.52)
2 4 .. .. 2). . 4). .
9ij = —0i; + (g)ij + (9)1'3' +0(%), g7 = —6" + (g)” + (g)” + O(%). (3.53)
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3.2.2. Geometria del espaciotiempo a cuarto orden en ¢ ~ VG
Métrica a cuarto orden en ¢

Con todas las consideraciones ya senialadas, si postulamos una métrica g,,,, y su inversa g*” en potencias
del pardmetro e como en (3.51)-(3.53), como éstas deben satisfacer la ecuacién (A.4), se tiene entonces:

9009°° + gorg™ = 85 =1, (3.54)
9009”" + gog” = 65 =0, (3.55)
9i09™ + ging™ = 6} = 0, (3.56)
909" + ging" = 67 (3.57)

Por consiguiente, al reemplazar (3.51)-(3.53) en (3.54)-(3.57), se concluye que a cuarto orden en e, las
componentes de la inversa estan relacionadas con las de la métrica g,, en la siguiente forma:

(2) (2) (4) (4) (2 (2

900:*9007 900:*900+900900v (3.58)
Bgg 3

7% =9, (3.59)
(2), ; (2) (4);; (4) (2 (2

97 ==9i5 97 ==9i5— 99 (3.60)

Simbolos de Christoffel a cuarto orden en ¢

Al evaluar (3.51)-(3.53) y (3.58)-(3.60) en (A.6), es posible hallar que los simbolos de Christoffel a
cuarto orden en el pardmetro € tienen la siguiente estructura:

o _ @ 5 o _ @ W, 6 o _ & 5
oo = oo +0O(€”), o= Lo+ Lo +0(€), I =T +0(), (3.61)

1 @, @ 6 ) 5 @ W, 6
Loo = T'oo + oo +O(7), Loi = T'oi + O(€”), Iy =T34+ i+ 0(e), (3.62)

donde se han definido convenientemente las contribuciones a distintos érdenes como

(3) 1@

T80 = 590 9 00 (3.63)
(1%‘)81‘ = %ai(;)om (3.64)
(fl‘)gi = %(ai(g)oo - (;)00(51'(527)00))7 (3.65)
(F)(i)j = %(31(2)]‘0 + aj(g)m - 30(;)1'3')’ (3.66)
(12)60 = %51(5)00, (3.67)
(1960 =~ + %(31(3)00 + T (@5 00)), (3.68)
(F)éi = —%(30(3)1-1 + c’)i(g)lo - 81(3)02-), (3.69)
(12)23' = _%(8i(z)jl + aj(g)li - 51(;)1']')7 (3.70)
(Ié)éj = _%(82’(3)]‘1 + 8j(3)u - al(;)ij) - %(;)lb<ai(;)jb + aj(;)bi - ab(;)ij)' (3.711)
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Tensor de Ricci a cuarto orden en ¢

Evaluando las componentes de las métrica y de los simbolos de Christoffel para los distintos valores
de las componentes del tensor de Ricci (A.8), encontramos que

(2) (4) (3) (2) (4)
Roo = R00+R00—|—0( ) Ry; = Roz-i-O( ) Rij = Rij+ Ry; —|—O( ) (3.72)

donde se han definido

oo = ;alal(é)oo, (3.73)
(€] 1 (2)
Roo = 25151 9 00 T 3030 9 0= a031 9 ot 5 (31 9 lb)(ab 9 oo) + 5 9 lb(alab 9 00)

- *(ab 9 00)(817 9 ll) - *(al(;)oo)(al 9 00)s (3.74)
(??)Oi = ;5181 9o0i — ;5 O 9 0~ ;3031 9ga+ (9031‘(;)117 (3.75)
. ;5‘181(527)1] + 18 0,9 - ;a 0,700 — ;a 8% 5 lajaff;)h, (3.76)
Ry = 200,50 - 9,008~ 0085+ 3l31(9 ) = 590, 9o

+ 50001 Gy + 055 10) — 5000935 + 101 (é)ooxaj Goo) + 550000, 5 )

%((‘% 9oo T 231 9 i ab(é)u)(az‘(g bt aj g bi — 8b(£27)ij)
+ i(ag (g)lb + 51 9 Bl ab(;)jl)(ai(;)lb + O (;)bi - 817(;)1‘[)
4590000~ 00,9, - 205, + 00,9.,). (3.77)

Escalar de curvatura a cuarto orden en e

Andlogamente, en este caso tenemos que el escalar de curvatura (A.9) estd dado por

2 @

R= R+ R +0O(%), (3.78)
con
2) )
R = (9131 9 00 T alab 9 w— 0101 G 1, (3.79)
4) (4) (4) (4) (2) (2) (2)
R = alal g 00 — (5131: g = 0101 g ) — 25’08b g ob + 6080 gu— 9 oo(alal 9 00)
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
(3b g 00)(3b 9 nt gy +0ige)+ (28! G1p =9 1) (200 G vp — Op G 1)
9,9 )@ 0, + =0 9,0 0,0 00,5, — 20,9
- 2( b 9 1) ( bglp Pgbl+§ lgpb)+ le( I bgoo_ P p91b+2 10 G op — 010 G pp)-
(3.80)
Tensor de Einstein a cuarto orden en ¢
En este caso, el tensor se Einstein (A.10) estd dado por
(2) (4) (3) 5 (2) 4) 6
Goo = G00+GOO+O( ) Go; = GOZ‘—FO(E ), G,’jz Gij+Gij+O(€ ), (3.81)
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donde

(2) 1 (2) (2)
Goo = 5(5’131 9op— 0 9 1), (3.82)

(4) 1 (4) (4) 1 (2) 1¢(
Goo == 5(5@ 9pp— 010 g ) + 16080 Juts

2) (2) (2) (2)
59 16(0p0p g 1y, — 2010, G 4 + 010 G 1)

1 (2) (2) (2) (2) 1,..@ (2) (2) 1,
- §(28Z 9ip — p g 1) (20, g bp — Op g bb) T 1(67’ 1) g Ip — Op gy + 585 gpb)
12 (2) (2)
+ 59 00(0100 g pp, — 010 g 1), (3.83)
(3) 1 (3) (3) 1 (2) (2)
Goi = 5(8131 90i = 0i01 g ) + 5(3081‘ 9u =209 q) (3.84)

1 (2) (2) (2) (2) (2)
Gij = 5000945 = 095 9 00 + 0i05.9u = 0019 ji = 9;01 9 1;)
(2) (2) (2)
+0ij (001 g o0 + 0106 G 1y — 0101 G 1), (3.85)

(4)

De esta forma, conociendo el tensor energfa-momentum 7),, a distintos érdenes en el parametro € y
las condiciones de borde del sistema gravitacional a considerar, nos podemos dedicar a la compleja tarea
de resolver las ecuaciones (3.88), (3.89) y (3.90), con la motivacién de calcular las componentes de la
métrica.

Ecuaciones de campo de Einstein a cuarto orden en e

Notar que en el contexto de aproximaciones consideradas G/c? ~ €2, entonces, de la ec. (A.10), vemos
que el tensor energia-momentum tiene la forma

© @ ) M) , © @ \
Too = T oo + T oo + O(e), Tos = Toi + O(€”), Tij=Tij+ Tij+O(e). (3.87)

En el contexto de considerar todos los términos geométricos a cuarto orden en € tendriamos que dedicarnos
a resolver las 17 ecuaciones siguientes:

(2) 871G (0) (4) 817G (2)

Goo =45 Too, 00 =1 Too (3.88)
@ grqO)

Goi = 874T0i7 (3.89)
(2) 871G (0) (4) 871G (2)

Gij = At Gij= CTTz'j- (3.90)

Tensor energia-momentum a cuarto orden en ¢

Para un sistema gravitacional determinado, por las ecuaciones (3.88), (3.89) y (3.90) que constituyen la
estructura supuesta para las componentes covariantes del tensor energia-momentum, esperamos también
que para las componentes contravariantes T del mismo, se puedan escribir como

w D Do y o Do s @) A
T =T+ T +0(c), T =T+ 0(e), TY =T 4+ TY +0O(e). (3.91)

Como las componentes covariantes T}, y las contravariantes T"", estdn relacionadas por 1,, =
9ua gy TP, entonces la version covariante del tensor energfa-momentum tiene la forma de (3.87), donde
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se han definido las distintas contribuciones como

(2) (2) 2y (0)
Too:=T%+ 2(9)00 T oo,

(4) @ @ @ @ @ 9 3 M
Too:=2900T 00+ (29 00+ T00900)To0+290T",

T()i = —T‘Oi7

(3) 3y (0) 9y (1) 9y (1) 3) (0)
T = (g)ioTOO + (g)ibTOb - (g)ooToz - (9)01 T,
(0) (0) .

Tij = T”,

(2) (2) . (0) . 0)
Tj:=T"Y - (;)jb T — (;)illea

@ <3>‘b<%>,»b_<g>.l(':;>lj @ @ @y @ Do @ G @ Oy @ ¢
i j i
Traza del tensor energia-momentum a segundo orden en ¢

Como la traza del tensor energia-momentum se ha definido por (A.5), entonces

(ORNC) A
T=T+T + O(¢*),

con

0 O (0) 2 @ (0) (2) (0)
T .= TOOf Tbb, M o= TOO+(_§2])00T007 Tbb+(;)lelb.

Componentes del tensor K, a segundo orden en e

Al evaluar las ecuaciones (3.92)-(3.99) y (3.101) en (1.4), se encuentra que

© @ X 1) , © @ )
Koo = Koo + Koo+ O(€), Ko = Koi + O(€”), Kij = Kij+ Kij + O(¢"),
donde
(0) 1(0) 1 (0)
Kooi==T%+_T"
00 = 5 + 5 )
(2) 1 (2) 2 O (2) @ ©. @ O

Koo = §(T00+2900T00+ T — gi; T — JooT"),

1) (1)0.
KOZ' =T Z?

0) ©. 1. O, ©,
Kij:=T" ¢ 5(sl»j(Too — T,

(2) (2).. (0). (0) 1 (0) (0) 1 (2)
= T _ 2 Tzk o (;)”le o 5(;)”(1—\00 o Tbb) + §5ij(T00 + (; OOT

ij = 9 ik 4+

2)
+9a9pT” — g = G0T" = gpT —gaT".

) @oo (z;@ij_
17

(3.92)
(3.93)
(3.94)
(3.95)
(3.96)
(3.97)
(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)
(3.104)

(3.105)

(3.106)

(TQ)bb).

(3.107)

Por lo tanto, de la ec. (1.3) vemos que en esta nueva forma de enfrentar el problema, debemos resolver

las 17 ecuaciones siguientes

(2) 87 G (0) (4) 871G (2)
Roo = — Koo, Roo = — Koo,
c c

(3) 87G (1)
0i =~ Koi,
(2) 871G (0) (4) 871G (2)
i = —a K Ry = —a Kij-
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3.2.3. Tensor energia-momentum de un Fluido Perfecto

En la presente seccién estudiaremos las componentes del tensor energia-momentum de un fluido per-
fecto en la aproximacién p/pc? < 1y el caso limite (e idealizado) de un sistema de N masas puntuales
autogravitantes, el cual permite modelar de manera apropiada ciertos sistemas autogravitantes de la
mecanica celeste.

Recordamos que el tensor energia-momentum para un fluido perfecto, con densidad propia de masa
p, presién isétropa p y cuadrivelocidad de las particulas u* := dz# /dr, estd dado por

T = (p+ 2 yuru” — pg. (3.111)
C

Pero para muchos de los sistemas gravitacionales de interés astrofisico p/pc? < 1. Por ejemplo, para
el sistema solar p/pc? ~ 1075, razén por la cual el tensor energia-momentum se puede aproximar a

™ =~ putu”, (3.112)

que corresponde a modelar el sistema gravitacional en cuestién, como simple polvo. Ademds, podemos
escribir (3.111) como

dat dzv (dr\ 2
T =~ — . 3.113
P at "t (dt) (3:113)

Por lo tanto, las componentes del tensor energia-momentum de un fluido perfecto en la aproximacién
p/c? < p son

2 -2 -2
00 . ofdr 0i o, if 4T i o orind (9T
T =~ pc pm , T =~ pcv o , TY =~ pv'v pm . (3.114)

Como el tiempo propio de una particula moviéndose con velocidad v? estd dado por

dr? = g, datdz” = gooc®dt? + 2ggcdtda’ + gpda'dx®, (3.115)
entonces
dr 2 Ul l ’Ub
<dt> :goo+2901€ T (3.116)

Usando las componentes de la métrica dadas en (3.51)-(3.53) y expandiendo en términos del padmetro
€ , se puede hallar que las componentes del tensor energia-momentum tiene la forma de (3.91), donde

(0)

T .= pc?, (3.117)

(2) (@) v b

TY .= pcz(—goo—kzz), (3.118)

) @ v @ @ ot @ @ @ oPoub bl

T := pc?(-2¢ — — -G —2¢0—— + (——)?), 3.119
pc( Gorg = 900~ G-t G009 00 goocc+(cc)) ( )

(1)0. )

T = pev’, (3.120)

(3) @ vt ol

T% := pev' (=g oo + :?), (3.121)

0)..

T4 =0, (3.122)

(2). . o

TY .= pv*o?, (3.123)

(4) NG v? b

TY = pvlvj(—(g)oo + ??) (3.124)
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3.2.4. Tensor energia-momentum de un sistema de N masas “puntuales”

En la teoria de RG, el tensor energia-momentum

dz?
TRV _ u 4) (Y _ Y " " 12
= 5 Yome [ GRS sy (3.125)

de un sistema de N masas puntuales ha sido construido como una generalizaciéon del tensor energia-

momentum correspondiente en la teoria de Relatividad Especial con g,, = 7., g = —1, donde m, es la

masa, dz* /dr, la cuadrivelocidad y 27(7,) la trayectoria en el espaciotiempo de la a-ésima particula.
Usando la identidad de la ec. (A.2) se conduce a que la ec. (3.125) se puede escribir

v dzt dz¥ (dre0
vafG = (

-1
\/7 Z ¢4t dt dt’ ) 6(3)(‘7‘.1 - ‘rfz(t))v (3126)

donde se ha reemplazado 2° < et
Si la métrica g, tiene la forma de la ec. (3.51)-(3.53), entonces su determinante a segundo orden en
la parametro €, corresponde a

(2)

14 g 0o +0O(e*) O(e*) O(e%) O(e?)
- (2)
g= O(e?) —1+'9 1,1 +0(e") (2(63) o() (3.127)
O(e?) O(e?) —149 2 +0(e*) O(e?)
o(e) O(e) o) -1+ Pt
(2) 4 (2) 4 (2) (2) 4
=1+ oo+ OE)(—1+ g 11+ O(E))(—1+ gog+O("))(—1+ g 33+ O(c*)) (3.128)
(2) 2)
=—1— G+ gu+O(), (3.129)

por lo tanto

1
\/74' 900~ gbb+0(€4)

Expandiendo (1/y/—¢)(d,/dt)~! en términos del parametro e, se halla que las componentes del tensor
TLé tienen la forma de (3.91), donde

(3.130)

(0)

TY, = Zm A8zt — 2 (1)), (3.131)
vava 1@ N\ i@y i g

T %6 = Zma **? Goot 590 6 (x* — (1)), (3.132)

TY%. = Zmacv 6@ (2t — (1)), (3.133)
(0). .
T, =0, (3.134)
(2)

THa= Zm Vil 64 (2 — 2 (1)), (3.135)

Tensor K,
Por la definicién del tensor K, en la ec. (1.4), vemos que para sistemas con tensores energia-

0)
momentum en la forma (3.91), con T% = 0 como ocurre con el fluido perfecto en la aproximacién
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p/pc? < 1 o con el sistema de las N masas puntuales estudiados en la seccién anterior, entonces las
componentes a distintos érdenes en el pardmetro e (3.103)-(3.137) estén dados por

(0) 1(0)
Koo =T

3.136
9t ( )
@ 1 oW
Koo = 5( 00 2(Z)OOTOO + TP, (3.137)
o,
Koy = —TY% (3.138)
© 1.0

i = 505", (3.139)
@ @ 1@ ©. 1. @ © @
Kij=T" - 5(3)2.]. T 4 6,(T% + & o T — T, (3.140)

3.2.5. Imposicion de gauges

Como es habitual al tratar con este tipo de ecuaciones diferenciales acopladas y no lineales en las
incégnitas (las componentes de la métrica), es usual imponer determinados gauges, los cuales imponen
condiciones sobre la métrica y ademds fijan ciertos conjuntos de coordenadas en los cuales la solucién
hallada es valida. En el presente trabajo, hemos empleado dos tipos de gauges, los cuales segin su accion,
los hemos clasificado en gauges globales y gauges particulares. A continuacién se discutira el empleo de
ambos tipos de gauges.

Gauge global

Es aquél que fija la estructura general de la métrica y ademas condiciones sobre la naturaleza de las
coordenadas a emplear. Por ejemplo, en el presente estudio se ha impuesto que la métrica propuesta tenga
la forma (3.51)-(3.53) y que la coordenada z° sea tipo tiempo y las coordenadas x’ sean tipo espacio,
donde ademsés se cumpla que al derivar con respecto a la coordenada x° se aumente en un orden el conteo
de la dependencia en el parametro e.

De la ec. (A.11) es claro que si poseemos una métrica general con dependencia en el pardmetro e
como en la ec. (1.8), que no posea la estructura de la ec. (3.51)-(3.53) siempre podremos hacer una
transformacién de coordenadas en la forma a* — z'# = x'#(z¥,€) tal que en la nuevas coordenadas se
imponga dicha estructura. Asi, sélo restarfa resolver las ecuaciones que de (A.11) se desprendan.

Gauge particular

Es aquél que fija condiciones extras sobre las componentes de la métrica y sus derivadas, las cuales por
lo demaés simplifican la estructura de las ecuaciones, lo que permite solucionarlas con relativa sencillez.

Notando que para una transformacién de coordenadas general, las componentes de la métrica, su
inversa y los simbolos de Christoffel transforman como (A.11), (A.12) y (A.13). Entonces, en las nuevas
coordenadas se tiene que

ST ox'M ox'v 7 oz~ 9P (92, B 92z (3.141)
w9y 9xd Y Qx'm Qv \ dxp P QxdxB ) ’
Pero por regla de la cadena, como (9z*/0z7)(dx/0x'") = 0x* /0x” = 05, entonces
ax/A 52 x/z\

I appe _ gaf . 3.142
we o Qe 9 tap ™9 Ox0xP ( )

Asi, desarrollando las sumas del primer miembro de la ecuacién precedente, se tiene que

33;")‘ 52 x/A
7100/ 10b bl afp af

T 2¢°T Iy = re, — —. 3.143
g Yoo +29" Lo T 9 e = 509 Lap m 9 5 ( )
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De la ec. (3.143) es claro que si poseemos una métrica general con dependencia en el pardmetro e
como en la ec. (1.8), que no posea la estructura de la ec. (3.51)-(3.53) siempre podremos hacer una
transformacién de coordenadas en la forma x# — z'#* = 2'#(x¥,€) tal que en la nuevas coordenadas se
imponga dicha estructura. Asi, sélo restaria resolver las ecuaciones que de (A.11) se desprendan.

A continuacién discutiremos el uso de dos gauges famosos que suelen encontrarse en la literatura
existente sobre aproximaciones postnewtonianas, éstos son los gauges estandar y el arménico.

= Gauge estandar: Es aquél en que las componentes de la métrica y los simbolos de Christoffel
satisfacen que

0
9T =0, (3.144)
wrpk

gy, =0. (3.145)

Asi, si tenemos unas coordenadas en que el gauge estandar no sea satisfecho, siempre podemos hacer

una transformaciéon de coordenadas tal que en la nuevas coordenadas impongamos que

!

¢TI =0, (3.146)
g 0, (3.147)
Entonces, por la ec. (3.143), debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones
31,10 32 IIO
/00170 0b170 afpp  _ af

9" Too +29 T oy = 529" Lap = 9 5 253 (3.148)

) x/k 82 x/k
0 ——g N s ——— 3.149
OxP aB =9 GrageB’ ( )

el cual nos permite calcular aquellas coordenadas en que efectivamente (por imposicién) se satisface
el gauge estandar. Cabe sefialar que las ecuaciones precedentes no proporcionan soluciones tnicas,
sino que una familia de coordenadas que satisfacen el gauge estandar.

= Gauge armonico: Es aquél en las componentes de la métrica y los simbolos de Christoffel satisfacen
que

g”\rh, = 0. (3.150)

De manera andloga al gauge estandar, si tuviéramos coordenadas en que el gauge arménico no
sea satisfecho, siempre podemos hacer una transformacién de coordenadas tal que en la nuevas
coordenadas impongamos que

g = 0. (3.151)

De esta manera, por la ec. (3.143), debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones

oz’
0= oxP g

2, A
afp aﬁax/

a8 =9 Graggn (3.152)

el cual en este caso, nos permitiria calcular aquellas coordenadas en que efectivamente (por im-
posicién) se satisfaga el gauge armoénico. Nuevamente las ecuaciones precedentes no proporcionan
soluciones unicas, sino que una familia de coordenadas arménicas que satisfacen el gauge armonico.

3.2.6. Imponiendo el gauge estandar

En el presente trabajo se empleard el gauge post-newtoniano estdndar dado por las ecs. (3.144) y
(3.145). Por lo tanto, para una métrica como en la ec. (3.51)-(3.53), con los simbolos de Christoffel como
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en la ecs. (3.61)-(3.62), se tiene que

y (3)
ZJFQ. =T+ 0(), (3.153)
@, @ @, @, @, @)
gk, =Tk + T+ FoOTk — Tk — Tk + FUTE + o), (3.154)

Asi, a cuarto orden en la parametro €, el gauge estdandar ha impuesto que

| (3)

0= I, (3.155)
L@, @,
0L Tk — Tk, (3.156)
W, @ W 2)
0L P+ Do P @ufle (3.157)

Evaluando los valores para los distintos érdenes en que los simbolos de Christoffel dependen de las
componentes de la métrica, se tiene que

(3) ()
0= 61; 9gop — 8() 9 bbs (3158)

(2) (2) (2)
5'k 900+ 09 b — 5k 9 b (3.159)

més una ecuacién que depende de g)ij y ha sido omitida ya que no es necesaria para el calculo de las
ecuaciones de movimiento de un cuerpo autointeractuante con un determinado campo gravitacional. Por
dicha razomn, en lo sucesivo todo cuanto dependa de éstas, no serdan consideradas o simplemente se les
destacard en negrita haciendo notar que para un estudio completo de las cantidades hasta cuarto orden
en el parametro € debieran aparecer.

Si derivamos con respecto a la cordenanda l-ésima la ec. (3.159), se tiene que

(2) 1 (2) 1 (2)
010 g b1, — 5813k 9 vy T 55181@ 900 =0, (3.160)
ecuacion que al ser simetrizada respecto a k y [, nos permite encontrar que
(2) (2) (2) (2)
010 g by + OO G 1y + Ak G 00 — OOl gy, = 0. (3.161)

Luego de imponer el gauge estandar, las componentes del tensor de Ricci resultan ser

) @)

Roo = ,@Zal 9 00> (3.162)
@ 1., @) 1(2)
Roo = 28161 900t 5 (51 g lb)(ab 9 oo) +5 59 lb(alab 9 oo)
(2) (2)

- *(817 9 00)(8b gu)— (6l 9 00)(81 9 00) (3.163)
(3) 1 (3)
Ry = 23151 9o0i — 5051 g at Zaiao g 1w (3.164)
(2) 1
R = Qalal(é)”, (3.165)

(4)
més el término R;; que ha sido omitido por depender de (g)”

3.2.7. Solucionando las ecuaciones de Einstein

Usando el tensor K, dado en las ecs. (3.103)-(3.107), podemos escribir las ecuaciones (3.108) y (3.110)
a segundo orden en € como

(2 8rG (10 () 87G (1 _ (0
78135900 T <2T , 76@%27 5(sijTOO, (3.166)
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lo cual corresponde simplemente a resolver 4 veces la ecuacién de Poisson. Eligiendo por tanto, aquellas
soluciones asintdticamente nulas, se tiene

(0)
© 2G [ Tz
9i;(Z,t) = —51']‘*/, Mdg ' (3.167)

Se define el potencial ¢ = ¢(Z,t) como

I,t) = —— 3.168
(]S(l', ) 02 v |f—f| z, ( )
tal que podamos escribir
(0) ¢ (0) ¢
9o0 = 2?; 9ij = 26”-072' (3.169)

(0)
Cabe notar que con ¢ definido en la forma (3.168), cuando T % = pc?, se recobra el potencial newto-

. @) ) )
niano. De esta forma, usando ¢';; = (20;;¢)/c* = 6¢/c*, encontramos que

(3) 167G D, 9o0;
8[8[901 ( 04 )TO - 2 ¢a

g (3.170)

que nuevamente son 3 ecuaciones de Poisson. Analogamente a lo realizado para las componentes de la
métrica a orden 2, elegimos aquellas soluciones asintéticamente nulas, entonces

1)
® o _AG [ TU@) 5, 1 [ %01
4G [ T, B 3.171
9 0i(Z, 1) e /, |z — 2| m+4ﬂ'02// |7 — 27| ’ | !

Ahora usamos la identidad dada por la ec. (A.1) para escribir el potencial ¢(Z,t) definido en la ec.
(3.168) como

(0)
(&, t) = 9;0; (—% /V |& — f’|T°0(f’,t)d3:c’> . (3.172)

Se definen pues, los potenciales x = x(Z,t) y & = & (&, t), como

(1)
4G TOi =
x(# 22/ |7 — *’TOO "Odr, &(F ) = — #dsx’, (3.173)
C

2 Jy |-

3
tal que ¢(Z,t) = 0;0;x(Z,t) y tal que podamos escribir las componentes (g)Oi elegidas en la ec. (3.171)
€omo

(3.174)

De evaluar la ec. (3.107) en (3.110), se tiene ademé&s que

4 (2) 1@ (2) (2) (2) (2) (2)
Roo = 3l6l g 00+t 3 (6l g lb)(ab g 00) + 5 9 9 lb(alab g oo) (81, g oo)(ab g zz) (al g oo)(al g 00)

1.(2) (0) )
SWG)Z(T00+ (2 00T + T, (3.175)

cl

Evaluando las componentes de la métrica en términos de los potenciales en la ec. (3.175) y notando
que 9y(6?) = 2¢(0p ), M0p(0?) = 2(0pd)(Opd) + 2¢(0p0y), se deduce entonces que

(4) 87G . (2) (2) OO (2
001900 = (= )N(T™ + Tbb)+2%(¢). (3.176)

C
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Definiendo el potencial ¢ = (&, t) como

2— =g o — 20— (3.177)

) (2)
entonces la ec. (3.176) adopta la forma 8,01 = 47 G (T °° + T'®), es decir a una ecuacién de Poisson para
el campo 1. Eligiendo una solucién asintéticamente nula, tenemos

(QTI)OO (zzﬂ)bb ﬂ/t

Por lo tanto, las componentes de la perturbacion de la métrica en funciéon de los potenciales ¢, &, x y
1) ya definidos, son:

2) ¢ @ RN

900:20_2’ 900:2g+2ga (3.179)
(3) & Oo0ix
9i=~"2 " "2 > (3.180)
(2) ¢ (4)
9ij = 26‘2513'7 9 1w (3.181)

N € . . . . .
donde como se senald, g,; no ha sido calculado. Ademas, dichos potenciales en el gauge considerado
satisfacen la siguiente relacién

0;&i + 4006 = 0. (3.182)

En resumen, con las componentes de la perturbacién de la métrica calculadas previamente, se tiene
que las componentes de la métrica, el elemento de linea y los simbolos de Christoffel resultan ser

=1 2¢ 2¢ 22 O(8 3.183
goo=1+25+25+25+ (€°), (3.183)
i 000
Goi = _(% _ 062 X O(e), (3.184)
(4)
Gij = —(57;j + 2;%(‘)‘” + gt 0(66). (3185)
ds®> = g, datdz” (3.186)
¢ L ¢ & OoObx

¢ (@)
=(1+25+25+ 28—4)02dt2 +2A-3 - = Yedtda® + (—6y + 230u+ g w)dzbdzl.  (3.187)
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3) 1, O

oo =5%90="3" (3.188)
(I%)gz‘ = %51'(;)00 = %7 (3.189)
T, - if + 8;{)2 - 20%(8;?) - acib (3.190)
(f)‘)?j = *%(@fj +0;&) — 8()8;& - %% ijs (3.191)
(%)60 = %31(;)00 = %@(2%) = %7 (3.192)
T, = 822& - 808;281x Lo (w;%Q), (3.193)
(12)61' = ;{}z(ai& —0&) - ac%qb(;il, (3.194)
@), 1

' = 67(3@51‘]' — 0;961 — 0;¢61;), (3.195)
T =05+ 0,50 - 095~ LPu@ D+ 0,50 - 05 w1

3.2.8. Aplicaciones de las aproximaciones postnewtonianas

En la presente seccién, emplearemos las componentes de la métrica calculada y los simbolos de Chris-
toffel correspondientes, para encontrar la ecuacién de movimiento de un cuerpo libre de fuerzas no gravi-
taciones cayendo en un sistema autogravitante. Se calculard también la evolucién temporal de spin para
un cuerpo libre de fuerzas y torques no gravitacionales.

Ademas, se encontraran las ecuaciones de Einstein-Infeld-Hoffmann, correspondientes a las ecuaciones
de movimiento de un conjunto de IV masas puntuales y para finalizar, se calcularéd la velocidad angular
de precesiéon de una c-ésima particula, efecto que newtonianamente no tiene precedente.

Ecuacién de movimiento para un cuerpo masivo en un campo gravitacional.

Recordando que para un cuerpo masivo libre de fuerzas no gravitacionales “cayendo” en cierto campo
gravitacional, su ecuacién de movimiento corresponde a la ecuacién de la geodésica (A.14). Debido a
que las coordenadas usadas son “cuasi-inerciales”, es conveniente parametrizar las geodésicas usando la
coordenada temporal t. Entonces, podemos interpretar a o' = x%(t) como la trayectoria que describe el
cuerpo masivo visto por un observador “cuasi-inercial”, con coordenadas z*. Asi, escogiendo A < t, de la
ecuacién precedente, se encuentra que

A2zt " dz® dz° " dx dxb " dab dat dzt

i - e T () ——. 1
az oo g T TR e T T T f()dt (3.197)

Si ademds definimos la velocidad de la particula v? en la forma usual v® := dx?/dt, con 2° = ct. Luego

A2+ dzt
7+ Thoc? + 2T, cvb + Thobol = F6) = (3.198)
Si hacemos p = 0 en la ec. (3.198), podemos encontrar una expresién para f(t) como
LI
f(t) =T+ 20" + T —. (3.199)
c

2Cabe notar que por el momento, esta velocidad no tiene porqué depender del pardmetro e.
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Andlogamente, si hacemos pu = i, en la ec. (3.198) se encuentra que

dv® ) ) . )
d% = —Tic? — 200, cv® — Tl + F(t)v'. (3.200)
Introduciendo la expresién para f(t) desde la ec. (3.199) en (3.200), se tiene

dv’ , , , ool
divt = —Ti,c? — 2T, cv® — T wbol 4+ Tev® + 2T5, 00" + I‘O Tfu (3.201)

Usando las ecuaciones (3.188)-(3.196), se encuentra que la ecuacién de movimiento del cuerpo masivo
esta dada por

dv’ 2 vb vl 9 ,
O oot G+ 20 e, — oDy — (016~ ) + 3(000) L + a2
; b 1, [P 1 b b,
d) Wb — (0 s — (%&@X)% - i(aoéﬁ) "L 8000dix
@
+ 2(8c”w) - T glvbv’ +O(). (3.202)

En particular, si el cuerpo masivo considerado es autointeractuante, entonces |v*| ~ € y en consecuencia
. . . 4 y— . [ . .
se justifica la independecia de g ;; como se mencioné cuando se impuso el gauge estdndar. Por dicha razén,

la ec. (3.202) al notar que (7 x (V x £)); = —0®(9p&; — i&), puede ser escrita en lenguaje vectorial como
v = P 292 196 1 0°Vy U S o U 0
dt vie+ c? * c? ) cot ¢ Ot? c X (V> &)+ 02 ot
= =2
+ 4:—2(6- Vo) — (v¢>)%2 + O(5). (3.203)

Evoluciéon de Spin para un cuerpo libre de fuerzas y torques no gravitacionales

Eligiendo el vector de spin S* para un cuerpo libre de fuerzas y torques no gravitacionales®, tal que
Stu, =0y que S*S,, = cte, entonces su evolucién estd dada por

DS
Dr O (3.204)

donde D/Dt corresponde a la derivada covariante con respecto al tiempo propio de la particula que se
mueve en una geodésica. Luego

as*
b, S gn 2
o of d S =0. (3.205)
Expandiendo esta expresién, encontramos
ds* © g0 ©o.qb bgO | TH,bg!
7 +hoeS” +Th,eS” + Thyv’S° +Tv°S" = 0. (3.206)
Asi, si hacemos p = i en la ec. (3.206), se tiene que
ds’ i g0 i .ab i b0 i bal
E = —FOOCS — FObCS — Fbov S — Fbl” S , (3207)

como S*u, = 0, o equivalentemente g, S*u"” = 0, entonces

dx”
LSt =0. 3.208
9u dr ( )

3Para mayor detalle en cuanto a la justificacién de la vélidez de esta ecuacién consultar Rubilar (2016).
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En funcién del pardametro ¢, lo anterior se reduce a
5%(gooc + goov”) + groS’c + gu S’ = 0. (3.209)

Recordando las ecuaciones (3.51)-(3.53), si expandimos S° en términos del pardmetro €, entonces se

halla que
W@ vt @ v? @) b vl
SO:SbC—QbJSb—900<Sbc>—gb05b (90bc) (Slc)

) @ (@ b0 @ @ @ vb
- gblS — + 9 00 (gblS ) + ( 900+ 900 900) <Sbc> + O(€°), (3.210)

ecuacién que en funcién de los potenciales al ser evaluada junto con (3.188)-(3.196) en (3.207), nos permite
encontrar la ecuacién de evolucién del spin del cuerpo masivo

ds’ Di¢ g Di¢ ¢
() (7)) (120
_C(aogi . Dododix +ai<w+2¢2)) (Sbv”>

c2 c2 ct c
1 12, 1 17 !
—c <202(8b@- — &) — °¢’6m) S° — o (@(% —9i&) — 0‘%1) <le)

1 b gl (4)1 bgl 5
e (0;¢0p — OpPd1; — O1p0sp) v°S* — T b1v S+ 0(6 ). (3.211)

Ahora bien, si la particula en consideracién es autogravitante con el sistema gravitacional en cuestion,
entonces [v'| ~ € y notando que €;5S €m0 0t = STV (Om@) — S0 (0;0), entonces la ec. (3.211) en
lenguaje vectorial se reduce a

ds _ <_1(6>< Tul WEN %)) x §

dt 2¢ 2¢?
1 . 5 L A= o 10¢ 5
+— (2(5-V¢)S — (7 5)Vé— (3 w)) + =225 1 o). (3.212)
2¢? 2 0t
Definiendo
Q= QGEO + QLS, (3.213)
donde Qgpo = =3(0 x ﬁ(b) /2¢? corresponde a la velocidad angular de precesién geodésica y OQur =

(6 X 5 )/2c corresponde a la velocidad angular de precesién de Lense-Thirring en honor a los cientificos
que predijeron el efecto, conocido como frame-dragging *. En consecuencia, podemos escribir la ec. (3.212)
como

— (2(@%)5- (@ §)Ve— (S %)) + %g‘fs+0( ). (3.214)

Ecuaciones de movimiento de un sistema de N masas puntuales autointeractuantes

Como se senalé al comenzar este trabajo, el problema de hallar las ecuaciones de movimiento de
un sistema de N masas puntuales, no tiene una solucién exacta en la mecédnica de Newton, ni en la
RG de Einstein, pero las aproximaciones postnewtonianas han proporcionado ecuaciones analiticas que
computandolas de manera apropiada, permiten contrastar con la evidencia experimental y poner a prueba
de esta forma, la teoria.

En la presente seccién, calcularemos los potenciales ¢, ¥, x v & para un sistema de N masas puntuales
autogravitantes con tensor energfa-momentum postulado y estudiado en la seccién (3.2.4). En tal caso,

4Para mayor detalle al respecto, puede revisar http://en.wikipedia.org/wiki/Frame-dragging

44



para la métrica calculada en la seccién (3.2.7), vemos que las componentes del tensor de energia-momentum
a distintos érdenes en €, en términos de los potenciales resulta ser

(:%)00 Zm A6 (&' — 2 (), (3.215)

T00 Zma (v vt + (&, t)) 6O (2t — (1)), (3.216)

TOZ Zm el d® (zt — 2 (1)), (3.217)
(0). .

T (Z,t) =0, (3.218)
( Zm Vil 64 (2 — 20 (1)), (3.219)

Cabe notar, que en lo sucesivo se explicitard toda dependencia en la variable temporal t. Y como en
general, la velocidad de la a-ésima particula es tal que v}, = v}, (t). Asi, al introducir las componentes del
tensor energia-momentum en las expresiones para los potenciales, se tiene que

GZ Ix — (3.220)
(@ Z |x T (3.221)
7,1) = —52 |Z — T4 (t)|ma, (3.222)

V(T t) = _3G U(Tst)vg‘(t)ma _ GZ P(Za(t), t)ma (3.223)

2
=G Z |x ol Z |x 0 (3.224)

Entonces, al evaluar los potenciales dados por las ecuaciones (3.220)-(3.224) en las ecuaciones (3.183),
(3.184) y (3.185), las componentes de la métrica resultan ser

3G vt (t)vlt (t)meg
ool Z |:cfx o |:§fa((t))|
c4zwm—xa Zr (D)
o Mg my 66 )
e Z w2 Fanm O (3.225)
90i(T, 1) = 2% > m {7@2(15) - W(Im — )T (t)] (3.226)
9ij(Z,t) = — 045 — 5”207(2; Z m + (g)u, + O(e ) (3.227)

Por otro lado, por la ec. (3.203), sabemos que la ecuacién de movimiento (vectorial) para la c-ésima
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particula del sistema autogravitante estd dada por

die(t) _ v, 207 Lo . L (0*Vx) .
at <¢+ 2 ) (Fert) = 2 <8t> @)= 5 < a2 ) (Ze,?)

T (T €)Et) + 3% (57) @) 4 4% (1 (90 0)

[ o

noo

(V) (ert) + O(e°). (3.228)

c

Al evaluar los potenciales dados por las ecuaciones (3.220)-(3.224) junto con sus derivadas en la
ecuacion de movimiento de la c-ésima particula, podemos distinguir términos de la misma a distintos
ordenes en el parametro e. Como estamos interesamos en soluciones finitas y cada uno de los potenciales
diverge en la posicion de la particula en cuestién, por dicha razén es que al evaluar los potenciales en
Z¢, se han excluido de la sumatorias los términos aportados por la c-ésima particula, vale decir se han
suprimido los efectos de autointeraccién gravitacional. Ademds, si definimos Teq 1= Ze — Ty ¥ Teq i= |ZTeal
omitiendo la dependencia temporal explicita de las cantidades y expandiendo las sumas apropiadamentes,
luego de un poco de dlgebra se halla la expresiéon compacta y usual en que se encuentra esta ecuacién en
la literatura:

__GZ xm 1_40_G my Z (__i_a?cgr-ga?ab)

bc rd’ ca

b-c,
5Gm. T 4v,.-v, 202 3 (
- Z Mo 5 oy T 4 Z ma (x (47, — 3@0) (G~ 7). (3.229)

T2 . 2 2
atc Tca bta,c ab ca

2 rey C2 c c?

Asi, se han encontrado las famosas ecuaciones de Einstein-Infeld-Hoffmann (Einstein & Infeld &
Hoffmann, 1938) que describen la dindmica de un sistema de N masas puntuales en el contexto de las
aproximaciones postnewtonianas. Es importante recalcar que dicho resultado ha sido encontrado supo-
niendo campo débil, considerando que el tensor energia-momentum para el sistema de N masas puntuales
en RG es el correcto e imponiendo el gauge estandar para calcular la métrica.

Velocidad angular de precesién de una c-ésima particula libre de fuerzas y torques no gra-
vitacionales.

Para completitud de este trabajo, a continuacién calcularemos la velocidad angular de precesién de
la c-ésima particula libre de fuerzas y torques no gravitacionales con spin §c, cuya evolucién temporal
estd dada por la ec. (3.214). Para ello, recordamos que dicha velocidad estd dada por la ec. (3.213), que
para la c-ésima particula de un conjunto de N masas puntuales se traduce en

Got) = — e X (V6) (Fart) — —(¥ x ) (7). (3.230)

k 2 (8) — 2
QL(t) = €ijn ( 53 Z :r:—fa)(?) + i—f Zmav{:(t)M> . (3.231)

a

De esta forma, la ecuacién precedente nos proporciona la velocidad angular de precesion de la c-ésima
particula autointeractuante de un conjunto de N masas puntuales.
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3.2.9. Principio de Accién

Obtener ecuaciones de movimiento a partir de un Principio de Accién es usual en Fisica tedrica y
particulamermente nuestro objetivo en esta seccién. Definiendo la acciéon de una particula en un campo

gravitacional como
d
S = c2/d7 :/d—Zdt, (3.232)

si expandimos la expresién para (d7/dt) en términos del pardmetro € dada por la raiz cuadrada de la
ecuacion (3.116) y recordamos las expresiones para los distintos érdenes de las perturbaciones métricas en
términos de los potenciales dados por las ecs. (3.179)-(3.181), haciendo un poco de dlgebra se encuentra
que

dr 1 Lobvd 1ottt 1¢ ¢ 1¢2 (5 80815> Ul 3 ¢ vP?
c

c? c?

ar ve 1o v lo” o QvUT 6
dt 22 8 2 2 +202+ +204 + c +0O(e). (3.233)

Por la arbitrariedad existente en la definicén de un Lagrangeano que proporcione las mismas ecuaciones

de movimiento, postulamos
dr
L=c(1- 3.234
(1-9). (3234)

en tal caso se halla que

1 1 vP0b vtol 1 v 1¢? ol 3¢
L= vt — — R Do0,€) — Pt + O 3.235
20 "5 o Tt atae €+ R08) Tt 5 5v O, (3.235)
Como los potenciales para un sistema de N masas supuestas puntuales estdn dados por las ecs. (3.220)-
(3.224), al evaluarlos en la ecuacién precedente suprimiendo a mano la autointeraccién consigo misma, se

encuentra que el Lagrangeano de la a—ésima particula estd dado por

1 1 (v2)? m, €~ mpy m mem
La:§ﬁg+g%+G : —’3-6—7222 .
c b;é Tab c bl AN Tab Tac (& bta cta Tbe Tab
my m . “ZTap) Up - T
+ GZ b 3— — <7 STy + (——b)bb) +O(5). (3.236)
Tab b;éa Tab Tab Tab
Al construir el Lagrangeano que proporcione las ecuaciones de movimiento del sistema completo,
esperamos que sea una expresion simétrica en my, £, v U4, para a = 1,..., N, vale decir con la propiedad
de que
L
lim — =: L,, (3.237)

mq—0 Mg

asi, no es dificil que

L= S gt e fez”":?wzma i

atb bota b
Gmgmy, —_ (Ua - Zap) (vb Zap) mambmc
_ Z B+ o Z Z Z p (3.238)
agb lab ab @ btacta | ablac

satisface la condicion (3.237) y ademds, que al variar la accién

5 ( / Ladt> 0, (3.239)

y escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange, se recobran exitosamente las ecuaciones de Einstein-Infeld-
Hofmann (3.229).
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3.3. Sistema Binario

En la presente seccién estudiaremos el problema de un sistema binario. Vale decir, el de dos masas pun-
tuales autointeractuantes gravitacionalmente, pero en el contexto de las aproximaciones postnewtonianas
a orden cuarto en v/c.

3.3.1. Ecuaciones de movimiento

De las ecuaciones de movimiento de Einstein-Infeld-Hoffmann en (3.229), vemos que para un sistema
de dos masas puntuales

dt “r1g c*ria Ariy 2 c? 2 22 oo
Cmy (71 (472 — 350\ . .
+ 622 ( 21 (7"2?3 1)) (Ty — ), (3.240)
@:_Gm Tor [ 4Gmi  5Gmg U5 A4ty ﬁ_i(ﬁl'fmy
dt ro® c*ro1 Arogp 2 c? 2 2c2 ry
Gy (Fio- (401 = 30) .
+ 621 < 12 (T1;3 2)) (Uh — Ta). (3.241)

3.3.2. Lagrangeano

De la ecuacién para el Lagrangeano de un sistema de N masas puntuales dado por la ec. (3.238),
vemos que para 2 masas

1 1 1 174 1 ’U4 1 mimso 1 mommy
L= -mi@® 4+ —mats + —mi— 4+ —mp— + =G -G
g MLt gty g G g g e T,
3 Gmlﬂ?mz 3 Gmgﬁgml G2m1m2 mi + mo
2 T12 2 T21 2 7‘%2
~ Gmymy <71_),1 it (¥ - T12) (V2 - fl:z))
drqo T12 T12
a o e
S (7172.171 Tl 220 (71 mzl)). (3.242)
712 21 21
Debido a que Zo1 = —Z12, entonces ro; = r12. Por lo tanto al definir r := ri5 = 791, tras un poco de
algebra se halla que
1 9 1 ) G’mlmg 1 ml’L_)Mll 1 my?%
L=gtatgnt 8 2 T8 e
Gmim B B L. U - T Ug - T G(mi+m
+ T [3(v%+v§)—7v1 5, — 1 - 12) (%2 - 12) _ G - 2)] (3.243)

3.3.3. Cantidades conservadas

Como el Lagrangeano de la ec. (3.243) es de la forma L = L(2%,v%,aYy), con vy = dx'y/dt, a'y :=
dvi‘ /dt, i = 1,2,3 e A = 1,2, permite obtener las ecuaciones de movimiento calculando la siguiente

derivada funcional
oL oL d [ OL d? [ oL
— = — - — , —— (=] =0. 3.244
dzYy  Ox'y dt (81}2) dt? (8@1) ( )

Dicho lagrangeano no es dnico, ya que si se le suma la derivada temporal de una funcién F = F(&;, 0;)
con i = 1,2, entonces no se alteraria la dinamica del problema pues proporcionaria las mismas ecuacio-
nes de movimiento. Ademas, si definimos p’ y ¢4 los momenta conjugados de las posiciones z* y las
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velocidades vy de la A—ésima particula tales que

; 6L 0L
a°= Saly  Oaly’

Pl (3.245)

. 6L OL  d (0L
Coovhy,  Ovy  dt ’

i
da'y
entonces, al emplear el teorema de Neother relativo a las simetrias de traslacién infinitesimal en el tiempo,

traslacién infinitesimal en el espacio y rotaciones en el Lagrangeano, se pueden calcular las siguientes
cantidades conservadas on-shell

E:=) (Whph+aadh) =L, pli=> ph, Lii=egr y (@l +vhdh), (3.246)
A A A

la energia, el momentum lineal y el momentum angular del sistema.

3.3.4. Centro de energia del sistema

Definiendo el centro de energia del sistema binario a orden 1PN, como el punto con coordenadas T,
correspondiente a una perturbacién del centro de masas (en el contexto newtoniano) dado por

. = .=
o miT1 + Moo
Teo := %, (3.247)
mi +msy
con
—2
1v;  1Gmgmy

m; ::ma+§c—27§T, a#b=1,2, (3.248)

luego de un poco de élgebra y emplear las ecuaciones de movimiento (3.240)-(3.241), es posible demostrar
que
d?Zee
dt?

= 0. (3.249)

En consecuencia dZ../dt = U, es un vector constante, de manera que Zeo = Ut + Tp, con Iy fijo tal
que Zeo(t = 0) = Zy. Por lo tanto, la coordenada del centro de energia se mueve a velocidad constante,
lo que nos permite simplificar el problema y sin pérdida de generalidad escoger el S.R. comévil al centro

, . Ll — o . L
de energia del sistema ., = 0 y desde ese punto describir la dindmica del sistema binario, de manera
similar a como se hizo en el apéndice C donde se estudié el problema de dos masas autogravitantes en

el contexto de la gravedad Newtoniana. De la ec. (3.247) vemos que 1 = —(m3}/m})Zs y si definimos la
coordenada relativa 7 del sistema por 7 := I; — 25, entonces
. mi+m3\
F=— (12) . (3.250)
my

A partir de esto, se llega a que las posiciones de cada una de las masas en término de la coordenada
relativa estan dadas por

* *

o m R . m .

Ty = * 2 *T7 T2 = — * ! *r' (3251)
mi +my mi +myg

Expandiendo en serie hasta segundo orden en € los factores que acompanan en las ecuaciones de
(3.251), se encuentra que

mj my mimsa , e Gm1m2
m M oM (07 —3) + M2 (m1 —ma), (3.252)
2 G
T2 T2 T (3 — ) et (g — my). (3.253)

m} +m} M 2M c? 2c2 M2y
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Por otro lado, se ve que si #; y &2 estdn dados por (3.251), entonces a primer orden en |¥] con
U= dF/dt = U} — Ua, se tiene que

- m2 - 2 - mq - 2
v = ——— v+ O(|v]?), =———U4+ O(v]7). 3.254
V=GO, = -+ O(faP) (3250
Entonces encontramos que
mi my  1mima(me—my) [, GM
—_— 4 = - 3.255
mi+ms M 2 M2 <” r ) (8:255)
y de manera analoga haciendo 1 <+ 2, hallamos que
m} me  1mima(mi —mg) (5, GM
—_— 4= -— . 3.256
mj+mi; M 2 M?2c? (U T ( )
Si definimos la masa reducida del sistema p := mims/M y los pardmetros v := p/M, A = (my —
ma)/M y P := (1/2¢%)(0? — GM/r), reescribimos (3.255) y (3.256) como
MM YBp mi o me A (3.257)

mi+mi; M 2c2 mi+mi; M 2

Luego, las posiciones de cada una de las masas en término de la coordenada relativa son respectiva-
mente

7 = (% + I/AP) 7 @y = ( A’Zl + I/AP) 7 (3.258)

Cabe notar que antes de escoger el sistema del centro de energia, las coordenadas de las particulas eran
a orden 0 en el pardmetro €, pero al derivar temporalmente se aumentaba un orden a modo que |¥7| ~ €
y |U2| ~ e. Curiosamente, al escoger el sistema de referencia del centro de energia hemos en cierta forma
traspasado la informacién de los 6rdenes de magnitud a las coordenadas de cada una de las particulas,
pues en tal caso Z1 y T2 son al menos de orden 2 en e.

3.3.5. Ecuacién de movimiento relativa

Habiendo elegido el sistema de referencia en el centro de energia, nos resta poder escribir la ecuacién
de movimiento relativo entre las particulas. Para ello lo que se hace es restar la ec. (3.241) a la ec. (3.240),
hallando que

dv  dvy,  diy

dt — dt dt
.7?12 4G2 512 IOGlemQ.’ElQ
=—G(mi+ma) 5+ —(mi+m))—f + ——————
T12 C T12 T12
9 9 fl 4G(m1 +m2) 5 N flz QG 2 2 512
— —=m +m —_t . — — —FJ(m +m -
62( 107 2”1)74%2 =2 (0 - Ua) N (my vy 23) -y
3G I, L 9T Gz . . . L\ o
+ 272 [ml( 1° 1512)2 + mg(’UQ . l’?Q)] % - ?# [m1(4’02 - 3’[)1) - m2(4v1 - 31)2)] (’01 - ’02).
C T12 C* T{o

(3.259)

Si definimos el vector unitario # := 7/r en la direccién de la coordenada relativa y 7 := ¢+ 71, luego de
un poco de dlgebra encontramos que la ec. (3.259) se reduce a

v GM 1 3 GM 1
dit) =5 [(1 + 2 (—2W2 + 72 4 3ui? — 7(4 + 21/))) N+ 2 (=47 + 2rv) 7|, (3.260)
asi, si definimos A y B convenientemente como
1 3 GM 1
A= = (—QVf'Q + 2 + 3uv? — T(4 + 2u)) , Bi= (=47 + 27v) , (3.261)
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entonces podemos escribir la ecuacién de movimiento para la coordenada relativa (3.259) en la forma

it GM
=== [0+ )i+ Bl (3.262)

Comparando la ec. (3.262) con (C.8) en el contexto newtoniano, es inmediato decir que A y B son las
perturbaciones postnewtonianas introducidas a la Ley de Gravitacién Universal de Newton escrita en el
centro de masa del sistema binario.

3.4. Dinamica Postnewtoniana a orden 2.5PN incluyendo efec-
tos de Spin

Son varios los grupos de investigacién que con diversas e ingeniosas formulaciones, han contribuido al
desarrollo de la dindmica postnewtoniana de objetos compactos a lo largo de los anos, en primera apro-
ximacién despreciando sus efectos de rotacién interna y luego incluyéndolos para conseguir una mejor
descripcién de la dindmica del sistema. Debido a que no es el propdsito de esta tesis, el contribuir con la
derivacién de alguna ecuacion a esta teoria, sino que mas bien la implementacién computacional de las
ecuaciones calculadas por otros autores, en la presente seccién presentaremos las ecuaciones principales
implementadas en los c6digos escritos hasta el orden 2.5 PN (por simplicidad hasta este orden, aunque en
los cédigos se ha implementado hasta el orden 3.5PN). Ademads, presentaremos dichos resultados siguien-
do la formulacién planteada en Faye et al. (2007) y referenciaremos cuando corresponda, los articulos
cientificos en los cuales puede encontrar detalladamente los calculos y argumentos fisicos considerados
para conseguir tales resultados.

Note que para un cuerpo compacto de masa m y tamafio tipico a, se tiene que a ~ Gm/ c2. Si éste
rota con una velocidad superficial de giro vepin, entonces su magnitud de spin Sreal MaVspin. Asi, en
términos de sus parametros de rotacién podemos distinguir dos tipos de cuerpos compactos rotantes,
aquellos que son maximalmente rotantes, en cuyo caso vspin ~ ¢y por lo tanto Sreal — Gm?2 /c. Por otra
parte, encontramos a los que son lentamente rotantes y se caracterizan porque vspin < ¢, razén por la
cual Sreal ~ szvspm/CQ.

En Faye et al. (2007), se supone que se tiene dos cuerpos compactos maximalmente rotantes y se
define el spin S a orden “newtoniano”, vale decir S™* = S/c. Para formular apropiadamente la dindmica
postnewtoniana incluyendo los efectos de spin, se modela el tensor energia-momentum de la fuente en la
forma TH” = T\y"* +Ts*", donde Ti*" corresponde a la contribucién monopolar y T5*" a la contribucién
dipolar al tersor energia-momentum completo, los cuales son supuestos como

@) (g —
T“”—czz / draptu) & (ﬁngxA), (3.263)

T = ¢}V, { / a3 (x_ ;AxA) , (3.264)
- _ NET

con 6™ la Delta de Dirac cuadri-dimensional, V, la derivada covariante asociada con la métrica g, en el
punto con coordenadas z, p’; el momentum lineal de la A—ésima particula y S%” el tensor antisimétrico
de spin que representa el momentum angular de spin (o intrinseco) de la A—ésima partl'cula.".

En la misma publicacién se adopta la condicién suplementaria del spin S%” p‘;‘ = 0, lo cual permite

una definicién natural del cuadri-vector de spin Sf en forma

A
g =L e Po ga (3.265)
A V—9a mac 7’

donde e#*P? es el simbolo de Levi-Civita antisimétrico, tal que ¢ = 1. Con todos estos ingredientes
en mente, en Faye et al. (2007) son capaces de calcular en coordenandas harmdénicas las siguientes las
siguientes ecuaciones:

0123

5El simbolo F(*) denota la simetrizacién de los indices i y v en el tensor FH¥. Asi, se define F(H) ;= (FHY 4 FYi) /2,

51



Término PN €
x (1/e)° 0 2
x (1/e)? 1 4
x (1/e)® 1.5 5
x (1/e)* 2 6
x (1/c) 7

1/c)® 2.5

x (/)™ n  2n+2

Tabla 3.1: Terminologia de érdenes de correcciones postnewtonianas.

» Ecuacion de movimiento:

dv; - 1 - 1 - 17 o 17 . 1
T At S Apn 5 A = opn + dopn ]| + 5 |4 Lospx] ~) (32
7 N+ A+ g disen + o | Aopx + dopn |+ 5 | Aesen + dosey| o+ o =% (3.266)
donde debemos hacer 1 <> 2 para conocer la ev_glucién ge 9. Los términos A'N y /Yle, pueden
ser encontrados en la ec. (3.240), los términos Aspn ¥ Azsn en la ec. (203) de Blanchet (2014),

mientras que ffsssz y Ags2spN pueden ser encontrados en las ecuaciones (5.3a,b) de Faye et al.
(2007) respectivamente.

En terminologia postnewtoniana, en la ec. (3.266) el término newtoniano es llamado a orden 0PN y
el n—ésimo término proporcional a 1/¢" es llamado a orden nPN. Ahora bien, si el conteo se hace en
potencias del pardmetro € ~ v/c, con GM /r ~ €2 entonces se puede establecer la relacién mostrada
en la tabla 3.1.

= Ecuaciones de precesién del spin:

S, 1 1= A )2 1

— ==T - —'T o —= 3.267
i 2 g 1PN + 3 gg 15PN U oA 52PN + (c5) ) ( )
donde debemos hacer 1 <+ 2 para conocer la evolucién de §2. Note que los términos fg 1PN ¥ fs 9PN
pueden ser encontrados en las ecuaciones (6.2) y (6.3) de Faye et al. (2007). Por su parte, el término
T'ss1.5pN puede ser encontrado en las ecs. (4.17b,c) de Kidder (1995).

= Si consideramos la ecuacién de movimiento (3.266) dejando afuera el término de aceleracién ffgﬁpN,
en Faye et al. (2007) y en de Andrade et al. (2000) para cuerpos no rotantes, se senala que dicha
ecuacion de movimiento puede ser derivada desde un principio de accién, con un Lagrangeano
cuyas simetrias nos permite calcular cantidades que podemos llamar, energia, momentum lineal o
momentum angular.

e Se define la energia E de la binaria como

1 1 1 1 1
E=Ex+ 5 Eipn+ 5 E1spN + [EQPN + EZPN] + 5 E2spn + O (6> . (3.268)
c s c S8 s ¢

tal que tal que dE/dt = 0. Note que los términos En, E1pn, Fapn se encuentra en la ec.
(205) y Es5pN en la ec. (206) de Blanchet (2014). Ademds, los términos Fs15pN ¥ Fs12.5PN
se encuentran en las ecs. (7.2a,b) de Faye et al. (2007), mientras que el término Essopn se
encuentra en la ec. (2.7e) de Kidder (1995).

e Se define el momentum angular total J := L + S; Jc+ §2/C tal que df/dt = 0, donde:
L=Ix+ gLwn+ 5 Lisex + 5 [Loen + Loen] + 5 Lasen + 0 (3.269)
= Int Slien + 5 Losen + | Lapn + Lopn| + 5 Lasen <) .
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Note que los términos EN7 Ele, EgpN se encuentran en la ec. (4.4) y E2.5N se encuentra en la
ec. (4.6¢) de de Andrade et al. (2000). Ademads, los términos Lg1spn ¥ Ls2.s5pN se encuentran

en las ecs. (7.7a,b) de Faye et al. (2007), mientras que el término Lggopn se encuentra en la
ec. (2.9d) de Kidder (1995).

= Si consideramos particulas no rotantes, cuya dindmica esta descrita por la ecuacién de movimiento
(3.266), sin considerar los términos que incluyen spin. En de Andrade et al. (2000) se asegura que
dicha ecuacién no puede ser derivada desde un principio de accién. Sin embargo, es posible definir

convenientemente una generalizacién de energia E, de momentum lineal p’, de momentum angular
L', y de centro de energia 7.,

_ 4G?*m? 2G -
E=E+ #(mg ) [(ﬁf —B)? 4 M] +162, (3.270)
Cc°T1o 12
. . AGPmimsy 5 2Gmy
I L PR T, R, A 142, 3.271
p=p 5c512, Nig ((”1 U2) - ) + ( )
= 4Gmim o Gmy ; 2Gmy , . ; ;
Li:=1L; + #fij‘k [Uf’lf{vg +2— Svfol — =5 (g - T1) (viah + 2ol
12 5P
G ~ . . 2G2 2
_ r;nl (T — T)%alxk + Mmla:jlxg] +1+2, (3.272)
12 12
, 4G 2G
Thy = a4 — 2y ((*1 — T)? lign m2)> +162, (3.273)
5c 712
K=zl —tp', (3.274)
tales que
dE G d*QY d*QY 1 dp’ 1
dt:_5c5dt3W+O(c7)’ dt:0<a>7 (3:275)
dL; 2G AP aPQM 1 dK? 1
TR T A LR R (c7) i (c7> (3:276)

donde Q¥ corresponde al momento cuadrupolar sin traza definido en (2.38). De esta forma, al
considerar en las ecuaciones de movimiento los términos a orden 2.5PN igual se ha podido definir
un centro de energia del sistema, z, tal que

dzt, 1

Comparando las ecuaciones (3.275) y (3.276) con las ecuaciones para la potencia radiada y el
momentum angular por unidad de tiempo promedio emitido por ondas gravitacionales en (2.37), se
encuentra que

dE L,

— =—(P = —(L; 3.278

e L i A1 (3:279)

ecuaciones que claramente describen la pérdida de energia y el momentum angular en el sistema
binario debido al término 2.5PN en las ecuaciones de movimiento mediante la emisién de ondas
gravitacionales, balanceando de esta forma la energia y el momentum angular del sistema completo
dado por el sistema binario mas las ondas gravitacionales.

De la ec. (3.278), resulta 1dgico decir que “el término 2.5PN en las ecuaciones de movimiento
postnewtonianas es el responsable de la pérdida de la energia y el momentum angular del sistema
que lo llevan a su colapso gravitacional mediante la emisién de ondas gravitacionales”.

Tradicionalmente, la conservacion de la energia de ciertos sistemas clasicos, es utilizada como che-
queo numérico de que la implementaciéon computacional ha sido bien ejecutada. Debido a que en
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dindmica postnewtoniana al incluir los términos a orden 2.5PN en las ecuaciones de movimiento,
las cantidades que entendemos por energia y momentum angular no son conservadas, para la reso-
lucién numérica se vuelve necesaria la construccién de cantidades conservadas (siendo detallistas,
aproximadamente conservadas) que sean de utilidad en la implementacién computacional.

En agosto de 2015 fue escrito un péster discutiendo estos tépicos, el cual fue titulado Testing PN
numerical evolution of compact binaries using energy and angular momentum balance equations
y presentado en School on Gravitational Waves: from data to theory and back y Workshop on
Astrophysics and Relativity: Astro-GR 2015, eventos organizados por ICTP-SAIFR en Sao Paulo,
Brazil.

Atn con particulas rotantes, es posible la eleccion de nulidad del vector centro de energia del sistema,
definido como la integral conservada asociada a la invarianza de boost de la ec. (3.266), cuya discusién
puede encontrar en el apéndice A de Faye et al. (2007). Con dicha eleccién, se definen convenientemente
las variables de spin introducidas en Kidder (1995), como

S=5+5, S=m <52 - Sl) , (3.279)
mo mq

donde se ha definido m := mj + mg, dm = m; —ma y v = myma/m, con v € [0,1/4]. El procedimiento
es andlogo a lo realizado en la seccién 3.3.4. A partir de esto, las posiciones de cada uno de los cuerpos
en el centro de energia a orden 1.5PN, se escuentran dadas por

me vom (5, Gm\| . v | g 1
1—|:m+262 (U —T):|7"+mcg'l)><z+0(c4 5 (3280)

m v 5m 5 Gm N v
2= |-+ 53 - 2= )| 7+
2¢2 m r me3

Correcciones hasta orden 3PN pero sin spin, pueden ser encontradas en las ecs. (216) y (217) de
Blanchet (2014). Ademds, las ecuaciones de evolucién para cada uno de los cuerpos pueden ser reescritas

81

81

. 1
TxE4+0 <c4> . (3.281)

en términos de la coordenada relativa 'y de las nuevas variables de spin S y 3.

= Ecuacién de movimiento relativa: En términos de la coordenada relativa, la ecuacién de movimiento
(3.266) puede ser escrita como

dv - 1 = 1 = 1 1= _ 1 1= _ 1
i By + chlPN + = -gl.BPN + a |:B2PN + SBSZPN:| + = [BQ.SPN + §2.5PN] +0 <C6> . (3.282)

Note que los términos EN, Ele, Bapn se encuentran en la ec. (310a,b) de Blanchet & Iyer (2003).
Por su parte, los términos Bs1 spn ¥y Bs2.spN se encuentran en las ec.s (5.7a,b) de Faye et al. (2007)
respectivamente, mientras que el término Bggopn se encuentra en la ec. (2.2e) de Kidder (1995).

= Cantidades conservadas: La energia y el momentum angular puede ser escritos como
B 9 1 1 1 1 1
E=mvc qex+ gepn+ geispn+ 5 {esz + SeSQPN] + 5 GaspN F o =) (3.283)
1 171~ - 1 - 1
b+ *€1PN +t3 51 5PN + — [&PN + S£S2PN} +3 g2.5PN +0 =) (" (3.284)

donde los términos en, eipn y eopn pueden ser encontrados en la ec. (4.6) de Blanchet & Iyer
(2003). Ademds, los términos es1 5pN ¥ €s2.5pN Se encuentran en las ecs. (7.4a,b) de Faye et al.
(2007) mientras que eggan se encuentra en la ec. (2.7e) de Kidder (1995). Por su parte, los términos
&, Gpx, bpx se encuentran en la ec. (4.7) de Blanchet & Tyer (2003), mientras que ls1.5PN y U520 5PN
se encuentran en las ecs. (7.11a,b) de Faye et al. (2007). Desconocemos donde encontrar el término
{ss2pPN.
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= Las ecuaciones de precesién del spin de las variables S y ¥ al orden 2PN son:

dS 1 - 1 - 1 - 1
i lesfunN + ESUél.SPN + ngQPN +0 (C5> ) (3.285)
s 1 4 1 - 15 1
o = 2 GieN g Vasen + o Vopn 0 (c5> . (3.286)

Note que los términos ﬁs 1PN, ﬁsgpN, 175 1PN Y Vs opN Se encuentran en las ecs. (6.5a,b) y (6.6a,b) de
Faye et al. (2007) respectivamente. En Faye et al. (2007) se dice que los términos C_fss 1.5PN Y Vss 1.5PN
se encuentran en las ecs. (2)-(3) de Buonanno (2003). En dicha referencia las ecuaciones sefialadas
se han calculado en el limite adiabdtico de érbitas cuasi-circulares, y como estamos interesados en
las ecuaciones “més generales” (sin recurrir a ese tipo de aproximaciones extras) es motivo suficiente
para considerar por “desconocidos” dichos términos.
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Capitulo 4

Analisis Espectral

En Fisica es usual que estemos interesados en realizar el andlisis espectral de ciertas cantidades que
denominamos senales (tipicamente son funciones que dependen del tiempo). En el presente capitulo estu-
diaremos las herramientas matemaéticas sobre andlisis de senales, necesarias para enfrentar en el capitulo
5 la tarea de analizar espectralmente la respuesta simulada de un detector de ondas gravitacionales. Se
presentan algunas definiciones y se muestran dos problemas clédsicos al respecto: el de considerar una senal
para un segmento de tiempo finito 7" y el de muestrear la senial para un nimero N de puntos.

4.1. Transformada de Fourier continua

Sea h(t) una funcién con t € ] — 00, +00[, se define la transformada de Fourier (FT por las siglas en
inglés de Fourier Transform) continua F[h(t)](f) := h(f), como aquella transformacién que aplicada sobre
la funcién original, la descompone en una superposicién continua de funciones periédicas con frecuencias
f. En esta tesis, se ha empleado las siguientes definiciones utilizadas en Moore et al. (2015) para la
Transformada de Fourier F y su inversa F':

h(f) == / h h(t)e"2 7 tdt,  h(t) = / 4 h(f)e?ftar. (4.1)

—0o0 — 00

Ejemplo

Consideremos por ejemplo, la distribucién gaussiana f(t) = Ae=t"/ 0‘2, con a > 0y A constantes.
Tras un simple cdlculo se demuestra que su transformada de Fourier analitica estd dada por h(f) =

Aay/me= (@D Enla fig. 4.1 puede encontrar un grafico de la distribucién gaussiana y de su transformada
de Fourier para cualquier valor de los pardmetros a y A.

4.1.1. Teorema de Convolucién

Sean Ky (t) y ho(t) dos funciones con transformada de Fourier hi(f) y ho(f) respectivamente, entonces
el teorema de convolucién proporciona una relacién entre la transformada de Fourier del producto de
funciones y las transformadas de Fourier de cada una de ellas:

Fia(o) - ha(0)(9) = [ T Ra(f — ) ha(f) dr (4.2)

Andlogamente, se tiene que la relacién entre las transformadas inversas es
- (oo}

Fh() FaN0) = [ (e halt ~ ) . (43)

— 00
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Figura 4.1: Gréafico de distribucion gaussiana y su transformada de Fourier. Fuente: Elaboracién propia.

Ejemplo
Sean las funciones

1, silt < to,

R ara t €| —o00,00[ 4.4
0, silt|>to P ] | (44)

hi(t) := cos [277]”1?} , y o he(t) = {

con f"y to constantes, vale decir, tenemos una funcién periédica de frecuencia f’ y una funcién cuadrada
con altura 1 y ancho 2ty. Luego de un cdlculo simple encontramos que h1(f) = (6(f — f) +5(f + f))/2
y ho(f) = (1/mf)sin(27 fto). En las figuras 4.2 y 4.3 se muestran graficos de estas funciones y de sus
transformadas de Fourier.

1
S =
N~— N—"
— 0 —
= I

0
~1
—to 0 t ~f 0 I
t f

Figura 4.2: Gréfico de hq(t) y su transformada de Fourier l~z1( f): Las lineas verticales en — f" y f’ simbolizan
las deltas de Dirac 6(f + f') y 6(f — f'), respectivamente. Fuente: Elaboracién propia.

Considere ahora la funcién hs(t) := hy(t) - ho(t), entonces por el Teorema de Convolucién encontramos

que

= 1 [sin@a(f — f)to) | sin@r(f + f')to)
hs(f) = 5 7 + T : (4.5)

Note que si se tiene una funcién periédica de extensién infinita como hq(t) con frecuencia f’, entonces
su transformada de Fourier serd una superposicién de deltas de Dirac (con amplitud infinita) centradas
en —f" y f' como se muestra en la fig. 4.2. Ahora bien, si esa funcién es distinta de cero sélo para
t € [—to, to], como ocurre con la funcién hs(t), entonces el teorema de convolucién permite apreciar cémo
las deltas de Dirac se “difunden”, introduciendo funciones sinc centradas en las frecuencias principales,
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Figura 4.3: Gréfico de hy(t) y su transformada de Fourier hy(f). Fuente: Elaboracién propia.

con oscilaciones de menor amplitud en torno al méximo principal (la energia se concentra en torno a las
frecuencias principales). Preste atencién a la fig. 4.4, en la cual se estd evaluando la expresién analitica
senalada.

2ty
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~—
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S~—" S~—"
o0 O — [
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¢ f

Figura 4.4: Gréfico de hs3(t) y su transformada de Fourier has( f). Fuente: Elaboracién propia.

4.2. Serie de Fourier

Sea h(t) una funcién periddica h(t) = h(t + T) de periodo T, con t € [a,b] y T = b — a, entonces se
definen los coeficientes de Fourier h, como

I ;
hy, = T/ h(t)e "2kt g, (4.6)
donde se ha definido la frecuencia fundamenal f; := 1/T y las frecuencias arménicas fi, := kfy, con
k=0,£1,42,.... De esta forma, la funcién original se puede escribir
k=00 '
h(t)= > hpe®mIrt (4.7)
k=—o0

Note que si la funcién h(t) se define en el intervalo ¢ € [a, b], entonces siempre se puede calcular la Serie
de Fourier considerando su extension periddica de periodo T'. Ademas, si la extensién periddica presenta
discontinuidades en los extremos de la regién definida (ya que no es intrincamente periédica), entonces
la suma parcial hasta cierto orden n de interés, manifiesta oscilaciones en torno a unos “saltos” cerca de
los extremos, los cuales aumentan a medida que n aumenta. Dichos saltos son conocidos como fenémeno
de Gibbs y pueden llegar a un 18 % con relacién al valor real de la funcién en esos puntos.
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4.3. Transformada de Fourier discreta

Cuando la senal a estudiar corresponde a datos provenientes de un laboratorio o se han conseguido
simulando algin fenémeno fisico en el computador, no se tiene una expresién analitica a evaluar en
la ec. (4.1)(a) o en (4.6)(a), sino que se tiene un conjunto de N pares de nimeros (t;,h;), con j =
0,1,2,...,N — 1. Pese a ello, considerando la extensién periddica de la senal muestreada durante un
tiempo T (tiempo total del muestreo), igual podemos definir la Transformada de Fourier Discreta (DFT
por las siglas en inglés de Discrete Fourier Transform) como se indicard a continuacion.

= Cuando la sefial estd uniformemente distribuida en el tiempo, tal que ¢; = jAt con j =0,1,... y
At el espaciamiento temporal, entonces se define la Transformada de Fourier discreta de la senal y
su inversa como

. L Nl _ N-1
hy = N hje_iQﬂkj/N7 hj = Z hye'2mRI/N (4.8)
3=0 k=0

Note que la ec. (4.6)(a) se reduce a (4.8)(a) cuando se muestrea y aproxima la integral de Riemann
correspondiente, con T'= NAt y fr :=k/T.

= Cuando la senal no estd uniformemente distribuida en el tiempo, entonces no se puede emplear las
ecuaciones en (4.8), pero en analogia se definen las Transformadas de Fourier discretas de tipo 1 y

2 como
1 N—1 M/2—-1
, +ikp; | o +ip;k
dk = N Z cje P s CJ = Z dke P ; (49)
7=0 k:—M/Q

donde p; € [—m, 7] y M el largo de la transformada definido a conveniencia. Note que la ec. (4.9)(a)
al ser truncada hasta j = N — 2, con ¢; := Nh;jAt;, Aty = tjp1 —tj, pj = 2nt;Af, Af la
resolucién en frecuencia a considerar y k el rotulador de las frecuencias en la DFT, se reduce a la
versién muestreada de la ec. (4.1)(a), donde no se tomado en consideracién el par (N — 1)-ésimo.

Si se elige M/2 como la parte entera de N/2, entonces todas las sumatorias definidas requeririan
realizar un nimero O(N?) de operaciones.

En la literatura lo que tipicamente se presenta como la DFT corresponde al caso en que la senal se
encuentra uniformemente muestreada, en cuyo caso la inversa (4.8) reconstruye de manera exacta la sefal
original, como por ejemplo lo presentado en Newman (2012). Note que la DFT de tipo 2 no corresponde
necesariamente a la inversa, simplemente es la evaluacién de la DFT en una expresién que cuando la
senal se encuentra igualmente sampleada, entonces se reduce a la inversa de la senal. Diversos algoritmos
que implementan la DFT se pueden encontrar en la literatura. Una que destaca por su eficiencia es la
Transformada de Fourier rdpida® (FFT por sus siglas en inglés de Fast Fourier Transform) propuesta en
Cooley & Tukey (1965), la cual evalia la ec. (4.8) realizando un nimero O(N log(NN)) de operaciones en vez
de O(N?) y requiere por tanto que la sefial a estudiar sea igualmente espaciada. Otra caracteristica esencial
de ese algoritmo, es que es 6ptimo cuando N = 2" con r un nimero entero positivo. Por su parte, para
senales no igualmente espaciadas (tanto en tiempo como en frecuencia) existen varias implementaciones de
la ec. (4.9) llamadas colectivamente como Transformadas de Fourier Rdpidas no Uniformes (NUFFT por
las siglas en inglés de Nonuniform Fast Fourier Transform), las cuales en el proceso emplean algoritmos
de interpolacién para conseguir una senal igualmente espaciada y luego emplear la FFT en una grilla
sobresampleada. Una implementacién que destaca por alcanzar eficiencia de O(N log(N) + N log(1/6))
operaciones es la propuesta en Dutt & Rokhlin (1993), con § la precisién del cémputo empleado?, la cual
ha sido acelerada en Greengard & Lee (2004) y se han ejemplificado sus aplicaciones en Lee & Greengard
(2005), alcanzando una eficiencia de O(N log(NN)) operaciones.

IEn este tesis se ha usado la FFT implementada por scipy. Para su documentacién revisar https://docs.scipy.org/
doc/scipy-0.18.1/reference/fftpack.html.
2En nuestras simulaciones se ha fijado § = 10715,
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4.3.1. Teorema de Nyquist-Shanon

En el caso de sefiales igualmente muestradas, se define la frecuencia de muestreo (o sampleo) f; como
el nimero de muestras N por unidad de tiempo T que se toman de una senal continua para producir la
senal discreta,

foi=—=. (4.10)

Ademas, la frecuencia f; minima que se puede detectar mediante el analisis de Fourier es

1
Ta
razén por la cual podemos escribir fs = N f1.

El teorema de Nyquist-Shanon plantea que si se tiene una senal periddica de frecuencia maxima
fmax, igualmente muestreada y con una frecuencia de muestreo fs, entonces para poder reconstruir la
sefial original a partir de su transformada de Fourier, se requiere que fs > fns, donde fns := 2fmax €8
denominada la frecuencia de Nyquist-Shanon.

4.3.2. Ejemplo: Fuga Espectral

Suponga que tenemos una senal hy(t) definida en un intervalo de tiempo finito T = 2t;, algo asi
como la regién no nula de h3(t). Para estudiar su descomposicién espectral podriamos realizar la Serie de
Fourier estudiada en la seccion 4.2, considerando su extension periédica de periodo T', como muestra la
figura 4.5.

hy(t)

—ty 0 to =3ty —2ty —ty 0 to 2ty 3ty

t t
Figura 4.5: Grafico de h4(t) y su extensién periddica: a) Grafico de hy(t). b) Extension periddica de hy(t).
La curva azul corresponde a la senal hy(t), mientras que las curvas verde y roja a sus réplicas. Fuente:
Elaboraciéon propia.

Si en vez de ello, la muestreamos equiespaciadamente con N = 2°, elegiendo f’ = 0.5 Hz, ty = 7 s,
entonces por el teorema de Nyquist-Shanon se tiene que

fs~81.33Hz,  fi~0.16Hz,  fuax ~ 40.66 Hz. (4.12)

Ademas, si se calcula la DFT definida en la seccién 4.3 empleando los algoritmos de FFT y de NUFFT,
comparando con la solucién analitica \iLg, (f)| sampleada en las frecuencias de la solucién numérica, entonces
se consiguen los gréficos en la fig. 4.6.

Desde el segundo gréfico en la fig. 4.6, vemos que ambos valores absolutos de las soluciones numéricas
se superponen muy bien al valor absoluto de la solucién analitica en torno a la frecuencia f’ contenida en
la senal. Ahora bien, a frecuencias mayores que se alejan de f’ y donde la amplitud decae rédpidamente
a cero, desde la fig. 4.7(a) vemos que se aprecia una diferencia porcentual de un 100% en el caso de la
FFT y de un 160% en el caso de la NUFFT, dependiendo de la frecuencia evaluada. Ahora bien, de
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Figura 4.6: Grafico de la senal hy(t) muestreada y su FDT B f): Se comparan las implementaciones de
la FFT de Numpy y la NUFFT de Greengard & Lee (2004), donde se ha calculado la NUFFT con una
resolucién en frecuencia Af = f;/10. Fuente: Elaboracién propia.

la fig. 4.7 vemos que la diferencia absoluta decrece en el caso de la FFT y aumenta en el caso de la
NUFFT oscilando en un rango de [0,0.004]. Por lo tanto, podemos concluir que cerca de la frecuencia
de interés ambos algoritmos se acercan a la solucién anlitica al menos en términos de su amplitud. En
dichos gréficos, la diferencia porcentual y la diferencia absoluta entre las soluciones numéricas iznum( Ny
la analftica hanai(f), han sido definidas como

7 Bnum f - iLanai f 7 T 7
av [l o= | el =R v000r, & 5] o= |1 Bana2)] - (419
anali

élcu- 0.008 |-
oS =

— 80 \-<r</ 0.006 |#
X Ll

q q 0004}

DU..'S 40. 66 ° 0000. 5 40. 66
f (Hz) f (Hz)

Figura 4.7: Gréficos de la diferencia porcentual entre las soluciones numeéricas y la analitica para la senal
h4(t). Fuente: Elaboracién propia.

Por lo mostrado en la seccién 4.1.1, sabemos que considerar una funcién en un intervalo finito es
“equivalente” a convolucionar la funcién original con una funcién cuadrada definida no nula en dicho
intervalo. Note que el espectro |iL4( f)| posee un méximo principal en torno a f’ y ha sufrido una evidente
deformacién (una pérdida o fuga de energia desde el méximo principal a los maximos secundarios) desde
la delta de Dirac. Dicho fenémeno es técnicamente llamado fuga espectral o spectral leakage por su nombre
en inglés y se debe al hecho de haber cortado la senal a una region finita de tiempo. Vale la pena recalcar
que esto no es un artefacto de haber sampleado la senal o de la implementaciéon de la DFT usada.

Si se considera la extensién periédica de una sefial, suponiendo que ésta se repite infinitamente en el
tiempo, entonces la mayoria de las extensiones tendran discontinuidades debido a que en los extremos
no necesariamente coinciden, como ocurre con la sefial hs(t) := cos [27 f/(t — 0.5)] definida en el mismo
intervalo de tiempo finito T que h4(t). En la fig. 4.8 se puede apreciar la extensién periddica de hs(t) y
su DFT, la cual ha sido muestreada con la misma tasa de sampleo que hy(t).
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Figura 4.8: Extensién periédica y sampleada de hy(t), junto a su DFT hs(f): Se comparan las implemen-
taciones de la FFT de Numpy y la NUFFT de Greengard & Lee (2004), donde se ha calculado la NUFFT
con una resolucién en frecuencia Af = f1/10. Fuente: Elaboracién propia.

La fuga espectral serd més intensa para senales que posean grandes discontinuidades. Esto se aprecia
claramente en la fig. 4.8, donde se han calculado las DFT’s de hs(t), cuya extensién periédica posee una
discontinuidad mayor que la de hy(t). Como resultado, vemos que la amplitud del l16bulo principal decrece
un poco, mientras que las de los 16bulos secundarios aumentan con relacién a hy(t).

En resumen, la fuga espectral introduce dos problemas: cualquier componente espectral dada contendra
no sélo su energia correspondiente, sino también el ruido del resto del espectro y una componente espectral
con una gran fuga enmascarard otras componentes mas pequenas a distintas frecuencias. Las senales que
por coincidencia o diseno no posean discontinuidades, entonces poseeran una fuga minima. En el caso
de senales que decaigan suavemente a cero en los extremos, tampoco tendrian discontinuidades y en
consecuencia no sufririan de fuga espectral.

4.3.3. Ejemplo: Funciones ventana

Se entiende por “ventanear” una funcién h(t) a la accién de “tomar la funcién de interés y multiplicarla
por una funcién ventana F'(n)”, tal que se termina estudiando el analisis espectral de la sefial resultante
h(t)F(n) suprimiendo los efectos que se producen con la transformada de Fourier por poseer una senal
en una regién finita y que es no nula en los extremos. A continuacién se muestra una breve descripcién
de las funciones ventana empleadas durante el desarrollo de la tesis:

= Kaiser:
4n?
IO (6 1— (N,1)2>
Is(B) ’

con Iy la funcién modificada de Bessel a orden ceroy —(N—1)/2 <n < (N—1)/2y  un pardmetro
a eleccion.

F(n,p):= (4.14)

» Hanning: F(n) := 0.5 — 0.5cos (27n/(N —1)),con 0 <n < N — 1.

» Hamming: F(n) := 0.54 — 0.46 cos (2mn/(N — 1)), con 0 <n < N — 1.

= Ones: F(n):=1,con 0 <n <N —1. Note que esta funcién ventana es la funcién identidad.
= Blackman: F(n) := 0.42 — 0.5 cos(2mn/N) 4+ 0.08 cos(4mn/N) con 0 <n < N — 1.

» Bartlett: F(n):=(2/(N-1)(N-1)/2—|n—(N—=1)/2]) con 0 <n <N —1.

En la fig. 4.9 se muestra un gréfico con las funciones ventana a disposicién evaluadas para t € [—t, to].
Ademsds, en la fig. 4.10 puede apreciar que el efecto de ventanear la funcién hy(t) por cada una de las
funciones a disposicién es anular a la funcién resultante en los extremos, modificando por consiguiente
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Figura 4.9: Gréfico con funciones ventanas tipicas. Fuente: Elaboracién propia.

la amplitud de la misma en las zonas intermedias. Como consecuencia, se han suprimido los méaximos
secundarios en torno a la frecuencia fj, que sabemos es la Uinica frecuencia contenida en la senal, y ademas
el valor absoluto de la transformada de Fourier resultante ha alcanzado menores amplitudes en su maximo
principal. Elegir apropiadamente una funcién ventana es una labor que dependerd de la senal considerada
y lo que se busque conseguir con el ventaneo.

1 21 — kaiser, =0
— hanning
—— ones
—— hamming
\ —— blackman
\ — bartlett
~— 0 — { t s ~—
< ~ ‘ ‘ \\/ s
— kaiser, 5=0 .
— hanning \/
— ones or== R |
— hamming
~1 — blackman
—— bartlett
-7 0 7‘r 0 0.5
t(s) f (Hz)

Figura 4.10: Gréficos de hy(t) “ventaneada” y sus transformadas de Fourier respectivas: Se ha usado la
implementacién NUFFT. Fuente: Elaboracién propia.

4.4. Analisis de ondas gravitacionales

Posterior a las dos detecciones ya confirmadas de ondas gravitacionales y la reciente nueva toma
de datos por parte de LIGO, los anos que vienen prometen detecciones con cierta frecuencia, lo que
consolidaria la anhelada Astronomia de Ondas Gravitacionales como una forma diferente de observar al
Universo.

Existe una serie de convenciones empleadas por la comunidad de personas que estudian ondas gravi-
tacionales para describir la intensidad de la senal que arriba y la sensitividad de los detectores empleados,
las cuales son cominmente confusas para alguien que se inicia en el tema, ain cuando existe una extensa
literatura revisando el potencial de todos los detectores construidos ante las posibles fuentes emisoras. En
Moore et al. (2015) se discuten las diferentes convenciones cominmente usadas y como practica usual se
resume dicha informacién en un grafico como el de la figura 4.11, donde las curvas continuas representan
la sensitividad del detector. La idea es que si una senal se encuentra por sobre dichas curvas, entonces
puede ser detectada por el aparato en consideracién. En dicho grafico se ha indicado también las fuentes
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esperadas en distintos rangos de amplitud y frecuencia. Como se sefialé en la seccion 2.2.2, cuando pasa
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Figura 4.11: Curvas de sensitividad de detectores de ondas gravitacionales y posibles fuentes. Fuente:
Adaptada apartir de imagen original disponible en http://rhcole.com/apps/GWplotter/.

una onda gravitacional por un detector se tendrd una senial de salida h(t) almacenando la informacién
de la fuente que la genera, donde se pens6 en un detector ideal que no introduce ruido a la medicion.
Ahora bien, en un modelo més realista debemos pensar en la sensitividad del detector tal que la salida
del detector s(t) sea la superposicién del ruido n(t) (propio del aparato) y la posible sefial h(t),

s(t) = n(t) + h(t). (4.15)

Si se supone por simplicidad que el ruido en el detector es estacionario y gaussiano, entonces esta
completamente caracterizado por la “densidad espectral de potencia de un lado”, S,,(f) (con unidades de
inverso de frecuencia) definida como

AR () = 507 — §)Su(1), (116)

donde los paréntesis (...) denotan el promedio de ensemble sobre muchas realizaciones, el cual puede ser
reemplazado por un promedio temporal ya que el ruido es estacionario. La idea entonces es medir el ruido
durante un tiempo T suficientemente largo y entonces calcular la transformada de Fourier n(f) con una
resolucién en frecuencia Af = T~!; luego repetir el procedimiento varias veces y calcular un promedio.

Mientras que la magnitud de la transformada de Fourier de una senal provee una cuantificacién simple
de la amplitud de la onda gravitacional en funcién de la frecuencia, tiene la deficiencia de que muchos
sistemas binarios en proceso de inspiral tienen una amplitud varios érdenes menor que el ruido en el
detector. Por ello, se introduce una cantidad denominada relacion senial-ruido® o (SNR por las siglas
en inglés de Signal to Noise Ratio), que como su nombre bien lo indica nos da cuenta de cudnto ruido
contiene la senal, cuyo cuadrado estd definido por

o= /0 ) df% = (h(n|an) . (4.17)

3Las dos primeras detecciones de ondas gravitacionales tuvieron una relacién sefial-ruido de 24 y 13 respectivamente.
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donde (ﬁ(f)‘ﬁ(f)) denota el producto interno de h(f) consigo misma, definido por la ec. (14) en Moore

et al. (2015). Note de la ecuacién precedente que para calcular ¢? es necesario conocer la forma de la sefial

h(f).

4.4.1. “Strain” Caracteristico

Se define el Strain caracteristico de la senal y del ruido respectivamente como

he(f) = 2f1R(F),  half) = VFSu(f), (4.18)

tal que el SNR pueda ser escrito como

gzz/_o;d(logf) [ZZ((J;))F (4.19)

4.4.2. Densidad Espectral de Potencia

Se define la Densidad Espectral de Potencia (PSD por las siglas en inglés de Power Spectral Density)
de la senal y del ruido respectivamente en términos del strain caracteristico como

he()? (1)

PSD.(f) = I 7

PSD,(f) =

(4.20)

4.4.3. Amplitud de Densidad Espectral

La Amplitud de Densidad Espectral (ASD por las siglas en inglés de Amplitud Spectral Density) de la
senal y del ruido se definen como las raices cuadradas de sus densidades espectrales de potencia respectivas.

ASD(f)e = \/PSD.(f),  ASD(f)n := /PSDn(f). (4.21)

4.4.4. Densidad Espectral de Energia

La Densidad Espectral de Energia (SED por las siglas en inglés de Spectral Energy Density) de la serial
y del ruido se definen en términos de la densidad espectral de potencia mediante la siguiente expresion:

nc? nc?

Note que si h(t) y n(t) son cantidades adimensionales y la variable temporal estd medida en segundos,
entonces h(f) y a(f) tienen unidades de s o Hz~1. Por consiguiente, los strain caracteristicos asociados
a ambas cantidades son también adimensionales. Asi, cuando se grafican en escala log-log, el drea entre
la curva de la fuente y del detector es proporcional a ¢* (4.19), lo que permite estimar rdpidamente la
detectabilidad de una fuente (ver figura 4.11). Una desventaja evidente de graficar el strain caracteristico
he(f) es que no se relaciona directamente con la amplitud de la onda recibida.

Por su parte, la PSD tiene unidades de Hz ™!, la ASD tiene unidades de Hz /2 y la SED unidades de

kg s~im~2.

66



Capitulo 5

Simulaciones

En el presente capitulo se describen los cédigos principales escritos durante el desarrollo de la tesis.
Todos éstos han sido escritos en Python y con una estructura modular que facilita la comunicacién entre
las distintas clases que calculan cantidades de diversa naturaleza.

Para ejemplificar la utilidad de los c6digos, se adjuntan diversos graficos de interés fisico que han sido
creados con ellos.

5.1. Adimensionalizacion

En los codigos, todas las cantidades fueron adimensionalizadas segin las siguientes reglas:

T = (GJQM)’ t = (G],‘s/[)’ D= = a:= cTa7 (5.1)
= E 7i c i 5. G
= ,u—ci’ I E— GM;LL P = C—5P, (5.2)

donde M y p son la masa total y la masa reducida del sistema binario, = es una variable de longitud,
t es un tiempo, v una velocidad, a una aceleracién, E una energia, L' un momentum angular y P una
potencia. Las variables con una barra en su parte superior son las variables adimensionalizadas.

5.2. Resolucién de ecuaciones de movimiento y de precesion

Se ha escrito un cédigo que resuelve numéricamente las ecuaciones de movimiento postnewtonianas
(3.282) y de precesién (3.286) en términos de la coordenada relativa, que sélo requieren informacién de las
condiciones iniciales y los parametros del sistema, como los valores de las masas y el orden postnewtoniano
hasta el que se desea calcular. Ademds, se han implementado rutinas que permiten calcular las diversas
definiciones para la energia y el momentum angular.

5.2.1. Ejemplo: sistema binario de masas iguales y sin spin

Supongamos por simplicidad, un sistema binario de masas iguales con m; = mg = 1 Mg y sin spin. Se
ha resuelto numéricamente las ecuaciones de movimiento a distintos 6rdenes postnewtonianos con las mis-
mas condiciones iniciales y empleando para la integracion numérica un tiempo maximo adimensionalizado
tmax = 0.6 x 10° con un equiespaciamiento de 10000 unidades.

Las condiciones iniciales consideradas son

-

ro = (1007070)7 1:)'0 = (0700670)7 §0 = (07070)7 io = (07070) (53)

En la fig. 5.1 se han graficado las 6rbitas en el plano zy (el movimiento no sale del plano xy) a distintos
ordenes postnewtonianos. Evidentemente los términos 0PN, 1PN y 2PN son conservativos, pese a que
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a estos érdenes las érbitas dejan de ser elipses cerradas, ya que éstas se van corriendo (corrimiento del
perihelio), podemos ver que la coordenada relativa oscila siempre entre un mismo minimo y mdximo.
Por su parte, cuando se resuelve hasta orden 2.5PN las 6rbitas, ademas de correrse, éstas disminuyen su
tamano evidenciando la pérdida de energia y momentum angular por parte del sistema en el proceso de
colapso gravitacional.

Para hablar con propiedad sobre la conservacién o no conservacién de la energia y el momentum
angular, en las figs. 5.2 y 5.3, se muestran las distintas contribuciones a la energia y el momentum angular
del sistema cuando se ha resuelto las ecuaciones de movimiento a orden 2PN y 2.5PN respectivamente. Si
bien los efectos de cada una de las correcciones relativistas son pequenas, al superponerlas para estudiar
los valores totales de F y L; corregidos relativisticamente, ambos manifiestan pérdidas considerables
debido a la emisién de ondas gravitacionales.

Trayectoria de la coordenada relativa. Trayectoria de la coordenada relativa.
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Figura 5.1: Trayectorias postnewtonianas a distintos érdenes. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.2: Comparacion entre las distintas contribuciones a distintos érdenes en la energia cuando se ha
resuelto las ecuaciones postnewtonianas a orden 2PN y 2.5 PN. Fuente: Elaboracién propia.

5.3. Ondas Gravitacionales emitidas desde el Cumulo Globular
NGC 6266

En esta seccién calculamos ondas gravitacionales emitidas por sistemas binarios de objetos compactos
en fase de inspiral, formados en el cimulo globular M62, cuya evolucién es modelada usando el cédigo
postnewtoniano de suma directa NB6++GPU/PN. Con el objetivo de estudiar la evolucién de binarias
compactas relativistas, se implementan correcciones postnewtonianas al orden 3.5, asi como interacciones
spin-spin y spin-6rbita en la actual versién del cédigo (Wang et al., 2015).

En el modelo se considera la funcién de masa inicial de Kroupa, con un rango de masas entre 0.08 y
100M), v las binarias compactas son el resultado de la evolucién estelar del ciimulo. Ademds, incluimos
un 10 % de binarias primordiales’ lo cual permite implementar un escenario dindmico m4s realista. Las
simulaciones corren para un tiempo de aproximadamente la edad del Universo (catorce Gyrs), y encontra-
mos que la mayoria de las fusiones de sistemas binarios de agujeros negros ocurrio en el primer giga ano de
la evolucién del cimulo de estrellas. Ademas, extrajimos las 6rbitas de cada sistema binario y calculamos
las ondas gravitacionales emitidas por ellas vista por observadores ubicados en alguna direccién especifica.

También, hemos simulado la respuesta de un interferémetro similar a LIGO ubicado a una distancia de
6.9 kpc desde la fuente, y aplicamos el correspondiente anélisis espectral de la sefial. Intentamos responder
la pregunta de si las ondas gravitacionales emitidas desde NGC 6266 pueden ser detectadas.

En la fig. 5.4, se han esquematizado las fases que conllevan simular las ondas gravitacionales emitidas
por sistemas binarios, cuyas variables dindmicas provienen de simulaciones computacionales de cimulos
globulares.

5.3.1. Modelando NGC 6266 con NB6++GPU/PN

Estas simulaciones son llevadas a cabo haciendo un intenso uso del programa simulador de N cuerpos
NBODY6++GPU (Wang et al., 2015) incorporando las rutinas postnewtonianas con spin (Brem et al.,
2013), asi la nueva versién ha sido llamada NB6++GPU/PN. Este cédigo ha sido disenado para la
solucién precisa del movimiento de muchos cuerpos como por ej: cimulos globulares, sistemas planetarios,
ntcleos galdcticos, etc. Esta basado en la integracién directa de las ecuaciones de movimiento newtonianas
incluyendo, cuando es relevante, las correcciones postnewtonianas a orden 3.5 en la aceleracién y los
términos de acoplamiento spin érbita y acoplamiento spin-spin, resolviendo ademads las ecuaciones de
precesion del spin. En esta version, el tratamiento postnewtoniano de las binarias compactas es similar

1Sistemas binarios de estrellas compuestas de estrellas que no son compactas relativistas.
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Figura 5.3: Comparacion entre las distintas contribuciones a distintos 6rdenes en el momentum angular
cuando se ha resuelto las ecuaciones postnewtonianas a orden 2 y 2.5 PN. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.4: Fases del proceso completo requerido para el computo de las ondas gravitacionales. Fuente:
Elaboracién propia con segunda, cuarta y quinta figuras descargadas desde internet.

a la implementacién de Brem et al. (2013). Sin embargo, el criterio que empleamos para encender los
términos postnewtonianos son algo diferentes, como explicaremos a continuacién.

NB6++GPU/PN es un descendiente de la familia de cédigos NBODY iniciados por Sverre Aar-
seth (Aarseth, 1963), es 6ptimo para la evolucién secular de sistemas colisionales, donde se requiere
alta precision e integracion para largos tiempos y ha sido paralelizado para emplear procesadores GPU
(Spurzem, 1999; Berczik et al., 2013a,b; Kunkel et al., 2013). Las caracteristicas bésicas del c6digo que
incrementan su eficiencia se deben a cuatro implementaciones incorporadas: método (o esquema) para
prediccién-correccion de Hermite a cuarto orden, pasos indivuales y de bloques temporales, regularizacion
Kustaanheimo-Stiefel (KS) para encuentros cerrados y subsistemas de pocos cuerpos, y el esquema del
vecino (Ahmad-Cohen scheme).

La solucién de la evolucién del sistema incluyendo las correcciones postnewtonianas, puede ser compu-
tacionalmente costosa. Por esta razon, dichas correcciones son tomadas en consideracion sélo cuando las
binarias compactas cumplen las siguientes condiciones,

v > fc, Ap >0, (5.4)

donde el dngulo Ay es el corrimiento del perihelio por revolucién y los parametros 8 y 6 son elegidos
empiricamente como 8 = 0.02 y § = 10~%. El formalismo postnewtoniano es 1til sélo durante la fase de
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Parametros Valor

Th,s 3.8 pc
Mt,s 5.0 x 104 M@
Z 0.002 ([Fe/H] = —1.29 dex)
N 5.0 x 10*
Cs 12.768 km/s
a 0;0.5;1.0; random

Tabla 5.1: Condiciones iniciales de nuestro modelo. Fuente: Elaboracién propia.

inspiral de las binarias, mientras que los procesos de “merger” (fusién) y “ringdown” deben ser modelados
usando RG completa. El tratamiento de mergers en nuestras simulaciones es similar al usado en Brem et
al. (2013); elegimos una distancia final de 5Rgs, con Rg = 2G(my + ma)/c* es el radio de Schwarzchild
combinado. Cuando la binaria alcanza esta distancia relativa, es combinado en un unico cuerpo final
(Brem et al., 2013).

5.3.2. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales de los modelos calculados son resumidos en la tabla 5.3.2. Inicialmente todos
estos modelos tienen perfiles de “King” con Wy = 6 (King, 1966), un radio de masa media escalado
de 3.8 pc, una metalicidad Z = 0.001 y un niimero total de cuerpos N de 5 x 10%. Los detalles sobre
como escalamos nuestro modelo para paracerse a NGC 6266 son dados a continuacién. Las estrellas de
nuestro cimulo de estrellas obedecen las funcién de masa inicial regular propuesta por Kroupa (2001).
Esta funcién es una distribucién con ley de potencia de la forma £(m) oc ™%, con « = 2.3 para el rango
de masas de 0.08 < m < 100 M. Estas binarias primordiales tienen una distribucién log(semi) con un
rango entre 50 y 0.0050 AU. Las excentricidades de binarias obedecen una districuén termal. Ademas,
configuramos valores para los pardmetos de spin a de los objetos compactos de la simulacién, los cuales
son el resultado de los procesos de evolucién estelar. Continuando con las mismas convenciones de Brem et
al. (2013), consideramos cuatro condiciones iniciales diferentes de spin para objetos compactos al mismo
tiempo ¢ = 0. Estos son a = 0, a = 0.5, a = 1.0 (no confundir con la letra a empleada para llamar al
semieje mayor en otros capitulos) tanto como magninud y orientacién aleatoria.

5.3.3. Escalando nuestro modelo a NGC 6266

En este modelo hemos empleado 5 x 10% estrellas, las cuales representan aproximadamente la (1/40)
parte del nimero total de miembros en NGC 6266. Este valor es estimado usando la funcién de masa
inicial de Kroupa (Kroupa, 2001). Para reproducir tanto como sea posible la dindmica de este cimulo
globular, fijamos el cuociente entre el tiempo de vida t,,s de aproximadamente 112 Myr de una estrella
de secuencia principal de 4Mg y el tiempo de relajacién t,1, de 1.3 Gyr ha de ser el mismo en nuestra
simulacién. Con esta eleccién, la mitad de la masa queda en el interior de un radio r, = 3.8 pc.

Un procedimiento similar es usado para binarias compactas del sistema con dindmica postnewtoniana.
Asi, configuramos en nuestro modelo el cuociente entre el tiempo de coalescencia y el tiempo de relajacién
t;n de NGC 6266. Para estimar el tiempo de coalescencia empleamos la ecuacién (10) de Peters (1964),
vale decir,

. 50564 (1 _ 62)7/2 (5 5)
PR 6dmyma(my +ma) (1 + Be2 4 ey’ '

donde m; y ms son las masas de cada de los cuerpos, c es la rapidez de la luz, £ y e son el semieje mayor y
la excentricidad de la 6rbita de la coordenada relativa, respectivamemente. El tiempo de coalescencia de
binarias de BH-BH con masas iguales de 10M), fijando el semieje mayor ¢ a 1.1 x 10~2 unidades nbody
(NBU por las siglas en inglés de Nbody Units, las unidades adimensionalizadas definidas internamente
por Nbody6), e = 0.9, y la rapidez de la luz ¢ = 299792.458 kms~! (la cual en unidades nbody es
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equivalente a 50000) es cercana a 3961 NBU. Esto significa que el cuociente entre el tiempo de coalescencia
y el de relajacién es aproximadamente 2.96. Para mantener este cuociente constante en nuestro modelo
encontramos que el tiempo de coalescencia de una binaria de BHs de 10 M, cada uno, debe ser 116 NBU,
con ¢ igual a 1.5 x 10™* y rapidez de la luz de 12768 kms ™.

5.4. Ondas gravitacionales emitidas desde NGC 6266

La dindmica de cimulos globulares tiene una profunda influencia sobre la naturaleza de las poblaciones
de binarias en cimulos y muchas de estas binarias o sus productos finales serdan fuentes de radiacion
gravitacional detectable. En la simulaciones, el tiempo total de evolucién del ciimulo es superior a 13.7
Gyr, vale decir, el tiempo de evolucién es mayor a la edad del Universo. Inicialmente, el ciimulo posee una
poblacién de un 10 % de binarias primordiales, donde una fraccién de ellas es esperado que evolucionen
a una binaria de BH-BH. Mientras tanto, otras se formaran por la evoluciéon dindamica del cimulo. En
la fig. 5.5 se muestra la evolucién de agujeros negros dentro del nicleo del cimulo estelar. Se puede ver
que los sistemas de binarias compactas se forman durante el primer Gyr de la evolucién y que la tasa de
formacion de binarias de BH-BH decrece con el tiempo, lo que conlleva a una baja tasa de emision de
ondas gravitacionales, lo cual se puede apreciar claramente en el histograma de fusiones mostrado en la
fig. 5.6.
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Figura 5.5: Numero de agujeros negros en las simulacién con spin 1 versus el tiempo de evolucién. La
curva azul corresponde al niimero de BHs aislados, la roja representa el niimero de binarias de BHs y la
curva amarilla corresponde al nimero de binarias de BH-BH formados durante la evolucién del ctimulo.
Fuente: Elaboracién propia.

Calculamos la amplitud de la onda gravitacional de cada binaria en el gauge transversal sin traza
hi;T, como se define en (2.19). Implementamos las ecuaciones (3.21) y (3.22) de Kidder (1995), las cuales
son validas en el centro de masa de la binaria. Estas amplitudes de ondas gravitacionales producidas por
sistemas binarios de nuestras simulaciones fueron evaluadas a lo largo de direcciones determinadas por un
vector unitario 7. En particular, consideramos las elecciones 717 := (1,0,0), 112 := (0,1,0), y i3 := (0,0, 1),
en el sistema de coordenadas de la simulacién.

La respuesta h de un detector en ausencia de ruido estd dada por la ec. (2.56). Por simplicidad, en la
simulacion suponemos un interferémetro con forma de L, cuyos brazos son perpendiculares a la direccién de
propagacién 7. Por ejemplo, si i = 7, elegimos & = (0,1/v/2,1/v2) y § = (0,1/v/2, —1/1/2). Para it = fy,
&= (1/v2,0,1/v2) y § = (—1/4/2,0,1/+/2), y finalmente para f = f3 escogemos & = (1/v/2,1/1/2,0) y
g = (1/\/57 _1/\/§v 0).

Dos pares de binarias BH-BH representativos han sido seleccionados de nuestras simulaciones. El par
(P1) tiene masas de 25.6 y 25.9 M, y spin inicial de 1. El segundo par (P2) tiene un valor inicial aleatorio
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Figura 5.6: Histograma del nimero de mergers en las simulaciones versus el tiempo de evolucién. Fuente:
Elaboracién propia.

para el spin y masas de 23.6 y 25.0 M. Para ambos pares, la respuesta h fue calculada para los ultimos
30 segundos de su evolucién, como seria observada por un interferémetro ideal ubicado a lo largo de las
direcciones ni, g y 713, a una distancia de 6.9 kpc.

Graficamos los correspondientes strain caracteristicos h.(f), como se defini6 en la ec. (4.18), en el
rango de frecuencia of interés, ademas se grafican las curvas de sensitividad del interferémetro LIGO.
También mostramos los correspondientes espectrogramas (graficando el strain caracterfstico en escala
lineal) en las figuras 5.13, 5.14, 5.19 y 5.20.

Los datos de las variables dindmicas de posicion relativa, velocidad y spin de la binaria, como una
salida de NBODY®6 no estan distribuidos uniformementes en tiempo. Esto es porque en la integracién en
el esquema KS para la binarias compactas, el paso temporal cambia decreciendo mientras la érbita de
las estrellas se acercan al perihelio. Entonces los valores de amplitud calculada y la salida del detector
simulada también no estdn uniformemente distribuidas en tiempo. Por esta razon, hemos empleado la
NUFFT, con el algoritmo propuesto en Greengard & Lee (2004) el cual ha sido implementado en Python
por Foreman-Mackey.

Particularmente, en el c6digo que calcula el espectrograma se requiere fijar ciertos parametros los cuales
deben ser elegidos adecuadamente conociendo alguna informacién de la senal a estudiar y su distribucién
en el tiempo, como por ejemplo, el ancho en el tiempo por ventana (ww por las siglas en inglés de window
width), el nimero minimo de puntos por ventana (nppwmin por las siglas en inglés de minimal number
of points per window) a considerar y el nimero a puntos a superponer (overlap por el significado en
inglés de traslape) entre ventanas. Dadas las propiedades de las sefiales estudiadas se han configurado
por defecto los siguientes pardametros, nppwmin = 256, overlap = 128. Ademds, cada intervalo temporal
ha sido ventaneado con la funcién Blackman, y tiene una duracion de 0.4 s para P1 y 0.3 s para P2.

En la fig. 5.8 se han esquematizado los cédigos que permiten calcular las ondas gravitacionales y el
analisis espectral cuando se han seleccionado los pares desde la simulacién del ciimulo y sus varariables
dindmicas (VD), como la posicién Z, la velocidad ¥ y los spines S y ¥ han sido aisladas.
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Figura 5.7: Eleccién de la direccién de los brazos del interferémetro, cuando n = ng. Fuente: Elaboracién
propia.

5.4.1. Par P1

La onda gravitacional emitida por el primer par durante los ultimos 30 segundos de evolucién, y a lo
largo de la direccién 71 es presentada en la fig. 5.9. Esta direccién es approximadamente perpendicular
al plano orbital de la binaria. En la parte inferior de la fig. 5.9, mostramos la senial correspondiente a los
primeros 6 segundos. Como es esperado, su amplitud (de orden 10717) y frecuencia crecen en el tiempo.
La modulacién observada de la amplitud, con un periodo en torno a 2.4 s en la parte inicial del grafico,
puede ser atribuida al corrimiento del perihelio de la 6rbita.

La fig. 5.10 muestra la onda gravitational emitida por el mismo par, como seria observada desde la
direccién fp (la onda emitida a lo largo de la direccién 73, como es esperado, es muy similar y por tanto no
mostrado aqui). La amplitud es mas pequenia que en el caso previo por un factor de 1/4 aproximadamente.
Adicionalmente, apreciamos una modulacién de la amplitud con un periodo de 6.6 s, el cual es un resultado
de la precesién del plano de la érbita debido a la dindmica del spin.

El strain caracteristico de las ondas gravitacionales (de 6rdenes 1076 y 10~!7 respectivamente) pro-
pagando en las direcciones indicadas previamente, han sido graficadas en las figs. 5.11 y 5.12, junto con las
cuvas de sensitividad de los detectores (LIGO collaboration, 2016). Como un resultado de los pardmetros
dindmicos tanto como de la distancia al cimulo, vemos que las amplitudes predichas estan sobre las curvas
de sensitividad, y deben por tanto ser en principio detectadas por los instrumentos de LIGO.

Ademas, en las figs. 5.13 y 5.14 los espectrogramas de la senal son mostrados en el mismo rango de
frecuencia. En ambos casos sus frecuencies varian entre 5 y 18 Hz aproximadamente. En particular, en
5.14 podemos apreciar la modulacién de amplitud de la senal como regiones negras intermitentes en los
graficos.

5.4.2. Par P2

Las ondas gravitacionales emitidas en la direcciones fo y 73, son presenteadas en las figs. 5.15 y
5.16 para los ultimos 30 segundos de evolucién. En la parte inferior de los gréficos, mostramos la senal
correspondiente a los primeros y iltimos 3 segundos. En la tercera direccién, la amplitud es més pequena
que en la segunda direcciéon y en ambos casos no podemos apreciar una modulacién en amplitud como
ocurrié con el par P1. Su amplitud (de orden 107'7) y frecuencia estdn incrementando con el tiempo
como es esperado.

También hemos graficado el strain caracteristico de las ondas gravitacionales (de orden 10~17) pro-
pagandose en las direcciones indicadas previamente en las figs. 5.17 y 5.18. En las figs. 5.19 y 5.20 los
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Figura 5.8: Esquema del proceso completo de calcular las ondas gravitacionales y su andlisis espectral
respectivo. Fuente: Elaboracién propia.
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espectrogramas de las senales son mostrados. En ambos casos sus frecuencias varian entre 6 y 20 Hz
aproximadamente. Similar a lo ocurrido con el par P1, la onda de la senal en ambas direcciones debiesen

poder ser detectadas por los intrumentos de LIGO.
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Figura 5.9: Senal de onda gravitacional emitida por la binaria P1, detectada por un interferémetro a lo

largo de la direccién 7. Fuente: Elaboracién propia.
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Capitulo 6

Conclusiones y Proyecciones

En el desarrollo de la presente tesis, se estudié la emisiéon de ondas gravitacionales por sistemas binarios
de objetos compactos en la fase de inspiral. Como se senalé en el capitulo 1, la radiacién gravitacional
no existe en la teoria newtoniana, vale decir, las ondas gravitacionales sélo existen en el contexto de
RG o teorias relativistas de la gravedad. Por dicha razén, en la seccién 1.1 se presentaron las nociones
bésicas sobre RG que consideramos son necesarias para proceder a dar lectura al cuerpo de la tesis. En
las secciones 1.2 y 1.3 respectivamente, se discutié la motivaciéon de estudiar las ondas gravitacionales y
los cimulos globulares, planteando la idea de que éstos puedan ser fuentes emisoras detectables de dichas
ondas. Bésicamente, en el capitulo 1 hemos justificado la motivacién de calcular las ondas gravitacionales
emitidas desde cimulos globulares simulados computacionalmente, empleando cédigos para el tratamiento
de N cuerpos, como por ejemplo NB6++GPU/PN.

En el capitulo 2 se revisé mas detalladamente la prediccion de la existencia de estas ondas (seccién 2.1)
y sus caracteristicas principales, con particular atencién al proceso de deteccién mediante interferémetros
terrestres como el de LIGO (seccién 2.2). Como un modelo aproximado, en la seccién 2.1.6 se presenté la
onda gravitacional (2.36) en el sistema de referencia del centro de masas, de un sistema binario decayendo
mediante érbitas keplerianas.

En la fase de inspiral estudiada, la teoria que describe apropiadamente la dindmica del sistema en
consideracion es la teoria postnewtoniana. Describir la dindmica de cuerpos con rotacién interna, ha
demandado una revisién de su formulacion incluyendo los efectos de spin de los cuerpos, lo cual nos
condujo a introducirnos en las teorfas de Expansién Multipolar de cuerpos extendidos en RG (capitulo 3),
un exquisito tépico de estudio en constante desarrollo y que nos ha permitido vislumbrar la complejidad
de calcular ecuaciones de movimiento para cuerpos con una extension finita en el espacio, reproduciendo
los célculos de Papapetrou (1951) en la seccién 3.1.1, as{ como también, las sutilezas del cdlculo mismo.
La eleccién de la condicién suplementaria del spin requerida permite fijar la linea de mundo para el cuerpo
en consideracién como se indica en la seccién 3.1.2, lo cual ha resultado particularmente interesante, pues
con distintas elecciones se obtienen diferentes ecuaciones de movimiento que describen la dindmica de la
misma situacion fisica. Como una primera aplicacién de la formulacién, en la seccién 3.1.4 se resolvid
numéricamente las ecuaciones de movimiento para particulas de prueba en la métrica de Schwarzchild
calculadas en la seccién 3.1.3. De los gréficos obtenidos en dicha seccién, se puede apreciar claramente que
cuando no se considera el spin, la érbita manifiesta un corrimiento en su perihelio y si se incluye, entonces
ademads se puede apreciar una leve precesién de la érbita con respecto al plano original de movimiento.
Con el proposito de introducir a la teoria postnewtoniana, en la seccién 3.2 se mosté cémo deducir las
ecuaciones de movimiento postnewtonianas a orden 1PN y sus correspondientes cantidades conservadas.
Ademas, en la seccién 3.4 se presenté un resumen con las ecuaciones relevantes de la teoria postnewtoniana
al orden 2.5PN, incluyendo términos de spin.

Para consolidar el estudio tedrico senalado y cumpliendo con lo planificado en la elaboracién del
proyecto de esta tesis, se escribié un cédigo que resuelve las ecuaciones de movimiento postnewtonianas
de la coordenada relativa en el centro de energia de la binaria, dados ciertos pardametros de configuracién
(masas y pardmetros que encienden o apagan los términos postnewtonianos a considerar) y condiciones
iniciales. Con él, hemos podido comprender la utilidad de las ecuaciones, al describir apropiadamente el
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corrimiento del perihelio de las érbitas, la disminucién en su tamano debido a la pérdida de energia y
momentum angular del sistema, ocasionada por la emisiéon de ondas gravitacionales en el proceso o la
precesion de éstas al incluir las correcciones con acomplamiento spin-spin y spin-orbita a las ecuaciones
de movimiento. En particular, en la seccion 5.2.1 se presentd un ejemplo de la evolucién de la coordenada
relativa de dos objetos compactos de masas iguales y sin spin, donde se mostraron las distintas predicciones
al considerar distintos términos postnewtonianos.

Atn en el caso de cuerpos sin spin, se estudiaron métodos para testear la exactitud numérica de las
soluciones calculadas. Para ello, se escribié un cédigo en Python que chequea la solucién numérica em-
pleando diferentes ecuaciones de balance de energia y momentum angular entre la binaria y las ondas
gravitacionales emitidas, al estilo de la ec. (3.278). Extender dicho estudio al caso en que los cuerpos tie-
nen rotacién interna fue intentado, pero lamentablemente resulté infructifero encontrar en la literatura las
ecuaciones necesarias para llevarlo a cabo. Proceder a la labor de calcularlas habria sido extenso, lo cual
habria escapado de los objetivos de la tesis. En el futuro resultaria interesante revisar mas profundamente
la literatura existente a la fecha y si dichas ecuaciones ya han sido calculadas, entonces poder incorpo-
rarlas en el cddigo que se posee, generalizando asi, los algoritmos construidos. Con la actual versién del
c6digo, o con las eventuales extensiones, se plantea la posibilidad de resolver las ecuaciones de movimien-
to empleando diversos algoritmos de integracién numérica, lo cual en principio, podria proporcionarnos
algun criterio para discernir apropiadamente cudl integrador, entre la amplia variedad de integradores
existentes, usar en nuestras simulaciones. Todo con el claro objetivo, de conseguir mayor precision en el
posterior calculo de las ondas gravitacionales.

Segun lo planificado, ademés se escribié un cédigo que calcula la onda gravitacional emitida, imple-
mentando las ecuaciones (3.21) y (3.22) de Kidder (1995), las cuales son validas en el centro de energia de
la binaria. La amplitud de la onda depende del inverso de la distancia al punto de observacién y requiere
ser evaluada a lo largo de direcciones determinadas por un vector unitario n indicando la direccién en que
el observador se encuentra. Como idea surgida durante el desarrollo de la tesis, anexo al cédigo que célcula
la onda gravitacional emitida, se implemento el computo de la respuesta h de un detector interferométrico
(en ausencia de ruido) con sus brazos perpendiculares a la direccién de propagacién de la onda, a una
cierta distancia de la binaria y su consecuente analisis espectral.

En el capitulo 4 se realizé una revisién de las herramientas matemaéticas para el anéalisis de senales,
requeridas para enfrentar la labor de escribir los cédigos que calculan los espectros y espectrogramas de
las senales medidas por los detectores. Dichos cédigos permiten calcular diversas cantidades espectrales
que son de interés en la comunidad de cientificos trabajando con ondas gravitacionales, como por ejemplo,
el strain caracteristico, la densidad espectral de potencia, la amplitud de densidad espectral y la densidad
espectral de energia de la senal medida. Todas estas cantidades se definen en términos de la Transformada
de Fourier de la salida del detector, y los cédigos desarrollados poseen la versatilidad de permitirle al
usuario elegir entre los algoritmos de la FFT o la NUFFT (ver capitulo 4), dependiendo de si dicha senal
estd uniformemente distribuida en el tiempo o no. En el caso en que sea necesario emplear la NUFFT
para calcular el espectro o espectrograma de alguna de las cantidades mencionadas, se debe ingresar la
resolucion en frecuencia y la frecuencia méxima con las que se desea calcular.

Como aplicacion final de las herramientas estudiadas e implementadas, en el capitulo 5 se presentd
resultados de nuestras simulaciones del cimulo globular NGC 6266, desarrolladas usando un c6digo post-
newtoniano de suma-directa NB6++/GPU. Estas simulaciones incluyen la formacién y evolucién de
sistemas binarios de objetos compactos. Se extrajeron los datos de la fase de inspiral de algunas binarias
representativas, y calculado la senal de la onda gravitational detectada por observadores a lo largo de
direcciones particulares. El strain y los espectrogramas de las seniales fueron también calculados y el strain
fue contrastado con las curvas de sensitividad de LIGO. Aunque nuestros resultados sugieren que estas
sefiales estdn dentro del espacio de pardmetros necesarios para ser detectadas (las frecuencias presentes
durante la fase de inspiral de nuestros estdn entre 5 - 25 Hz), la mayoria de los mergers emitiendo las
ondas ocurren durante el primer Gyr de la evoluciéon del cimulo y por tanto deben haber pasado por la
Tierra hace mucho tiempo.

Dada la limitacion temporal para desarrollar la presente tesis, no se ha escrito un cédigo que cuantifique
la detectabilidad de las ondas en el caso en que su amplitud es comparable con el ruido del detector. Por
ello, para el futuro se plantea la posibilidad de llevarlo a cabo, calculando la relacién senal-ruido definida
en la ec. (4.17) y automatizando de paso el proceso de cuantificar la detectabilidad entre el conjunto de

84



binarias que en las simulaciones conducen a fusién.

Si bien los efectos de propagacion entre la fuente y un detector interferométrico en la Tierra, como la
dispersion en el medio interestelar son totalmente irrelevantes dada la pequenez de la seccion transversal
gravitacional, el movimiento relativo entre la fuente y el detector introduce una modulacién en amplitud
y un corrimiento en frecuencia de la onda (efecto Doppler) (Maggiore, 2008, seccién 7.6). Dado que en
los codigos implementados las ecuaciones para la onda gravitacional son vélidas en el centro de energia
de la binaria, en las simulaciones mostradas en el capitulo 5 se supuso implicitamente que el detector se
encuentra en reposo con relacién a la binaria en alguna direccién 7, lo cual en un caso general no tiene
porqué ser cierto. Por ello, para el futuro se plantea la posibilidad de incluir estos efectos realizando una
transformacién de SR, vale decir, aplicando un boost a la onda gravitacional entre el centro de energia y
algtin SR de interés fisico, como por ejemplo, el del centro del cimulo, el del centro de la Galaxia o incluso
el SR comovil a un observador en la Tierra. En las simulaciones realizadas, la rapidez caracteristica del
centro de energia de las binarias con relacién al centro del cimulo es del orden de v ~ ¢ x 1073, lo que
implica que la diferencia relativa de amplitud y frecuencia de las ondas entre ambos SR’s es de orden
103, Esto nos lleva a concluir que el trabajo realizado para simular las ondas gravitacionales emitidas
desde sistemas binarios de objetos compactos, en efecto es una buena primera aproximacion.

Otro eventual trabajo a desarrollar, seria el aplicar los codigos escritos a simulaciones de cumulos glo-
bulares en otras galaxias, donde la amplitud de la onda disminuiria, pero tendrian tiempo para propagarse
y pasar por la Tierra siendo detectadas en la actualidad. En tales simulaciones podria ser de relevancia
incluir efectos del movimiento relativo entre las binarias y el detector.

En sintesis, esta tesis ha sido un trabajo de extensa revisién de bibliografica y elaboraciéon de he-
rramientas computacionales generadoras de cédigos que dadas ciertas entradas, calculan y tienen como
salidas, determinadas cantidades de interés fisico. Destaca ademas, otro conjunto de cédigos que proce-
san la informacién obtenida, ordendndola, almacenandola en formato hdf y representandola visualmente;
ayudando por tanto al usuario, en el analisis final de los sistemas estudiados.

Para finalizar, se recomienda revisar los repositorios pnpy y Fuente de Tesis (2016), donde a partir del
mes de enero de 2017 se alojaran respectivamente, todos los cédigos que se elaboraron en el desarrollo de la
tesis y los archivos fuente de este documento final, tanto los .tex como las figuras editables incorporadas.
Por propédsitos pedagodgicos se adjuntard también, un conjunto de notebooks escritos en Python, con
animaciones y otros que reproducen algunos de los gréaficos incorporados en este documento.
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Apéndice A
Notacion y Convenciones

A continuacién se presentan las notaciones y convenciones utilizadas en el desarrollo de la presente
tesis. Para mayor detalle puede consultar Rubilar (2016).

A.1. Constantes y unidades
Tanto la constante de gravitacién universal G como la rapidez de la luz ¢ se escriben explicitamente.

En la tabla A.1 se presentan algunos valores de constantes fisicas con sus respectivas unidades de medida
en el Sistema Internacional de Medidas (SI).

|| Nombre | Simbolo | Valor | Unidad |
Constante gravitacional G 6.67259 x 10~ 11 m? kg=1 572
Rapidez de la luz en el vacio | ¢ 2.99792458 x 10® | m s=! (def)
Masa del Sol Mo 1.989 x 1030 kg
Radio del Sol Rg 6.96 x 108 m
Masa de la Tierra Mg 5.976 x 10%4 kg
Radio de la Tierra Rg 6371 m
Ano Luz ly 9.4605 x 10*° m
Parsec pc 3.0857 x 106 m

Tabla A.1: Valores de constantes Fisicas en el SI. Fuente: Adaptada a partir de version original en Rubilar
(2016).

A.2. Identidades

En la presente seccion se adjuntan algunas identidades mateméticas requeridas durante la tesis.

» Segunda derivada espacial de |¥ — Z'|:

1 1 L
= Integral cuadridimensional de delta de Dirac:
dzt dz¥ 4 _datt dat (drey -1 3V, 4 i/ 0
/d—Tad—Taé( (&Y — 2)(7,))dTa = 720 30 ( 710 ) 6Ozt — 2t (20)). (A.2)
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A.3. Indices, signatura métrica y definiciones

Con relacién al manejo indicial y algunas convenciones sobre geometria diferencial empleadas en la
presente tesis, se debe mencionar que

Las coordenadas son denotadas como x# = (2°, %), con = 0,1,2, 3 donde 2° = ¢t es la coordenada
temporal y x' son las coordenadas espaciales.

Indices espaciotemporales se denotan con letras griegas como «, 3,6, ..., las cuales pueden tomar
valores 0, 1,2, 3, mientras que los indices espaciales son denotados con letras latinas pudiendo adoptar
los siguientes valores 1,2, 3.

Indices repetidos (no mds de dos veces) en cualquier posicidn representan sumatoria.

Ademas, 0, := 0/0x" = (0¢/c, 0;).

Si f(t) es una funcién que depende de la variable ¢, entonces se denota su derivada como f(t) :=

df () /dt.

En ciertas ocasiones se emplea la notacién de multi-indice en la que un tensor T con r indices
contravariantes y un tensor @ con s indices covariantes (T#1#2"tr y ), ,,...,,.) son representados
por una letra maytscula tal que T := THiH2Hr v Qg := Quypy-our, -

La métrica del espacio plano en coordenadas cuasicartesianas estd dada por

N = (1, =1, =1, =1). (A.3)

Si la métrica del espaciotiempo es denotada por g,,,, entonces su inversa g"” es tal que

gusg” =85, (A4)
donde 5,’; es la delta de Kronecker.

La traza del tensor energia-momentum esté definida como

=gy, . (A.5)
Los simbolos de Christoffel estan definidos como

1
FZV = §gp>\(augl/)\ + 81/9)\;1, - akguz/)- (AG)

El tensor de curvatura esta definido como

— B
R’ =0\, — 0,10, + 15,10, — T4, (A7)

El tensor de Ricci estd definido como
= 0 b p 170 P b
R, = 6PFZV - &,Fﬁp + FSPFW + F{]’pFW S Y AP ) (A.8)

El escalar de curvatura estd definido como

R:=g"R,,. (A.9)
El tensor de Einstein estd definido como
Guw :=Ru — zguR. (A.10)
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= Ante una transformacién de coordenadas general (invertible) en la forma a# — 2'# = z/F(2"), las
componentes de la métrica g, su inversa g"” y los simbolos de Christoffel I" A transforman como

iy

G = %%Qaﬁ, (A.11)

= %ﬁ%g“ﬁ, (A.12)
a 9.8 A 2.2

Pl = g:f'u gj’V (gg;lp ap 6?56568/;55) ' (A.13)

s Se define la curva geodésica como aquella que entre dos puntos P; y P, tiene largo minimo. Si
dicha curva es representada paramétricamente por z# = x#(\), entonces debe satisfacer la siguiente
ecuacion

d?xH u dz® dx? dx*
e TleeTy Ty T IV (A1)
con f(\) := (d?1/d\?)/(dl/d)\), donde [ es el largo de la curva definido como
A
2 dxt dxv
l)\z/ \/g,,m)\ dA. A.15

= Se define la derivada covariante de un campo tensorial F*(x) a lo largo de una curva z# := a*(7)
como

dz?

dr -

DFH*(x;) _ dVH(x;)

w v
Dy g 7r +T Up(mT)F (z,)

(A.16)

= Sean dos curvas geodésicas tipo tiempo parametrizadas como x = z#(7) y £ = z*(T), con 7 y T
sus respectivos tiempos propios. Si suponemos que éstas son préximas tal que podemos escribir la
parametrizacién de la segunda en términos del tiempo propio de la primera como z# = x*(7)+&H(7),
con |£#| mucho menor que la escala tipica de variacién de la curvatura del espacio, entonces se puede
encontrar que

D2¢h
Do = —R" 5 ueul, (A.17)

llamada ecuacidn de desvio geodésico, con u*(1) := dx*(7)/dr. Dicha ecuacién muestra como dos
geodésicas cercanas tipo tiempo experiementan fuerzas de marea debido a la curvatura del espacio
en que se encuentran.
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Apéndice B
Leyes de Kepler

Johannes Kepler!' planteé la descripcién matematica del movimiento de los planetas orbitando en
torno al Sol, mediante tres simples Leyes que lo volvieron famoso. En lenguaje contemporaneo podemos
enunciar dichas leyes como

1. (1609) Todos los planetas se desplazan en torno al Sol describiendo érbitas elipticas con él en uno
de sus focos.

2. (1609) El radio vector que une al Sol con un planeta barre dreas iguales en tiempos iguales.

3. (1618) Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo drbital es directamente proporcional al
cubo del semieje mayor de su érbita eliptica.

Perihelio

Perihelio -3 Afelio

planeta 1

planeta 2 /' Afelio

Figura B.1: Esquema de las dos primeras Leyes de Kepler con 2 planetas orbitando en torno al Sol: Note
que el Sol estd en uno de los focos de cada elipse correspondiente a cada planeta. Fuente: Adaptada a partir
de figura original disponible en https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kepler_laws_diagram.
svg.

En el apéndice C, al estudiar el problema de 2 cuerpos autogravitantes en gravedad newtoniana, la
segunda Ley de Kepler queda expresada matematicamente mediante la ec. (C.16) y la tercera ley mediante
la ec. (C.45).

Thttp://es.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
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Apéndice C

Dos masas autogravitantes en el
contexto newtoniano

A continuacidn, se presentard el calculo newtoniano para la evolucién de dos cuerpos de masas my (“el
primer cuerpo”) y ma (“el segundo cuerpo”), supuestos puntuales y con posiciones &1 y T con respecto
a algun sistema de referencia inercial (SRI) como se esquematiza en la figura C.1. Newtonianamente, las
fuerza Fo. y que ejerce el primer cuerpo sobre el segundo y la fuerza Fﬂleg que ejerce el segundo sobre el
primer cuerpo, estan dadas por:

my_ Fieo

SRI

Figura C.1: Ley de Gravitacién Universal de Newton. Fuente: Elaboracién propia.

Fieo=migo(i), Foe 1 = magh (i), (C.1)

con §1(Z) y ga2(Z) los campos gravitacionales generados por las masas 1 y 2 respectivamente, los cuales se
encuentran dados por

Lo (@ —7) - (& — )
Gi(Z) = —Gmy Z— 7 G2(¥) = —Gmg |7 — T3 (C.2)
de donde se concluye que
F)1<—2 = —Gm1m2 (_x,l __x,23))7 F}2<_1 = —Gm1m2 (_:,C2 _fll (03)
|71 — I |7y — 4]

Asi, si sobre cada uno de los cuerpos no actia otra fuerza que no sea la gravitacional generada por
el otro cuerpo, entonces al escribir la segunda Ley de Newton para cada una de ellos e igualar con
(C.3) diviendo dichas ecuaciones por m; y ms respectivamente, entonces las ecuaciones de movimiento se
reducen a

d2f1 (i?l — fg) dez (fg — fl)
dt2 m2|fl —f2|3 dt2 m ‘.’EQ —(El‘3 ( )
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Convenientemente se define la coordenada del centro de masa (cm) Zep como Zen = (mi# +
meZs) /M, con M :=my + m2 la masa total del sistema. Entonces,

dQJ?cIIl 1 d2f1 + dQ.fQ
= — | mi— +mo——F
a2 M\ a2 > a2

1 (F1 — %) (T — i)

=— (-G 2@ ~2

M ( mimes fl — f2|3 mimso |f2 — :Z"1|3

1 (T — 22) (T — Z2)

- — (-G Rl Ay T2

i ( mlmgw1 _£2|3 + mlmgﬁ1 —f2|3

=0. (C.5)

En consecuencia, dZcy/dt = U., es un vector constante y por lo tanto Zey, = Uemt + Zo, con &y fijo
tal que Zepm (t = 0) = &y. De esta manera, demostramos que la coordenada del centro de masa se mueve
a velocidad constante, lo que nos permite simplificar el problema y sin pérdida de generalidad escoger el

. . - . ! = , ey
SRI en el centro de masa de dicho sistema, vale decir imponemos que @, = 0, asi desde la definicién del
centro de masa, se halla que
- mi
92 = ———X1. (CG)
ma

En términos de #; y Z2, medidos desde el cm del sistema, se define su coordenada relativa 7 por

7 := &1 — Zo. Asi es posible escribir Z; y Z3 como

ma o mi
T = — 27, -7 Cr
T1 =" To i (C.1)
Recordando las ecuaciones en (C.4), se halla que
ﬁf A P
dt2  dt2 dt?
T — & To— &
:—Gm2 (ﬂl H2:)3+Gm1 <_,2 Hli
|1 — @ |2 — 71
= —Gmy (fl _fgl — Gmy (_J,Ul __3,62?3
|Z1 = T |1 — @
72'
=-GM —. C8
e ()
Por tanto, al definir r := |F] y 72 = 7/r como la magnitud de la coordenada relativa y el vector unitario
en la direccién de ésta, podemos escribir (C.8) como
d*7 n
- . C.9
dt? 72 (G-9)
Fieo 7 cm g, Foey

3

Figura C.2: Ley de Gravitacién Universal de Newton en términos de la coordenada relativa. Fuente:
Elaboracion propia.

En el contexto newtoniano, la energia y el momentum angular total del sistema respecto al origen de
sistema de coordenadas estan definidos como

1 1 -
E = §m117% + §m217§ + V(fhfg), L = mqZ1 X U1 + maTs X Uy, (CIO)
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con U; = diy/dt, Uy = d¥s/dt las velocidades de las masas y V(Z1,72) = —(Gmims)/|T1 — Z2| =
—(Gmymz)/r el potencial gravitacional entre ellas. Asi, al definir ¢ := dif/dt como la velocidad de la
coordenada relativa, entonces ¥y = —(mo/M)T y U2 = (my/M)¥, por consiguiente

2 2
F1 X Ty = (%) 7% 7, By X Ty = (%) 7% 7. (C.11)

Por lo tanto, la energia y el momentum angular del sistema en términos de la coordenada relativa
quedan como

1 G -
E= §mjlwm2ﬁ2 - m;””, I= mjl\;”fx 7. (C.12)
Asi, al definir convenientemente la masa reducida del sistema p como p := myms/M, entonces la
energia y el momentum angular en términos de la coordenada relativa estan dadas por
1 GuM
E=_u? - —— C.13
5 MY a ( )
L= x 7. (C.14)
Por consiguiente, al derivar las ecuaciones (C.13) y (C.14) se tiene que
dE v GuM dr dL dr dv
— =+ ———, — = | XT+7FX —|, C.15
@ Mat e w a 'u[dt v d] (C.15)
pero como dr/dt =7 = ¥ - i1, entonces
dE GuM _ . GuM , dL GM . .
=3 v-n+ 3 v-n=0, —t:,ur><<—r2n):0. (C.16)

De esta forma, hemos verificado que la energia E y el momentum angular L totales del sistema
binario de masas, en funcién de la cordenada relativa 7y su masa reducida p son cantidades exactamente
conservadas. Las ecuaciones (C.13) y (C.14) nos muestran que el movimiento relativo es equivalente
al de un cuerpo de masa p moviéndose en el potencial central fijo generado por una masa M en el
origen tal que ¢ = —(GM)/r. Como dicho potencial ¢ es central, el movimiento estd confinado al plano
perpendicular al momentum angular L y por tanto sin pérdida de generalidad la ecuacién de movimiento
puede ser resuelta analiticamente postulando 7(t) = r(t) cos(o(t))Z + () sin(p(t))g, con L = LZ. De
esta forma, 7(t) = cos(p(t))Z + sin(p(t))y y si definimos el vector angular ¢(t) perpendicular a #(¢) como
H(t) = —sin(p(t))& + cos(e(t))y, entonces la velocidad y aceleracién relativas quedan dadas por

T=7f+71¢P, = (i =r¢?) 7 + (rg + 27¢) §. (C.17)

Introduciendo (C.17) en (C.9), en (C.13) y en (C.14) se obtiene que

. I N LN GM |

(7’ - T<p2) P4 (rg 4 2r9) o = — ol (C.18)
L=pr’p3, (C.19)

1 1 GMup
E = i 4+ S pr’¢® — . C.20
SHI” + GHrTe . (C.20)

Desde la ecuacién vectorial (C.18), se deducen las siguientes dos ecuaciones

GM

’F _ T¢2 —— r2 , (021)
¢+ 2rp = 0. (C.22)

Multiplicando (C.21) por r se encuentra que r2¢ es una cantidad conservada a lo largo de la trayectoria,
pero como L = L2 = pur?p 2, entonces L = ur?¢p es una contante. Asi, la solucién propuesta es consistente
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con la conservacién del momentum angular. Reemplazando ¢ = L/ur? en (C.20) se obtiene una expresién
para la energia que depende solo de constantes de movimiento y de la variable r:

1 L? GMup
E = —ui? - . C.23
Pl + 2412 r ( )
Es conveniente definir la siguiente cantidad
L? GMp
o = — , .24
Valr) 1= 5 = (€29

tipicamente llamada Potencial Efectivo ya que permite que (C.23) sea escrita como la ecuacién de con-
servacién de la energia de un movimiento unidimensional:

1
E = 5,# + Veg(r). (C.25)
Notamos que el potencial efectivo Ve(r) posee un cero en r. = L?/2GMu? y un valor minimo en
Tmin = L?/GMp? = 2r¢, ya que rpi, es un extremo de Vie(r) y ademéds

7G2M2u3

57z < 0. (C.26)

‘/cf(rmin) -
De la figura C.3 podemos verificar que el comportamiento asintético del potencial efectivo es

, GMm , L2
im Ver(r) ~ . Y lim Vet (r) ~ Sy

— 400. (C.27)

=
n By
0 .
E,
E3 = ‘/min B

T1Te T2 T'min T3

Figura C.3: Potencial newtoniano efectivo versus la coordenada radial: Note que la coordenada radial estd
en escala logaritmica. Para mayor detalle revisar Fuente de Tesis (2016). Fuente: Elaboracién propia.

De esta manera, podemos ver que para un valor dado de L # 0 se tiene que

1. Si E; > 0, una particula proveniente del infinito alcanza un radio minimo r;, donde 72 = 0, y luego
vuelve a infinito. Este movimiento corresponde a las 6rbitas hiperbdlicas.
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2. Si Vg, min < E2 < 0 la trayectoria es ligada, variando la distancia entre dos puntos de retorno 75 y
r3, de modo que 19 < r < r3.

3. Si E3 = Vi, min la particula describe un movimiento circular de radio dado por (C). Este caso
corresponde al minimo del potencial, por lo que es un movimiento estable.

4. Finalmente, no existen trayectorias con E < Veg(rmin) ya que (C.25) requiere que E > Vit para todo
7.

Para determinar la forma de la trayectoria, descrita por la dependencia de la coordenada radial r en
términos de la coordenada angular ¢ suponemos que podemos escribir = (), de donde por regla de la
cadena se halla que

d L d
== 72;”_ (C.28)
do pr? de

Introduciendo (C.28) en (C.23) y empleando el siguiente cambio de variable u := 1/r, con v’ := du/dp,
se obtiene que

2uE  2GMu2
(wy? = 22 L 2ONIT 2

(C.29)

Esta es una ecuacién diferencial de movimiento de primer orden en u en funcién de ¢ (para Orbitas
no circulares v’ # 0), la cual al ser derivada permite obtener una ecuacién diferencial de segundo orden
con solucién conocida,

N GMp?

w4 u= 72 (0-30)

es decir, una ecuacién de oscilador arménico con término forzante constante, cuya solucién general
sabemos que esta dada por

GMp?
u() = == + Acos(p — o), (C:31)

con Ay o constantes de integraciéon las cuales deben ser fijados segin las condiciones iniciales del
problema. Asi, al reemplazar (C.31) en (C.29) se halla que

GMp? | 21L2FE

De esta manera, definiendo la excentricidad de la orbita
/ 2L2F

u(e) = 2 (14 ecos(p — o)) GE

podemos entonces reescribir (C.31) como

donde ¢( es una constante de integracién correspondiente a la orientacién inicial relativa al eje x. Si
~G?M?13/2L? < E < 0 entonces 0 < e < 1, y la cénica es una elipse, donde u adopta los siguientes
valores limites:

GMp?(1+e GMp2(1—e
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Definiendo el semieje mayor de la érbita como a := (rmax + Tmin) /2, Y& QUE Tmin = Umax Y Tmax = Umin,
se encuentra que

~ GMy

Teniendo en cuenta las ecuaciones (C.33) y (C.36), se puede escribir la solucién (C.34) como

1

u(ep) = a(l—e?) [1+ ecos(p — ¢o)] (C.37)

0, en términos de la coordenada radial relativa,

a(l—e?)

rle) = 1+ ecos(p — o)

(C.38)

10

s =0 s 0 5
x

Figura C.4: Orbita eliptica evaluada apartir de la expresién analitica de la ecuacién (C.38): Se eligi6é un

semiejemayor ¢ = 10 m y una excentricidad e = 0.5. Para el calculo se emple6 una grilla equiespaciada

de la variable angular ¢ — ¢ con 100 valores entre [0, 27]. Para mayor detalle revisar Fuente de Tesis

(2016). Fuente: Elaboracién propia.

Para conocer la evoluciéon temporal de la 6rbita definimos la variable auxiliar s por medio de r =:
a(l —ecoss). Con ella y empleando (C.38), se encuentra la siguiente relacién entre ¢ y s sobre la 6rbita:

COSs — e sen s
cos(p — o) = T ccoss’ (C.39a) sen(p — o) = V1 — e 1T _ccoss (C.39b)

Asi, si se deriva la ecuacién (C.39a) respecto a s y se emplea (C.39b) se obtiene que

df(p_ V1 —e?

- il
ds 1 —ecoss (C.40)
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De esta manera, al introducir (C.40) en la expresién para el momentum angular (C.19), se tiene que

d
L= pa*y/1—e2 (1 —ecoss) £ (C.41)
Por lo tanto,
Lt
pa2y/1—e2ds’

Definiendo la constante wp, con unidades de frecuencia angular como wg := L/pa?v/1 — €2, entonces
el perfodo de la érbita queda definido como T = 27 /wy v ademés

1—ecoss =

(C.42)

dt
1-— = wp—. 4
ecos s = Wy Is (C.43)

Note, como la ecuacién (C.43) puede ser integrada directamente respecto a s. Si se elige la condicién
inicial s = 0 para t = ¢y se obtiene la siguiente ecuacién trascendental para s dado un tiempo ¢ fijo

wo(t —tg) = s — esens. (C.44)

10

L .
.....

-10

I I I I I
-15 -10 -5 0 5

Figura C.5: Orbita eliptica calculada apartir de la solucién numérica de la ecuacién (C.44): Se eligié un
semiejemayor ¢ = 10 m y una excentricidad e = 0.5. Para el calculo se emple6 una grilla equiespaciada
de la variable temporal ¢ — to con 100 valores entre [0, 7] (T ~ 198.69 s en este caso). Note que si bien
la variable temporal es equiespaciada, las variables angulares s y ¢ — ¢g no lo son. A ello se debe la
diferencia en el espaciamiento de los puntos con los de la figura C.4. Para mayor detalle revisar Fuente
de Tesis (2016). Fuente: Elaboracién propia.

Por otra parte, empleando (C.33) se halla que

(C.45)
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Figura C.6: Tercera ley de Kepler para planetas en el sistema solar en términos del periodo angular.
Fuente: Elaboracién propia con datos tomados de la tabla 14.2 en Halliday et al. (2010).

que expresa la tercera Ley de Kepler que relaciona por ejemplo, los semiejes mayor y el periodo de la
orbita de los planetas del sistema solar orbitando en torno al Sol, como se aprecia en la figura C.6.

Ademais, si recordamos el teorema virial que relaciona los promedios temporales de la energia cinética
E de un sistema de dos particulas y el promedio temporal de la energia potencial U en la forma U = ar”,
tal que

(i) == (U, (C.46)

entonces, si lo aplicamos al sistema binario con Ey = (u/2)5? y U = —(GuM)/r, se encuentra que

(1) 3(222).

Sea v = (|9]) una rapidez relativa promedio caracteristica del sistema y Ry = (r) una distancia
promedio caracteristica. De la ecuacién precedente, se desprende entonces que
GM
2
v~ —. C.48
- (C.43)
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