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Resumen

Las desigualdades de Bell nos proporcionan un esquema de trabajo en el cual po-
demos clasificar la naturaleza de diferentes estados cuánticos. Si se le aplica un test
de Bell a un estado cuántico conocido y éste viola la desigualdad, podemos afirmar
que dicho estado es entrelazado que no puede ser descrito por teorías clásicas. De
esta forma podemos agrupar fácilmente a los estados cuánticos de acuerdo a su na-
turaleza. El ingrediente principal para evaluar las desigualdades de Bell es conocer
el estado de antemano. Se deben encontrar las bases exactas donde las correlaciones
de las mediciones exhiban una violación en las desigualdades de Bell. Si el estado es
conocido entonces se puede abordar el problema mediante simulaciones numéricas.
En particular se puede emplear algoritmos de programación semidefinida para opti-
mizar sobre las bases de medición que permitan encontrar la máxima violación de
Bell para el estado. Si el estado es desconocido este método no puede ser utilizado.

En el siguiente trabajo nosotros abordaremos el problema de la máxima viola-
ción de Bell para estados cuánticos desconocidos acudiendo a algoritmos iterativos
de optimización llamados Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SP-
SA) y Complex Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (CSPSA) que
permiten encontrar la máxima violación de Bell aunque el estado sea completamente
desconocido. Para mostrar su funcionamiento se ha probado inicialmente su desempe-
ño sobre estados cuyas propiedades son ampliamente conocidas, logrando reproducir
las máximas violaciones permitidas que predice la teoría. Por otra parte se ha imple-
mentado el algoritmo para estados cuánticos desconocidos generados uniformemente
para una gran cantidad de simulaciones, consiguiendo que en mediana los algoritmos
alcancen en pocas iteraciones las violaciones de Bell y errores relativos del orden de
10−6. Por otra parte se ha implementación una situación hipotética de laboratorio
donde se utilizó un tamaño de ensemble finito para estimar los valores esperados de
los observables involucrados en la desigualdad CHSH, donde CSPSA en su versión
normalizada obtiene un mejor desempeño en rapidez y precisión que SPSA.

xi



Capítulo 1

Introducción

Desde su publicación en 1964 [2], las desigualdades de Bell han jugado un rol im-
portante en el desarrollo de la Información Cuántica. Estas han permitido demostrar
que la naturaleza exhibe un comportamiento no-local relacionado con la propiedad
de entrelazamiento cuántico. En particular, existen estados cuánticos entrelazados
cuyas predicciones no pueden ser empleadas por una teoría clásica.El concepto de
no-local hace alusión a una propiedad que permite mantener un misterioso enlace
entre dos sistemas que están alejados entre si lo suficiente como para garantizar que
no exista una conexión causal entre ellos. Gracias al entrelazamiento cuántico, ha
sido posible el desarrollo de la computación cuántica y sus mejoras [15] o de pro-
cesos exclusivamente cuánticos como la criptografía cuántica [12] o la teleportación
cuántica de estados [3, 5]. Debido a la gran cantidad de aplicaciones en los que se
pueden emplear los estados entrelazados, surge la necesidad de poder distinguirlos de
estados que posean características locales. Así, las desigualdades de Bell nos proveen
un marco de trabajo para clasificar a los estados cuánticos de acuerdo a su natura-
leza. Así, si un estado viola la desigualdad de Bell podemos afirmar que el estado es
entrelazado1.

En la práctica el método usual para implementar un test de Bell es, dado un
estado cuántico entrelazado de prueba, fijo y conocido se debe realizar una búsqueda
de las bases de los observables donde las correlaciones de las detecciones exhiban una
violación de las desigualdades de Bell. Es más, es posible encontrar un conjunto de
bases donde se viole maximalmente la desigualdad de Bell, es decir, el valor máximo
posible de la violación de Bell para el estado de prueba. Por ejemplo, si consideramos
un estado maximalmente entrelazado entonces la máxima violación de la desigualdad

1Debemos tener presente que no todo estado entrelazado viola las desigualdades de Bell. Exis-
ten estados, como por ejemplo los de Werner [24], que a pesar de ser entrelazados, no violan las
desigualdades de Bell. De esta forma que un estado sea entrelazado no garantiza necesariamente
una violación en las desigualdades de Bell.
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CHSH para dicho estado es 2
√

2, la cual es conocida como la cota de Cirel’son [8].
Naturalmente si el estado entrelazado de prueba se sustituye por otro, entonces se
debe realizar otra búsqueda independiente donde las correlaciones muestren una
violación de Bell. De esta forma es posible interpretar este procedimiento como un
problema de optimización sobre las bases que caracterizan a los observables que
permitan obtener una máxima violación de Bell. Para estos casos donde el estado
cuántico de prueba es fijo y conocido, existen algoritmos que realizan la optimización
mediante programación semidefinida [1, 23].

Nosotros hemos planteado un escenario complementario al descrito anteriormente,
es decir, poder verificar si un estado cuántico desconocido puede violar la desigualdad
Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). Debido a que no se conoce de antemano las
propiedades del estado cuántico de prueba, no es posible utilizar los métodos basados
en programación semidefinida. Hemos abordado este problema mediante el uso de
dos algoritmos iterativos de optimización llamados Simultaneous Perturbation Sto-
chastic Approximation (SPSA) [20] y Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA) [21, 22], los cuales han sido implementados en Información
Cuántica para resolver el problema de la tomografía de estados cuánticos [13, 22].
Mediante estos métodos resulta posible encontrar las bases de medición sin tener la
necesidad de conocer el estado cuántico con anterioridad.

En este trabajo mostraremos el detalle de la implementación y como ambos algo-
ritmos pueden ser utilizados para la resolución del problema de la máxima violación
de Bell para estados cuánticos desconocidos. Para el punto de partida de nuestra
investigación se estudio la violación de Bell para estados cuánticos de prueba cuyas
propiedades son ampliamente conocidas. Se consideró una base de Bell, los estados de
Werner y estados en descomposición de Schmidt. Para estos casos los algoritmos mos-
traron tener la capacidad de poder reproducir las violaciones de Bell predichas por la
teoría. El siguiente paso fue adaptar los algoritmos SPSA y CSPSA para estudiar las
violaciones de Bell de estados cuánticos desconocidos generados uniformemente para
un método exacto, donde se considera un experimento numérico donde la función
objetivo (CHSH) es evaluada sin errores, y para un método aproximado, que utiliza
un ensemble de tamaño finito para emular el proceso de detección. De acuerdo a
los resultados obtenidos para el método exacto, el rendimiento de los algoritmos de
SPSA y CSPSA son similares entre si, mientras que para el método aproximado,
CSPSA en su versión normalizada posee un mayor rendimiento, tanto en rapidez de
convergencia como un menor error relativo si es comparado con SPSA.

La estructura de esta tesis consta de 8 capítulos en total. En el Capítulo 2 se
describirán los fundamentos matemáticos y notaciones que se utilizarán a lo largo
de toda la tesis. En el Capítulo 3 se introducirán los conceptos fundamentales de
la Mecánica Cuántica y se dará una descripción detallada de los Postulados que
componen los cimientos de la teoría. En el Capítulo 4 se revisarán exhaustivamente
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de los conceptos que permitieron el desarrollo de las desigualdades de Bell original
y la desigualdad CHSH. En el Capítulo 5 se realizará una descripción detallada
de los algoritmos de optimización utilizados. En el Capítulo 6 se presentarán las
implementaciones de los algoritmos al problema de las desigualdad de Bell para
estados cuánticos desconocidos, además se mostrarán los resultados finales de nuestra
investigación. Finalmente en el Capítulo 7 se presentarán las conclusiones de nuestro
trabajo.



Capítulo 2

Fundamentos matemáticos

La Mecánica Cuántica es una de las últimas grandes rama de la física la cual fue
desarrollada a principio del siglo XX. Esta teoría permite poder describir el átomo y
su núcleo, también permite describir fenómenos que para la teoría clásica resultaría
imposible de realizar (entrelazamiento, radiación de cuerpo negro) y repercutió en
otras áreas como la teoría de la información, criptografía, entre otros. La formulación
matemática más estructurada fue llevada a cabo por P. M. Dirac y J. von Neumann,
los cuales utilizaron el álgebra lineal como marco de trabajo.

En el presente capítulo realizaremos una breve revisión de las propiedades mate-
máticas más usadas durante esta tesis. Comenzaremos por definir los vectores y sus
propiedades, operadores lineales, las propiedades de espacios de Hilbert y la notación
que adoptaremos a lo largo de todo nuestro trabajo.

2.1. Álgebra Lineal

2.1.1. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto no vacío V , definido por
dos operaciones llamadas suma (operación interna) y producto por escalar (operación
externa), las cuales están definidas, respectivamente, como:

+ : V × V −→ V, (2.1)
• : K× V −→ V. (2.2)

4
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Sean a, b, c ∈ V y α, β ∈ K. Un espacio vectorial con las operaciones definidas
en (2.1) y (2.2) debe satisfacer las siguientes propiedades1:

(i).- a+ b = b+ a. [Conmutatividad de la suma]

(ii).- (a+ b) + c = a+ (b+ c). [Asociatividad de la suma]

(iii).- 0 + a = a. [Existencia del elemento neutro para la suma]

(iv).- a+ (−a) = 0 [Inverso aditivo]

(v).- α · (a+ b) = α · a+ α · b [Dist. del producto c/r a la suma de vectores]

(vi).- (α + β) · a = α · a+ β · a [Dist. del producto c/r a la suma de escalares]

(vii).- (αβ) · a = α · (β · a). [Asociatividad del producto por escalar]

(viii).- 1 · a = a. [Existencia del elemento neutro multiplicativo]

Los elementos de V se conocen como vectores. De acuerdo a la notación prece-
dente los vectores son descritos en negrita.

Una combinación lineal de vectores a, b, . . . es una expresión de la forma

αa+ βb+ γc+ · · · . (2.3)

Un vector v se dice linealmente independiente de a, b, . . . si no puede ser
escrito como combinación lineal de ellos. Un conjunto de vectores son generadores
de V si cualquier vector del espacio puede ser escrito como una combinación lineal
de los generadores2. El conjunto de vectores linealmente independientes que genera
el espacio se llaman base del espacio V . La dimensión del espacio es descrita por la
cantidad de elementos que contiene la base. Por último, cualquier vector en V puede
ser expandido como una combinación lineal de elementos de una base, es decir,

a =
n∑

i=1

αiei (2.4)

donde αi ∈ K, n = Dim(V ) y {ei} es una base ortonormal de V .

1Aquí 0 representa el vector nulo o ~0. Dist.: Distributividad. c/r: con respecto.
2El ejemplo más típico es la base del espacio tridimencional euclídeo î, ĵ, k̂.
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2.1.2. Producto interior

Definición 2.1.1. El producto escalar, producto punto o producto interior
es una aplicación lineal, tal que3

(·|·) : V × V −→ K,
(a, b) 7−→ α = (a|b) (2.5)

donde a, b ∈ V y α ∈ K, el cual debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Linealidad por la izquierda: (αa+ b|c) = α(a|c) + (b|c). α ∈ K,a, b, c ∈ V
2. Linealidad por la derecha: (a|αb+ c) = α(a|b) + (a|c). α ∈ K,a, b, c ∈ V
3. Hermeticidad: (a|b) = (b|b). a, b ∈ V
4. Positividad: a ∈ V, a 6= 0 =⇒ (a|a) > 0.

La barra ( ) representa el complejo conjugado de un número complejo, esto es,
si α = β + iγ ∈ C, con β, γ ∈ R , entonces α = β − iγ ∈ C.

Definición 2.1.2. Si V es un espacio vectorial y a ∈ V , se llama norma o, más
apropiadamente, norma cuadrática de a a la operación

‖a‖ :=
√

(a|a), (2.6)

con ‖a‖ ∈ R. La norma generaliza la noción de longitud en los espacios vectoriales.
Notemos que todo producto interior induce una norma sobre el espacio en el que está
definido y sigue la regla de la eq. (2.6).

A partir de la definición 2.1.2 se enuncian las siguientes propiedades:

1. Ortogonalidad de vectores: Dos vectores a y b son ortogonales si y solo si

(a|b) = 0. (2.7)

2. Sistema ortonormal: El conjunto de vectores {an} normalizados a 1 es un
sistema ortonormal si y solo si

(an|am) = δnm, (2.8)

dónde δnm es la delta de Kronecker, definida de acuerdo a

δnm =

{
1 n = m,

0 n 6= m.
(2.9)

3Notaciones alternativas: 〈a, b〉 ,a · b.
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3. Sistema ortonormal completo: El conjunto de vectores base {en} forma
un sistema ortonormal completo en V si un vector cualquiera a de V puede
expandido como

a =
∑

n

αnen, (2.10)

con αn ∈ K y αn = (en|a), por lo que

a =
∑

n

(en|a)en. (2.11)

2.1.3. Espacios de Hilbert

Definición 2.1.3. Un espacio pre-hilbertiano es un espacio vectorial H dotado
de un producto escalar definido de acuerdo a la eq. (2.5)

(·|·) : H ×H → K, (2.12)

Un espacio pre-hilbertiano con a, b ∈ H y α ∈ K debe satisfacer las siguientes
propiedades:

1. ‖a‖ = 0 si y solo si a = 0,

2. ‖αa‖ = |α|‖a‖,
3. |(a|b)| ≤ ‖a‖‖b‖, [Desigualdad de Cauchy-Schwarz]

4. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖, [Desigualdad triangular]

5. |‖a‖ − ‖b‖| ≤ ‖a− b‖, [Desigualdad triangular inversa]

6. ‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = 2(‖a‖2 + ‖b‖2). [Identidad del paralelógramo]

Propiedades 2.1.1. Las propiedades enunciadas a continuación son fundamentales
en la norma y el producto escalar.

1. El producto escalar es una aplicación continua H ×H en C.

2. La norma es una aplicación continua en H en C.

Ejemplo 2.1.1. Los siguientes espacios son pre-hilbertianos con los productos esca-
lares definidos en cada caso:

1. H = Rn con el producto interno definido como

(x|y) :=
n∑

i=1

xiyi (2.13)

con x := (x1, . . . , xn) y y := (y1, . . . , yn) y x,y ∈ Rn.
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2. H = Cn con el producto interno definido como

(v|w) :=
n∑

i=1

v∗iwi (2.14)

con v := (v1, . . . , vn) y w := (w1, . . . , wn) y v,w ∈ Cn.

3. H = C([a, b]), el espacio vectorial de las funciones reales continuas en un
intervalo cerrado [a.b] ⊂ R, con

(f |g) :=

∫ b

a

f(x)g(x)dx (2.15)

4. H = l2, el espacio de las sucesiones reales x = (xi) de cuadrado sumable, es

decir, tales que
∞∑

i=1

x2i <∞, con

(x|y) =
∞∑

i=1

xiyi (2.16)

con x, y ∈ l2.
5. H = L2([a, b]), el espacio de las funciones medibles Lebesque f : [a, b] → R

de cuadrado integrable, es decir, tales que
∫ b

a

f 2 < ∞, donde la integral se

entiende en el sentido de Lebesque, con

(f |g) :=

∫ b

a

f(x)g(x)dx (2.17)

con f, g ∈ L2([a, b]).

6. Todo subespacio vectorial de un espacio pre-hilbertiano es también un espacio
vectorial pre-hilbertiano.

Definición 2.1.4. Un espacio de Hilbert es un espacio pre-hilbertiano que es
completo para la norma cuadrática. Es decir, dado un elemento a ∈H , este puede
aproximarse por una serie {an}n∈N, tal que

ĺım
n→∞

‖a− an‖ = 0. (2.18)

En resumen, todo espacio pre-hilbertiano es un espacio normado, con la norma
asociada a su producto escalar, definida en la eq. (2.6). Si dicha norma es completa,
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Notación Descripción
z∗ Complejo conjugado de z. (1 + i)∗ = 1− i
|ψ〉 Vector o ket.
〈ψ| Vector dual de |ψ〉 o bra.
〈ϕ|ψ〉 Producto punto entre |ψ〉 y |ϕ〉.
|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 Producto tensorial entre |ψ〉 y |ϕ〉.

|ϕ〉 |ψ〉 o |ϕψ〉 Abreviación del producto tensorial.
A∗ Complejo conjugado de la matriz A.
AT Transpuesta de la matriz A.
A† Hermítica conjugada o adjunta de la matriz A, A† := (AT )∗.[

a b
c d

]†
=

[
a∗ c∗

b∗ d∗

]
.

〈ϕ|A|ψ〉 Producto punto entre |ϕ〉 y A |ψ〉, o Producto punto entre
A† |ϕ〉 y |ψ〉.

Tabla 2.1: Tabla de notaciones usadas en Información Cuántica. Fuente: Quantum
information and Quantum Computation [17]

se dice que H es un espacio de Hilbert. Este tipo de espacios es un caso particular
de espacios de Banach, en los que la función a 7−→ ‖a‖2 es una forma cuadrática.

En el contexto de la mecánica cuántica, los espacios de Hilbert H están definidos
sobre el cuerpo de los números complejos C. Los vectores y operaciones sobre ellos
son descritas de acuerdo a la notación de Dirac [10]. En la table 2.1 se muestra
un resumen de la notación estándar en mecánica cuántica y que será utilizada en los
siguientes capítulos.

2.1.4. Álgebra de operadores

Espacio vectorial dual

Antes de comenzar a describir las propiedades fundamentales del álgebra de ope-
radores, es necesario recordar el concepto de espacio dual de un espacio de Hilbert
H . Para cada vector |ψ〉 ∈ H se puede asociar un vector dual descrito como
{|ψ〉}† := 〈ψ|. De esta forma podemos definir el espacio dual H † conformado por
todos los vectores duales obtenidos a partir de los elementos de H . Así, tenemos la
siguiente asociación

|ψ〉 = a |α〉+ b |β〉 −→ 〈ψ| = {a |α〉+ b |β〉}† = a∗ 〈α|+ β∗ 〈β| . (2.19)
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Definimos, ahora, la aplicación producto punto entre los elementos de H † y H
como

〈·|·〉 : H † ×H −→ C
〈φ|ψ〉 −→ α ∈ C

(2.20)

dónde 〈φ| ∈ H † y |ψ〉 ∈ H . Este producto punto debe satisfacer las mismas
condiciones presentadas en la definición 2.1.2.

Observación: En general, el vector |ψ〉 puede ser representado como una matriz
columna de n × 1 componentes y un vector dual 〈φ| como una matriz fila de n × 1
componentes, es decir

|ψ〉 =




ψ1

ψ2
...
ψn


, 〈φ| =

(
φ∗1 φ∗2 · · ·φ∗n

)
. (2.21)

A partir de eq. (2.21) podemos ver que el producto punto no es más que la multipli-
cación de una matriz fila 1× n por una matriz columna n× 1,

〈φ|ψ〉 =
(
φ∗1 φ∗2 · · · φ∗n

)
·




ψ1

ψ2
...
ψn


 =

n∑

i=1

ψiφ
∗
i (2.22)

cuya expresión es idéntica a la mostrada en la eq. (2.14).

Álgebra de operadores

Ahora que comprendemos la idea principal de los espacios duales, podemos comen-
zar con la descripción del álgebra de operadores, los cuales juegan un rol fundamental
en la mecánica cuántica.

Un operador lineal es una transformación que toma un vector del espacio y
lo convierte en otro |α〉 −→ |α′〉 = A |α〉. Es lineal debido puesto que preserva la
linealidad en las combinaciones lineales de vectores, es decir,

A(a |α〉+ b |β〉) = aA |α〉+ bA |β〉 , (2.23)

para cualquier vector |α〉 , |β〉 ∈H y cualquier escalar a, b ∈ C.
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Si el conjunto {|ei〉}ni=1 es una base de H y A es una transformación lineal,
entonces se tiene que

A |ej〉 =
n∑

i=1

Aij |ei〉 , j = 1, 2, . . . , n. (2.24)

Además, dado un vector |α〉 =
∑n

j=1 aj |ej〉,

A |α〉 =
n∑

i=1

aj [A |ej〉] =
n∑

j=1

n∑

i=1

ajAij |ei〉 =
n∑

j=1

[
n∑

i=1

Aijaj

]
|ei〉 . (2.25)

De esta forma, de la eq. (2.25), podemos ver fácilmente que el operadorA transforma
un vector con componentes a1, a2, . . . , an en otro con componentes dadas por

a′i =
n∑

j=1

Aijaj. (2.26)

Podemos ver que los n2 elementos Aij caracterizan de manera única al operador A,
con respecto a una base dada. Por otro lado, sabemos que, las n componentes ai
caracterizan de manera única al vector |α〉, con respecto a esa misma base.

Si la base {|ei〉}ni=1 es ortonormal, de la eq. (2.24) encontramos una expresión para
calcular los elementos de matriz de A

Aij = 〈ei|A|ej〉 , (2.27)

o en su forma matricial,

A =




A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

... . . . ...
An1 An2 · · · Ann


. (2.28)

A continuación se mostrarán las aplicaciones que se pueden realizar sobre los
operadores lineales.
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1. Operador transpuesto: Es la aplicación de intercambiar filas por columnas.

AT =




A11 A21 · · · An1
A12 A22 · · · An2
...

... . . . ...
A1n A2n · · · Ann


. (2.29)

Una matriz es simétrica si AT = A. Por otro lado es antisimétrica si AT =
−A.

2. Operador conjugado: Es la aplicación de conjugar cada elemento de la ma-
triz.

A∗ =




A∗11 A∗12 · · · A∗1n
A∗21 A∗22 · · · A∗2n
...

... . . . ...
A∗n1 A∗n2 · · · A∗nn


. (2.30)

Si todos los elementos deA son reales, entoncesA∗ = A. Si todos los elementos
son complejos, entonces A∗ = −A.

3. Operador adjunto: Es la aplicación de transponer y conjugar una matriz al
mismo tiempo.

A† = (AT )∗ =




A∗11 A∗21 · · · A∗n1
A∗12 A∗22 · · · A∗n2
...

... . . . ...
A∗1n A∗2n · · · A∗nn


. (2.31)

Una matriz es hermítica si A† = A, es antihermítica si A† = −A.

4. La multiplicación de matrices, en general, no es conmutativa (AB 6= BA). Se
define el conmutador entre A y B de acuerdo a

[A,B] := AB −BA. (2.32)

Si dos operadores conmutan, entonces [A,B] = 0. Si esto ocurre entonces existe
una base en H en que ambos operadores son diagonales. En otras palabras,
existe una base de H cuyos vectores son simultáneamente autovectores de A
y B.

5. La transpuesta del producto de dos operadores es la transpuesta de cada uno
pero con orden invertido,

(AB)T = BTAT (2.33)

6. Análogo al punto 6, el hermítico conjugado de dos operadores es,

(AB)† = B†A†. (2.34)
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El operador de proyección

Definición 2.1.5. Si H es la suma directa de n subespacios

H = H1 ⊕ · · · ⊕Hn. (2.35)

Se denomina proyector al operador lineal Pi que hace corresponder a cada vector
|α〉 ∈H su componente |αi〉 ∈Hi:

Pi : H −→Hi

|α〉 −→ |αi〉 = Pi |α〉
(2.36)

Proposición 2.1.1. Si H es una suma directa de {Hi}ni=1 y Pi definido en la
eq. (2.36). Entonces {Pi}ni=1 es un conjunto completo de proyectores, es decir

PiPj = δijPi y
n∑

i=1

Pi = 1. (2.37)

Proposición 2.1.2. Todo operador es de proyección si y solo si es hermítico e
idempotente, es decir, P 2 = P .

Proposición 2.1.3. Sea {|ei〉}ni=1 una base ortonormal para H . Entonces el con-
junto {Pi = |ei〉〈ei|}ni=1 son proyectores mutuamente ortogonales, y

n∑

i=1

Pi =
n∑

i=1

|ei〉〈ei| = 1. (2.38)

Esta relación es conocida como relación de completitud.

El operador identidad

Consideremos la descomposición del estado |ψ〉 ∈ H en la base ortonormal
{|ej〉nj=1};

|ψ〉 =
n∑

j=1

ψj |ej〉 , (2.39)

tenemos que

〈ei|ψ〉 =
n∑

j=1

ψj 〈ei|ej〉 =
n∑

j=1

ψjδij = ψi. (2.40)
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Si reemplazamos la eq. (2.40) en la eq. (2.39), obtenemos

|ψ〉 =
n∑

j=1

〈ej|ψ〉 |ej〉 =
n∑

j=1

|ej〉 〈ej|ψ〉 (2.41)

=

[
n∑

j=1

|ej〉〈ej|
]
|ψ〉 = 1 |ψ〉 . (2.42)

A partir de la eq. (2.41) podemos identificar una expresión del operador identidad,

1 :=
n∑

j=1

|ej〉〈ej| (2.43)

Operadores unitarios

Un operador es unitario si su inversa es igual a su hermítico conjugado

U † = U−1 =⇒ U †U = UU † = 1 (2.44)

En efecto, consideremos dos vectores |ψ1〉 y |ψ2〉 en H , y sus transformaciones
|Ψ1〉 y |Ψ2〉 bajo la acción de U :

|Ψ1〉 = U |ψ1〉
|Ψ2〉 = U |ψ2〉

(2.45)

Así, tenemos que

〈Ψ1|Ψ2〉 = 〈ψ1|U †U |ψ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉 . (2.46)

De esta forma, una transformación unitaria preserva el producto por escalar
en H , transformando una base ortonormal en otra que también lo es.

2.1.5. Autovalores y autovectores de un operador

Consideremos un operador A. Decimos que |α〉 es un autovector del operador
A si satisface la ecuación,

A |α〉 = α |α〉 (2.47)
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donde α ∈ C y es conocido como autovalor de A. La eq. (2.47) es conocida como
ecuación de autovalores. La eq. (2.47) puede ser escrita como (para |α〉 6= |0〉 o
vector nulo)

(A− α1) |α〉 = 0. (2.48)

De la eq. (2.48) se obtiene una expresión para encontrar α,

det (A− α1) = det




(A11 − α) A12 · · · A1n

A21 (A22 − α) · · · A2n
...

... . . . ...
An1 An2 . . . (Ann − α)


 = 0 (2.49)

conocida como ecuación secular. A partir de ella obtenemos la ecuación carac-
terística que es un polinomio de grado n, cuyas soluciones permiten determinar los
autovalores α,

cnα
n + cn−1α

n−1 + · · ·+ c1α + c0 = 0, (2.50)

donde cn son parámetros que dependen de los elementos de A. De las soluciones de
la eq. (2.50) podemos ver que si todos los autovalores son distintos, entonces a cada
uno de ellos le corresponde un único autovector. Si hay autovalores que coinciden
(autovalor degenerado), puede ocurrir que la cantidad de autovectores sea menor que
la dimensión del espacio. A pesar de esto siempre existirá al menos un autovector
por cada autovalor.

2.1.6. Descomposición espectral de un operador

Definición 2.1.6. Se denomina operador normal al operador lineal que satisface

AA† = A†A. (2.51)

Teorema 1. Sea A un operador normal definido en un espacio de Hilbert de di-
mensión finita H y sean {αi}ni=1 sus distintos autovalores , entonces A puede ser
descompuesto como

A =
n∑

i=1

αPi (2.52)

dónde Pi debe satisfacer
∑n

i=1Pi = 1 y PiPj = 0 para i 6= j.

Definición 2.1.7. Un operador positivo A es aquel que 〈ψ|A|ψ〉 ≥ 0 para todo
|ψ〉.
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Definición 2.1.8. Un operador definido positivo A es aquel que 〈ψ|A|ψ〉 > 0
para todo |ψ〉 6= 0.

Observación: Todos los operadores positivos son hermíticos y tienen autovalores
no negativos.

Definición 2.1.9. El valor esperado o valor de expectación de un operador A
en un estado normalizado |ψ〉 esta dado por

〈A〉ψ := 〈ψ|A|ψ〉 . (2.53)

De esta definición podemos mostrar que el valor esperado de un operador hermítico
es real. Sea A un operador hermítico, {|ai〉} una base ortonormal completa de H y
|ψ〉 ∈H . Entonces

〈A〉ψ = 〈ψ|A|ψ〉 =
∑

i

〈ψ|A|ai〉 〈ai|ψ〉 (2.54)

=
∑

i=1

〈ψ|ai〉 ai 〈ai|ψ〉 (2.55)

(2.56)

〈A〉ψ =
∑

i

ai|〈ai|ψ〉|2 ∈ R. (2.57)

La eq. (2.57) se puede interpretar como el promedio ponderado de todos los valores
posibles ai, donde a cada ai tiene un peso |〈ai|ψ〉|2.
Definición 2.1.10. La varianza 〈(∆A)2〉ψ de un operador A para un estado |ψ〉
está definida como 〈

(∆A)2
〉
ψ

:=
〈
A2
〉
ψ
− 〈A〉2ψ (2.58)



Capítulo 3

Introducción a la Mecánica Cuántica

Desde su fundación, la mecánica cuántica ha mostrado que las leyes de la na-
turaleza que rigen el mundo subatómico son completamente diferentes a las que
observamos en el mundo macroscópico1. En el presente capítulo mostraremos los
postulados de la mecánica cuántica que son un marco matemático de referencia que
permite el desarrollo de la teoría cuántica y, en particular, en la teoría cuántica de
la información.

3.1. Postulados de la Mecánica Cuántica

Primer Postulado: Cada sistema cuántico aislado tiene asociado un espacio
vectorial complejo con producto interno conocido como Espacio de Hilbert H o
Espacio de Estados del sistema. El sistema físico está completamente definido
por un vector estado que es unitario y que está contenido en H .

De acuerdo a la notación de Dirac, el estado cuántico es representado por
un vector |ψ〉 ∈ H llamado estado o ket. Cada vector en H describe un
posible estado del sistema. Además todos los estados obedecen el principio de
superposición heredado del álgebra lineal. Para un espacio de Hilbert H2 de
dimensión 2, un estado arbitrario |ψ〉 se puede escribir como una combinación
lineal de dos estados

|ψ〉 = a |α〉+ b |β〉 (3.1)

con a, b ∈ C y |α〉 , |β〉 ∈H son una base ortonormal. La condición que |ψ〉 es
un vector unitario 〈ψ|ψ〉 = 1 es completamente equivalente a |a|2 + |b|2 = 1.

1Usualmente este concepto se menciona como mundo clásico.

17
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Esta condición es conocida como condición de normalización.

Segundo Postulado: La evolución de un sistema cuántico cerrado es descrito
por una transformación unitaria U. Esto es, el estado |ψ〉 de un sistema en un
tiempo inicial t0 está relacionado con el estado |ψ′〉 del mismo sistema pero en
un tiempo posterior fijo t por una transformación unitaria U := U(t0, t),

|ψ′〉 = U(t0, t) |ψ〉 . (3.2)

Otra versión de este postulado puede ser formulada para un sistema cuántico
para un tiempo continuo. Así, la evolución temporal del estado de un sistema
cuántico cerrado es descrito por la ecuación de Schrödinger,

i~
d |ψ〉

dt
= H |ψ〉 , (3.3)

dónde en la eq. (3.3) ~ = 1,054571628(53)×10−34J ·s es la constante de Planck
reducida [19], [16] y H es el Hamiltoniano del sistema cerrado.

Tercer Postulado: Las mediciones cuánticas son representadas por un con-
junto de operadores de medición {Mm}. Estos operadores actúan sobre el es-
pacio de Hilbert del sistema sobre el cual deseamos medir. La etiqueta m hace
alusión a los resultados de las mediciones que se pueden obtener en un experi-
mento. Para un estado |ψ〉, la probabilidad, inmediatamente antes de realizar
la medición, de obtener el resultado con la etiqueta m es dado por

Pm = 〈ψ|M†mMm|ψ〉 . (3.4)

Luego de efectuar la medición, el estado del sistema |ψ′〉 es dado por

|ψ′〉 =
Mm√

〈ψ|M†mMm|ψ〉
|ψ〉 . (3.5)

Además los operadores de medición satisfacen la relación de completitud,

∑

m

M†mMm = 1 (3.6)

Cuarto Postulado: El espacio de Hilbert de un sistema físico compuesto es
el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada subsistema físico. Es
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decir, ∀ |ψj〉 ∈ Hj, con j = 1, . . . , n y Hj ⊂ H , se tiene que el espacio de
Hilbert del sistema compuesto está dado por

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉 ∈H . (3.7)

A partir de la definición del cuarto postulado, podemos clasificar dos tipos de
estados que son ampliamente usados en mecánica cuántica: los estados sepa-
rables y los estados entrelazados. Los estados separables son estados que se
pueden descomponer siguiendo la eq. (3.7). Por ejemplo, consideremos los es-
tados |Φ〉1 ∈H1 y |Φ〉2 ∈H2, entonces podemos escribir el estado del sistema
compuesto |ψ〉12 ∈H como

|ψ〉12 = |Φ〉1 ⊗ |Φ〉2 . (3.8)

Por otro lado, los estados entrelazados son aquellos que no se pueden descom-
poner en la forma de la eq. (3.7). Por ejemplo, si tenemos un estado

|ψ〉12 =
1√
2

(|0〉1 ⊗ |0〉2 + |1〉1 ⊗ |1〉2) (3.9)

podemos observar que la primera base del estado |ψ〉 Así, vemos que resulta
imposible escribir la eq. (3.9) de acuerdo al cuarto postulado. Por esta razón se
dice que estos estados están entrelazados, puesto que las bases de cada espacio
de Hilbert están mezcladas.

Los estados entrelazados de sistemas de dos dimensiones son los estados de
Bell

|ψ+〉 =
1√
2

(|01〉+ |10〉) (3.10)

|ψ−〉 =
1√
2

(|01〉 − |10〉) (3.11)

|φ+〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) (3.12)

|φ−〉 =
1√
2

(|01〉 − |10〉) (3.13)
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3.2. Qubit: El bit cuántico

En la Teoría Clásica de la Información, John Wilder Tukey2 acuñó el término
de bit3 para referirse a un sistema binario de numeración que está compuesto solo
por dos valores: 0 y 1, los cuales representan acciones opuestas, por ejemplo abrir-
cerrar o encender-apagar. El bit es la unidad mínima de información empleada en
informática, en cualquier dispositivo digital o de almacenamiento, o en la Teoría de
la Información. Por su parte la Teoría Cuántica de la Información tiene su propia
versión del bit: el qubit, el cual está compuesto por dos bases ortonormales |0〉 y
|1〉 de un espacio 2-dimensional. La diferencia entre los modelos es notoria: para el
caso clásico el bit se comporta como una moneda que posee solo dos alternativas
excluyentes entre si, mientras que para el caso cuántico el qubit puede estar en
otro estado además de |0〉 o |1〉. Esto es posible gracias a que en mecánica cuántica
podemos formar combinaciones lineales de estados, conocidas como superposición de
estados :

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 . (3.14)

Los números α y β son números complejos, por lo que un qubit es un vector en un
espacio vectorial complejo de dimensión dos. Las bases |0〉 y |1〉 son conocidas como
base computacional de estados por la analogía del uso de los bits en las ciencias de la
computación. Si realizamos una medición sobre la eq. (3.14), obtendremos el valor 0
con probabilidad |α|2 o 1 con probabilidad |β|2. Resulta evidente que |α|2 + |β|2 = 1,
la cual es conocida como la condición de normalización. Debido a esta propiedad,
podemos reescribir la eq. (3.14)

|ψ〉 = eiγ
(

cos
θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉
)

(3.15)

dónde θ, ϕ, γ ∈ R. Notemos que eiγ es una fase global que podemos ignorar, debido a
que no proporciona ningún efecto observable en las mediciones, por lo que la eq. (3.15)
se reduce a

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiϕ sin

θ

2
|1〉 . (3.16)

2John Wilder Tukey - (16 de junio de 1915 - 26 de julio de 2000) estadísta estadounidense.
3Voz tomada del inglés bit −acrónimo de bi[nary digi]t−, que significa, en informática, ‘unidad

de medida de información equivalente a la elección entre dos posibilidades igualmente probables’.
Su plural es bits.
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Los parámetros θ ∈ [0, π] y ϕ ∈ [0, 2π] definen a los qubits como punto sobre la
superficie de una esfera unitaria tridimensional, conocida como Esfera de Bloch4. En
esta representación geométrica la base |0〉 se ubica en el polo norte, mientras que la
base |1〉 le corresponde el polo sur, tal y como se muestra en la figura

Figura 3.1: Representación de un qubit en la esfera de Bloch. Representación geo-
métrica de un qubit en una esfera de Bloch. Fuente: Imagen generada por el autor.

Gracias a esta representación resulta más fácil observar cuales son los efectos de
ciertas operaciones sobre los qubits. Es por esta razón que, más adelante, retomare-
mos este apartado para visualizar la generación de estados cuánticos utilizados para
las simulaciones de nuestro trabajo.

3.3. Operador densidad

En las secciones anteriores se hizo una descripción de la mecánica cuántica en tér-
mino del lenguaje de los vectores de estado. Otra formulación posible es mediante el
uso del operador densidad omatriz densidad, la cual es utilizada cuando el esta-
do del sistema no es completamente conocido. Supongamos que un sistema cuántico
está, con probabilidad pi, en el estado |ψi〉. Se llamará al conjunto {pi, |ψi〉}ni=1 un
ensemble de estados puros. El operador densidad para este sistema está definido
de acuerdo a

ρ :=
n∑

i=1

pi |ψi〉〈ψi| . (3.17)

4Felix Bloch - (Zúrich, Suiza, 23 de octubre de 1905 - 10 de septiembre de 1983) fue un físico
suizo que trabajó en energía nuclear en el Laboratorio Nacional de Los Álamos y que obtuvo el
Premio Nobel de Física en 1952.
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Si un sistema cuántico está con probabilidad igual a 1 en el estado |ψ〉decimos
que ρ representa a un estado puro descrito por,

ρpuro = |ψ〉〈ψ| . (3.18)

Por otro lado, si un sistema es representado como en (3.17) decimos que es un
estado mezcla, debido a que ρ puede ser descrito como una mezcla de diferentes
estados puros del ensemble {pi, |ψi〉}ni=1.

Supongamos que la evolución de un sistema cuántico es descrito por medio de un
operador unitario U . Si el sistema está inicialmente en un estado |ψi〉 con probabilidad
pi entonces el estado final del sistema se encontrará en U |ψi〉 con probabilidad pi.
Así, la evolución del operador densidad es

ρ =
N∑

i=1

pi |ψi〉〈ψi| U−−−→
N∑

i=1

piU |ψi〉〈ψi|U † = UρU †. (3.19)

Si realizamos una medición descrita por el operadorMm y el estado inicial es |ψi〉,
la probabilidad de obtener el resultado m es

p(m|i) = 〈ψi|M †
mMm|ψi〉 = Tr

{
M †

mMm |ψi〉〈ψi|
}
, (3.20)

dónde se ha utilizado la relación Tr {A |ψ〉〈ψ|} = 〈ψ|A|ψ〉. Por otro lado, la
probabilidad de obtener el resultado m es

p(m) =
∑

i

p(m|i)pi (3.21)

=
∑

i

pi Tr
{
M †

mMm |ψi〉〈ψi|
}

(3.22)

= Tr
{
M †

mMmρ
}
. (3.23)

Si el estado inicial es |ψi〉, entonces el estado luego de obtener el resultado m es

|ψmi 〉 =
Mm |ψi〉√
〈ψi|M †

mMm|ψi〉
. (3.24)

Luego de las mediciones, se genera un ensemble de estados {p(i|m), |ψmi 〉}ni=1. El
operador densidad ρm es, por lo tanto
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ρm =
∑

i

p(i|m)
∣∣ψmi

〉〈
ψmj
∣∣ =

∑

i

p(i|m)
Mm |ψi〉〈ψi|M †

m

〈ψi|M †
mMm|ψi〉

. (3.25)

Utilizando la propiedad p(i|m) = p(m, i)/p(m) = p(m|i)pi/p(m) y los resultados
obtenidos en (3.20) y (3.23), se tiene

ρm =
∑

i

pi
Mm |ψi〉〈ψi|M †

m

Tr
{
M †

mMmρ
} (3.26)

=
MmρM

†
m

Tr
{
M †

mMmρ
} (3.27)

De esta forma, es posible reformular los postulados de la mecánica cuántica en el
lenguaje de los operadores densidad.

3.3.1. Propiedades generales del operador densidad

Los tipos de operadores densidad son caracterizados de acuerdo al siguiente teo-
rema
Teorema 2. Un operador ρ es un operador densidad asociado a un ensemble {pi, |ψi〉}
si y solo si satisface las siguientes condiciones:

1. La traza del operador ρ es igual a uno. Tr{ρ} = 1. [condición de traza]

2. ρ es un operador positivo. 〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0, ∀ψ [Condición de positividad]

Si ρ es un operador que satisface las condiciones del teorema 2, entonces se puede
aplicar el teorema de descomposición espectral

ρ =
∑

j

λk |j〉〈j| (3.28)

donde los vectores |j〉 son ortogonales y λj son autovalores reales y positivos de ρ. De
la condición de la traza, vemos que

∑
i λi = 1. Luego, un sistema, que se encuentra

en el estado |j〉 con probabilidad λj, tendrá asociado un operador ρ. Dicho de otra
forma, el ensemble {λj, |j〉} es un ensemble de estados que da lugar a un operador
densidad ρ.
Teorema 3. El operador densidad ρ es un estado puro si y solo si Tr{ρ2} = 1.
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Una forma geométrica de representar el operador densidad es en una esfera de
Bloch, para ello un estado se puede parametrizar como:

ρ =
1

2
(1+ ~r · ~σ) (3.29)

dónde ~σ := (σx, σy, σz) con

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (3.30)

En esta representación los estados puros deben satisfacer ‖~r‖ = 1 y los estados
mixtos ‖~r‖ < 1. Esto indica que los estados puros son representados como puntos
sobre la esfera de Bloch, mientras que los estados mixtos son puntos en el interior.

3.3.2. Operador densidad reducido

Consideremos un sistema físico compuesto por A y B. El estado total del sistema
lo podemos representar mediante un operador densidad etiquetado como ρAB. El
operador operador densidad reducida para el sistema A es definido como

ρA := TrB
{
ρAB

}
, (3.31)

donde TrB se calcula como

Tr {|a1〉〈a2| ⊗ |b1〉〈b2|} = |a1〉〈a2|Tr 〈|b1〉〈b2|〉 (3.32)

con |a1〉 y |a2〉 son dos vectores en el espacio de estados de A y |b1〉 y |b2〉 son dos
vectores en el estacio de estasdos de B.

3.4. La descomposición de Schmidt

Es una descomposición que permite expresar cualquier estado de un sistema bipar-
tito como una superposición de productos tensoriales de estados de cada subsistema.

Teorema 4. Suponga que |ψ〉 es un estado puro de un sistema compuesto AB.
Entonces existe una base ortonormal de estados |iA〉 ∈ A, y una base ortonormal de
estados |iB〉 ∈ B tal que

|ψ〉 =
∑

i

λi |iA〉 ⊗ |iB〉 , (3.33)
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dónde λi ∈ R+ que satisface
∑

i λ
2
i = 1 los cuales son conocidos como coeficientes

de Schmidt.

Este teorema tiene una consecuencia muy útil para abordar o resolver problemas
en mecánica cuántica. Consideremos, por ejemplo, un estado puro |φ〉 del sistema
compuesto AB. Entonces, por la descomposición de Schmidt, tenemos que ρA =∑

i λ
2
i |iA〉〈iA| y ρB =

∑
i λ

2
i |iB〉〈iB|, entonces los autovalores para ρA y ρB son los

mismos, es decir λ2i para ambas matrices densidad en cada subsistema.

3.5. Estados Isotrópicos y estados de Werner

Definimos un estado isotrópico ρdα sobre un espacio de Hilbert compuesto por dos
subespacios de Hilbert de dimensión d tal que H = H d ⊗H d, como

ρdα = α |φd+〉〈φd+|+
1− α
d2

1⊗ 1, − 1

d2 − 1
≤ α ≤ 1, (3.34)

donde el estado
∣∣φd+
〉
es un estado maximalmente entrelazado definido por

∣∣φd+
〉

:=
1√
d

d−1∑

i=0

|i〉 ⊗ |i〉 , (3.35)

y {|i〉} es una base en H d.

Estos estados son llamados isotrópicos puesto que son invariantes bajo transfor-
maciones U ⊗ U∗5, es decir

(U ⊗ U∗)ρdα(U ⊗ U∗)† = ρdα. (3.36)

Los estados mostrados en la eq. (3.34), de acuerdo al criterio de reducción, satis-
facen

ρdα es separable si − 1

d2 − 1
≤ α ≤ 1

d+ 1
,

ρdα es entrelazado si
1

d+ 1
< α ≤ 1.

(3.37)

De la eq. (3.34) con d = 2 obtenemos los estados de Werner
5U es un operador unitario y U∗ es su complejo conjugado
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ρW = α |φ+〉〈φ+|+
1− α

4
1⊗ 1, −1

3
≤ α ≤ 1, (3.38)

los cuales satisfacen las propiedades mostradas en la siguiente tabla

Características de ρw Valor de α

Separable −1

3
≤ α ≤ 1

3

Entrelazado que no viola Bell
1

3
< α <

1√
2

Entrelazado que viola Bell
1√
2
≤ α ≤ 1

Tabla 3.1: Resumen de propiedades de los estados de Werner. Propiedades de los
estados de Werner en función del parámetro α. Estas propiedades representan es-
tados cuánticos separables, entrelazados que no violan las desigualdades de Bell y
entrelazados que si las violan. Fuente: Elaboración propia.



Capítulo 4

Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen y
Desigualdades de Bell

En la primera mitad del siglo XX, no todos los científicos estaban de acuerdo con
las consecuencias que dejaban las predicciones de la mecánica cuántica a las leyes de
la física. Albert Einstein, uno de los científicos más importantes de nuestra historia,
no estaba ajeno a ello y tenía profundas críticas respecto a esta interpretación, en
particular a la descripción de fenómenos no locales (la llamada acción fantasmagóri-
ca a distancia) y al principio de incertidumbre de Heisenberg. Él estaba convencido
de que «la descripción de la realidad es dada por una función de onda que no es com-
pleta», lo cual queda demostrado en su célebre artículo publicado en 1935. Posterior
a esto, David Bohm realiza una reinterpretación de lo propuesto en EPR dejando
planteada la posibilidad de la necesidad de incorporar variables ocultas auxiliares
que permitían completar la función de onda y así ésta pueda dar una descripción
completa de la realidad. Finalmente, con el trabajo publicado por John Bell en 1964,
la discusión se termina: el demuestra, mediante el uso de variables ocultas, que nin-
guna teoría determinista y local puede reproducir todos los resultados de la Mecánica
Cuántica demostrando así que la mecánica cuántica no es una teoría incompleta y
que el estado cuántico si da una descripción completa de los fenómenos.

En las siguientes secciones se realizará una discusión detallada de todo lo planteado
en éste preámbulo.

4.1. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen

Albert Einstein publica en 1935, junto a Boris Podolsky y Nathan Rosen, su
critica más seria a la mecánica cuántica y sus fundamentos, el artículo llamado “Can

27



28

Quantum-Mechanical Descripcion of Reality be Considered Complete?" [11], donde
cuestionan y ponen de manifiesto un problema aparente contenido en la teoría. Los
autores estaban convencidos de que la mecánica cuántica, de ser local, daría una
descripción incompleta de la realidad física, concluyendo que «la descripción de la
realidad es dada por una función de onda que no es completa». Para comprender esta
conclusión, debemos definir algunos conceptos fundamentales descritos en el artículo
EPR.

Para intentar juzgar el éxito de una teoría física, debemos hacernos dos preguntas

(1) ¿Es una teoría correcta?

(2) ¿Es completa la descripción dada por esta teoría?

Este contexto, una teoría correcta se define como el grado de acuerdo entre la
conclusión de una teoría y la experiencia humana. En física la experiencia que nos
permite inferir la realidad objetiva son los experimentos y las mediciones. Es por esto
que una teoría correcta debe ser capaz de calcular y predecir hechos comprobables
experimentalmente. Por otro lado, una teoría completa debe cumplir necesariamente
lo siguiente: «todo elemento de realidad física debe tener una contraparte en la teoría
física». Esta afirmación es conocida como condición de completitud.

Los elementos de realidad física no pueden ser determinados a priori por consi-
deraciones filosóficas, deben encontrarse apelando a experimentos y mediciones. Así,
utilizaremos el siguiente criterio que consideraremos razonable «Si, sin perturbar de
forma alguna un sistema, podemos predecir con certeza (es decir, con probabilidad
igual a la unidad) el valor de una cantidad física, entonces un elemento de reali-
dad física correspondiente a esta cantidad física». Esta criterio es una condición de
suficiencia, no de necesidad.

Para ilustrar estas ideas consideremos el movimiento de una partícula en una
dimensión, donde el estado, que suponemos que está completamente caracterizado
por la función de onda Ψ, es una función que describe el comportamiento de la
partícula. A cada cantidad físicamente observable A le corresponde un operador, el
cual será etiquetado con la misma letra.

Si Ψ es una autofunción del operador A, entonces

AΨ = aΨ, (4.1)

donde a es el autovalor asociado. Así, la cantidad física A tiene con certeza el valor
a cuando la partícula está en el estado dado por Ψ. De acuerdo con el criterio de
realidad, para una partícula en el estado Ψ que satisface la eq. (4.1), hay un elemento
de realidad física correspondiente a la cantidad física A. Si, por ejemplo la función
de onda Ψ es
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Ψ(x) = e(2πi/h)p0x (4.2)

donde h es la constante de Planck, p0 es algún numero constante y x es la variable in-
dependiente. Debido a que el operador correspondiente al momentum de la partícula
es

P =

(
h

2πi

)
∂

∂x
, (4.3)

obtenemos

PΨ =

(
h

2πi

)
∂Ψ

∂x
= p0Ψ. (4.4)

Así, en la eq. (4.4) vemos que el momentum tiene indudablemente el valor p0. Con
este resultado tiene sentido decir que el momentum de la partícula con función de
onda eq. (4.2) es un elemento de realidad.

Por otro lado, si la eq. (4.1) no se satisface, entonces no podemos asegurar que A
tiene un valor en particular. Para el ejemplo anterior, no podemos decir nada sobre
la posición de la partícula. El operador correspondiente a la posición es representado
por Q. Luego,

QΨ = xΨ 6= aΨ. (4.5)

donde a es el autovalor presentado en la eq. (4.1). De acuerdo a la mecánica cuántica,
solo podemos decir que la probabilidad relativa de que una medida de la posición
nos de un resultado entre a y b es

P (a, b) =

∫ b

a

ΨΨdx =

∫ b

a

dx = b− a. (4.6)

Debido a que la probabilidad es independiente de a pero que dependen solo de la
diferencia b− a, podemos ver que todos los valores de las posiciones son igualmente
probables.

Un valor definido de la posición, para una partícula dada por la función de onda
definida en la eq. (4.2), no es predecible, pero podría ser obtenido solo por una
medición directa. Dicha medición perturba a la partícula y altera su estado. Así la
posición queda determinada pero la partícula ya no estará en el estado dado por la
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eq. (4.2). A partir de este resultado concluimos que cuando el momentum de la
partícula es conocido, su posición no posee realidad física.

Como es sabido, si dos operadores corresponden a dos cantidades físicas, llamadas
A y B y no conmutan AB 6= BA, entonces solo podemos conocer con precisión
una de ellas a la vez. Dicho de otra forma, el conocimiento de una implica el des-
conocimiento de la otra. Esta afirmación es conocida en mecánica cuántica como el
principio de incertidumbre de Heisenberg y puede ser representada para los opera-
dores posición y momentum como

[Q,P ] = i~. (4.7)

A partir de lo expuesto anteriormente, se observa que los criterios de realidad
física y completitud implican a una disyuntiva excluyente entre dos posibilidades:

(1) la descripción de realidad dada por la función de onda en mecánica cuántica
no es completa

(2) cuando los operadores correspondientes a dos cantidades físicas no conmutan
dichas cantidades no poseen realidad física simultánea.

Para ilustrar esto, consideremos un sistema bipartito o de dos partes, I y II,
las cuales permitiremos que interactúen entre los tiempos t = 0 y t = T . Posterior
a este intervalo de tiempo los subsistemas no interactúan entre si. Supondremos,
además, que el estado de los dos sistemas antes de t = 0 eran conocidos. Sea Ψ
la función de onda correspondiente al sistema completo, a1, a2, . . . los autovalores
de alguna cantidad A del sistema I y u1(x1), u2(x1), u3(x1), . . . las autofunciones
correspondientes, donde x1 indica las variables definidas para el primer sistema.
Entonces la función de onda Ψ es una función de x1 y puede ser expandida como

Ψ(x1, x2) =
∞∑

n=1

ψn(x2)un(x1), (4.8)

donde x2 señala las variables que describen el segundo sistema. Aquí, ψn(x2) debe
ser considerado como el coeficiente de la expansión de Ψ en una serie de funciones
ortogonales un(x1). Supongamos ahora que la cantidad A es medida y el resultado de
aquella medición es ak. Después de la medición el estado del primer sistema es dado
por la función de onda uk(x1) y el estado del segundo sistema es dado por ψk(x2).
De esta forma el estado total queda reducido a

Ψ(x1, x2) ∝ ψk(x2)uk(x1). (4.9)
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Notemos que el valor de un(x1) queda determinado por la elección de la cantidad
física A. Por otro lado, consideremos la cantidad B que es medida sobre el primer
sistema, con autovalores b1, b2, . . . y autofunciones v1(x1), v2(x1), . . . , tendremos otra
expansión para Ψ en lugar de la mostrada en la eq. (4.8), la cual es dada por

Ψ(x1, x2) =
∞∑

s=1

ϕs(x2)vs(x1) (4.10)

donde los ϕs son nuevos coeficientes. Supongamos que medimos la cantidad B con
resultado br. De esta forma, el estado del primer sistema queda en vr(x1) mientras
que el segundo sistema es dejado en ϕs(x2).

De lo expuesto se desprende que al realizar dos mediciones diferentes sobre el pri-
mer sistema, el segundo sistema puede quedar en estados con dos funciones de onda
distintas. Por otro lado, en ausencia de interacción entre los sistemas, ningún cam-
bio real debiese ocurrir en el segundo sistema como consecuencias de realizar alguna
medida sobre el primero. Así, es posible asignar dos funciones de onda diferentes (en
lo anterior ψ y ϕ) a la misma realidad (el segundo sistema luego de interactuar con
el primero).

Ahora consideremos que ψ y ϕ son autofunciones de dos operadores que no conmu-
tan, como el operador posición (Q) y el operador momentum (P ), respectivamente.
Consideremos que los dos sistemas son dos partículas y que

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞

−∞
e(2πi/h)(x1−x2+x0)pdp, (4.11)

donde x0 es alguna constante. Sea A el momentum de la primera partícula, entonces,
como vimos en la ecuación eq. (4.4), sus autofunciones serán

up(x1) = e(2πi/h)px1 (4.12)

correspondiente al autovalor p. Debido a que se está estudiando el caso sobre un
espectro continuo, la eq. (4.8) puede ser escrita como

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞

−∞
ψp(x2)up(x1)dp (4.13)

donde ahora tenemos que

ψp(x2) = e−(2πi/h)(x2−x0)p. (4.14)
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Luego, ψp es la autofunción del operador

P =
h

2πi

∂

∂x2
(4.15)

correspondiente al autovalor −p del operador momentum de la segunda partícula.
Por otro lado, si B es la posición de la primera partícula, esta tiene autofunciones

vx(x1) = δ(x1 − x) (4.16)

con autovalor x, donde δ es la delta de Dirac. Así, la versión continua de la eq. (4.8)
es

Ψ(x1, x2) =

∫ ∞

−∞
ϕx(x2)vx(x1)dx (4.17)

donde

ϕx(x2) =

∫ ∞

−∞
e(2πi/h)(x−x2+x0)pdp = hδ(x− x2 + x0). (4.18)

Sin embargo, ϕx es autofunción del operador

Q = x2 (4.19)

correspondiente al autovalor x+ x0 de la posición de la segunda partícula. Ya que

PQ−QP = i~, (4.20)

se ha mostrado que, en general, es posible que ψk y ϕr sean autofunciones de dos
operadores que no conmutan, correspondientes a cantidades físicas.

De acuerdo los casos planteados en las ecuaciones (4.8) y (4.10), asumimos que
ψk y ϕr son en realidad autofunciones de operadores que no conmutan P y Q,
correspondientes a los autovalores pk y qr, respectivamente. Así, si medimos A o B,
podemos predecir con certeza y sin perturbar de forma alguna el segundo sistema,
ya sea el valor de la cantidad P (que es pk) o el valor de la cantidad Q (que es qr).
Así, de acuerdo con el criterio de realidad planteado anteriormente, en el primer caso
la cantidad P tiene un elemento de realidad, en el segundo caso la cantidad Q es
un elemento de realidad, pero, como vimos, ambas funciones ψk y ϕr pertenecen a
la misma realidad.
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Como partimos suponiendo que la función de onda da una completa descripción de
la realidad física, se llega a la conclusión que las dos cantidades, con dos operadores
que no conmutan, pueden tener la misma realidad física. Así, la negación de la
afirmación (1) conduce a la negación de la afirmación (2), concluyendo finalmente
que, entonces, la realidad física dada por la función de onda no es completa.
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4.2. La versión de Bohm-Aharonov (1957)

David Bohm y Yakir Aharonov en 1957 [4] proponen una versión alternativa y
simplificada de la critica realizada por EPR, donde utiliza para su estudio las com-
ponentes de espin de dos partículas con espin 1/2.

El planteamiento de Bohm-Aharonov considera dos partículas que se alejan entre
si desde la fuente que las produce, cuyos espines son opuestos de tal modo que el espín
total del sistema completo sea cero. A una cierta distancia, se ubican dos observables
llamados Alice y Bob compuestos cada uno por aparatos de Stern-Gerlach. En Alice
el aparato puede rotar en 90o permitiendo medir las componentes de espín en z o x,
mientras que para Bob el aparato solo puede medir en la dirección z.

El estado que describe esta configuración es dado por el estado singlete, el cual es
un estado maximalmente entrelazado,

|Ψs〉 =
1√
2

(|+〉z |−〉z − |−〉z |+〉z) . (4.21)

Para ver el efecto de este experimento es necesario realizar medidas en los dos
sistemas. Si, por ejemplo, Alice mide con S1,z en su sistema, obtendrá el resultado
+1 y el estado singlete queda reducido a |+〉z |−〉z perdiendo el entrelazamiento y
las quedando las componentes de espín perfectamente definidas. Si, ahora, Bob mide
con S2,z en su sitio obtendrá, sin lugar a dudas, −1 sin afectar en ningún caso al
sistema. De esta forma S2,z tiene realidad física para Bob.

Si Alice decide medir la componente S1,x, para obtener los resultados +1 o −1 el
tratamiento es ligeramente distinto. Vemos que |±〉z se puede re escribir como

|±〉z =
1√
2

(|+〉z ± |−〉x) . (4.22)

Así, |Ψs〉 queda

|Ψs〉 =
1

2
[|+〉x ⊗ (|−〉z + |+〉z)− |−〉x (|−〉z + |+〉z)] (4.23)

Si, por ejemplo, Alice mide y obtiene −1, entonces el estado es

|Ψs〉 −→ |−〉x ⊗
|−〉z + |+〉z√

2
(4.24)

Usando la eq. (4.22), la expresión anterior puede ser representada como
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|Ψs〉 −→ |−〉x ⊗
1√
2

[
1√
2

(|+〉x − |−〉x) +
1√
2

(|+〉x + |−〉x)
]

= |−〉x |+〉x . (4.25)

De la eq. (4.25) vemos que la partícula del sistema 2 tiene un valor bien definido
para la componente S2,x. Por otro lado, si Bob decide medir S2,z puede obtener los
valores +1 o −1 con igual probabilidad. Por lo tanto, podemos asegurar que S2,x

posee realidad física (puesto que se conoce su resultado de antemano), mientras que
S2,z no.

De acuerdo a lo expuesto por EPR, al momento de realizar una medida sobre
Alice, la realidad física de Bob está siendo afectada al instante a pesar de que se
encuentran en sitios diferentes. Debido a esto se debe abandonar el concepto de
localidad para esta situación. Por otro lado, una vez que Alice realiza sus mediciones
sobre su sistema, las cantidades S2,x y S2,z estarían bien definidas en la realidad de
Bob. Finalmente la única posibilidad es que el estado |Ψ〉 no de una descripción
completa de la realidad física del sistema propuesto. Esta conclusión implica que la
mecánica cuántica no es capaz de dar una descripción completa de la realidad física
de los sistemas, requiriendo variables ocultas adicionales que permitan complementar
la descripción dada por el estado |Ψ〉.

4.3. Desigualdad de Bell (1965)

A partir de lo expuesto por David Bohm, John Bell en 1965 publica un artículo
donde demuestra que toda teoría de variables ocultas que sea determinista y local
tiene necesariamente algunas predicciones incompatibles con la Mecánica Cuántica,
garantizando que existe una incompatibilidad entre ésta y cualquier teoría deter-
minista local de variables ocultas. Esto queda expuesto mediante una demostración
matemática, que conduce a una inecuación, la cual que permite enunciar posterior-
mente el teorema de Bell.

Supongamos el mismo escenario planteado por Bohm. A la misma distancia de la
fuente pero en direcciones opuestas, se ubican Alice y Bob provistos con dos aparatos
que miden de forma simultánea las componentes de espín de cada partícula en dos
direcciones â y b̂. Llamaremos A(â) al resultado de la medición realizada por Alice
a la partícula 1 en la dirección â y B(b̂) el resultado la medición sobre la partícula 2
de Bob en la dirección b̂. Si se mide sobre el estado singlete en la locación de Alice
en la dirección â [A(â)] y el resultado es +1, entonces, según la mecánica cuántica,
la medida en Bob en la dirección â [B(â)] debe ser −1. Debido a que es posible
predecir el resultado de B(â) a partir del resultado obtenido en A(â) y como además
las partículas están separadas, podemos afirmar que B(â) es un elemento de realidad
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de acuerdo a lo expuesto por EPR. Notemos que también esto ocurre en el sentido
inverso, es decir, A(â) = −1 y B(â) = +1. Además, debido a que â es arbitrario,
para cada elección del vector unitario obtendremos elementos de realidad para la
segunda partícula.

De la conclusión del trabajo de Bohn, utilizaremos una variable auxiliar descono-
cida λ llamada variable oculta, la cual nos permitirá describir de manera completa el
estado del sistema. Al considerar λ estamos asumiendo una hipótesis determinista
adicional al planteado en los trabajos anteriores. De esta forma, si consideramos el
escenario expuesto anteriormente, y añadiendo esta variable oculta, la medida sobre
la primera partícula queda determinada por la dirección de medición y la variable
oculta λ. Así, A(â, λ) indica el resultado (que puede ser +1 o −1) de medir a la
primera partícula en la dirección â, análogamente B(b̂, λ) representa el resultado de
medir la segunda partícula en la dirección b̂. De esta forma,

A(â, λ) = ±1, B(b̂, λ) = ±1. (4.26)

Supondremos que cada medida esta determinada por el parámetro λ. De acuerdo
al principio de localidad, el resultado de la medición sobre la primera partículaA(â, λ)
no depende de lo que se mida en la segunda, ni que B(b̂, λ) dependa de lo que se
mida en la primera.

Asumiremos, además, que las variables ocultas tienen distribución de probabilidad
ρ(λ) que satisface

∫
ρ(λ)dλ = 1. (4.27)

De lo anterior, definimos la función de correlación entre los resultados de las
mediciones realizadas sobre cada partícula, como

P (â, b̂) =

∫
ρ(λ)A(â, λ)B(b̂, λ) dλ. (4.28)

Consideremos, una medición sobre la segunda partícula orientada sobre la direc-
ción b̂′. Notemos que solo se puede realizar una medición por vez tanto en Alice como
en Bob, pero esta medición adicional se puede realizar sobre otro estado idéntica-
mente preparado. De esta manera, podemos calcular

P (â, b̂)− P (â, b̂′) =

∫ [
A(â, λ)B(b̂, λ)− A(â, λ)B(b̂′, λ)

]
ρ(λ)dλ. (4.29)



37

Debido a que el espín total del sistema es cero, tenemos

A(b̂, λ) = −B(b̂, λ), A(b̂′, λ) = −B(b̂′, λ). (4.30)

De acuerdo a las relaciones (4.30) podemos reescribir la eq. (4.29),

P (â, b̂)− P (â, b̂′) = −
∫ [

A(â, λ)A(b̂, λ)− A(â, λ)A(b̂′, λ)
]
ρ(λ)dλ. (4.31)

Considerando que A(b̂, λ)A(b̂, λ) = 1, la eq. (4.31) queda

P (â, b̂)− P (â, b̂′) = −
∫
A(â, λ)A(b̂, λ)

[
1− A(b̂, λ)A(b̂′, λ)

]
ρ(λ)dλ. (4.32)

Puesto queA(â, λ)A(b̂, λ) puede ser +1 o−1, tendrá valor absoluto 1 y
[
1− A(â, λ)A(b̂′, λ)

]

es no negativo y, por lo tanto, es igual a su valor absoluto. Considerando esto y to-
mando el valor absoluto en ambos lados, obtenemos

∣∣∣P (â, b̂)− P (â, b̂′)
∣∣∣ ≤

∫ [
1− A(b̂, λ)A(b̂′, λ)

]
ρ(λ)dλ = 1 + P (b̂, b̂′). (4.33)

La eq. (4.33) es la desigualdad de Bell original mostrada en su artículo de 1964.
Esta expresión nos indica que la formulación mediante el uso de variables ocultas
locales está acotada. A partir de ella se puede demostrar que las variables ocultas
deterministas son incompatibles con la mecánica cuántica, para ello debemos mostrar
que la predicción cuántica supera o viola la desigualdad presentada en la eq. (4.33).

Supongamos que la función de correlación (4.28) coincide con el valor medio cuán-
tico asociado a las medidas de espín simultáneas de cada partícula en dos direcciones
â y b̂,

〈Ψ|A(â⊗B(b̂)|Ψ〉 = −â · b̂ = − cos θab. (4.34)

Esta correlación cuántica solo depende de la orientación de las direcciones en las
que se aplican las mediciones. Si se eligen tres orientaciones coplanares para â, b̂, b̂′,
de modo tal que formen ángulos de 60o entre ellos, se obtienen las correlaciones
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PMC(â, b̂) = PMC(b̂, b̂′) = −1

2
, PMC(â, b̂′) =

1

2
. (4.35)

Finalmente con la relación (4.35), tenemos

∣∣∣PMC(â, b̂)− PMC(â, b̂′)
∣∣∣− PMC(b̂, b̂′) =

3

2
> 1, (4.36)

violando la expresión (4.33). Este resultado puso en manifiesto que las teorías locales
deterministas de variables ocultas son incompatibles con las predicciones que realiza
la mecánica cuántica. Lo asombroso de este resultado es que plantea la posibilidad
de una verificación experimental. Sin embargo, se requiere de correlaciones perfectas
que nunca fueron realizadas experimentalmente. Debido a esto, en 1969 J. Clauser,
M. Horne, A. Shimony y R. Holt proponen una alternativa, una nueva desigualdad
de Bell que si puede ser testeada con mayor facilidad en los laboratorios.

4.4. Desigualdad Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH)
(1969)

De acuerdo al artículo publicado por J. Clauser, M. Horne, A. Shimony y R. Holt
en 1969 [9], es posible construir un experimento que permita verificar si la mecánica
cuántica es o no consistente con una familia de teorías de variables ocultas (HVT).

Consideremos un sistema bipartito compuesto por Alice y Bob quienes están lo
suficientemente separados para evitar cualquier tipo de interacción entre ellos (cau-
salidad). Cada uno posee dos observables Ai y Bi los cuales realizan mediciones en
las direcciones â y b̂ respectivamente, que están configurados para tener dos salidas
posibles y opuestas representadas como ±1. A cada parte se le envían dos partículas
idénticas que provienen de una fuente en común.

Supongamos que una correlación estadística entre las mediciones de Alice A(â) y
Bob B(b̂) es debido a la información llevada y localizada por cada partícula, y que,
en algún momento del pasado, las partículas conformaron un par que estuvieron en
contacto e interactuaron. Esta información no es cuántica y es parte de un conjunto
de variables ocultas, las cuales son denotadas generalmente como λ. De esta forma
los resultados de cada medición están dados por A(â, λ) y B(b̂, λ). Adicionalmente,
requerimos que A(â, λ) no dependa de la dirección b̂ en Bob y que B(b̂, λ) no dependa
de la dirección â en Alice, puesto que están separadas a grandes distancias. Puesto
que las partículas son generaras independientes de los ajustes â y b̂, se asume que la
distribución de probabilidad ρ(λ) que caracteriza el sistema solo depende de λ.
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Definimos como 〈A(â, λ)〉 y 〈B(b̂, λ)〉 los valores promedio de los resultados A(â, λ)
y B(b̂, λ). Definimos la función de correlación como

P (â, b̂) =

∫
dλ ρ(λ) 〈A(â, λ)〉 〈B(b̂, λ)〉 (4.37)

P (â, b̂)− P (â, d̂) =

∫
dλ ρ(λ)

[
〈A(â, λ)〉 〈B(b̂, λ)〉

(
1± 〈A(ĉ, λ)〉 〈B(d̂, λ)〉

)]

−
∫

dλ ρ(λ)
[
〈A(â, λ)〉 〈B(d̂, λ)〉

(
1± 〈A(ĉ, λ)〉 〈B(b̂, λ)〉

)]
,

(4.38)

entonces,
∣∣∣P (â, b̂)− P (â, d̂)

∣∣∣ ≤
∫

dλ ρ(λ)
(

2± 〈A(ĉ, λ)〉 〈B(d̂, λ)〉 ± 〈A(ĉ, λ)〉 〈B(b̂, λ)〉
)

(4.39)

Luego,
∣∣∣P (â, b̂)− P (â, d̂)

∣∣∣ ≤ 2±
(
P (ĉ, d̂) + P (ĉ, b̂)

)
(4.40)

∣∣∣P (â, b̂)− P (â, d̂)
∣∣∣+
∣∣∣P (ĉ, d̂) + P (ĉ, b̂)

∣∣∣ ≤ 2. (4.41)

Utilizando la desigualdad triangular, se tiene que

− 2 ≤ P (â, b̂)− P (â, d̂+ P (ĉ, d̂) + P (ĉ, b̂) ≤ 2, (4.42)

la cual es la popular desigualdad CHSH.

Con frecuencia se encuentra representada como los valores de expectación de los
valores obtenidos en un experimento, esto es

S = |E11 + E12 + E21 − E22| ≤ 2, (4.43)

con Eij = Tr{ρ(Ai ⊗Bj)} i, j = 1, 2, donde Ai y Bj tienen valores propios ±1. De
esta manera y en concordancia con el teorema de Bell, si la parte izquierda de la
eq. (4.43) es menor que 2, entonces el sistema puede ser descrito mediante teorías
de variables ocultas locales y los estados que cumplan con esta característica se les
denomina estados separables. Por otro lado, si S > 2, entonces decimos que el estado
viola la desigualdad CHSH y, por lo tanto, no puede ser descrito en término de
teorías de variables ocultas locales.
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4.5. Máxima violación de la desigualdad CHSH pa-
ra estados cuánticos de dimensión arbitraria

N. Gisin y A. Peres [14] demuestran que es posible encontrar pares de observables
cuyas correlaciones violen las desigualdades de Bell.

Teorema 5. Sea ψ ∈H1 ⊗H2. Si ψ no es factorizable, existen observables A⊗B,
con autovalores ±1, cuyas correlaciones violen la desigualdad CHSH

|E11 + E12 + E21 − E22| ≤ 2 (4.44)

dónde Eij = 〈ψ|Ai ⊗Bj|ψ〉.

Demostración: Cualquier estado ψ puede ser escrito en su descomposición de
Schmidt de acuerdo a

ψ =
∑

i

ciui ⊗ vi, (4.45)

donde {ui} y {vi} son dos bases ortogonales en H1 y H2, respectivamente. Es posible
elegir sus fases para que todos los ci sean reales y positivos, y etiquetarlos como
c1 ≥ c2 ≥ ... ≥ 0. Ahora podemos restringir nuestra atención al caso de subespacios
N-dimensionales de H1 y H2 los cuales corresponden a términos no nulos de cj. Un
estado separable ocurre para N > 1.

Con las bases ortonormales definidas anteriormente, sean Γx y Γz matrices diago-
nales por bloque, donde cada bloque es una matriz de Pauli, σx y σy, respectivamente:

Γx :=




σx 0 0 · · ·
0 σx 0 · · ·
0 0 σx · · ·
...

...
... . . .


, Γz :=




σz 0 0 · · ·
0 σz 0 · · ·
0 0 σz · · ·
...

...
... . . .


 (4.46)

Es decir, los elementos distintos de cero de Γx y Γz son

(Γx)2n−1,2n = (Γx)2n,2n−1 = 1, (Γz)n,n = (−1)n−1. (4.47)

SiN es impar (el cual complica ligeramente la demostración) tomaremos (Γz)NN =
0 en lugar de 1, y definimos otra matriz Π cuyos elementos distintos de cero son
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ΠNN = 1. Si N es par, Π es la matriz nula. Además, es conveniente definir un
número γ tal que

γ = c2N (para N impar), γ = 0 (para N par). (4.48)

Con la notación anterior, consideremos los observables

A(α1) := Γx sinα1 + Γz cosα1 + Π

B(β1) := Γx sin β1 + Γz cos β1 + Π
(4.49)

Los autovalores de A(α) y B(β), denotados por a y b respectivamente, son ±1 y
las correlaciones de esos observables son

E11 = 〈ψ|A(α1)⊗B(α1)|ψ〉 = (1− γ) cosα1 cos β1 +K sinα1 sin β1 + γ (4.50)

donde Ai := A(αi), Bi := B(βi) y

K := 2(c1c2 + c3c4 + · · · ) (4.51)

si siempre es positivo para estados no factorizables. En particular, si elegimos α1 = 0,
α2 = π/2, y β1 = −β2 = tan−1 [K/(1− γ)], obtenemos

E11 + E12 + E21 − E22 = 2
[
(1− γ)2 +K2

]1/2
+ 2γ

> 2(1− γ) + 2γ,
(4.52)

la cual contradice la eq. (4.44). �

En el caso especial de un par de partículas de spin j en un estado singlete, tenemos

ci = (2j + 1)−1/2, ∀i, (4.53)

y, por tanto, K = 1 si 2j+1 es par. El lado derecho de la eq. (4.52) es, entonces, 2
√

2
el cual es la máxima violación de la desigualdad permitida de acuerdo al teorema
de Cirel’son [8]. Si, por otro lado, 2j es par, uno de los términos de la suma en la
eq. (4.51) no tiene pareja y K es solo 2j/(2j + 1).



Capítulo 5

Algoritmos de optimización

5.1. Introducción: algoritmo del gradiente descen-
dente

El algoritmo del gradiente descendente (AGD) es un método iterativo que permite
hallar el punto p̃ ∈ Ω tal que la función de prueba f : Ω ⊆ Rn → R alcance un
mínimo. De lo anterior, f debe satisfacer la condición,

∇f(p̃) = 0. (5.1)

Para abordar este problema consideramos una sucesión de puntos {p̂} tal que p̂
converge a p̃. La secuencia iterativa tiene la forma,

p̂k+1 = p̂k − αk∇f(p̂k), (5.2)

donde el parámetro αk se elige de manera tal que p̂k+1 ∈ Ω y f(p̂k+1) < f(p̂k),
Λk ∈ Rn es la dirección del paso y αk ∈ R es el tamaño del paso. Requerimos que
el algoritmo se detenga cuando ∇f(p̂k) sea muy cercano a cero, esto ocurre cuando
∇f(p̂k) < ε, con ε > 0. Usualmente se utiliza el tamaño del paso constante αk = α y

tamaño del paso decreciente, es decir ĺım
k→∞

tk = 0 cuando
∞∑

k=1

tk diverge.

Por otra parte, existe el algoritmo del gradiente ascendente el cual es un método
iterativo análogo en estructura al AGD, donde se busca el punto donde función de
prueba f alcanza un máximo. Para su implementación basta con cambiar de signo
el gradiente en la ecuación (5.2), es decir,
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p̂k+1 = p̂k + αk∇f(p̂k), (5.3)

Para este caso se mantienen las consideraciones expresadas para el método AGD.

Figura 5.1: Diagrama del método del gradiente descendente. Representación gráfica
del método del gradiente descendente. Dado un punto inicial de partida (guess),
el algoritmo permite acercarse de manera asintótica y en una secuencia finita de
iteraciones al punto donde la función alcanza un mínimo. Fuente: Imagen generada
por el autor.

5.2. Simultaneous Perturbation Stochastic Appro-
ximation (SPSA)

El algoritmo Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SPSA), pre-
sentado por J. C. Spall [20] en 1992, es una secuencia iterativa gradiente ascendente
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que permite hallar el punto donde la función objetivo alcanza un mínimo. Las carac-
terísticas principales de este método es que considera pasos que van disminuyendo
en tamaño en cada iteración, el uso de múltiples parámetros desconocidos y la im-
plementación de una aproximación del gradiente para la elección de la dirección del
paso.

El problema se puede resumir en la búsqueda de un x̃ ∈ Rn tal que f : Rn → R
satisfaga

g̃(x̃) = ∇f(x̃) = 0. (5.4)

El algoritmo de búsqueda es de la forma,

x̂k+1 = x̂k − αkĝk(x̂k), (5.5)

donde αk es el tamaño del paso que disminuye en cada iteración y ĝk ∈ Rn es la
estimación del gradiente g̃ en la k-ésima iteración. La i-ésima componente de ĝk se
obtiene como

ĝk,i(x̂) =
f(x̂k + βk∆k) + εk,+ − f(x̂k − βk∆k)− εk,−

2βk4k,i

, (5.6)

donde βk es un parámetro positivo, ∆k ∈ Rn es un vector generado uniformemente
cuyas componentes son representadas por 4k,i y εk,± son términos de ruido. Los
parámetros αk y βk de las ecuaciones (5.5) y (5.6) se calculan de acuerdo a las
siguientes expresiones,

αk =
a

(k + 1 + A)s
, βk =

b

(k + 1)t
. (5.7)
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El conjunto de parámetros a, A, b, s y t de las ecuaciones (5.7) son llamados
ganancias y son sumamente importantes para el desempeño de SPSA: una mala
elección provoca resultados no deseados, como una lenta convergencia del algoritmo.
Pese a esto, existen dos conjuntos particulares de ganancias recomendadas [20], [18]
que han demostrado tener buen rendimiento aplicado a diferentes problemas.

a A b s t

Estándar 3,0 0 0,1 0,602 0,101

Asintótico 3,0 0 0,1 1 1/6

Tabla 5.1: Elección usual de ganancias para el algoritmo de SPSA. Fuente: Elabo-
ración propia.

Se debe tener en cuenta que estas ganancias son recomendadas, por lo que puede
existir otro conjunto que permita un mejor rendimiento del algoritmo. Es por esto que
la búsqueda de ganancias es otro problema de optimización más grande y complicado
de resolver.

A continuación se mostrarán las definiciones y teoremas que garantizan la con-
vergencia del algoritmo. El detalle de las demostraciones puede ser visto en [20]. El
lema 1 muestra las condiciones bajo las cuales el sesgo en el estimador del gradiente
ĝk(·) de g va a 0 cuando k →∞.

Teorema 6. El no sesgo en el estimador del gradiente Para α0, α1 y α2

constantes reales positivas y Ω ∈ {ω} el espacio muestral que genera la secuencia
x̂1, x̂2, . . . , considere todos los k ≥ K para algún K < ∞ y suponga que para para
cada k de {∆k,i} son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) y simétrica-
mente distribuidos (E(∆k,i) = 0) cerca del 0 con |∆k,i| ≤ α0 casi seguramente (a.s.)
y E

∣∣∆−1k,i
∣∣ ≤ α1. Para casi todos x̂k (en cada k ≥ K) supongamos que para todo x

en una vecindad abierta de x̂k que no es una función de k o ω, f ∈ C 3(Rn) con∣∣∂xi∂xj∂xlf(x)
∣∣ ≤ α2. Entonces, para casi todos ω ∈ Ω

bk(x̂k) = O(β2
k). (5.8)

Lema 1. Dada las condiciones del teorema 6 y las siguientes suposiciones:

A1: αk, βk > 0 ∀k ; αk → 0, βk → 0 cuando k →∞;

∞∑

k=0

αk =∞,
∞∑

k=0

(
αk
βk

)2

<∞ (5.9)
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A2: Para algún γ0,γ1,γ2 > 0 y ∀k, E(ε2k,±) < γ0, E([f(x̂k ± βk∆k)]
2) ≤ γ1, E(∆−2k,i) ≤

γ2,

A3: ‖x̂k‖ <∞ a.s. ∀k,
A4: x(t) = x̃ es una solución asintóticamente estable de la ecuación diferencial

dx(t)/dt = −g(x),

A5: Sea D(x̃) =
{
x0 : ĺım

t→∞
x(t|x0) = x̃

}
donde denota la solución de la ecuación

diferencial de A4 basado en la condición inicial x(0) = x0 (esto es D(x̃) es un
dominio de atracción). Existe un compacto S ⊆ D(x̃) tal que x̃ ∈ S

entonces

ĺım
x→∞

x̂k = x̃. (5.10)

De esta forma, se garantiza la convergencia del algoritmo.

5.2.1. Aplicaciones de SPSA en Información Cuántica: SGQT

El algoritmo SPSA ha mostrado1 tener una gran versatilidad debido a que puede
ser aplicada en diferentes áreas, como: óptica adaptativa, modelamiento atmosférico y
planetario, economía, imágenes médicas, entre otras. En esta sección nos centraremos
en la aplicación de SPSA al problema de tomografía de estados cuánticos.

El método self-guided quantum tomography (SGQT) presentado por Christopher
Ferrie [13] muestra un proceso iterativo autoguiado basado en SPSA que permite
estimar el estado cuántico desconocido (ρ) de un sistema a partir de un estado de
partida generado al azar (σ). Para poder realizar una comparación entre los estados
debemos fijar una medida de distancia entre ellos m(σ, ρ) y la única restricción es
que aquella distancia pueda ser estimada a partir experimentos, es por eso que se
tiene acceso a

f(σ) = 〈m(σ, ρ)〉 . (5.11)

De esta manera el algoritmo SGQT provee iterativamente nuevos estados σ que
van convergiendo a ρ mediante estimaciones de la función f(σ). En este contexto
SGQT solo necesita dos estados iniciales σ± y estimaciones del experimento f(σ±)
para proporcionar una estimación no sesgada del gradiente, el cual nos indicará la
dirección hacia el estado que deseamos conocer.

1Lista de artículos donde ha sido usado SPSA: http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/
References-List_Ref.htm

http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/References-List_Ref.htm
http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/References-List_Ref.htm
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Suponiendo que ya nos encontramos en la k-ésima iteración, el procedimiento es
el siguiente:

1. Generar una dirección aleatoria definida por 4k,

2. Calcular la estimación del gradiente en esa dirección,

gk =
f(σk + βk4k)− f(σk − βk4k)

2βk
4k, (5.12)

3. Calcular el punto de partida de la siguiente iteración,

σk+1 = σk + αkgk, (5.13)

donde αk y βk están definidas en la eq. (5.7). Así, conforme k →∞ entonces σ → ρ.
Un ejemplo de medida de distancia es la infidelidad entre dos estados [17],

m(σ, ρ) = 1− F (σ, ρ). (5.14)

Para estados puros esta expresión es equivalente a

m(ψ, φ) = 1− |〈ψ|φ〉|2, (5.15)

y puede ser estimada midiendo en la base que contiene |φ〉, es decir, mediante el
conteo del número de resultados en la dirección de |φ〉, etiquetada como n(φ+), por
lo que se puede estimar de acuerdo a

m(ψ, φ) ≈ 1− n(φ+)

n(φ+) + n(φ−)
, (5.16)

la cual puede variar debido a fluctuaciones estadísticas.
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FIG. 1: Estimating the state of a qubit via SGQT and the
fidelity metric. On the left, each fidelity estimate was gen-
erated with N = 102 single shot experiments—on the right,
N = 104. Each line represents one of three runs with k = 103

iterations.

our problem but the asymptotically optimal [6] values
s = 1 and t = 1/6 seems to perform well even early
on. The random direction 4k is arbitrary, up to some
constraints. Given some vector representation of the op-
erators, we take the common choice 4k = ±1 for each
element of the vector and the sign randomly assigned by
a fair coin toss. For a, A and b, the optimal parame-
ter are more problem dependent and here we have two
di↵erent sets depending on whether we are demonstrat-
ing asymptotic performance or not—these values will be
noted when the results are discussed later on. Conver-
gence results on SPSA [6, 7] imply that the infidelity, for
example, decreases at rate O(1/k�), where the exponent
actually achieved is highly problem-dependent. Asymp-
totic results, however, give a rate � ⇡ 1 to first order.

We illustrate the iterations of the algorithm in Fig. 1
for the metric m(⇢, �) = 1 � F (⇢, �) the infidelity be-
tween the two states. For pure states this is equivalent
to m( , �) = 1� |h |�i|2 and can be estimated by mea-
suring in the basis containing |�i. That is, by counting
the number of outcomes in the direction of |�i, say n(�+),
we can estimate

m( , �) ⇡ 1� n(�+)

n(�+) + n(��)
, (6)

which fluctuates due to statistical noise. In Fig. 1, we
see this manifest through the volatility of the path taken
by the algorithm when n(�+) + n(��) ⌘ N = 102 and
N = 104. We might expect then that more experiments
are needed to mitigate these fluctuations as we converge
on the target true state. We will see, however, that this
intuition fails us. That is, for a fixed number of iter-
ations, the performance is roughly independent of the
number of experiments. This will demonstrate the supe-
rior e�ciency of SGQT to converge well beyond what we
might expect to be the “noise floor”.

In our discussion, we will refer to the follow three al-
gorithmic and experimental parameters: N , the num-
ber of experiments per estimate of m; M , the number

of estimates of m per iteration; and k, the number of
iterations. Thus, the total number of experiments is
Ntot = N ·M ·k. For standard finite di↵erence gradient es-
timation, we have M = 2d, where d is the real dimension
of the state space. For n pure qubits d = 2(2n�1), which
grows exponentially. For SGQT, however, M = 2 regard-
less of the dimension, thus we will restrict our attention
to N and k with the understanding that Ntot = 2Nk.

Iterations
In
fid
el
ity

FIG. 2: The infidelity vs the number of iterations k achieved
by SGQT. Each line is the median performance of SGQT
over 100 randomly (according to Haar measure) chosen pure
states. The shaded regions represent the interquartile range of
infidelities. The inset shows the performance as function N ·k
by simply shifting the original lines by their corresponding
N . The SGQT parameters chosen for these simulation where
a = 3, A = 0 and b = 0.1.

We continue with the qubit example of Fig. 1 to deter-
mine how the performance of SGQT scales with N and
k retaining the fidelity objective function in Eq. (6). In
Fig. 2, we plot the infidelity as a function k. We find,
independent of N , the asymptotic scaling of infidelity is
O(1/k�) with � 2 (1.16, 1.20). This is slightly better
than what we would expect from the asymptotic rate of
O(1/k).

The inset in Fig. 2 shows that in the asymptotic
regime, the performance is roughly independent N , but
also shows that, in terms of the total number of experi-
ments, fewer repetitions per measurement setting is bet-
ter initially. That is, contrary to what we might expect,
it is not necessary to increase the number of experimen-
tal repetitions to increase the accuracy of the estimated
fidelity. This false intuition would, however, hold true
if we were to use an optimization algorithm (such as a
standard gradient descent) which does not take account
of the stochasticity in estimating the fidelity.

Figura 5.2: Representación de SGQT sobre la esfera de Bloch.. Diagrama de las
trayectorias sobre la esfera de Bloch de la estimación de un qubit por medio de
SGQT usando la fidelidad como función objetivo. En la figura de la izquierda, cada
fidelidad estimada fue generada con N = 102 experimentos, mientras que a la derecha
se utilizaron N = 104. Cada linea representa una corrida con k = 103 iteraciones.
Fuente: C. Ferrie [13].

La Figura 5.2 muestra las diferentes trayectorias tomadas para los casos en los
que N := n(φ+)+n(φ−) = 102 y N = 103. Vemos que pese a lo errático de las curvas
en todos los casos las trayectorias terminan en el mismo punto. Vemos, por otro
lado, que las variabilidad de los caminos se va mitigando a medida que se aumenta
el número de experimentos. Sin embargo, la merma en la variabilidad no disminuye
considerablemente a medida que aumentamos la cantidad de experimentos.
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FIG. 1: Estimating the state of a qubit via SGQT and the
fidelity metric. On the left, each fidelity estimate was gen-
erated with N = 102 single shot experiments—on the right,
N = 104. Each line represents one of three runs with k = 103

iterations.

our problem but the asymptotically optimal [6] values
s = 1 and t = 1/6 seems to perform well even early
on. The random direction 4k is arbitrary, up to some
constraints. Given some vector representation of the op-
erators, we take the common choice 4k = ±1 for each
element of the vector and the sign randomly assigned by
a fair coin toss. For a, A and b, the optimal parame-
ter are more problem dependent and here we have two
di↵erent sets depending on whether we are demonstrat-
ing asymptotic performance or not—these values will be
noted when the results are discussed later on. Conver-
gence results on SPSA [6, 7] imply that the infidelity, for
example, decreases at rate O(1/k�), where the exponent
actually achieved is highly problem-dependent. Asymp-
totic results, however, give a rate � ⇡ 1 to first order.

We illustrate the iterations of the algorithm in Fig. 1
for the metric m(⇢, �) = 1 � F (⇢, �) the infidelity be-
tween the two states. For pure states this is equivalent
to m( , �) = 1� |h |�i|2 and can be estimated by mea-
suring in the basis containing |�i. That is, by counting
the number of outcomes in the direction of |�i, say n(�+),
we can estimate

m( , �) ⇡ 1� n(�+)

n(�+) + n(��)
, (6)

which fluctuates due to statistical noise. In Fig. 1, we
see this manifest through the volatility of the path taken
by the algorithm when n(�+) + n(��) ⌘ N = 102 and
N = 104. We might expect then that more experiments
are needed to mitigate these fluctuations as we converge
on the target true state. We will see, however, that this
intuition fails us. That is, for a fixed number of iter-
ations, the performance is roughly independent of the
number of experiments. This will demonstrate the supe-
rior e�ciency of SGQT to converge well beyond what we
might expect to be the “noise floor”.

In our discussion, we will refer to the follow three al-
gorithmic and experimental parameters: N , the num-
ber of experiments per estimate of m; M , the number

of estimates of m per iteration; and k, the number of
iterations. Thus, the total number of experiments is
Ntot = N ·M ·k. For standard finite di↵erence gradient es-
timation, we have M = 2d, where d is the real dimension
of the state space. For n pure qubits d = 2(2n�1), which
grows exponentially. For SGQT, however, M = 2 regard-
less of the dimension, thus we will restrict our attention
to N and k with the understanding that Ntot = 2Nk.
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FIG. 2: The infidelity vs the number of iterations k achieved
by SGQT. Each line is the median performance of SGQT
over 100 randomly (according to Haar measure) chosen pure
states. The shaded regions represent the interquartile range of
infidelities. The inset shows the performance as function N ·k
by simply shifting the original lines by their corresponding
N . The SGQT parameters chosen for these simulation where
a = 3, A = 0 and b = 0.1.

We continue with the qubit example of Fig. 1 to deter-
mine how the performance of SGQT scales with N and
k retaining the fidelity objective function in Eq. (6). In
Fig. 2, we plot the infidelity as a function k. We find,
independent of N , the asymptotic scaling of infidelity is
O(1/k�) with � 2 (1.16, 1.20). This is slightly better
than what we would expect from the asymptotic rate of
O(1/k).

The inset in Fig. 2 shows that in the asymptotic
regime, the performance is roughly independent N , but
also shows that, in terms of the total number of experi-
ments, fewer repetitions per measurement setting is bet-
ter initially. That is, contrary to what we might expect,
it is not necessary to increase the number of experimen-
tal repetitions to increase the accuracy of the estimated
fidelity. This false intuition would, however, hold true
if we were to use an optimization algorithm (such as a
standard gradient descent) which does not take account
of the stochasticity in estimating the fidelity.

Figura 5.3: Gráfico infidelidad vs número de iteraciones para SGQT. La infidelidad
versus número de iteraciones k realizadas por SGQT. Las zonas de colores representan
el rango intercuartil de las infidelidades. Las lineas continuas interiores representan
la mediana sobre 100 estados generados con distribución uniforme. El cuadro interior
muestra el rendimiento como función de N · k (mejorar). Los parámetros de estás
simulaciones son a = 3, A = 0 y b = 0,1.
Fuente: C. Ferrie [13].

La Figura 5.3 muestra la comparación entre la infidelidad y el número de ite-
raciones conseguidos mediante SGQT. El el gráfico es conseguido para 100 estados
generados uniformemente. Las lineas interiores muestran la mediana y las sombras
el rango intercuartil. Como se observa, a medida que aumenta el número de experi-
mentos las curvas no se vuelven más suaves, pero si aumenta la precisión conforme
aumenta N .

Por otro lado Chapman et al. [7] demostraron experimentalmente que el método
SGQT es viable para una tomografía real, mediante qubits en polarización. Esto se
consiguió optimizando sobre medidas de proyección sin ningún post procesamiento.
Este resultado da un punto de partida para implementar SPSA a otros problemas
en Información Cuántica, como el estudio de las desigualdades de Bell.
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5.3. Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA)

El algoritmo CSPSA es la extensión de SPSA a variable compleja y fue desarro-
llado por A. Utreras-Alarcón et al. en su tesis [21]. El método está basado en el
algoritmo de SPSA pero extendido a el espacio complejo C y hereda todas las carac-
terísticas de su versión real, esto es, el paso disminuye iteración a iteración, permite
el uso de parámetros desconocidos y utiliza una aproximación del gradiente complejo
para la dirección del paso siguiente.

En este nuevo método el problema consiste en buscar un vector µ̃ := (z̃, z̃∗) con
z̃ ∈ Cn, f(µ̃): Dom(f) ⊆ Cn × Cn −→ R tal que satisfaga

∂f

∂µ
(µ̃) = 0. (5.17)

Esta expresión es equivalente a

g(µ̃) =
∂

∂z
f(µ̃) = 0. (5.18)

dónde ∂z∗ es la derivada de Wirtinger [25], la cuál está definida como

∂zf :=
1

2
(∂xf − i∂yf) , ∂z∗f :=

1

2
(∂xf + i∂yf) (5.19)

con z = z + iy ∈ C y x, y ∈ R.

La secuencia iterativa es análoga a la eq. (5.5) para el caso de SPSA, esto es

ẑk+1 = ẑk − αkĝk(µ̂). (5.20)

La estimación del gradiente en la eq. (5.20) es dada por

ĝk,i =
f(ẑk+, ẑ

∗
k+) + εk,+ − f(ẑk−, ẑ

∗
k−) + εk,−

2βk4∗k,i
, (5.21)

con ẑk± := ẑk±βk∆k, ∆k ∈ Cn es generado al azar, βk un parámetro positivo y εk,±
son términos de ruido.

Los términos αk y βk al igual que en el caso de SPSA describen el tamaño del
paso y la perturbación en la función, respectivamente. Estos términos se calculan de
la misma forma que la presentada en la eq. (5.7)
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αk =
a

(k + 1 + A)s
, βk =

b

(k + 1)t
. (5.22)

Los parámetros a, A, b, s y t también son llamados ganancias y su papel es
vital para un correcto desempeño de CSPSA. A diferencia de SPSA, CSPSA es
un algoritmo desarrollado recientemente y por lo tanto no posee, hasta ahora, un
estudio tan riguroso para la búsqueda de ganancias apropiadas ni mucho menos se
ha implementado a diferentes problemas de optimización. Debido a esto, no existen
ganancias recomendadas para CSPSA, por lo que es útil considerar las sugeridas para
el algoritmo de SPSA,

a A b s t

Estándar 3,0 0 0,1 0,602 0,101

Asintótico 3,0 0 0,1 1 1/6

Estándar Modificado 0,2 0 0,2 0,602 0,101

Asintótico Modificado 1,0 5 0,25 1 1/6

Tabla 5.2: Elección de ganancias para CSPSA. Se incluyen las versiones modificadas
de las ganancias usuales. Estás mostraron, durante la investigación, tener un mejor
rendimiento en las simulaciones. Fuente: Elaboración propia.

Es necesario destacar que, dependiendo del problema, las ganancias deben ser
elegidas de acuerdo a la función objetivo que se desea optimizar por lo que, análoga-
mente al algoritmo de SPSA, la búsqueda de ganancias para CSPSAes otro problema
de optimización mas complicado. Durante esta investigación se modificaron las ga-
nancias anteriores con el objetivo de mejorar el algoritmo CSPSA. En el capítulo
siguiente se mostrarán simulaciones realizadas con estas ganancias.

A continuación se mostrarán las definiciones y teoremas que garantizan la con-
vergencia del algoritmo, cuyas demostraciones puede ser encontradas en la tesis de
Anibal Utreras-Alarcón «An enhancement to self-guided quantum tomography».

Teorema 7. El no-sesgo en el estimador del gradiente Sean α0, α1 y α2

constantes reales positivas y Ω ∈ {ω} el espacio maestral que genera la secuencia
ẑ1, ẑ2, . . . ,. Para algún K <∞ considérese todos los enteros k ≥ K y supóngase que
para para cada k de {4k,i} son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.),
y simétricamente distribuidos (E(4k,i) = 0) cerca del 0 con |4k,i| ≤ α0 casi segu-
ramente (a.s.) y E

(∣∣4−1k,i
∣∣) ≤ α1 y E

(
e2iφk,i

)
, φk,i donde es la fase de 4k,i en su

descomposición polar. Para todo k ≥ K, para casi todo µ̂k supóngase que para todo
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µ, f ∈ C 2(Cn × Cn) con
∣∣∂µi∂µjf(µ)

∣∣ ≤ α2. Entonces para casi todo ω ∈ Ω

bk(µ̂k) = O(β2
k). (5.23)

Lema 2. Dada las condiciones del teorema 7 y las siguientes suposiciones:

B1: αk,βk > 0 ∀k;

ĺım
k→∞

(|ak|+ |ck|) = 0;
∞∑

k=0

αk =∞;
∞∑

k=0

(
αk
βk

)2

<∞, (5.24)

B2: Para algún δ0,δ1,δ2 > 0 y ∀k;

E(ε2k,±) < δ0; E(
[
f(ẑk+, z

∗
k+)
]2

) ≤ δ1; E(4−2
k,i) ≤ δ2, (5.25)

B3: ‖ẑk‖ <∞ a.s. ∀k,
B4: z(t) = z̃ es una solución asintóticamente estable de la ecuación diferencial

dz(t)/dt = −g(µ),

B5: Sea D(z̃) =
{
z0 : ĺım

t→∞
z(t|z0) = z̃

}
donde denota la solución de la ecuación

diferencial de B4 basado en la condición inicial z(0) = z0 (esto es D(z̃) es un
dominio de atracción). Existe un compacto S ⊆ D(z̃) tal que ẑk ∈ S a menudo
infinitesimalmente para cada puntos de la muestra.

entonces las siguientes afirmaciones son ciertas

S1: ‖bk (µ̂k)‖ ≤ ∞ y ĺım
k→∞
‖bk (µ̂k)‖ = 0 casi seguramente,

S2: ĺım
k→∞

P
(

supm≥k ‖
∑m

i=k aiei(µ̂i)‖ ≥ η
)

= 0 para todo η > 0.

Teorema 8. Si las hipótesis del lema 2 se cumplen, entonces

ĺım
k→∞

ẑk = z̃. (5.26)

De esta forma, se garantiza la convergencia del algoritmo.

5.3.1. Aplicaciones de CSPSAen Información Cuántica: To-
mografía

La primera aplicación de CSPSAha sido para la tomografía de estados puros. En
el artículo de A. Utreras-Alarcón et. al. [22] se realiza una comparación entre el
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rendimiento de SPSA y CSPSAaplicado la tomografía de estados cuánticos de un
qubit.

Para este caso se considera un estado cuántico puro descconocido |ψ〉. Éste estado
puede ser completamente determinado mediante la minimización de la infidelidad,
definida como

I(z) = 1− |〈ψ|φ(z)〉| (5.27)

con respecto a la variable zi ∈ C que define el estado cuántico puro conocido

|φ(z)〉 =
∑

i

zi√∑
i |zi|

2
|i〉 . (5.28)

Los coeficientes complejos del estado |ψ〉 que forman parte de I(z) son considera-
dos desconocidos pero fijos. Así, el mínimo global I = 0 se consigue cuando |ψ〉 = |φ〉,
para cualquier |ψ〉.

La optimización de la infidelidad puede ser realizada también sobre los números
reales. En dicho caso las componentes de z son mapeadas sobre los números reales
mediante ángulos escritos en coordenadas hiperesféricas y argumentos de fases com-
plejas. De esta forma la infidelidad puede ser escrita en función de un vector real
I(x) y, con esto, es posible aplicar el algoritmo de optimización SPSA a la función
objetivo.

La Figura 5.4 muestra la infidelidad promedio versus el número de iteraciones de
los algoritmos de CSPSA(lineas rojas continuas) y SPSA (lineas discontinuas azules).
Desee arriba a abajo las lineas rojas (azules) representan el número de experimentos
N = 10, 102, 103 y 104. Como podemos ver el rendimiento de CSPSAes superior
al de SPSA, debido a varios factores: en primer lugar, para la misma cantidad de
iteraciones y experimentos en los dos métodos CSPSAconsigue siempre una mayor
precisión, eso se puede observar tanto en el gráfico exterior (promedio) como en
el interior (mediana) las curvas rojas estan por debajo de las azules, en segundo
lugar las curvas del método complejo son más estrechas, dando lugar a una menor
varianza (y mediana) con respecto al método real y en tercer lugar, la velocidad de
convergencia CSPSAes mucho mayor a la de SPSA, esto se puede apreciar por simple
inspección al observar las pendientes de las curvas en el gráfico exterior.
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of the vector �k. CSPSA also allows for the presence of
noise in the evaluations of f , which might occur due to
experimental inaccuracies in the acquisition of the val-
ues of f or due to finite sample size e↵ects. Other op-
timization methods have similar properties, for instance
Simultaneous perturbation methods (SPM) [20] and the
Finite di↵erence stochastic approach (FDSA) [21], which
unlike CSPSA work on the field of the real numbers [22].
However, CSPSA maintains all calculations and updates
of ẑk, f and ĝk within the field of complex numbers.

Stochastic optimization algorithms, such as SPM and
FDSA, which are characterized by an iterative rule as in
Eq. (3) but on the field of the real numbers, have been
intensively studied [23, 24] and conditions to guarantee
local convergence have been firmly established. This can
be suitably extended to encompass optimization on the
field of the complex numbers by means of CSPSA [25]. In
particular, it is possible to show that the sequence ẑk� z̃
as well as the conditional mean E[ĝk(ẑk)�g(ẑk)|ẑk] van-
ish asymptotically. Thereby, the sequence of estimates
ẑk provided by Eq. (3) converges almost surely [26] to
the minimizer z̃ of the optimization problem and ĝk de-
fined by Eq. (4) is an asymptotically unbiased estimation
of the gradient g of f .

Convergence and unbiasedness of CSPSA require con-
ditions on �k, ak, ck and f that can be fulfilled with
particular choices. The components of �k are indepen-
dent and identically generated by selecting at each itera-
tion with equal probability values in the set {e2i⌫p} with
p = 0, . . . , K such that

P
p e2i⌫p = 0. There is still, how-

ever, a considerable freedom in the choice of �k which
also allows for improving the rate of convergence. Our
choice of �k is given by ⌫p = {0, ⇡/2, ⇡, 3⇡/2}. This cor-
responds to a vector in R2n with vanishing components,
which does not satisfy the conditions for the convergence
of SPM and thus it cannot be employed as the direction
of the estimation of a real gradient. The gain coe�cients
ak and ck control the convergence of CSPSA and are
chosen as

ak =
a

(k + 1 + A)s
, ck =

b

(k + 1)r
. (5)

This choice is also employed in SPM. The values of
a, A, s, b and r are adjusted to optimize the rate of con-
vergence and depend on the target function. These are
chosen in the case of CSPSA as the values which opti-
mize the convergence of SPM in the asymptotic regime,
that is, for a large number of iterations. Interestingly,
these values lead to a much higher rate of convergence of
CSPSA in the regime of a few iterations, when compared
to SPM.

Quantum tomography of pure states via CSPSA.— An
unknown pure quantum state | i can be completely
determined by minimizing the infidelity I(z) = 1 �
|h |�(z)i|2 with respect to the complex variables zi

that define the known pure quantum state |�(z)i =

FIG. 1. Mean infidelity Ī, averaged over the Hilbert space
with 104 pairs of unknown state and initial guess state, as
function of the number k of iterations for single qubit quan-
tum tomography via CSPSA (red continuous line) and SPSA
(blue dashed line). Shaded areas indicate variance around
mean. Inset exhibits median and interquartile range. From
top to bottom red (blue) lines for N = 10, 102, 103 and 104.
For CSPSA s = 1 and r = 0.166 and for SPSA s = 0.602 and
r = 0.101. For both methods A = 0, a = 3 and b = 0.1

P
i zi|ii/

pP
i |zi|2. The complex coe�cients of state | i

entering in I(z) are considered to be unknown but fix
parameters and the global minimum I = 0 is achieved
when |�i = | i, for any | i. The optimization of I(z)
by means of CSPSA, Eqs. (3) and (4), requires at each
iteration the values I(zk,±), which are experimentally ob-
tained by projecting the system in the unknown state | i
onto a base containing the state |�(zk,±)i. The values
I(zk,±) are then estimated as 1� nk,±/N where nk,± is
the number of times the state |�(zk,±)i is detected and
N is the total number of detections. Thereby, the total
number of available copies Ntot of the quantum system in
the unknown state is distributed among the total num-
ber of experiments for estimating two values of I at each
iteration and the total number of iterations k, that is,
Ntot = 2Nk. Noise tolerance of CSPSA guaranties con-
vergence even when projecting onto states slightly di↵er-
ent than |�(zk,±)i.

The optimization of the infidelity can also be carried
out on the field of the real numbers. In this case, the
components of z are mapped onto the real numbers with
the help of polar angles entering in hyper-spherical co-
ordinates and arguments of complex phases. The infi-
delity becomes I(x) and now is possible to apply an op-
timization algorithm in the SPM family, for instance the
Simultaneous perturbation stochastic approach (SPSA)

Figura 5.4: Gráfico de infidelidad vs número de iteraciones para tomografía vía
CSPSA. La figura muestra el valor promedio de infidelidad versus el número de ite-
raciones sobre 104 estados cuánticos desconocidos y guesses iniciales, para el proceso
de tomografía cuántica de un qubit mediante CSPSA(líneas rojas) y SPSA (lineas
segmentadas azules). El sombreado indica la varianza en torno al promedio. En el
gráfico interior se muestra la mediana y sus respectivos rangos intercuartiles. Des-
de arriba a abajo las lineas rojas (azules) representan N = 10, 102, 103 y 104. Para
CSPSAse usaron las ganancias asintóticas y para SPSA las estándar.
Fuente: A. Utreras-Alarcón et. al. [22].



Capítulo 6

Desigualdad CHSH vía optimización
estocástica

El procedimiento estándar para verificar si un estado cuántico viola una desigual-
dad del Bell es utilizar métodos de optimización, los cuales realizan una búsqueda
de las bases donde dicha desigualdad alcanza un máximo. Pero ¿cómo procedemos
cuando el estado que deseamos estudiar es completamente desconocido? Como sa-
bemos, un estado cuántico que viole una desigualdad de Bell no lo hace para un
conjunto de observables al azar; se debe encontrar la base precisa para la cual el
estado no satisfaga la inecuación. Debido a esto los procedimientos usuales no pue-
den ser utilizados. A continuación trataremos el problema de estimar el valor de la
desigualdad de CHSH para un sistema cuyo estado cuántico es desconocido mediante
el uso de los algoritmos presentados en lo capítulo 5.

6.1. Introducción

Antes de comenzar con la descripción del procedimiento que permite obtener la
máxima violación de Bell para estados desconocidos, es necesario aclarar algunos
conceptos que se utilizarán con frecuencia en el presente capítulo.

En primer lugar, llamaremos al conjunto los parámetros definidos en la Tabla 5.1
como ganancias. Dependiendo del caso, se usarán los término ganancias estándar,
ganancias asintóticas, ganancias estándar modificadas y ganancias asintóticas modi-
ficadas para referirnos al conjunto completo de parámetros definidos en la Tabla 5.2.
Por otro lado, llamaremos guess a los vectores que inician la secuencia iterativa,
donde cada guess produce una realización independiente del cálculo numérico. De
esta forma, el estudio de las simulaciones se realizará para una gran cantidad de
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realizaciones independientes.

A lo largo de éste capítulo, se utilizarán vectores o estados cuánticos generados
al azar en las simulaciones. Es necesario hacer la distinción entre vectores o estados
cuánticos generados al azar o generados al azar uniformemente.

Figura 6.1: Representación de estados generados al azar sobre la esfera de Bloch.Los
diagramas muestran cortes transversales de una esfera de Bloch, donde la figura de
la izquierda tiene su eje x apuntando ortogonal saliendo del papel, mientras que en
la esfera derecha el eje y apunta hacia adentro. Los puntos de color rojo representan
103 estados puros |ψ〉 = a |e〉 + b

∣∣e⊥
〉
generados al azar sobre la esfera. Fuente:

Elaboración propia

La Figura 6.1 muestra dos perspectivas de la misma esfera de Bloch donde fueron
generados al azar 103 estados cuánticos puros |ψ〉 = a |e〉 + b

∣∣e⊥
〉
. Como se puede

observar los estados no están esparcidos de manera homogenea sobre la espera, esto
muestra gráficamente que los estados generados tienen un sesgo muestral hacia
el polo sur de la esfera. De esta manera los datos de las simulaciones no serían
completamente representativos.
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Figura 6.2: Representación de estados generados uniformemente sobre la esfera de
Bloch. Los diagramas muestran cortes transversales de una esfera de Bloch, donde la
figura de la izquierda tiene su eje x apuntando ortogonal saliendo del papel, mientras
que en la esfera derecha el eje y apunta hacia adentro. Los puntos de color naranja
representan 103 estados puros |ψ〉 = a |e〉+b

∣∣e⊥
〉
generados con distribución uniforme

sobre la esfera. Fuente: Imagen generada por el autor. Fuente: Elaboración propia

Por otro lado la Figura 6.2 muestra dos perspectivas de la misma esfera de Bloch
donde se generaron uniformemente 103 estados cuánticos puros |ψ〉 = a |e〉+ b

∣∣e⊥
〉
.

Como se puede observar los estados están distribuidos de manera completamente
homogénea sobre la esfera, esto muestra gráficamente que los estados utilizados sobre
las simulaciones son producidos uniformemente.

Es imprescindible definir, en este contexto, que entendemos por estados cuánticos
desconocidos. En este escenario los estados cuánticos son generados en el ordenador,
por lo que nosotros podríamos tener acceso total a sus propiedades en cualquier mo-
mento, así el estado cuántico es conocido para el programador. Por otra parte, los
algoritmos son quienes realizan la estimación de la desigualdad de Bell sin conocer
el estado ni sus propiedades, es más, los algoritmos no utilizan las propiedades del
estado cuántico (autovalores y autovectores) para estimar S. Así, el estado es des-
conocido para los algoritmos de optimización. Finalmente, ya que el programador
tiene acceso al estado, se calcula de manera exacta el valor de la máxima violación
de Bell Steo para el estado en cuestión y dicho valor se utilizará para cuantificar el
rendimiento de los algoritmos. Estas consideraciones fueron mostradas por C. Caves
et al. [6].
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|Ψ〉 ¿?

a, A, b, s, t︸ ︷︷ ︸

Ssim

Steo

Error Rel. =
|Steo − Ssim|

Steo

Figura 6.3: Esquema estados cuánticos desconocidos y algoritmos de optimización.
La rama inferior representa la obtención del valor exacto de la desigualdad Steo. La
rama derecha muestra el ingreso de un estado desconocido para los algoritmos SPSA,
CSPSAy CSPSAN con ganancias a,A, b, s, t fijas para realizaciones independientes.
Ssim representa el valor de la desigualdad obtenido mediante simulaciones. El va-
lor teórico es utilizado para cuantificar el rendimiento de los algoritmos. Fuente:
Elaboración propia

6.2. Desigualdad CHSH vía SPSA

De acuerdo al esquema presentado por J. Clauser, M. Horne, A. Shimonny y R.
Holt, tenemos un sistema bipartito compuesto por Alice y Bob donde cada uno posee
dos operadores locales de medición, etiquetados como A1 y A2 para Alice, y B1 y
B2 para Bob. Debido a que cada operador tiene autovalores ±1, podemos utilizar la
descomposición de observables en término de las matrices de Pauli, es decir

O = ~r · ~σ, (6.1)

dónde ~r := ~r(θ, φ) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) es un vector tridimensional para-
metrizado sobre la superficie de una esfera de radio 1 y ~σ = (σ1, σ2, σ3) es el vector
cuyas componentes son las matrices de Pauli. De esta forma, el operador O := (θ, φ)
depende de dos parámetros reales definidos en θ ∈ [0, π[ y φ ∈ [0, 2π[.

De acuerdo a lo anterior, la forma explícita del operador O es
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O := O(θ, φ) =

(
cos θ sin θ cosφ− i sin θ sinφ

sin θ cosφ+ i sin θ sinφ − cos θ

)
. (6.2)

Para la implementación del algoritmo SPSA es necesario generar, con distribución
uniforme, el vector de partida que llamaremos guess

Θ̂0 := (θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4, φ̂1, φ̂2, φ̂3, φ̂4) (6.3)

cuyas componentes están restringidas a las condiciones señaladas anteriormente para
iniciar la secuencia iterativa. Así, podemos definir los operadores de medición que
nos permitirán construir la función objetivo f de la eq. (5.5),

Â1 := Â1(θ̂1, φ̂1), Â2 := Â2(θ̂2, φ̂2),

B̂1 := B̂1(θ̂3, φ̂3), B̂2 := B̂2(θ̂4, φ̂4).
(6.4)

donde Âi, B̂i tienen la forma presentada en la eq. (6.2). Definimos la función objetivo
como,

S(Θ̂) :=
∣∣∣Ê11 + Ê12 + Ê21 − Ê22

∣∣∣, (6.5)

dónde Êij = Tr
{
ρ
(
Âi ⊗ B̂j

)}
.

Entonces re definimos la secuencia iterativa mostrada en la eq. (5.5) para encontrar
el máximo de la función S en la eq. (6.5)

Θ̂k+1 := Θ̂k + αkĝk
(
Θ̂k

)
, (6.6)

obteniendo la estimación del gradiente ĝk de acuerdo a,

ĝk,i(Θ̂) :=
S(Θ̂k + βk∆k) + εk,+ − S(Θ̂k − βk∆k)− εk,−

2βk4k,i

, (6.7)

donde ∆k es un vector de ocho componentes que es generado uniformemente y cada
una de ellas puede tomar valores +1 o −1, y εk,± son términos de ruido. Las ganancias
αk y βk se obtienen de acuerdo a la ecuación eq. (5.7). Los parámetros a, A, b, s y
t usados son para el caso estándar y asintótico mostrados en la table 5.1. Así, para
k →∞ se consigue el máximo de S para el estado ρ.

El pseudo código que permite realizar este proceso es mostrado en el cuadro de
algoritmo 1
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Algorithm 1 Algoritmo SPSA y función objetivo CHSH definida de acuerdo a la
parametrización mostrada en la eq. (6.2).

Require: D: Dimensión del espacio. N: Número de iteraciones. Θ : Ángulos iniciales
definidos en la eq. (6.3). ρ : Estado cuántico. a,b,s,t,A : parámetros de ajuste.
En general se utilizan los asintóticos o estándar.

Ensure: Valor del parámetro S en cada iteración.
1: procedure SPSA(D,N,Θ,ρ,a,b,s,t,A)
2: for k ← 1, K do
3: αk ←

a

(k + 1 + A)s

4: βk ←
b

(k + 1)t

5: ∆k ← vector de dimensión N generado uniformemente entre los valores
±1

6: Θ+ ← Θ + βk∆k

7: Θ− ← Θ− βk∆k

8: CHSH+ ← CHSH(Θ+, ρ)
9: CHSH− ← CHSH(Θ−, ρ)

10: gk ←
CHSH+ − CHSH+

2βk
∆k

11: Θ← Θ + αkgk
12: Out← CHSH(Θ, ρ)
13: end for
14: return Out
15: end procedure

16: function CHSH(Θ,ρ)

17: σx ←
(

0 1
1 0

)
, σy ←

(
0 −i
i 0

)
, σz ←

(
1 0
0 −1

)

18: A1 ← sin(Θ1) cos(Θ5)σx + sin(Θ1) sin(Θ5)σy + cos(Θ1)σz
19: A2 ← sin(Θ2) cos(Θ6)σx + sin(Θ2) sin(Θ6)σy + cos(Θ2)σz
20: B1 ← sin(Θ3) cos(Θ7)σx + sin(Θ3) sin(Θ7)σy + cos(Θ3)σz
21: B2 ← sin(Θ4) cos(Θ8)σx + sin(Θ4) sin(Θ8)σy + cos(Θ4)σz

22: E11 ← Tr[(A1 ⊗B1)ρ], E12 ← Tr[(A1 ⊗B2)ρ]
23: E21 ← Tr[(A2 ⊗B1)ρ], E22 ← Tr[(A2 ⊗B2)ρ]
24: S ← |E11 + E21 + E12 − E22p|
25: return S
26: end function
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Como primer test de rendimiento del algoritmo de SPAS aplicado a la desigualdad
CHSH, utilizaremos como estado de prueba el estado (3.10) mostrado en el capítulo
3,

|φ+〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) . (6.8)

Este estado es maximalmente entrelazado, es decir, posee el máximo grado de en-
trelazamiento entre dos qubits. Como sabemos, y de acuerdo al teorema de Cirel’son,
la máxima violación de Bell que alcanzan estos estados es 2

√
2 el cual es un límite

que ningún estado puede superar.

Consideremos cuatro guesses Θ̂0 generados de manera independiente y al azar,
los cuales nos proporcionarán los puntos de partida para iniciar la secuencia itera-
tiva. Veremos el comportamiento del algoritmo de SPSA para las cuatro ganancias
mostradas en la Tabla 5.2
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Figura 6.4: Trayectorias de SPSA para diferentes ganancias. El gráfico muestra la
máxima violación de bell versus el número de iteraciones del algoritmo de SPSA.
Cada trayectoria representa el camino que sigue cada simulación realizado con ga-
nancias diferentes. La nomenclatura corresponde a Asint: Asintóticos, Est: Estandar,
Asint. M.: Asintótico Modificado, Est. M.: Estandar Modificado. Fuente: Elabora-
ción propia

En la Figura 6.4 vemos las trayectorias producidas por SPSA para la elección
de parámetros estándar, asintótico y sus modificaciones. En cada caso las curvas
son caóticas al inicio, lo cual se debe a la naturaleza estocástica del algoritmo. A
medida que aumenta el número de iteraciones la viariabilidad comienza a disminuir
haciendo más estables las curvas, las cuales convergen asintóticamente a la cota 2

√
2.

La característica más distintiva de este método es que, sin importar cual sea el punto
de partida, el algoritmo se encarga de encontrar el máximo de la función objetivo,
acercándose al punto donde alcanza el máximo de manera asintótica. Notamos que,
de acuerdo a lo mencionado en el capitulo anterior, las ganancias juegan un rol
importante en el rendimiento del algoritmo. Vemos que las ganancias estándar no
son una buena elección si es comparada con las otras tres.

Ya que el método es estocástico no es posible utilizar solo una realización para
describir completamente el rendimiento del algoritmo y lo más apropiado es realizar
un conjunto grande de simulaciones con las cuales se obtendrá el rendimiento en
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mediana de los algoritmos.
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Figura 6.5: Simulaciones de SPSA para un estado maximalmente entrelazado pa-
ra 5 × 103 realizaciones. La figura muestra la máxima violación de Bell versus el
número de iteraciones para el estado (6.8) para 5× 103 realizaciones. Las lineas con-
tinuas representan la mediana y las sombras representan el rango intercuartil. La
nomenclatura corresponde a Asint: Asintótico, Est: Estandar, Asint. M.: Asintótico
Modificado, Est. M.: Estandar Modificado. Fuente: Elaboración propia

La figura muestra 5 × 103 realizaciones producidas con gueses diferentes. Con
cada color se muestra la mediana y el rango intercuartil correspondiente a cada
conjunto de ganancias. Vemos que dependiendo de lo que deseemos estudiar debemos
elegir el conjunto de ganancias apropiado. Por ejemplo si queremos determinar si un
estado es entrelazado o no, es decir, si el estado supera el valor 2.0 en el eje de
las ordenadas, entonces es recomendable elegir las ganancias estándar y asintóticas
modificadas, mientras que si buscamos la mayor velocidad de convergencia hacia el
máximo debemos elegir el conjunto de ganancias asintóticas.

El segundo ejemplo que muestra el rendimiento de SPSA es considerar los estados
de Werner presentados en la eq. (3.38) mostrado en el capítulo 3,

ρW = α |φ+〉〈φ+|+
1− α

4
1⊗ 1, −1

3
≤ α ≤ 1. (6.9)
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Como vimos, dependiendo del valor del parámetro α, los estados de Werner des-
criben diferentes sistemas cuánticos. Esto queda resumido en la tabla 3.1 presentada
en el capítulo 3. A partir de la eq. (3.38) podemos encontrar el valor de la máxima
violación de Bell en función del parámetro α,

SWerner(α) = 2
√

2α. (6.10)

La Figura 6.6 muestra la implementación de SPSA para evaluar si el conjunto de
estados de Werner determinados por el parámetro α viola la desigualdad de Bell.
Para esto se produjeron 10 estados variando el parámetro λ entre 0 y 1. Se puede
ver que la mediana de simulaciones realizadas con las ganancias estándar y asin-
tótica reproducen completamente la curva teórica. Por otra parte, vemos que con
los promedios las mismas ganancias no se obtienen buenos resultados para α ≤ 0,4,
esto se debe a que existen realizaciones que no proporcionan buenos resultados y,
por lo tanto, empeoran el promedio. Se aprecia que a partir de α = 0,7 se exhibe la
violación en la desigualdad de Bell, la cual es coherente con lo presentado en la tabla
3.1.
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Figura 6.6: Gráfica de los estados de Werner mediante SPSA para las ganancias
usuales. La figura muestra la máxima violación de Bell vs α, donde α define los dis-
tintos estados de Werner de acuerdo a la eq. (6.9). Cada punto representa el promedio
o mediana del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se realizaron10
simulaciones con guesses distintos.
Nomenclatura: Asint. M.: Mediana Asintótico - Est. P.: Promedio Estandar - Est.
Med. Mediana Estándar - Asint. P.: Promedio Asintótico. Fuente: Elaboración pro-
pia

La Figura 6.7 muestra las simulaciones realizadas con SPSA pero usando las ga-
nancias asintóticas y estándar modificadas, para 10 realizaciones y 200 iteraciones
en cada punto. Como vemos, ninguno reproduce ni total ni parcialmente la curva
teórica. De esta forma, para esta prueba, las ganancias modificadas no tienen un
buen rendimiento.
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Figura 6.7: Gráfica de los estados de Werner mediante SPSA para las ganancias
modificadas. La figura muestra la máxima violación de Bell vs α, donde α define
los distintos estados de Werner de acuerdo a la eq. (6.9). Cada punto representa el
promedio o mediana del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos.
Nomenclatura: A. M. M.: Mediana Asintótico - E. P. M.: Promedio Estándar -
E. M . M.: Mediana Estándar - A. P. M.: Promedio Estándar. Fuente: Elaboración
propia

Como último ejemplo, estudiaremos el caso de un estado cuántico descrito en su
descomposición de Schmidt,

|Ψ〉 =
√
λ |01〉+

√
1− λ |10〉 . (6.11)

A partir del resultado obtenido por N. Gisin y A. Peres [14] mostrado en la
eq. (4.52) y considerando γ = 0, obtenemos que la máxima violación de Bell del
estado eq. (6.11) en función de λ es dado por

SSchmidt(λ) = 2
√

1 + 4λ(1− λ) (6.12)
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Figura 6.8: Estado en descomposición de Schmidt simulado con SPSA con las
ganancias usuales. La figura muestra la máxima violación de Bell vs λ, donde λ
describe diferentes estados en descomposición de Schmidt. Cada punto representa
el promedio o mediana del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos. Nomenclatura: Est. P.: Estándar
promediado, Asint. P. Asintótico promediado, Est. Med. Mediana Estándar, Asint.
Med.: Mediana Asintótico. Fuente: Imagen generada por el autor.

La Figura 6.8 muestra una comparación entre las predicciones hechas por la teoría
sobre la máxima violación de Bell permitida en función de λ y los resultados de
las simulaciones realizadas usando SPSA con las ganancias usuales. Para esto se
produjeron 10 estados variando el parámetro α entre 0 y 1/2. El gráfico muestra
los promedios y medianas calculados a partir del último valor conseguido para cada
punto. Como vemos todas las ganancias usuales reproducen los resultados que predice
la teoría, al igual que en el caso de los estados de Werner. Nuevamente vemos algunos
puntos que se escapan de la curva, estos justamente fueron calculados con el promedio
de las simulaciones.
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Figura 6.9: Estado en descomposición de Schmidt simulado con SPSA con las
ganancias modificadas. La figura muestra la máxima violación de Bell vs λ, donde
λ describe diferentes estados en descomposición de Schmidt. Cada punto representa
el promedio o mediana del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos. Nomenclatura: Est. P.: Estándar
promediado, Asint. P. Asintótico promediado, Est. Med. Mediana Estándar, Asint.
Med.: Mediana Asintótico. Fuente: Imagen generada por el autor.

En la Figura 6.9 se muestran los resultados de los cálculos realizados con las
ganancias modificadas para los mismos estados, iteraciones y realizaciones de la
figura anterior. Vemos que la única ganancia que muestra resultados más cercanos a
la predicción teórica es la asintótica modificada, mientras que las otras no tienen un
rendimiento apropiado.

De lo expuesto anteriormente vemos que no todas las ganancias son útiles para
abordar estos problemas, por lo que se deben hacer pruebas rigurosas antes de elegir
el grupo de parámetros que se utilizarán para realizar los cálculos.
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6.3. Desigualdad CHSH vía CSPSA

Como vimos en la section 5.3, el algoritmo de CSPSApermite encontrar un vector
µ̂k en los complejos, tal que la función objetivo f alcance un mínimo (o máximo)
para k → ∞ en la secuencia iterativa. Siguiendo el procedimiento de de SPSA,
debemos construir dos observables para cada sitio y que tengan autovalores ±1.
Consideremos z = (z1, z2, . . . , z8) con zi ∈ C tal que con cada par de números zi, zj,
definidos en el vector z, podemos construir vectores unitarios de dimensión dos como
los presentados a continuación

|e1〉 =
1√

z1 + z2
(z1 |0〉+ z2 |1〉), |e2〉 =

1√
z3 + z4

(z3 |0〉+ z4 |1〉),

|e3〉 =
1√

z5 + z6
(z5 |0〉+ z6 |1〉), |e4〉 =

1√
z7 + z8

(z7 |0〉+ z8 |1〉).
(6.13)

Así, por cada |ei〉 calculamos los respectivos operadores de proyección como

P1 = |e1〉〈e1| , P2 = |e2〉〈e2| ,
P3 = |e3〉〈e3| , P4 = |e4〉〈e4| .

(6.14)

Se definen los operadores de medición locales como,

O = (+1)Pi + (−1)P⊥i = Pi − (−Pi + 12×2) = 2Pi − 12×2 (6.15)

Luego, los operadores de medición para Alice y Bob están descritos por dos pará-
metros complejos, la misma cantidad de parámetros para la versión real de SPSA,

A1 := A1(z1, z2) = 2P1 − 12×2, A2 := A2(z3, z4) = 2P2 − 12×2
B1 := B1(z5, z6) = 2P3 − 12×2, B2 := B2(z7, z8) = 2P4 − 12×2.

(6.16)

Ahora, para la adaptación del algoritmo de CSPSAal problema del máximo valor
de la función S, es necesario generar un vector inicial con distribución uniforme
ẑ0 := (ẑ1, . . . , ẑ8) con zi ∈ C que nos permitirá escribir la función objetivo f en este
caso,

Â1 := Â1(ẑ1, ẑ2), Â2 := Â2(ẑ3, ẑ4),

B̂1 := B̂1(ẑ5, ẑ6), B̂2 := B̂2(ẑ7, ẑ8).
(6.17)
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Definimos la función objetivo S como

S(ẑ) :=
∣∣∣Ê11 + Ê12 + Ê21 − Ê22

∣∣∣, (6.18)

con Êij = Tr
{
ρ
(
Âi ⊗ B̂j

)}
.

Re definimos la secuencia iterativa mostrada en la eq. (5.20) como

ẑk+1 = ẑk + αkĝk(ẑk). (6.19)

La estimación del gradiente en la eq. (6.19) es dada por

ĝk,i =
S(ẑk + βk∆k) + εk,+ − S(ẑk − βk∆k) + εk,−

2βk4∗k,i
, (6.20)

en este caso ∆k es un vector de ocho componentes generado uniformemente donde
cada componente puede tomar los valores {+1,−1,+i,−i} con i :=

√
−1, y εk,± es

un termino de ruido. Las ganancias αk y βk se obtienen de acuerdo a la eq. (5.22).
Los parámetros a, A, b, s y t usados son para el caso estándar y asintótico mostrados
en la Tabla 5.2. Así, para k →∞ se consigue el máximo de S para el estado ρ.

En las siguientes tablas se muestra el pesudo código para los dos métodos que
estudiaremos en el presente capítulo. En Algoritmo 2 se muestra el procedimiento
usado para encontrar el máximo de S mediante CSPSA. Cabe destacar que el guess
z no está normalizado en la evaluación de la función CHSH(z, ρ). Por otro lado, en
Algoritmo 3 muestra el código de CSPSApero con la normalización del guess en la
evaluación de la función CHSH(z, ρ) (línea 9). Llamaremos a esta versión CSPSAN
o CSPSAnormalizado para distinguirlo de la versión sin normalizar presentada en
Algoritmo 2. Como veremos más adelante, esta pequeña sutileza en el código se
vuelve significativa al momento de comparar la precisión de los métodos.
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Algorithm 2 Algoritmo CSPSA y función objetivo CHSH definida de acuerdo a la
parametrización mostrada en la eq. (6.16).
Require: D: Dimensión del espacio. N: Número de iteraciones. z: vector incial com-

plejo de ocho componentes. ρ : Estado cuántico. a,b,s,t,A : parámetros de ajuste.
Ensure: Valor del parámetro S en cada iteración.
1: procedure CSPSA(D,N,z,ρ,a,b,s,t,A)
2: for k ← 1, K do

3: αk ←
a

(k + 1 + A)s
, βk ←

b

(k + 1)t

4: ∆k ← vector de dimensión N generado uniformemente entre los valores
{±1,±i}, con i =

√
−1.

5: z+ ← z + βk∆k, z− ← z − βk∆k

6: CHSH+ ← CHSH(z+, ρ) CHSH− ← CHSH(z−, ρ)

7: gk ←
CHSH+ − CHSH+

2βk∆∗k
8: z ← z + αkgk
9: Out← CHSH(z, ρ)
10: end for
11: return Out
12: end procedure

13: function CHSH(z,ρ)

14: |0〉 ←
(

1
0

)
; |1〉 ←

(
0
1

)

15: |e1〉 ←
1√

z1 + z2
(z1 |0〉+ z2 |1〉), |e2〉 ←

1√
z3 + z4

(z3 |0〉+ z4 |1〉)

16: |e3〉 ←
1√

z5 + z6
(z5 |0〉+ z6 |1〉), |e4〉 ←

1√
z7 + z8

(z7 |0〉+ z8 |1〉)

17: P1 ← |e1〉〈e1| , P2 ← |e2〉〈e2| , P3 ← |e3〉〈e3| , P4 ← |e4〉〈e4|
18: A1 ← 2P1 − 12, A2 ← 2P2 − 12
19: B1 ← 2P3 − 12, B2 ← 2P4 − 12

20: E11 ← Tr[(A1 ⊗B1)ρ], E12 ← Tr[(A1 ⊗B2)ρ]
21: E21 ← Tr[(A2 ⊗B1)ρ], E22 ← Tr[(A2 ⊗B2)ρ]
22: S ← |E11 + E21 + E12 − E22p|
23: return S
24: end function
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Algorithm 3 Algoritmo CSPSA normalizado y función objetivo CHSH definida de
acuerdo a la parametrización mostrada en la eq. (6.16). En este método se realiza
una normalización al momento de actualizar el guess.
Require: D: Dimensión del espacio. N: Número de iteraciones. z: vector incial com-

plejo de ocho componentes. ρ : Estado cuántico. a,b,s,t,A : parámetros de ajuste.
Ensure: Valor del parámetro S en cada iteración.
1: procedure CSPSAN(D,N,z,ρ,a,b,s,t,A)
2: for k ← 1, K do

3: αk ←
a

(k + 1 + A)s
, βk ←

b

(k + 1)t

4: ∆k ← vector de dimensión N generado uniformemente entre los valores
{±1,±i} con i =

√
−1.

5: z+ ← z + βk∆k, z− ← z − βk∆k

6: CHSH+ ← CHSH(z+, ρ), CHSH− ← CHSH(z−, ρ)

7: gk ←
CHSH+ − CHSH+

2βk∆∗k
8: z ← z + αkgk

9: ζ1 ←
(z1, z2)√
z1 + z2

, ζ2 ←
(z3, z4)√
z3 + z4

, ζ3 ←
(z5, z6)√
z5 + z6

, ζ4 ←
(z7, z8)√
z7 + z8

10: z ← [ζ1; ζ2; ζ3; ζ4]
11: Out← CHSH(z, ρ)
12: end for
13: return Out
14: end procedure

15: function CHSH(z,ρ)

16: |0〉 ←
(

1
0

)
; |1〉 ←

(
0
1

)

17: |e1〉 ←
1√

z1 + z2
(z1 |0〉+ z2 |1〉), |e2〉 ←

1√
z3 + z4

(z3 |0〉+ z4 |1〉)

18: |e3〉 ←
1√

z5 + z6
(z5 |0〉+ z6 |1〉), |e4〉 ←

1√
z7 + z8

(z7 |0〉+ z8 |1〉)

19: P1 ← |e1〉〈e1| , P2 ← |e2〉〈e2| , P3 ← |e3〉〈e3| , P4 ← |e4〉〈e4|
20: A1 ← 2P1 − 12, A2 ← 2P2 − 12
21: B1 ← 2P3 − 12, B2 ← 2P4 − 12

22: E11 ← Tr[(A1 ⊗B1)ρ], E12 ← Tr[(A1 ⊗B2)ρ]
23: E21 ← Tr[(A2 ⊗B1)ρ], E22 ← Tr[(A2 ⊗B2)ρ]
24: S ← |E11 + E21 + E12 − E22p|
25: return S
26: end function
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Figura 6.10: Trayectorias de CSPSA para las ganancias estándar. El gráfico mues-
tra la máxima violación de bell versus el número de iteraciones del algoritmo de
CSPSA. Cada trayectoria representa el camino que sigue cada simulación para dife-
rentes ganancias. La nomenclatura corresponde a Est.: Estándar, Est. M.: Estándar
Modificado, Est. N.: Estándar para CSPSAN, y Est. N. M.: Estándar Modificado
para CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

Análogamente a la sección precedente, analizaremos el rendimiento y compor-
tamiento de los algoritmos de CSPSA y su versión normalizada CSPSAN para la
función objetivo CHSH siguiendo la parametrización desarrollada en (6.13 - 6.18).
Consideraremos nuevamente el estado |φ+〉 y el Algoritmo 2. La Figura 6.10 muestra
cuatro trayectorias para cada conjunto de ganancias. Como vemos, el conjunto de
ganancias estándar modificadas solo presenta ruido hasta las 100 iteraciones, esto es
debido a que este conjunto de parámetros tiene una convergencia más lenta que las
otras tres ganancias El ruido indica que no es conveniente utilizar esos parámetros
debido a que posee muchísima variabilidad en su trayectoria.
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Figura 6.11: Trayectorias de CSPSA para las ganancias asintóticas. Cada trayec-
toria representa el camino que sigue cada simulación para diferentes ganancias. La
nomenclatura corresponde a Asint.: Asintótico, Asint. M.: Asintótico Modificado,
Asint. N.: Asíntotico para CSPSAN, y Asint. N. M.: Asintótico Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

La Figura 6.11 muestra las trayectorias descritas para los algoritmos CSPSA y
CSPSAN cuando son utilizadas las ganancias asintóticas. Las curvas presentadas son
bastante similares en estabilidad a las mostradas en el caso de SPSA. A diferencia de
las ganancias estándar, las asintóticas requieren menos iteraciones para alcanzar el
máximo de la función. El gráfico muestra que, independiende del guess y las ganancias
usadas en este análisis, los algoritmos de CSPSA y CSPSAN convergen al máximo
de la función, solo que a diferentes tasas de convergencia.

Notemos que la curva generada por los parámetros asintóticos en CSPSAN es dife-
rente a las producidas por las ganancias asintóticas modificadas aplicadas a CSPSAN,
esto se debe a que al normalizar el guess en el algoritmo la función objetivo cam-
bia y, por tanto, las ganancias utilizadas no necesariamente reproducen las mismas
curvas. De esta forma se puede observar que, para cada problema, se deben ajustar
nuevamente las ganancias.
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Parámetros Estandar

Est. Est. M. Est. N. Est. N. M.

Figura 6.12: Simulación de CSPSA y CSPSAN usando ganancias estándar para
un estado maximalmente entrelazado con 5 × 103 realizaciones. La figura muestra
un gráfico de la máxima violación de Bell versus número de iteraciones. Las lineas
continuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada
ganancia. La nomenclatura corresponde a: Est.: Estándar, Est. M.: Estándar Modi-
ficado, Est. N.: Estándar para CSPSAN, y Est. N. M.: Estándar Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

Ya que este método también es estocástico en las trayectorias, se deben simular
realizaciones independientes para estudiar el rendimiento de los algoritmos. En la
Figura 6.12 se muestran 5 × 103 realizaciones independientes. Las lineas centrales
representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil.
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Figura 6.13: Simulación de CSPSA y CSPSAN usando ganancias asintóticas para
un estado maximalmente entrelazado con 5× 103 realizaciones. La figura muestra el
gráfico de la máxima violación de Bell versus número de iteraciones. Las lineas conti-
nuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada ganancia.
La nomenclatura corresponde a: Asint.: Asintótico, Asint. M.: Asintótico Modifica-
do, Asint. N.: Asíntotico para CSPSAN, y Asint. N. M.: Asintótico Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

La Figura 6.13 muestra el gráfico de la máxima violación de Bell versus número de
iteraciones para 5× 103 realizaciones. Vemos que, pese a que la curva producida por
CSPSAcon las ganancias asintóticas modificadas superan el valor de 2.0 en menos
iteraciones, el método CSPSAN con las ganancias asintóticas modificadas converge
más rápidamente a 2

√
2.

Siguiendo el análisis realizado para SPSA, se estudiará el rendimiento de los al-
goritmos de CSPSAy CSPSAN aplicado sobre los estados de Werner (6.9). La Figu-
ra 6.14 muestra el valor promedio de las ganancias asintóticas utilizadas en los dos
algoritmos complejos. Cada punto en el gráfico representa el promedio del máximo
valor conseguido a las 200 iteraciones para 10 realizaciones independientes.
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Figura 6.14: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parámetros asintóticos. Cada punto representa el prome-
dio del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN,
P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas
aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.15: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parámetros asintóticos. Cada punto representa la mediana
del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN,
M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modifica-
das aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.16: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parámetros estándar. Cada punto representa el promedio
del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN,
P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas
aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.17: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parámetros estándar. Cada punto representa la mediana
del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN,
M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modifica-
das aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

De las Figura 6.14, Figura 6.15, Figura 6.16 y Figura 6.17 se observar que, para
en todos los casos, tanto la mediana como el promedio de las ganancias modifica-
das aplicadas sobre CSPSAN reproducen los resultados predichos por la teoría. De
acuerdo a este resultado se tiene evidencia suficiente para afirmar que las ganancias
modificadas aplicadas a CSPSA normalizado poseen un mejor rendimiento que las
otras configuraciones estudiadas.

Finalmente se revisarán los algoritmos aplicados sobre un estado descrito en des-
composición de Schmidt, como fue mostrado en la eq. (6.11).



81

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

λ

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

M
ax

im
a

V
io

la
ci

ón
de

B
el

l
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Figura 6.18: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposición de Schmidt para ganancias Asintóticas.
Cada punto representa el promedio del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones,
donde se simularon 10 realizaciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio,
P.N.: Promedio de CSPSAN, P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Pro-
medio ganancias modificadas aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.19: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposición de Schmidt para ganancias asintóticas.
La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN, M.M.:
Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modificadas apli-
cadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.20: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposición de Schmidt para ganancias estándar. La
nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN, P.M.: Pro-
medio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas aplicadas en
CSPSAN. Fuente: Elaboración propia
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Figura 6.21: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da a estados descritos en descomposición de Schmidt para ganancias estándar. Cada
punto representa el promedio del máximo valor conseguido a las 200 iteraciones, don-
de se simularon 10 realizaciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.:
Mediana de CSPSAN, M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana
de ganancias modificadas aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboración propia

De las Figura 6.18, Figura 6.19, Figura 6.20 y Figura 6.21 se observa que las
ganancias estandar y asintóticas modificadas aplicadas a CSPSAN reproducen la
curva que predice la teoría, tanto en el cálculo de mediana como en el promedio.
De esta forma podemos afirmar que el método que nos lleva al mejor rendimiento es
CSPSAN con ganancias modificadas.
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6.4. Estimación de la desigualdad CHSH para esta-
dos cuánticos desconocidos

A continuación se reportarán las simulaciones realizadas con los algoritmos SPSA,
CSPSA y CSPSAN, utilizando las ganancias mostradas en la Tabla 5.2. Cada gráfico
muestra la mediana y el rango intercuartil para 103 estados puros generados unifor-
memente donde cada uno de ellos fue simulado utilizando el mismo guess, es decir,
inician desde el mismo punto. Los gráficos de error relativo vs número de iteraciones
se obtienen de acuerdo a la expresión

Erel =
|Steo − Ssim|
Steo

, (6.21)

donde Ssim es el valor estimado de la desigualdad mediante algún proceso de op-
timización y Steo es el valor máximo de la desigualdad que puede lograr el estado
simulado. El valor exacto se calcula mediante el procedimiento mostrado en la Sec-
ción 4.5,

E11 + E12 + E21 − E22 = 2
[
(1− γ)2 +K2

]1/2
+ 2γ, (6.22)

con K = 2(c1c2 + c3c4 + · · · ), donde ci son los coeficientes de Schmidt de la des-
composición. Para el caso de la desigualdad CHSH γ = 2 y, por lo tanto

E11 + E12 + E21 − E22 = 2
[
(1 +K2

]1/2
, (6.23)

6.4.1. Simulaciones SPSA

En la presente sección se mostrarán las simulaciones realizadas utilizando el algo-
ritmo de SPSA para 103 estados puros uniformemente generados. En las siguientes
figuras se mostrará el rendimiento del algoritmo bajo las diferentes ganancias pre-
sentadas anteriormente.
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Figura 6.22: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintóticas para 103 esta-
dos generados uniformemente. El gráfico indica la máxima violación de Bell versus
número de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado
el rango intercuartil, según corresponda.
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Mediana Mediana M.

Figura 6.23: Error relativo de SPSA de las ganancias asintóticas para 103 estados
puros generados uniformemente. El gráfico presenta el error relativo versus número
de iteraciones en escala logarítmica. Las lineas continuas indican la mediana y el
sombreado el rango intercuartil, según corresponda.
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Figura 6.24: Simulaciones de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
puros generados uniformemente. El gráfico indica la máxima violación de Bell versus
número de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado
el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.
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Figura 6.25: Error relativo de SPSA de las ganancias estándar para 103 estados
puros generados uniformemente. El gráfico presenta el error relativo versus número
de iteraciones en escala logarítmica. Las lineas continuas indican la mediana y el
sombreado el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.

6.4.2. Simulaciones CSPSAy CSPSAN

En la presente sección se mostrarán las simulaciones realizadas utilizando algo-
ritmo de CSPSAy su versión que incluye normalización CSPSAN para 103 estados
puros uniformemente generados. El objetivo es investigar el rendimiento en mediana
para todo tipo de estados, esto es, estados con diferente cantidad de entrelazamien-
to. En las siguientes figuras se mostrará la mediana y los rangos intercuartiles de los
algoritmos bajo las diferentes ganancias presentadas la Tabla 5.2.
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Mediana Mediana M. Mediana N. Mediana N. M.

Figura 6.26: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas so-
bre 103 estados puros generados uniformemente. El gráfico indica la máxima violación
de Bell versus número de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y
el sombreado el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.
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Figura 6.27: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente. El gráfico presenta el error relativo
versus número de iteraciones en escala logarítmica. Las lineas continuas indican la
mediana y el sombreado el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.



92

1 20 40 60 80 100

Iteraciones

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
M

ax
im

a
V

io
la

ci
ón

d
e

B
el

l
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Figura 6.28: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar so-
bre 103 estados generados uniformemente. El gráfico indica la máxima violación de
Bell versus número de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el
sombreado el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.
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Figura 6.29: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar
sobre 103 estados puros generados uniformemente. El gráfico presenta el error relativo
versus número de iteraciones en escala logarítmica. Las lineas continuas indican la
mediana y el sombreado el rango intercuartil en cada caso, según corresponda.

6.5. Simulaciones con ensemble finito

En las secciones anteriores se mostraron los resultados de las simulaciones rea-
lizadas con estadística exacta. A continuación se mostrará el procedimiento que se
utilizó para el desarrollo de simulaciones para un ensemble finito.

Primero, recordemos la definición de valor esperado mostrada en la expresión
eq. (4.43).

Eij = Tr {ρ (Ai ⊗Bj)} , (6.24)

donde i, j = 1, 2 son las etiquetas de los observables para Alice y Bob. Se definen
los operadores de proyección para Alice y Bob de acuerdo a
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Pa,i := |ai〉〈ai| ; P⊥a,i :=
∣∣a⊥i
〉〈
a⊥i
∣∣

Pb,j := |bj〉〈bj| ; P⊥b,j :=
∣∣b⊥j
〉〈
b⊥j
∣∣ .

(6.25)

Luego,

Ai = +Pa,i − P⊥a,i; Bj = +Pb,j − P⊥b,j (6.26)

Con esto, la eq. (6.24) puede ser rescrita como

Eij = Tr
{
ρ
(
+Pa,i − P⊥a,i

)
⊗
(
+Pb,j − P⊥b,j

)}
(6.27)

Eij = Tr
{
ρ
(
Pa,i ⊗ Pb,j − Pa,i ⊗ P⊥b,j − P⊥a,i ⊗ Pb,j + P⊥a,i ⊗ P⊥b,j

)}
(6.28)

Eij = Tr {ρ (Pa,i ⊗ Pb,j)} − Tr
{
ρ
(
Pa,i ⊗ P⊥b,j

)}

− Tr
{
ρ
(
P⊥a,i ⊗ Pb,j

)}
+ Tr

{
ρ
(
P⊥a,i ⊗ P⊥b,j

)}
, (6.29)

donde, por ejemplo, Tr {ρ (Pa,i ⊗ Pb,j)} representa la probabilidad de obtener el va-
lor propio +1 asociado al proyector Pa,i de Alice en conjunto con el valor propio
+1 asociado al proyector Pb,j de Bob. Por simplicidad definimos cada uno de estos
términos como

Ppp = Tr {ρ (Pa,i ⊗ Pb,j)}, Ppm = Tr
{
ρ
(
Pa,i ⊗ P⊥b,j

)}

Pmp = Tr
{
ρ
(
P⊥a,i ⊗ Pb,j

)}
, Pmm = Tr

{
ρ
(
P⊥a,i ⊗ P⊥b,j

)}
.

(6.30)
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Consideremos las probabilidades de obtener las correlaciones mostradas anterior-
mente Ppp,Ppm,Pmp,Pmm. Estas probabilidades deben satisfacer

Ppp + Ppm + Pmp + Pmm = 1. (6.31)

De esta forma podemos separar el intervalo [0, 1] en cuatro zonas: 0 ≤ z1 < Ppp,
Ppp ≤ z2 < Ppp+Pmp, Ppp+Pmp ≤ z3 < Ppp+Pmp+Pmm y Ppp+Pmp+Pmm < z4 ≤ 1,
como se ilustra en la siguiente figura.

PpmPmpPpp

10

Pmm

Figura 6.30: Diagrama de las zonas para emular detecciones experimentales.
Fuente: Elaboración propia

Supongamos que se genera un ensemble de N números al azar entre 0 y 1, con los
cuales se realizará un conteo de cuantos coinciden en cada zona. Así, ηpp números se
encuentran en z1, ηmp en z2, ηmm en z3 y ηpm en z4. De esta forma podemos estimar
la probabilidad de que estos números aleatorios coincidan en las diferentes zonas,

P̃pp =
ηpp
N
, P̃pm =

ηpm
N

, P̃mp =
ηmp
N

, P̃mm =
ηmm
N

. (6.32)

Finalmente, con estas probabilidades y los valores propios asociados a ellas, po-
demos calcular el valor estimado Ẽij para esta simulación de detecciones,

Ẽij =
ηpp − ηpm − ηmp + ηmm

N
= P̃pp − P̃pm − P̃mp + P̃mm. (6.33)

donde, para un ensemble suficientemente grande, tenemos

Eij = ĺım
N→∞

Ẽij. (6.34)

En las siguientes secciones se reportarán todas las simulaciones realizadas con
los algoritmos de SPSA, CSPSA y CSPSAN para las distintas ganancias mostradas
anteriormente.
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6.5.1. Ensemble con N = 102

A continuación se mostrarán las simulaciones realizadas utilizando los métodos de
SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaño N = 102.
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Figura 6.31: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
generados uniformemente con un tamaño de muestra N = 102.



97

100 101 102 103

Iteraciones

10−2 10−2

10−1 10−1

100 100

E
rr

or
R

el
at

iv
o
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Figura 6.32: Error relativo de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102.
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Parámetros Estandar - N = 102

Mediana Mediana M.

Figura 6.33: Simulaciones de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 102.
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Figura 6.34: Error relativo de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102.
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Figura 6.35: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 102.
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Figura 6.36: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102.
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Figura 6.37: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados generados uniformemente y N = 102 experimentos.
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Figura 6.38: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados puros generados uniformemente y N = 102 experimentos.

6.5.2. Ensemble con N = 103

A continuación se mostrarán las simulaciones realizadas utilizando los métodos de
SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaño N = 103.
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Figura 6.39: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.40: Error relativo de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.41: Simulaciones de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.42: Error relativo de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.43: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.44: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.45: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Figura 6.46: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.

6.5.3. Ensemble con N = 104

A continuación se mostrarán las simulaciones realizadas utilizando los métodos de
SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaño N = 104.
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Figura 6.47: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.48: Error relativo de SPSA para las ganancias asintóticas sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.49: Simulaciones de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.50: Error relativo de SPSA para las ganancias estándar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.51: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.52: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintóticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Figura 6.53: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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Error Relativo - Parámetros Estandar - N = 104

Mediana Mediana M. Mediana N. Mediana N. M.

Figura 6.54: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estándar sobre
103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 104.
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6.6. Resumen de resultados

Debido a la gran cantidad de simulaciones que fueron realizadas, en esta sección
se compararán los mejores resultados obtenidos para cada valor de N , en término de
la rapidez de convergencia y en el error relativo.
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Figura 6.55: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 102. Violación de
Bell vs iteraciones. El gráfico de la izquierda muestra la comparación las ganancias
estándar modificadas y asintóticas modificadas utilizadas en el algoritmo CSPSAN.
La figura de la derecha muestra la respectiva comparación para SPSA para las mismas
ganancias. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el rango
intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.55 se muestra la comparación de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 13 iteraciones
considerando además que todo el rango intercuartil supera este valor en las 25 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75% de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 25 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintóticas modificadas viola la desigualdad de Bell a las 21 iteraciones, mientras
que en el caso de las ganancias estándar modificadas esto ocurre cerca de las 27
iteraciones. En este caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad
como en el caso de CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violación de
Bell para la misma cantidad de iteraciones. Al menos para el ensemble de N = 102,
CSPSAN exhibe un mejor rendimiento que SPSA.
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Figura 6.56: Error relativo para un ensemble de N = 102. El gráfico muestra las
curvas logradas para las ganancias estándar modificadas y asintóticas modificadas
para los algoritmos CSPSAN y SPSA. Las lineas continuas representan la mediana
y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparación del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.56 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintóticas y estándar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que para estas ganancias un 50% de las realizaciones consiguen un error
relativo más pequeño. Por otra parte la dispersión de las realizaciones es menor en
CSPSAN que en SPSA.
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Figura 6.57: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 103. Violación de
Bell vs iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el
rango intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.57 se muestra la comparación de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 11 iteraciones
considerando además que todo el rango intercuartil supera este valor en las 20 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75% de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 20 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintóticas viola la desigualdad de Bell a las 24 iteraciones, mientras que en el caso
de las ganancias estándar modificadas esto ocurre cerca de las 32 iteraciones. En este
caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad como en el caso de
CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violación de Bell para la misma
cantidad de iteraciones. Para el ensemble de N = 103, CSPSAN exhibe un mejor
rendimiento que SPSA.
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Figura 6.58: Error relativo para un ensemble de N = 103. El gráfico muestra las
curvas logradas para las ganancias estándar modificadas y asintóticas modificadas
para CSPSAN y ganancias estándar modificadas y asintóticas SPSA. Las lineas con-
tinuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparación del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.58 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintóticas y estándar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que la mediana llega cerca de las 10−4 en el error relativo. A diferencia
de lo mostrado para el caso del ensemble de N = 102, el 75% de las realizaciones
para estas ganancias alcanza mejores resultados que los obtenidos por SPSA usando
ganancias estándar modificadas.
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Figura 6.59: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 104. Violación de
Bell vs iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el
rango intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.59 se muestra la comparación de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 11 iteraciones
considerando además que todo el rango intercuartil supera este valor en las 20 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75% de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 20 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintóticas modificadas viola la desigualdad de Bell a las 15 iteraciones, mientras
que en el caso de las ganancias estándar modificadas esto ocurre cerca de las 20
iteraciones. En este caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad
como en el caso de CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violación de
Bell para la misma cantidad de iteraciones. Para el ensemble de N = 104, CSPSAN
exhibe un mejor rendimiento que SPSA.
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Figura 6.60: Error relativo para un ensemble de N = 104. El gráfico muestra las
curvas logradas para las ganancias estándar modificadas y asintóticas modificadas
para CSPSAN y ganancias estándar y asintóticas SPSA. Las lineas continuas repre-
sentan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparación del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.60 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintóticas y estándar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que para estas ganancias un 50 % de las realizaciones consiguen un error
relativo más pequeño. Por otra parte la dispersión de las realizaciones es menor en
CSPSAN que en SPSA. Vemos que la mediana llega mas abajo de 10−4 en el error
relativo. A diferencia de lo mostrado para el caso del ensemble de N = 102, al menos
el 75% de las realizaciones para estas ganancias alcanza mejores resultados que los
obtenidos por SPSA usando ganancias estándar modificadas. En este caso CSPSAen
su versión normalizada alcanza aproximadamente un orden de magnitud menos que
SPSA, es decir, es un orden de magnitud más preciso.
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Los siguientes gráficos muestran el error relativo en función del ensemble N para
las simulaciones mostradas anteriormente. Cada marca representa la mediana del
error relativo obtenido a las 103 iteraciones. Las lineas continuas muestran los ajus-
tes realizados para cada conjunto de valores en un gráfico log-log de acuerdo a la
expresión,

Erel = 10βNα (6.35)

donde α es la pendiente y β es el valor donde el ajuste intercepta el eje vertical.
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Figura 6.61: Gráfico error relativo vs ensemble N . Cada marca representa la media-
na del error relativo obtenido a las 103 iteraciones. Las lineas continuas representan
los ajustes lineales en un gráfico log-log para cada conjunto de datos.

CSPSAA. SPSA E. M. SPSA A. M.
α −0,2334 −0,2919 −0,2154
β −0,2782 −1,1716 −1,9883

Tabla 6.1: Tabla comparativa con parámetros de ajuste de la Figura 6.61. Fuente:
Elaboración propia.



127

La Tabla 6.1 muestra los valores para la pendiente α e intersección con el eje ver-
tical β para las regresiones lineales realizadas para cada combinación combinación
algoritmo-ganancia. Se puede observar que las pendientes están entre −0,2 y −0,3 lo
que indica que las pendientes de las rectas son aproximadamente paralelas entre si en
el rango de valores del ensemble con los que trabajamos. También se puede realizar
una interpolación y calcular cuanto debiese ser la mediana del error si utilizamos un
ensemble más grande. Por ejemplo, SPSA las ganancias asintóticas modificadas logra
un error relativo de 8,6040× 10−4 para un ensemble de N = 105. Finalmente, pode-
mos ver que el algoritmo de SPSA utilizando las ganancias asintóticas modificadas
proporciona los mejores resultados del conjunto de simulaciones comparado.
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Figura 6.62: Gráfico error relativo vs ensemble N . Cada marca representa la media-
na del error relativo obtenido a las 103 iteraciones. Las lineas continuas representan
los ajustes lineales en un gráfico log-log para cada conjunto de datos.

SPSA E. CSPSA E. SPSA A. CSPSAN A. M. CSPSAN E. M.
α −1,0139 −0,9575 −0,8981 −0,8190 −0,8124
β 1,2223 1,1826 0,1690 −1,0446 −1,0493

Tabla 6.2: Tabla comparativa con parámetros de ajuste de la Figura 6.62. Fuente:
Elaboración propia.
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Análogamente, la Tabla 6.2 muestra los valores para la pendiente e intersección
con el eje vertical pero para otra combinación de algoritmo-ganancia. Para este caso
las pendientes están entre −0,80 y −1,02. Podemos ver que las pendientes son apro-
ximadamente paralelas para el intervalo entre N = 100 y N = 105. Realizando una
interpolación, podemos ver que el error relativo para SPSA con ganancias asintóticas
con N = 105 es de 4,7698 × 10−5, mientras que el error relativo para CSPSAN con
ganancias asintóticas y estándar modificadas es de 7,2510×10−6 y 7,7393×10−6. De
este resultado podemos observar que CSPSAN con las ganancias asintóticas logran
un menor error relativo si es comparada con SPSA y las ganancias asintóticas.



Capítulo 7

Conclusión

Se ha propuesto resolver el problema de la máxima violación de la desigualdad
CHSH para estados cuánticos desconocidos mediante dos algoritmos iterativos lla-
mados Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SPSA) y Complex Si-
multaneous Perturbation Stochastic Approximation (CSPSA). Ambos métodos son
bastante versátiles, puesto que pueden ser implementados para funciones cuyos gra-
dientes no pueden ser obtenidos de manera exacta. Tanto SPSA como CSPSA están
definidos por medio de parámetros que controlan la convergencia, los cuales son lla-
mados ganancias. El vector inicial donde comienza la secuencia iterativa es llamado
guess. Así, ambos algoritmos permiten la convergencia asintótica al máximo de la
función pese a que el estado es desconocido.

Este problema se afrontó desde un punto de vista numérico, por lo que se rea-
lizaron exhaustivas simulaciones numéricas para estudiar el rendimiento medio de
los algoritmos en la violación de las desigualdad CHSH. Para comparar se utilizó
como medida de tendencia central la mediana y como medida de dispersión el rango
intercuartil. Los casos estudiados fueron clasificados en dos grandes grupos: el pri-
mero es el método exacto, donde se consideró un experimento numérico en el cual la
función es evaluada sin errores, y en el segundo se considera una fuente de error en
las simulaciones numéricas, la cual consiste en utilizar un ensamble de tamaño finito
para la evaluación de la función, emulando así un proceso de detección.

Hemos mostrado que los algoritmos de SPSA y CSPSA pueden ser utilizados en el
problemas de la desigualdad CHSH aplicado a estados cuánticos de distinta natura-
leza tales como: estados entrelazados, estados de Werner, estados en descomposición
de Schmidt y estados cuánticos puros desconocidos generados uniformemente. Para
cada uno de estos casos, las simulaciones reproducen las predicciones dadas por la
teoría. Sin embargo, para los métodos SPSA y CSPSAN utilizando las ganancias
estándar y astintótica modificadas, se requieren menos de 50 iteraciones para lograr
una violación de la desigualdad CHSH. También se observó la gran precisión de los
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métodos, los cuales permiten obtener errores relativos del orden de 10−6 para las mis-
mas ganancias nombradas anteriormente, donde estos resultados fueron obtenidos en
el marco de simulaciones con método exacto.

Parte importante del desarrollo de nuestra investigación fue la implementación
de una situación hipotética de laboratorio donde se utilizó un tamaño de ensemble
finito para estimar los valores esperados de los observables involucrados en la de-
sigualdad CHSH. Estas simulaciones se realizaron sin considerar errores producto de
la implementación experimental, por ejemplo, los defectos tecnológicos de los detec-
tores, entre otros. Las simulaciones muestran que CSPSA en su versión normalizada
consigue mejores resultados si es comparado con su versión sin normalizar y con
SPSA. En primer lugar converge más rápidamente en media que SPSA, logrando
una ventaja de 15 iteraciones para algunos casos y cerca de 20 iteraciones de venta-
ja si se compara el rango intercuartil completo. Para la comparación de los errores
relativos se tiene que CSPSAN consigue precisiones del orden de 10−5, mientras que
SPSA obtiene 10−4, para un tamaño de ensamble de N = 104 por medición. De esta
forma, CSPSAN tiene ventaja en precisión respecto a SPSA para el mismo tamaño
de ensamble.

Otro punto importante de lo investigado es el rol que juegan las ganancias en las
simulaciones con estos métodos. Se observó que las ganancias recomendadas en la
literatura de optimización estocástica no proporcionan buenos resultados para las
funciones objetivos consideradas, teniendo que realizar una búsqueda exhaustiva de
ganancias que proporcionen los mejores resultados. Es por este motivo que para cual-
quier modificación en la función objetivo, es necesario realizar una nueva búsqueda
de ganancias, por lo que desde un punto de vista práctico es una desventaja de los
algoritmos. Otra desventaja de estos métodos es la cantidad de mediciones totales
que se realizan para una simulación completa. Para cada iteración se realizan 2 eva-
luaciones de la función. Si se fijan en k las iteraciones totales, entonces se deben
hacer 2 · k mediciones diferentes. Si este mismo proceso se hace para un tamaño de
ensemble finito N , la cantidad de recursos totales son 2 · 4 · N · k. A pesar de esto
la principal ventaja de este método es que no se requiere postprocesamiento para
obtener los resultados de las simulaciones.

La implementación exitosa de estos algoritmos al problema de las desigualdad
CHSH nos permitió tener nociones para extender la investigación a otro tipo de sis-
temas como la desigualdad de Mermin para 3-qubits, desigualdades para observables
con tres salidas y sistemas multipartitos. También estos algoritmos pueden ser imple-
mentados en otros problemas en Información Cuántica como métodos tomográficos,
medidas de entrelazamiento, estimación de la pureza de estados, entre otros.



Apéndice A

Tomografía de estados cuánticos

La tomografía de estados cuánticos es un proceso experimental que permite
inferir un estado cuántico ρ desconocido por medio de una serie de mediciones. Este
proceso requiere una gran cantidad de copias del estado que deseamos caracterizar.

El conjunto 1/
√

2, X/
√

2, Y/
√

2, Z/
√

2 forman una base ortonormal para las
matrices hermíticas con respecto al producto punto de Hilbert-Schmidt. De este
modo, el estado ρ puede ser expandido como

ρ =
1

2
(Tr{ρ}1+ Tr{Xρ}X + Tr{Y ρ}Y + Tr{Zρ}Z) . (A.1)

Recordemos que la expresión Tr{Aρ} puede ser interpretada como el valor espera-
do del observable A. Por ejemplo, para estimar Tr{Zρ} debemos medir el observable
Z m veces, obteniendo z1, . . . , zm cuyos valores pueden ser +1 o −1. Así,

∑
zi/m es

un aproximación del valor real de Tr{Aρ}. De acuerdo al teorema del límite central,
para un m suficientemente grande, los resultados están aproximadamente en distri-
bución Gaussiana, donde el valor esperado es precisamente Tr{Zρ} y con desviación
estándar ∆(Z)/

√
m como es mostrado en la eq. (2.58). Así, procediendo de la mis-

ma forma que para el observable Z se debe estimar Tr{Xρ} y Tr{Xρ} para poder
obtener una estimación del estado ρ.

Siguiendo el mismo procedimiento, podemos generalizar naturalmente esta situa-
ción a sistemas cuánticos de N qubits. Para una tomografía de un estado de N
qubits, se requieren estimar D2 = 4N − 1 parámetros. La elección usual para la base
de operadores es usar el conjunto de operadores de Pauli generalizados, construido
como producto tensorial de las matrices de Pauli. Así ρ se puede descomponer como,
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ρ =
∑

~v

Tr{σv1 ⊗ σv2 ⊗ · · · ⊗ σvnρ}σv1 ⊗ σv2 ⊗ · · · ⊗ σvn
2n

(A.2)

donde vi pueden tomar los valores 0, 1, 2, 3 para indicar los operadores 1, X, Y, Z en
la posición i.



Apéndice B

Códigos de Matlab

En el siguiente apéndice se mostrarán las lineas de código utilizados para las
simulaciones realizadas en los capítulos anteriores.

B.0.1. Códigos SPSA

La función CHSHang depende de dos parámetros z y Rho (ρ), los cuales represen-
tan los valores de ángulos y el estado, respectivamente. La parametrización elegida
para el caso real es de acuerdo a la eq. (6.2). Este script permite calcular, de acuer-
do a las variables declaradas, el valor de la función S. Esta función es la que será
utilizada como función objetivo en SPSAang.

function [S] = CHSHang(z,Rho)
%
sigmax = [0 1; 1 0]; % pauli matrix x
sigmay = [0 -1i; 1i 0]; % pauli matrix y

5 sigmaz = [1 0; 0 -1]; % pauli matrix z

% Construcción de los operadores de Alice y Bob

A1 = sin(z(1))* cos(z(5))* sigmax + sin(z(1))* sin(z(5))* sigmay
10 + cos(z(1))* sigmaz;

A2 = sin(z(2))* cos(z(6))* sigmax + sin(z(2))* sin(z(6))* sigmay
+ cos(z(2))* sigmaz;
B1 = sin(z(3))* cos(z(7))* sigmax + sin(z(3))* sin(z(7))* sigmay
+ cos(z(3))* sigmaz;

15 B2 = sin(z(4))* cos(z(8))* sigmax + sin(z(4))* sin(z(8))* sigmay
+ cos(z(4))* sigmaz;
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%
%z(1,...,4) −> Theta, z(5,...,8) −> phi

20 % Valores esperados de los operadores

E_11 = trace(kron(A1,B1)*Rho);
E_12 = trace(kron(A1,B2)*Rho);
E_21 = trace(kron(A2,B1)*Rho);

25 E_22 = trace(kron(A2,B2)*Rho);

% Evaluación de S

S = abs(E_11 + E_21 + E_12 - E_22);
30 end

SPSAang es una función que depende de 9 parámetros: Dim es la dimensión del
espacio, Nit es el número de iteraciones para la secuencia, z es el vector que contiene
los ángulos iniciales y rho representa el estado a evaluar. Por otro lado a, b, s, t, A
son parámetros denominados ganancias y deben ser ajustados, para este problema,
de acuerdo a los mostrados en la table 5.1. En cada iteración, el valor de S se acerca
a su máximo permitido, convergiendo asintóticamente en media a dicho valor.

function [Salida] = SPSAang(Dim ,Nit ,z,rho ,a,b,s,t,A)

Salida = zeros(1,Nit);
for k = 1:Nit

5

% Vector con dirección aleatorias +1 y −1

Delta_k = (-1).^ round(randi ([0,1],Dim ,1));

10 % Ganancias

alpha_k = a/(k + 1 + A)^s; beta_k = b/(k + 1)^t;

% Declaración de variables
15

z1 = z + beta_k*Delta_k; z2 = z - beta_k*Delta_k;
chsh1 = CHSHang(z1,rho); chsh2 = CHSHang(z2,rho);

% Estimación del gradiente
20

g_k = ((chsh1 - chsh2 )/(2* beta_k )).* Delta_k;
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% Actualización del siguiente punto inicial

25 z = z + alpha_k*g_k;
Salida(k) = CHSHang(z,rho);
end

end

B.0.2. Código CSPSA

La función CHSH depende de dos parámetros; z y Rho, los cuales representan
el vector complejo y el estado cuántico, respectivamente. Para este caso la parame-
trización usada en la mostrada en la eq. (6.18). Con este script y de acuerdo a las
variables declaradas, calcula el valor de la función S. Esta función es la que se utiliza
en la función CSPSA.

function [S] = CHSH(z,Rho)

E_1 = z(1:2); E_2 = z(3:4);
E_3 = z(5:6); E_4 = z(7:8);

5

e_1 = E_1./norm(E_1); e_2 = E_2./norm(E_2);
e_3 = E_3./norm(E_3); e_4 = E_4./norm(E_4);

p_1 = e_1*e_1 ’; p_2 = e_2*e_2 ’;
10 p_3 = e_3*e_3 ’; p_4 = e_4*e_4 ’;

% Operadores para Alice y Bob

A_1 = 2*p_1 - eye (2); A_2 = 2*p_2 - eye (2);
15 B_1 = 2*p_3 - eye (2); B_2 = 2*p_4 - eye (2);

% Valor esperado de la combinación de operadores

E_11 = trace(kron(A_1 ,B_1)*Rho);
20 E_12 = trace(kron(A_1 ,B_2)*Rho);

E_21 = trace(kron(A_2 ,B_1)*Rho);
E_22 = trace(kron(A_2 ,B_2)*Rho);

% Evaluación de S
25

S = abs(E_11 + E_21 + E_12 - E_22);
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end

function [Salida] = CSPSA(Dim ,N,z,rho ,a,b,s,r,A)
Salida = zeros(1,N);
for K =1:N
a_k = a/(K + A)^s; c_k = b/(K)^r;

5 l = randi(4,Dim ,1);
D = (1i).^(l);
%
%g = G(z,C,D,rho);
F1 = z + c_k*D;

10 F2 = z - c_k*D;
f1 = CHSH(F1, rho);
f2 = CHSH(F2, rho);
g = (f1 - f2 )./(2* c_k*conj(D)); %aproximaciÛn del gradiente
z = z + a_k*g;

15 E_1 = z(1:2)/ norm(z(1:2));
E_2 = z(3:4)/ norm(z(3:4));
E_3 = z(5:6)/ norm(z(5:6));
E_4 = z(7:8)/ norm(z(7:8));
z = [E_1;E_2;E_3;E_4];

20 Salida(K) = CHSH(z,rho);
end
end
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