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Resumen

Las desigualdades de Bell nos proporcionan un esquema de trabajo en el cual po-
demos clasificar la naturaleza de diferentes estados cuénticos. Si se le aplica un test
de Bell a un estado cuantico conocido y éste viola la desigualdad, podemos afirmar
que dicho estado es entrelazado que no puede ser descrito por teorias clasicas. De
esta forma podemos agrupar facilmente a los estados cuénticos de acuerdo a su na-
turaleza. El ingrediente principal para evaluar las desigualdades de Bell es conocer
el estado de antemano. Se deben encontrar las bases exactas donde las correlaciones
de las mediciones exhiban una violaciéon en las desigualdades de Bell. Si el estado es
conocido entonces se puede abordar el problema mediante simulaciones numeéricas.
En particular se puede emplear algoritmos de programacion semidefinida para opti-
mizar sobre las bases de medicién que permitan encontrar la méxima violaciéon de
Bell para el estado. Si el estado es desconocido este método no puede ser utilizado.

En el siguiente trabajo nosotros abordaremos el problema de la maxima viola-
cion de Bell para estados cuéanticos desconocidos acudiendo a algoritmos iterativos
de optimizacion llamados Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SP-
SA) y Complex Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (CSPSA) que
permiten encontrar la méxima violacion de Bell aunque el estado sea completamente
desconocido. Para mostrar su funcionamiento se ha probado inicialmente su desempe-
no sobre estados cuyas propiedades son ampliamente conocidas, logrando reproducir
las maximas violaciones permitidas que predice la teoria. Por otra parte se ha imple-
mentado el algoritmo para estados cuanticos desconocidos generados uniformemente
para una gran cantidad de simulaciones, consiguiendo que en mediana los algoritmos
alcancen en pocas iteraciones las violaciones de Bell y errores relativos del orden de
1075, Por otra parte se ha implementaciéon una situacién hipotética de laboratorio
donde se utilizé un tamano de ensemble finito para estimar los valores esperados de
los observables involucrados en la desigualdad CHSH, donde CSPSA en su version
normalizada obtiene un mejor desempeno en rapidez y precision que SPSA.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde su publicacion en 1964 [7], las desigualdades de Bell han jugado un rol im-
portante en el desarrollo de la Informacion Cuantica. Estas han permitido demostrar
que la naturaleza exhibe un comportamiento no-local relacionado con la propiedad
de entrelazamiento cudntico. En particular, existen estados cuanticos entrelazados
cuyas predicciones no pueden ser empleadas por una teoria clésica.El concepto de
no-local hace alusiéon a una propiedad que permite mantener un misterioso enlace
entre dos sistemas que estan alejados entre si lo suficiente como para garantizar que
no exista una conexién causal entre ellos. Gracias al entrelazamiento cuantico, ha
sido posible el desarrollo de la computacion cudntica y sus mejoras [15] o de pro-
cesos exclusivamente cuénticos como la criptografia cudntica |12] o la teleportacion
cudntica de estados |3, 5]. Debido a la gran cantidad de aplicaciones en los que se
pueden emplear los estados entrelazados, surge la necesidad de poder distinguirlos de
estados que posean caracteristicas locales. Asi, las desigualdades de Bell nos proveen
un marco de trabajo para clasificar a los estados cuanticos de acuerdo a su natura-
leza. Asi, si un estado viola la desigualdad de Bell podemos afirmar que el estado es
entrelazado’.

En la practica el método usual para implementar un test de Bell es, dado un
estado cuantico entrelazado de prueba, fijo y conocido se debe realizar una busqueda
de las bases de los observables donde las correlaciones de las detecciones exhiban una
violacion de las desigualdades de Bell. Es més, es posible encontrar un conjunto de
bases donde se viole maximalmente la desigualdad de Bell, es decir, el valor maximo
posible de la violacion de Bell para el estado de prueba. Por ejemplo, si consideramos
un estado maximalmente entrelazado entonces la méxima violacion de la desigualdad

!Debemos tener presente que no todo estado entrelazado viola las desigualdades de Bell. Exis-
ten estados, como por ejemplo los de Werner [24], que a pesar de ser entrelazados, no violan las
desigualdades de Bell. De esta forma que un estado sea entrelazado no garantiza necesariamente
una violacién en las desigualdades de Bell.



CHSH para dicho estado es 21/2, la cual es conocida como la cota de Cirel’son [3].
Naturalmente si el estado entrelazado de prueba se sustituye por otro, entonces se
debe realizar otra busqueda independiente donde las correlaciones muestren una
violacion de Bell. De esta forma es posible interpretar este procedimiento como un
problema de optimizacion sobre las bases que caracterizan a los observables que
permitan obtener una maxima violaciéon de Bell. Para estos casos donde el estado
cuantico de prueba es fijo y conocido, existen algoritmos que realizan la optimizacion
mediante programacion semidefinida ||, 23).

Nosotros hemos planteado un escenario complementario al descrito anteriormente,
es decir, poder verificar si un estado cuantico desconocido puede violar la desigualdad
Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH). Debido a que no se conoce de antemano las
propiedades del estado cuéntico de prueba, no es posible utilizar los métodos basados
en programacion semidefinida. Hemos abordado este problema mediante el uso de
dos algoritmos iterativos de optimizacion llamados Simultaneous Perturbation Sto-
chastic Approxzimation (SPSA) [20] y Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approzimation (CSPSA) [21, 22], los cuales han sido implementados en Informacion
Cuéntica para resolver el problema de la tomografia de estados cudnticos |13, 22].
Mediante estos métodos resulta posible encontrar las bases de medicién sin tener la
necesidad de conocer el estado cuantico con anterioridad.

En este trabajo mostraremos el detalle de la implementacion y como ambos algo-
ritmos pueden ser utilizados para la resolucion del problema de la maxima violaciéon
de Bell para estados cuanticos desconocidos. Para el punto de partida de nuestra
investigacion se estudio la violacion de Bell para estados cuénticos de prueba cuyas
propiedades son ampliamente conocidas. Se consideré una base de Bell, los estados de
Werner y estados en descomposicion de Schmidt. Para estos casos los algoritmos mos-
traron tener la capacidad de poder reproducir las violaciones de Bell predichas por la
teorfa. El siguiente paso fue adaptar los algoritmos SPSA y CSPSA para estudiar las
violaciones de Bell de estados cuanticos desconocidos generados uniformemente para
un método exacto, donde se considera un experimento numérico donde la funcién
objetivo (CHSH) es evaluada sin errores, y para un método aproximado, que utiliza
un ensemble de tamano finito para emular el proceso de deteccion. De acuerdo a
los resultados obtenidos para el método exacto, el rendimiento de los algoritmos de
SPSA y CSPSA son similares entre si, mientras que para el método aproximado,
CSPSA en su versién normalizada posee un mayor rendimiento, tanto en rapidez de
convergencia como un menor error relativo si es comparado con SPSA.

La estructura de esta tesis consta de 8 capitulos en total. En el Capitulo 2 se
describiran los fundamentos matemaéaticos y notaciones que se utilizaran a lo largo
de toda la tesis. En el Capitulo 3 se introduciran los conceptos fundamentales de
la Mecanica Cuantica y se dara una descripcion detallada de los Postulados que
componen los cimientos de la teoria. En el Capitulo 4 se revisardn exhaustivamente



de los conceptos que permitieron el desarrollo de las desigualdades de Bell original
y la desigualdad CHSH. En el Capitulo 5 se realizara una descripcion detallada
de los algoritmos de optimizacion utilizados. En el Capitulo 6 se presentaran las
implementaciones de los algoritmos al problema de las desigualdad de Bell para
estados cuanticos desconocidos, ademas se mostrarén los resultados finales de nuestra
investigacion. Finalmente en el Capitulo 7 se presentaran las conclusiones de nuestro
trabajo.



Capitulo 2

Fundamentos matematicos

La Mecénica Cuéntica es una de las tltimas grandes rama de la fisica la cual fue
desarrollada a principio del siglo XX. Esta teoria permite poder describir el &tomo y
su nucleo, también permite describir fenémenos que para la teoria clasica resultaria
imposible de realizar (entrelazamiento, radiacién de cuerpo negro) y repercutié en
otras areas como la teoria de la informacion, criptografia, entre otros. La formulacion
matematica mas estructurada fue llevada a cabo por P. M. Dirac y J. von Neumann,
los cuales utilizaron el algebra lineal como marco de trabajo.

En el presente capitulo realizaremos una breve revision de las propiedades mate-
maticas mas usadas durante esta tesis. Comenzaremos por definir los vectores y sus
propiedades, operadores lineales, las propiedades de espacios de Hilbert y la notacién
que adoptaremos a lo largo de todo nuestro trabajo.

2.1. Algebra Lineal

2.1.1. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto no vacio V', definido por
dos operaciones llamadas suma (operacion interna) y producto por escalar (operacion
externa), las cuales estan definidas, respectivamente, como:

+: VXV —V,
o . KxV —V.



Sean a, b, c € V y a, # € K. Un espacio vectorial con las operaciones definidas
(2.1) y (2.2) debe satisfacer las siguientes propiedades':

(i)- a+b=>b+a. [Conmutatividad de la sumal
(ii).- (a +b)+c=a+ (b+c). [Asociatividad de la sumal]
(iii).- 0 +a = a. |[Existencia del elemento neutro para la suma]
(iv)- a4+ (—a) = [Inverso aditivo|
(V)- a-(a+b)=a-a+a-b [Dist. del producto ¢/r a la suma de vectores|
(vi)- (a+8)-a=a-a+5-a [Dist. del producto ¢/r a la suma de escalares|
(vii)- (af)-a=a-(f-a). [Asociatividad del producto por escalar|
(viii).- 1-a = a. [Existencia del elemento neutro multiplicativo|

Los elementos de V' se conocen como vectores. De acuerdo a la notacién prece-
dente los vectores son descritos en negrita.

Una combinacion lineal de vectores a, b, ... es una expresion de la forma
aa+pBb+vye+---. (2.3)
Un vector v se dice linealmente independiente de a, b,... si no puede ser

escrito como combinacion lineal de ellos. Un conjunto de vectores son generadores
de V' si cualquier vector del espacio puede ser escrito como una combinacién lineal
de los generadores?. El conjunto de vectores linealmente independientes que genera
el espacio se llaman base del espacio V. La dimensién del espacio es descrita por la
cantidad de elementos que contiene la base. Por tltimo, cualquier vector en V' puede
ser expandido como una combinacion lineal de elementos de una base, es decir,

a = En:oziei (24)
i=1

donde «o; € K, n = Dim(V') y {e;} es una base ortonormal de V.

! Aqui O representa el vector nulo o 0. Dist.: Distributividad. ¢/r: con respecto.
2El ejemplo maés tipico es la base del espacio tridimencional euclideo 2, 7, k.



2.1.2. Producto interior
Definicién 2.1.1. El producto escalar, producto punto o producto interior
es una aplicacion lineal, tal que®

(]): VxV-—K,

(a,b) — a = (al|b) (2:5)

donde a,b € V y a € K| el cual debe satisfacer las siguientes condiciones:
1. Linealidad por la izquierda: (wa + blc) = a(alc) + (ble). a € K,a,b,c eV
2. Linealidad por la derecha: (a|lab + ¢) = @(alb) + (alc). a€K,a,b,ceV
3. Hermeticidad: (a|b) = (b|b). a,beV
4. Positividad: @ € V, @ # 0 = (ala) > 0.
La barra (7) representa el complejo conjugado de un nimero complejo, esto es,

sia=p+iyeC, con B,y €R, entonces @ = — iy € C.

Definicién 2.1.2. Si V' es un espacio vectorial y a € V, se llama norma o, mas
apropiadamente, norma cuadratica de a a la operacion

lall == v/(ala), (2.6)

con |la|]| € R. La norma generaliza la nocion de longitud en los espacios vectoriales.
Notemos que todo producto interior induce una norma sobre el espacio en el que esta
definido y sigue la regla de la eq. (2.6).

A partir de la definicién 2.1.2 se enuncian las siguientes propiedades:

1. Ortogonalidad de vectores: Dos vectores a y b son ortogonales si y solo si

(alb) = 0. (2.7)

2. Sistema ortonormal: El conjunto de vectores {a,} normalizados a 1 es un
sistema ortonormal si y solo si

(anlam) = Opm, (2.8)

donde 9, es la delta de Kronecker, definida de acuerdo a

5, =L = (2.9)
"0 n#m. '

3Notaciones alternativas: (a,b),a - b.



3. Sistema ortonormal completo: El conjunto de vectores base {e,} forma
un sistema ortonormal completo en V' si un vector cualquiera a de V puede

expandido como
a=> ae,, (2.10)

con a,, € Ky o, = (e,]a), por lo que

a= Z(en]a)en. (2.11)

n

2.1.3. Espacios de Hilbert

Definicion 2.1.3. Un espacio pre-hilbertiano es un espacio vectorial 7 dotado
de un producto escalar definido de acuerdo a la eq. (2.5)

(+[-): € x H = K, (2.12)

Un espacio pre-hilbertiano con a,b € 57 y a € K debe satisfacer las siguientes
propiedades:

1. ||la]] =0 siy solo si @ =0,

2. [laall = |af|[a],

3. [(alb)| < |al|bll, [Desigualdad de Cauchy-Schwarz|
4. |la+b| < |la]| + ||b], [Desigualdad triangular|
5. |||lall = ||Ib]|| < ||la —b|, |[Desigualdad triangular inversal|
6. [|a+b|*+ ||la —b|*> = 2(||al®> + ||b]*). [Identidad del paralelégramol|

Propiedades 2.1.1. Las propiedades enunciadas a continuacién son fundamentales
en la norma y el producto escalar.

1. El producto escalar es una aplicacion continua 5 x 7 en C.

2. La norma es una aplicacién continua en .7 en C.

Ejemplo 2.1.1. Los siguientes espacios son pre-hilbertianos con los productos esca-
lares definidos en cada caso:

1. 7 = R" con el producto interno definido como
(zly) = Zl‘iyi (2.13)
i=1

conx = (x1,...,2,) yY=W1,---,Yn) y T,y € R™.



2. 2 = C" con el producto interno definido como
(v|w) =Y viw; (2.14)
i=1

con v = (vy,...,0,) y w= (wy,...,w,)yv,w e C"

3. A = C([a,b]), el espacio vectorial de las funciones reales continuas en un
intervalo cerrado [a.b] C R, con

b
mm:/fwmwx (2.15)

4. A =y, el espacio de las sucesiones reales © = (z;) de cuadrado sumable, es
o0
decir, tales que E r7 < 00, con
i=1

(z]y) = Z«’Uzyz (2.16)

con x,y € l.
5. H = Ly([a,b]), el espacio de las funciones medibles Lebesque f : [a,b] — R

b
de cuadrado integrable, es decir, tales que / f? < o0, donde la integral se
a

entiende en el sentido de Lebesque, con

b
um:/meWx (2.17)

con f,g € Ls([a,b]).

6. Todo subespacio vectorial de un espacio pre-hilbertiano es también un espacio
vectorial pre-hilbertiano.

Definicion 2.1.4. Un espacio de Hilbert es un espacio pre-hilbertiano que es
completo para la norma cuadratica. Es decir, dado un elemento a € 7, este puede
aproximarse por una serie {a, },en, tal que

lim fla —a,| =0. (2.18)

En resumen, todo espacio pre-hilbertiano es un espacio normado, con la norma
asociada a su producto escalar, definida en la eq. (2.6). Si dicha norma es completa,



Notacion Descripcion
z* Complejo conjugado de z. (1 +)*=1—14
|4) Vector o ket.
(V| Vector dual de |¢) o bra.
{(p]) Producto punto entre |1) v |p).

lo) ® |¥) Producto tensorial entre |¢) v |p).
l©) [1) o |¢w) | Abreviacion del producto tensorial.
* Complejo conjugado de la matriz A.
AT Transpuesta de la matriz A.
Al Hermitica conjugada o adjunta de la matriz A, AT .= (AT)*.

a b _|a®

ol =]

(p| Al) Producto punto entre |p) y A1), o Producto punto entre
Allp) y [1h).

Tabla 2.1: Tabla de notaciones usadas en Informacion Cuantica. Fuente: Quantum
information and Quantum Computation || 7]

se dice que 7 es un espacio de Hilbert. Este tipo de espacios es un caso particular
. oz 2 L.
de espacios de Banach, en los que la funcion @ — ||a||” es una forma cuadratica.

En el contexto de la mecanica cuantica, los espacios de Hilbert 7 estan definidos
sobre el cuerpo de los nimeros complejos C. Los vectores y operaciones sobre ellos
son descritas de acuerdo a la notaciéon de Dirac [1(]. En la table 2.1 se muestra
un resumen de la notaciéon estdndar en mecanica cuéntica y que sera utilizada en los
siguientes capitulos.

2.1.4. Algebra de operadores

Espacio vectorial dual

Antes de comenzar a describir las propiedades fundamentales del algebra de ope-
radores, es necesario recordar el concepto de espacio dual de un espacio de Hilbert
. Para cada vector [1p) €  se puede asociar un vector dual descrito como
{|¥)}T = (1]. De esta forma podemos definir el espacio dual # conformado por
todos los vectores duales obtenidos a partir de los elementos de 7. Asi, tenemos la
siguiente asociacion

[¥) = ala) +b]8) — (W] = {ala) +b|8)} = a” (o + 5 (B]. (2.19)
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Definimos, ahora, la aplicacién producto punto entre los elementos de ST y 7
como

G|y T x H# — C

(2.20)

PlY) — aeC

donde (| € AT y |¢p) € . Este producto punto debe satisfacer las mismas
condiciones presentadas en la definicion 2.1.2.

Observacion: En general, el vector |¢) puede ser representado como una matriz
columna de n x 1 componentes y un vector dual (¢| como una matriz fila de n x 1
componentes, es decir

U
Y2

) = . (= (o7 o3 ---0r). (2.21)

Pn
A partir de eq. (2.21) podemos ver que el producto punto no es més que la multipli-
caciéon de una matriz fila 1 X n por una matriz columna n x 1,

(2

(o) = (o7 &5 - ¢n) @Zj? =) iy (2.22)
i i=1
Un

cuya expresion es idéntica a la mostrada en la eq. (2.14).

Algebra de operadores

Ahora que comprendemos la idea principal de los espacios duales, podemos comen-
zar con la descripcion del dlgebra de operadores, los cuales juegan un rol fundamental
en la mecanica cuantica.

Un operador lineal es una transformacion que toma un vector del espacio y
lo convierte en otro |a) — |a/) = Al«). Es lineal debido puesto que preserva la
linealidad en las combinaciones lineales de vectores, es decir,

Aala) +b|5)) =aAla) +bA|S), (2.23)

para cualquier vector |a) , |3) € A y cualquier escalar a,b € C.
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Si el conjunto {|e;)}", es una base de . y A es una transformacion lineal,
entonces se tiene que

Ale) =Y Agyle), j=12...n (2.24)
Ademés, dado un vector |a) = > 77 ajle;),

n n

Ala) :Zaj [A le;)] :Zzaa ij |€:) _Z

j=1 i=1

les) . (2.25)

n
E Aijaj
i=1

De esta forma, de la eq. (2.25), podemos ver facilmente que el operador A transforma
un vector con componentes ag, as, ..., a, en otro con componentes dadas por

CLQ = ZAijaj' (226)
=l

Podemos ver que los n? elementos A;; caracterizan de manera tunica al operador A,
con respecto a una base dada. Por otro lado, sabemos que, las n componentes a;
caracterizan de manera tnica al vector ), con respecto a esa misma base.

Si la base {|e;) }1_; es ortonormal, de la eq. (2.24) encontramos una expresion para
calcular los elementos de matriz de A

Aij = <€Z‘|A|6j> s (227)
o en su forma matricial,
A A 0 A
Agy  Agy - Ay,
A= |0 T T (2.28)
Anl AnQ e Ann

A continuacién se mostraran las aplicaciones que se pueden realizar sobre los
operadores lineales.
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. Operador transpuesto: Es la aplicacion de intercambiar filas por columnas.

All A21 T Anl
ar | e A A (2.29)
Aln A2n e Ann

Una matriz es simétrica si AT = A. Por otro lado es antisimétrica si AT =
—A.

. Operador conjugado: Es la aplicacion de conjugar cada elemento de la ma-
triz.

ATI A){Q T AIn
Ax Ax Y

A — .21 '22 . 2n (2.30)
AN Y- A,

Si todos los elementos de A son reales, entonces A* = A. Si todos los elementos
son complejos, entonces A* = —A.

. Operador adjunto: Es la aplicacion de transponer y conjugar una matriz al
mismo tiempo.

AL, A5 A
A*  A* ... A
Al = (AT)* 3 '12 ‘22 . ‘nz ‘ (2.31)
AL, A, A
Una matriz es hermitica si A" = A, es antihermitica si AT = —A.

. La multiplicacion de matrices, en general, no es conmutativa (AB # BA). Se
define el conmutador entre A y B de acuerdo a

[A,B] = AB — BA. (2.32)

Si dos operadores conmutan, entonces [A, B| = 0. Si esto ocurre entonces existe
una base en ¢ en que ambos operadores son diagonales. En otras palabras,
existe una base de JZ cuyos vectores son simultdneamente autovectores de A
y B.

. La transpuesta del producto de dos operadores es la transpuesta de cada uno
pero con orden invertido,

(AB)" = BT A" (2.33)

. Anélogo al punto 6, el hermitico conjugado de dos operadores es,

(AB)' = BTA", (2.34)
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El operador de proyeccion
Definicion 2.1.5. Si 7 es la suma directa de n subespacios
H =T0® - DI, (2.35)

Se denomina proyector al operador lineal P, que hace corresponder a cada vector
|a) € A su componente |o;) € F:

P A —

a) — |as) = PJa) (2.36)

Proposicion 2.1.1. Si 7 es una suma directa de {J#}, vy P; definido en la
eq. (2.36). Entonces {P;}!_; es un conjunto completo de proyectores, es decir
PP =6;P, y Y P=1 (2.37)
i=1

Proposiciéon 2.1.2. Todo operador es de proyeccion si y solo si es hermitico e
idempotente, es decir, P? = P.

Proposiciéon 2.1.3. Sea {|e;)} ; una base ortonormal para 5. Entonces el con-
junto {P; = |e;)e;|}7; son proyectores mutuamente ortogonales, y

SR = leel = 1. (2.38)

Esta relacion es conocida como relacién de completitud.

El operador identidad

Consideremos la descomposicion del estado ) € # en la base ortonormal

{les)jz
W) = _viles), (2.39)

tenemos que

(i) =D by leiles) = > abibiy = . (2.40)
o =1
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Si reemplazamos la eq. (2.40) en la eq. (2.39), obtenemos

n

) = Z (e;1¥) lej) Z’ej (e;1¥) (2.41)

= [Z !6;’)(6;’!] ) =1[). (2.42)

A partir de la eq. (2.41) podemos identificar una expresion del operador identidad,

n

=3 le;)el (2.43)

j=1

Operadores unitarios
Un operador es unitario si su inversa es igual a su hermitico conjugado

Ul=U"' — UU=UU'=1 (2.44)

En efecto, consideremos dos vectores [i1) y [io) en JZ, y sus transformaciones
|W1) y |Ws) bajo la accion de U:

|‘I’1> =U |¢1>
|‘I’2> =U |¢2> <2'45>
Asi, tenemos que
<‘1’1|‘1’2> = <¢1|UTU|¢2> = <¢1’1/)2>' (2'46)

De esta forma, una transformacion unitaria preserva el producto por escalar
en 7, transformando una base ortonormal en otra que también lo es.

2.1.5. Autovalores y autovectores de un operador

Consideremos un operador A. Decimos que |«) es un autovector del operador
A si satisface la ecuacion,
Ala) = ala) (2.47)
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donde a € C y es conocido como autovalor de A. La eq. (2.47) es conocida como
ecuacion de autovalores. La eq. (2.47) puede ser escrita como (para |a) # |0) o
vector nulo)

(A—al)|a) =0. (2.48)

De la eq. (2.48) se obtiene una expresion para encontrar «,

(An - Oé) Apg s Ay,
A Ay —av) - Asyy,
det (A — al) = det . ( = ) . ’ =0 (2.49)
Anl Ang e (Ann - Oé)

conocida como ecuacién secular. A partir de ella obtenemos la ecuaciéon carac-
teristica que es un polinomio de grado n, cuyas soluciones permiten determinar los
autovalores «a,

cn@” + 1@ L+ o+ =0, (2.50)

donde ¢,, son parametros que dependen de los elementos de A. De las soluciones de
la eq. (2.50) podemos ver que si todos los autovalores son distintos, entonces a cada
uno de ellos le corresponde un tnico autovector. Si hay autovalores que coinciden
(autovalor degenerado), puede ocurrir que la cantidad de autovectores sea menor que
la dimension del espacio. A pesar de esto siempre existira al menos un autovector
por cada autovalor.

2.1.6. Descomposicién espectral de un operador

Definicién 2.1.6. Se denomina operador normal al operador lineal que satisface
AAT=ATA. (2.51)

Teorema 1. Sea A un operador normal definido en un espacio de Hilbert de di-
mension finita  y sean {a;}l, sus distintos autovalores , entonces A puede ser
descompuesto como

A=) aP, (2.52)
i=1
donde P; debe satisfacer Y. | P; =1 y P,P; =0 para i # j.

Definiciéon 2.1.7. Un operador positivo A es aquel que (| Aly)) > 0 para todo
|).
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Definicién 2.1.8. Un operador definido positivo A es aquel que (]|Aly) > 0
para todo [¢) # 0.

Observacion: Todos los operadores positivos son hermiticos y tienen autovalores
no negativos.

Definicion 2.1.9. El valor esperado o valor de expectacién de un operador A
en un estado normalizado [¢)) esta dado por

(A), = (V|A[Y). (2.53)

De esta definicién podemos mostrar que el valor esperado de un operador hermitico
es real. Sea A un operador hermitico, {|a;)} una base ortonormal completa de .7 y
|t)) € . Entonces

(A)y = WlAY) = Z (Y| Alai) (ail¥) (2.54)
~ Z (Vlas) a;i {asle) (2.55)

(2.56)

(A), = Z%’K%WHZ €R. (2.57)

7

La eq. (2.57) se puede interpretar como el promedio ponderado de todos los valores
posibles a;, donde a cada a; tiene un peso |{a;|1)|*.
Definicién 2.1.10. La varianza ((AA)?), de un operador A para un estado [t)
esta definida como

((AA)), = (A%) —(A)] (2.58)



Capitulo 3

Introduccion a la Mecanica Cuantica

Desde su fundacién, la mecanica cuéntica ha mostrado que las leyes de la na-
turaleza que rigen el mundo subatémico son completamente diferentes a las que
observamos en el mundo macroscopico'. En el presente capitulo mostraremos los
postulados de la mecdnica cudntica que son un marco matematico de referencia que
permite el desarrollo de la teoria cuantica y, en particular, en la teoria cuéntica de
la informacion.

3.1.

Postulados de la Mecanica Cuantica

Primer Postulado: Cada sistema cudntico aislado tiene asociado un espacio
vectorial complejo con producto interno conocido como Espacio de Hilbert 7€ o
FEspacio de Estados del sistema. El sistema fisico estd completamente definido
por un vector estado que es unitario y que estd contenido en F€ .

De acuerdo a la notacién de Dirac, el estado cuantico es representado por
un vector |¢) € # llamado estado o ket. Cada vector en .7 describe un
posible estado del sistema. Ademés todos los estados obedecen el principio de
superposicion heredado del algebra lineal. Para un espacio de Hilbert 745 de
dimension 2, un estado arbitrario |1)) se puede escribir como una combinaciéon
lineal de dos estados

¥) = ala) +b[6) (3.1)

con a,b € Cy |a),|B) € # son una base ortonormal. La condicion que [¢)) es
un vector unitario (1[¢)) = 1 es completamente equivalente a |a|” 4 [b]* = 1.

!'Usualmente este concepto se menciona como mundo cldsico.

17
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Esta condicién es conocida como condicién de normalizacion.

Segundo Postulado: La evolucion de un sistema cudntico cerrado es descrito
por una transformacion unitaria U. Esto es, el estado |1)) de un sistema en un
tiempo inicial ¢y estéa relacionado con el estado [¢)') del mismo sistema pero en
un tiempo posterior fijo ¢ por una transformacion unitaria U := U(ty, t),

[¢) = Ulto, 1) [¢) . (3.2)

Otra version de este postulado puede ser formulada para un sistema cuéntico
para un tiempo continuo. Asi, la evolucion temporal del estado de un sistema
cuantico cerrado es descrito por la ecuaciéon de Schrodinger,

A1)

= HJ), (33)

donde en la eq. (3.3) b = 1,054571628(53) X 10734.J - s es la constante de Planck
reducida [19], [10] y H es el Hamiltoniano del sistema cerrado.

Tercer Postulado: Las mediciones cudnticas son representadas por un con-
Junto de operadores de medicion {M,,}. Estos operadores actian sobre el es-
pacio de Hilbert del sistema sobre el cual deseamos medir. La etiqueta m hace
alusion a los resultados de las mediciones que se pueden obtener en un experi-
mento. Para un estado [¢), la probabilidad, inmediatamente antes de realizar
la medicién, de obtener el resultado con la etiqueta m es dado por

= (YIM],My|) . (3.4)

Luego de efectuar la medicion, el estado del sistema [1)") es dado por

) = ——m . (3.5)

(M}, My [)

Ademas los operadores de medicion satisfacen la relacion de completitud,

> MM, =1 (3.6)

Cuarto Postulado: El espacio de Hilbert de un sistema fisico compuesto es
el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada subsistema fisico. Es
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decir, Vi;) € 4, con j = 1,...,ny I C I, se tiene que el espacio de
Hilbert del sistema compuesto esta dado por

) = [¢1) @ |th2) @ --- @ |¢hn) € H. (3.7)

A partir de la definicién del cuarto postulado, podemos clasificar dos tipos de
estados que son ampliamente usados en mecanica cuantica: los estados sepa-
rables y los estados entrelazados. Los estados separables son estados que se
pueden descomponer siguiendo la eq. (3.7). Por ejemplo, consideremos los es-
tados |®), € JA y |P), € J4, entonces podemos escribir el estado del sistema
compuesto |¢),, € S como

|¢>12 = |<I>>1 ® |<I>>2, (3‘8)

Por otro lado, los estados entrelazados son aquellos que no se pueden descom-
poner en la forma de la eq. (3.7). Por ejemplo, si tenemos un estado

1
=—(|0); ®|0), + 1), ® |1 3.9
912 \/5(! )1 ©10); +[1); ® 1)) (3.9)
podemos observar que la primera base del estado |1)) Asi, vemos que resulta
imposible escribir la eq. (3.9) de acuerdo al cuarto postulado. Por esta razon se
dice que estos estados estan entrelazados, puesto que las bases de cada espacio
de Hilbert estdn mezcladas.

Los estados entrelazados de sistemas de dos dimensiones son los estados de

Bell

¥4) = 7(I01> +10)) (3.10)
) = 7(|01> 10)) (3.11)
|9+) = 7(|00> +11)) (3.12)
|9-) = (|01> 10)) (3.13)

SI
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3.2. Qubit: El bit cuantico

En la Teoria Clésica de la Informacion, John Wilder Tukey” acufi¢ el término
de bit® para referirse a un sistema binario de numeracién que estd compuesto solo
por dos valores: 0 y 1, los cuales representan acciones opuestas, por ejemplo abrir-
cerrar o encender-apagar. El bit es la unidad minima de informacion empleada en
informaética, en cualquier dispositivo digital o de almacenamiento, o en la Teoria de
la Informacion. Por su parte la Teoria Cuantica de la Informacion tiene su propia
version del bit: el qubit, el cual estd compuesto por dos bases ortonormales |0) y
|1) de un espacio 2-dimensional. La diferencia entre los modelos es notoria: para el
caso clasico el bit se comporta como una moneda que posee solo dos alternativas
excluyentes entre si, mientras que para el caso cuantico el qubit puede estar en
otro estado ademas de |0) o |1). Esto es posible gracias a que en mecénica cuantica
podemos formar combinaciones lineales de estados, conocidas como superposicion de
estados:

[¥) = «|0) +B[1). (3.14)

Los ntmeros « y [ son nimeros complejos, por lo que un qubit es un vector en un
espacio vectorial complejo de dimension dos. Las bases |0) y |1) son conocidas como
base computacional de estados por la analogia del uso de los bits en las ciencias de la
computacion. Si realizamos una medicion sobre la eq. (3.14), obtendremos el valor 0
con probabilidad |a]® o 1 con probabilidad |3|*. Resulta evidente que |a|* +|3]* = 1,
la cual es conocida como la condicion de normalizacion. Debido a esta propiedad,
podemos reescribir la eq. (3.14)

[9) = e <cosg 0) + €™ sing |1>) (3.15)

donde 0, ¢, v € R. Notemos que € es una fase global que podemos ignorar, debido a
que no proporciona ningun efecto observable en las mediciones, por lo que la eq. (3.15)
se reduce a

0 , 0
|¢)) = cos 5 |0) + e sin§ 1) . (3.16)

2John Wilder Tukey - (16 de junio de 1915 - 26 de julio de 2000) estadista estadounidense.

3Voz tomada del inglés bit —acrénimo de bijnary digi|t—, que significa, en informatica, ‘unidad
de medida de informacion equivalente a la eleccion entre dos posibilidades igualmente probables’.
Su plural es bits.
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Los parametros 6 € [0, 7] y ¢ € [0,27] definen a los qubits como punto sobre la
superficie de una esfera unitaria tridimensional, conocida como Esfera de Bloch?. En
esta representacion geométrica la base |0) se ubica en el polo norte, mientras que la
base |1) le corresponde el polo sur, tal y como se muestra en la figura

Figura 3.1: Representacion de un qubit en la esfera de Bloch. Representacion geo-
métrica de un qubit en una esfera de Bloch. Fuente: Imagen generada por el autor.

Gracias a esta representacion resulta mas facil observar cuales son los efectos de
ciertas operaciones sobre los qubits. Es por esta razéon que, més adelante, retomare-
mos este apartado para visualizar la generacion de estados cuanticos utilizados para
las simulaciones de nuestro trabajo.

3.3. Operador densidad

En las secciones anteriores se hizo una descripciéon de la mecanica cuantica en tér-
mino del lenguaje de los vectores de estado. Otra formulacién posible es mediante el
uso del operador densidad o matriz densidad, la cual es utilizada cuando el esta-
do del sistema no es completamente conocido. Supongamos que un sistema cuéntico
estd, con probabilidad p;, en el estado |¢;). Se llamaré al conjunto {p;, [1;)}7; un
ensemble de estados puros. El operador densidad para este sistema esta definido
de acuerdo a

P = Zpi |thiXabi] - (3.17)

4Felix Bloch - (Zurich, Suiza, 23 de octubre de 1905 - 10 de septiembre de 1983) fue un fisico
suizo que trabajo en energia nuclear en el Laboratorio Nacional de Los Alamos y que obtuvo el
Premio Nobel de Fisica en 1952.
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Si un sistema cuantico esta con probabilidad igual a 1 en el estado |¢))decimos
que p representa a un estado puro descrito por,

Ppuro = [V)V] . (3.18)

Por otro lado, si un sistema es representado como en (3.17) decimos que es un
estado mezcla, debido a que p puede ser descrito como una mezcla de diferentes
estados puros del ensemble {p;, [1;) }7 ;.

Supongamos que la evolucion de un sistema cuantico es descrito por medio de un
operador unitario U. Si el sistema esté inicialmente en un estado |¢;) con probabilidad
pi entonces el estado final del sistema se encontrard en U [¢;) con probabilidad p;.
Asi, la evoluciéon del operador densidad es

N N
p=">_ piledil —— > piU )| UT = UpU". (3.19)
i=1 i=1

Si realizamos una medicién descrita por el operador M,, y el estado inicial es [¢;),
la probabilidad de obtener el resultado m es

p(mli) = <¢Z|M;Mm|w’b> =Tr {M:an Wz><1/fz|} ) (3.20)

donde se ha utilizado la relacion Tr{A [)v|} = (¢¥|Alp). Por otro lado, la
probabilidad de obtener el resultado m es

pm) =3 p(mlip, (3.21)
= >0 T { M, My |43} (3.22)

= Tr {M} M.p}. (3.23)
Si el estado inicial es |¢);), entonces el estado luego de obtener el resultado m es

’%F¢WWMWJ

(3.24)

Luego de las mediciones, se genera un ensemble de estados {p(i|m), [¢[")} . El
operador densidad p,, es, por lo tanto
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-~ i) Lo Wam| — itm My, [9i)(1i| M},
P = ;p( m) [ Xy ;p( m) AL 0 (3.25)

Utilizando la propiedad p(i|m) = p(m, i)/p(m) = p(mli)p;/p(m) y los resultados
obtenidos en (3.20) y (3.23), se tiene

Pm Zi:pzTr{ M,LMmp} (3.26)
_ Mo, (3.27)
Tr {MLMmp}

De esta forma, es posible reformular los postulados de la mecanica cuantica en el
lenguaje de los operadores densidad.

3.3.1. Propiedades generales del operador densidad

Los tipos de operadores densidad son caracterizados de acuerdo al siguiente teo-
rema
Teorema 2. Un operador p es un operador densidad asociado a un ensemble {pi, [1;) }
sty solo si satisface las siguientes condiciones:

1. La traza del operador p es igual a uno. Tr{p} = 1. [condicion de trazal
2. p es un operador positivo. (P|p|y) >0, Vb [Condicion de positividad]

Si p es un operador que satisface las condiciones del teorema 2, entonces se puede
aplicar el teorema de descomposicion espectral

p= Z A 1) (3.28)

donde los vectores |j) son ortogonales y A; son autovalores reales y positivos de p. De
la condicion de la traza, vemos que ), A; = 1. Luego, un sistema, que se encuentra
en el estado |j) con probabilidad );, tendra asociado un operador p. Dicho de otra
forma, el ensemble {);, )} es un ensemble de estados que da lugar a un operador
densidad p.

Teorema 3. El operador densidad p es un estado puro si y solo si Tr{p?} = 1.
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Una forma geométrica de representar el operador densidad es en una esfera de
Bloch, para ello un estado se puede parametrizar como:

1

dénde ¢ = (0,,0,,0,) con

Oy = (2 [1)) o, = (3 _OZ) = (é _01). (3.30)

En esta representacion los estados puros deben satisfacer ||7]| = 1 y los estados
mixtos ||7]| < 1. Esto indica que los estados puros son representados como puntos
sobre la esfera de Bloch, mientras que los estados mixtos son puntos en el interior.

3.3.2. Operador densidad reducido

Consideremos un sistema fisico compuesto por A y B. El estado total del sistema
lo podemos representar mediante un operador densidad etiquetado como p4Z. El
operador operador densidad reducida para el sistema A es definido como

pt=Trg {p*?}, (3.31)
donde Trg se calcula como

Tr {[a1 )az| © [b1)be|} = |ar)az| Tr (|b1)ba|) (3.32)

con |ai) y |az) son dos vectores en el espacio de estados de A y |by) v |bs) son dos
vectores en el estacio de estasdos de B.

3.4. La descomposicién de Schmidt

Es una descomposicion que permite expresar cualquier estado de un sistema bipar-
tito como una superposicion de productos tensoriales de estados de cada subsistema.

Teorema 4. Suponga que |1) es un estado puro de un sistema compuesto AB.
Entonces existe una base ortonormal de estados |ia) € A, y una base ortonormal de
estados |ig) € B tal que

) = Ailia) @ lin) (3.33)
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donde \; € Ry que satisface Y, 2 = 1 los cuales son conocidos como coeficientes
de Schmidt.

Este teorema tiene una consecuencia muy tutil para abordar o resolver problemas
en mecanica cudntica. Consideremos, por ejemplo, un estado puro |¢) del sistema
compuesto AB. Entonces, por la descomposiciéon de Schmidt, tenemos que p? =
S A2 iaXial v pP = 3, A2 |ig)ig|, entonces los autovalores para p4 y p? son los
mismos, es decir A\? para ambas matrices densidad en cada subsistema.

3.5. Estados Isotropicos y estados de Werner

Definimos un estado isotrépico p? sobre un espacio de Hilbert compuesto por dos
subespacios de Hilbert de dimensién d tal que S = ¢ ® 5%, como

1l -«
pa = a|oiXel] + —z 191,

~ s <as<l, (3.34)

donde el estado ‘¢i> es un estado maximalmente entrelazado definido por

QL
—

1

|6%) = |2) ® |4) (3.35)

S

Il
(=}

d

v {|i)} es una base en %

Estos estados son llamados isotrépicos puesto que son invariantes bajo transfor-
maciones U ® U*’, es decir

(U@ U (U U = pd. (3.36)

Los estados mostrados en la eq. (3.34), de acuerdo al criterio de reduccion, satis-
facen

1
pl es separable si ———— <

S Q S IR
d? —11 d+1 (3.37)

d .
es entrelazadosi @ —— < a < 1.
Pa d+1 -

De la eq. (3.34) con d = 2 obtenemos los estados de Werner

U es un operador unitario y U* es su complejo conjugado
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pw = |y Ny +T]1 ®1, -

los cuales satisfacen las propiedades mostradas en la siguiente tabla

1

Loa<t
3=4=5

Caracteristicas de p,, Valor de «
1 1
S bl —<a< -
eparable 3Sa=g3
. 1 1
Entrelazado que no viola Bell | - < a < —
3 V2

Entrelazado que viola Bell

|
IA
Q
IA
—_
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(3.38)

Tabla 3.1: Resumen de propiedades de los estados de Werner. Propiedades de los
estados de Werner en funcion del parametro a. Estas propiedades representan es-
tados cuénticos separables, entrelazados que no violan las desigualdades de Bell y
entrelazados que si las violan. Fuente: Elaboraciéon propia.



Capitulo 4

Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen y
Desigualdades de Bell

En la primera mitad del siglo XX, no todos los cientificos estaban de acuerdo con
las consecuencias que dejaban las predicciones de la mecanica cuantica a las leyes de
la fisica. Albert Einstein, uno de los cientificos mas importantes de nuestra historia,
no estaba ajeno a ello y tenia profundas criticas respecto a esta interpretacion, en
particular a la descripcion de fenémenos no locales (la llamada accion fantasmagdri-
ca a distancia) y al principio de incertidumbre de Heisenberg. El estaba convencido
de que «la descripcion de la realidad es dada por una funcion de onda que no es com-
pletay, lo cual queda demostrado en su célebre articulo publicado en 1935. Posterior
a esto, David Bohm realiza una reinterpretacion de lo propuesto en EPR dejando
planteada la posibilidad de la necesidad de incorporar variables ocultas auxiliares
que permitian completar la funciéon de onda y asi ésta pueda dar una descripcion
completa de la realidad. Finalmente, con el trabajo publicado por John Bell en 1964,
la discusion se termina: el demuestra, mediante el uso de variables ocultas, que nin-
guna teoria determinista y local puede reproducir todos los resultados de la Mecdnica
Cudntica demostrando asi que la mecénica cuantica no es una teoria incompleta y
que el estado cuéntico si da una descripciéon completa de los fenémenos.

En las siguientes secciones se realizara una discusion detallada de todo lo planteado
en éste predmbulo.

4.1. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen

Albert Einstein publica en 1935, junto a Boris Podolsky y Nathan Rosen, su
critica mas seria a la mecanica cuantica y sus fundamentos, el articulo llamado “Can

27
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Quantum-Mechanical Descripcion of Reality be Considered Complete?"|! 1], donde
cuestionan y ponen de manifiesto un problema aparente contenido en la teoria. Los
autores estaban convencidos de que la mecéanica cuéntica, de ser local, daria una
descripcion incompleta de la realidad fisica, concluyendo que «la descripcion de la
realidad es dada por una funcion de onda que no es completay. Para comprender esta

conclusion, debemos definir algunos conceptos fundamentales descritos en el articulo
EPR.

Para intentar juzgar el éxito de una teoria fisica, debemos hacernos dos preguntas
(1) (Es una teoria correcta?
(2) (Es completa la descripcion dada por esta teoria?

Este contexto, una teoria correcta se define como el grado de acuerdo entre la
conclusion de una teoria y la experiencia humana. En fisica la experiencia que nos
permite inferir la realidad objetiva son los exzperimentos y las mediciones. Es por esto
que una teoria correcta debe ser capaz de calcular y predecir hechos comprobables
experimentalmente. Por otro lado, una teoria completa debe cumplir necesariamente
lo siguiente: «todo elemento de realidad fisica debe tener una contraparte en la teoria
fisicay. Esta afirmacion es conocida como condicién de completitud.

Los elementos de realidad fisica no pueden ser determinados a priori por consi-
deraciones filosoficas, deben encontrarse apelando a experimentos y mediciones. Asi,
utilizaremos el siguiente criterio que consideraremos razonable «Si, sin perturbar de
forma alguna un sistema, podemos predecir con certeza (es decir, con probabilidad
igual a la unidad) el valor de una cantidad fisica, entonces un elemento de reali-
dad fisica correspondiente a esta cantidad fisicay. Esta criterio es una condicion de
suficiencia, no de necesidad.

Para ilustrar estas ideas consideremos el movimiento de una particula en una
dimension, donde el estado, que suponemos que estd completamente caracterizado
por la funciéon de onda W, es una funcién que describe el comportamiento de la
particula. A cada cantidad fisicamente observable A le corresponde un operador, el
cual sera etiquetado con la misma letra.

Si ¥ es una autofuncién del operador A, entonces

AU = U, (4.1)

donde a es el autovalor asociado. Asi, la cantidad fisica A tiene con certeza el valor
a cuando la particula esta en el estado dado por W. De acuerdo con el criterio de
realidad, para una particula en el estado W que satisface la eq. (4.1), hay un elemento
de realidad fisica correspondiente a la cantidad fisica A. Si, por ejemplo la funciéon

de onda ¥ es
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U(z) = ri/Mpoz (4.2)

donde h es la constante de Planck, py es algtin numero constante y x es la variable in-
dependiente. Debido a que el operador correspondiente al momentum de la particula

es
h 0
obtenemos
h \ OV

Asi, en la eq. (4.4) vemos que el momentum tiene indudablemente el valor pg. Con
este resultado tiene sentido decir que el momentum de la particula con funciéon de
onda eq. (4.2) es un elemento de realidad.

Por otro lado, si la eq. (4.1) no se satisface, entonces no podemos asegurar que A
tiene un valor en particular. Para el ejemplo anterior, no podemos decir nada sobre
la posicion de la particula. El operador correspondiente a la posicion es representado

por Q. Luego,

QU =2V # aV. (4.5)

donde a es el autovalor presentado en la eq. (4.1). De acuerdo a la mecanica cuantica,
solo podemos decir que la probabilidad relativa de que una medida de la posicién
nos de un resultado entre a y b es

b b
P(a,b) = / YWy = / dr =b—a. (4.6)

Debido a que la probabilidad es independiente de a pero que dependen solo de la
diferencia b — a, podemos ver que todos los valores de las posiciones son igualmente
probables.

Un valor definido de la posicién, para una particula dada por la funciéon de onda
definida en la eq. (4.2), no es predecible, pero podria ser obtenido solo por una
medicion directa. Dicha medicion perturba a la particula y altera su estado. Asi la
posicion queda determinada pero la particula ya no estara en el estado dado por la
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eq. (4.2). A partir de este resultado concluimos que cuando el momentum de la
particula es conocido, su posicién no posee realidad fisica.

Como es sabido, si dos operadores corresponden a dos cantidades fisicas, llamadas
A y B y no conmutan AB # BA, entonces solo podemos conocer con precision
una de ellas a la vez. Dicho de otra forma, el conocimiento de una implica el des-
conocimiento de la otra. Esta afirmaciéon es conocida en mecéanica cuantica como el
principio de incertidumbre de Heisenberg y puede ser representada para los opera-
dores posiciéon y momentum como

[Q, P] = ik (4.7)

A partir de lo expuesto anteriormente, se observa que los criterios de realidad
fisica y completitud implican a una disyuntiva excluyente entre dos posibilidades:

(1) la descripcion de realidad dada por la funcién de onda en mecéanica cuantica
no es completa

(2) cuando los operadores correspondientes a dos cantidades fisicas no conmutan
dichas cantidades no poseen realidad fisica simultéanea.

Para ilustrar esto, consideremos un sistema bipartito o de dos partes, I y I1,
las cuales permitiremos que interactien entre los tiempos ¢t = 0 y t = T'. Posterior
a este intervalo de tiempo los subsistemas no interactian entre si. Supondremos,
ademas, que el estado de los dos sistemas antes de ¢ = 0 eran conocidos. Sea ¥
la funcién de onda correspondiente al sistema completo, aq,as,... los autovalores
de alguna cantidad A del sistema Iy wuy(x1),us(z1), us(x1),... las autofunciones
correspondientes, donde z; indica las variables definidas para el primer sistema.
Entonces la funcion de onda ¥ es una funcion de z; y puede ser expandida como

\II($1’$2) = an(l?)un(xl)a (48)

donde 5 senala las variables que describen el segundo sistema. Aqui, ¥, (z3) debe
ser considerado como el coeficiente de la expansion de ¥ en una serie de funciones
ortogonales u, (z1). Supongamos ahora que la cantidad A es medida y el resultado de
aquella medicion es ag. Después de la medicion el estado del primer sistema es dado
por la funciéon de onda ug(z1) y el estado del segundo sistema es dado por ¥ (z2).
De esta forma el estado total queda reducido a

U(xy, x9) o Yp(xe)ug(xq). (4.9)
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Notemos que el valor de u,(z;) queda determinado por la eleccion de la cantidad
fisica A. Por otro lado, consideremos la cantidad B que es medida sobre el primer
sistema, con autovalores by, b, ... y autofunciones vy(x1), va(x1), . . ., tendremos otra
expansion para ¥ en lugar de la mostrada en la eq. (4.8), la cual es dada por

U(zy,20) = Y ps(a2)v(21) (4.10)

donde los ¢4 son nuevos coeficientes. Supongamos que medimos la cantidad B con
resultado b,. De esta forma, el estado del primer sistema queda en v,(x;) mientras
que el segundo sistema es dejado en p4(xs).

De lo expuesto se desprende que al realizar dos mediciones diferentes sobre el pri-
mer sistema, el segundo sistema puede quedar en estados con dos funciones de onda
distintas. Por otro lado, en ausencia de interacciéon entre los sistemas, ningin cam-
bio real debiese ocurrir en el segundo sistema como consecuencias de realizar alguna
medida sobre el primero. Asi, es posible asignar dos funciones de onda diferentes (en
lo anterior ¥ y ¢) a la misma realidad (el segundo sistema luego de interactuar con
el primero).

Ahora consideremos que 9 y ¢ son autofunciones de dos operadores que no conmu-
tan, como el operador posicion (Q) y el operador momentum (P), respectivamente.
Consideremos que los dos sistemas son dos particulas y que

\II(I'I,I'Q)I/ eBmi/h) (@1 —zatz0)p 11 (4.11)

[e.9]

donde z es alguna constante. Sea A el momentum de la primera particula, entonces,
como vimos en la ecuacion eq. (4.4), sus autofunciones seran

up () = e@mi/hre (4.12)

correspondiente al autovalor p. Debido a que se esta estudiando el caso sobre un
espectro continuo, la eq. (4.8) puede ser escrita como

U(zq,x9) = /OO Yy (x2)uy(x)dp (4.13)

donde ahora tenemos que

V() = e~ (2mi/h)(z2—zo0)p. (4.14)
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Luego, v, es la autofuncion del operador

h 9

= 4.15
211 0x2 ( )

correspondiente al autovalor —p del operador momentum de la segunda particula.
Por otro lado, si B es la posicion de la primera particula, esta tiene autofunciones

Uz(21) = 8(x1 — ) (4.16)

con autovalor x, donde ¢ es la delta de Dirac. Asi, la version continua de la eq. (4.8)
es

U(zy, 1) = / 0o (T2) v, (x1)dx (4.17)
donde
Oz (zg) = / emi/M@=z2tT0)p iy, — B5(3 — 29 + 30). (4.18)

Sin embargo, ¢, es autofunciéon del operador

Q= (4.19)

correspondiente al autovalor x + xy de la posiciéon de la segunda particula. Ya que

PQ — QP = ih, (4.20)

se ha mostrado que, en general, es posible que ¥ v ¢, sean autofunciones de dos
operadores que no conmutan, correspondientes a cantidades fisicas.

De acuerdo los casos planteados en las ecuaciones (4.8) y (4.10), asumimos que
Yr vy @ son en realidad autofunciones de operadores que no conmutan P y @,
correspondientes a los autovalores py v ¢,, respectivamente. Asi, si medimos A o B,
podemos predecir con certeza y sin perturbar de forma alguna el segundo sistema,
ya sea el valor de la cantidad P (que es py) o el valor de la cantidad Q (que es ¢,).
Asi, de acuerdo con el criterio de realidad planteado anteriormente, en el primer caso
la cantidad P tiene un elemento de realidad, en el segundo caso la cantidad Q es
un elemento de realidad, pero, como vimos, ambas funciones ¢, y ¢, pertenecen a
la misma realidad.
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Como partimos suponiendo que la funcién de onda da una completa descripcion de
la realidad fisica, se llega a la conclusion que las dos cantidades, con dos operadores
que no conmutan, pueden tener la misma realidad fisica. Asi, la negacién de la
afirmacion (1) conduce a la negacion de la afirmacion (2), concluyendo finalmente
que, entonces, la realidad fisica dada por la funciéon de onda no es completa.
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4.2. La versiéon de Bohm-Aharonov (1957)

David Bohm y Yakir Aharonov en 1957 [!| proponen una version alternativa y
simplificada de la critica realizada por EPR, donde utiliza para su estudio las com-
ponentes de espin de dos particulas con espin 1/2.

El planteamiento de Bohm-Aharonov considera dos particulas que se alejan entre
si desde la fuente que las produce, cuyos espines son opuestos de tal modo que el espin
total del sistema completo sea cero. A una cierta distancia, se ubican dos observables
llamados Alice y Bob compuestos cada uno por aparatos de Stern-Gerlach. En Alice
el aparato puede rotar en 90° permitiendo medir las componentes de espin en z o x,
mientras que para Bob el aparato solo puede medir en la direccion z.

El estado que describe esta configuracion es dado por el estado singlete, el cual es
un estado maximalmente entrelazado,

1

V2

Para ver el efecto de este experimento es necesario realizar medidas en los dos
sistemas. Si, por ejemplo, Alice mide con S, en su sistema, obtendra el resultado
+1 y el estado singlete queda reducido a |+), |—), perdiendo el entrelazamiento y
las quedando las componentes de espin perfectamente definidas. Si, ahora, Bob mide
con Sy, en su sitio obtendrd, sin lugar a dudas, —1 sin afectar en ningin caso al
sistema. De esta forma S, , tiene realidad fisica para Bob.

W) (). =)= 1=).1+).)- (4.21)

Si Alice decide medir la componente S} ,, para obtener los resultados +1 o —1 el
tratamiento es ligeramente distinto. Vemos que |4) se puede re escribir como

1
+). = 7 (). £1-).)- (4.22)

Asi, |U,) queda

Vs) = 5 [, © (=), +[+).) = =), (=), + [+).)] (4.23)

N | —

Si, por ejemplo, Alice mide y obtiene —1, entonces el estado es

=)+ 1),

V2

Usando la eq. (4.22), la expresion anterior puede ser representada como

Us) — |—), ® (4.24)
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V) — =), @ % % () = 1=)a) + % (e +1=02) | =122 [H), - (4:25)

De la eq. (4.25) vemos que la particula del sistema 2 tiene un valor bien definido
para la componente S;,. Por otro lado, si Bob decide medir S; . puede obtener los
valores +1 o —1 con igual probabilidad. Por lo tanto, podemos asegurar que Ss,
posee realidad fisica (puesto que se conoce su resultado de antemano), mientras que
Ss,» No.

De acuerdo a lo expuesto por EPR, al momento de realizar una medida sobre
Alice, la realidad fisica de Bob esta siendo afectada al instante a pesar de que se
encuentran en sitios diferentes. Debido a esto se debe abandonar el concepto de
localidad para esta situacion. Por otro lado, una vez que Alice realiza sus mediciones
sobre su sistema, las cantidades S3, y Sz . estarfan bien definidas en la realidad de
Bob. Finalmente la tunica posibilidad es que el estado |¥) no de una descripcion
completa de la realidad fisica del sistema propuesto. Esta conclusion implica que la
mecanica cuantica no es capaz de dar una descripciéon completa de la realidad fisica
de los sistemas, requiriendo variables ocultas adicionales que permitan complementar
la descripcion dada por el estado | V).

4.3. Desigualdad de Bell (1965)

A partir de lo expuesto por David Bohm, John Bell en 1965 publica un articulo
donde demuestra que toda teoria de wvariables ocultas que sea determinista y local
tiene necesariamente algunas predicciones incompatibles con la Mecanica Cudntica,
garantizando que existe una incompatibilidad entre ésta y cualquier teoria deter-
minista local de variables ocultas. Esto queda expuesto mediante una demostraciéon
matematica, que conduce a una inecuacion, la cual que permite enunciar posterior-
mente el teorema de Bell.

Supongamos el mismo escenario planteado por Bohm. A la misma distancia de la
fuente pero en direcciones opuestas, se ubican Alice y Bob provistos con dos aparatos
que miden de forma simultdnea las componentes de espin de cada particula en dos
direcciones @ y b. Llamaremos A(a) al resultado de la medicion realizada por Alice
a la particula 1 en la direccion a y B(I;) el resultado la medicion sobre la particula 2
de Bob en la direccién b. Si se mide sobre el estado singlete en la locacion de Alice
en la direccion a [A(a)] y el resultado es 41, entonces, segin la mecéanica cuantica,
la medida en Bob en la direccion a [B(a)] debe ser —1. Debido a que es posible
predecir el resultado de B(a) a partir del resultado obtenido en A(a) y como ademés
las particulas estan separadas, podemos afirmar que B(a) es un elemento de realidad
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de acuerdo a lo expuesto por EPR. Notemos que también esto ocurre en el sentido
inverso, es decir, A(a) = —1 y B(a) = +1. Ademaés, debido a que a es arbitrario,
para cada eleccidon del vector unitario obtendremos elementos de realidad para la
segunda particula.

De la conclusion del trabajo de Bohn, utilizaremos una variable auxiliar descono-
cida A\ llamada variable oculta, la cual nos permitira describir de manera completa el
estado del sistema. Al considerar A estamos asumiendo una hipotesis determinista
adicional al planteado en los trabajos anteriores. De esta forma, si consideramos el
escenario expuesto anteriormente, y anadiendo esta variable oculta, la medida sobre
la primera particula queda determinada por la direcciéon de mediciéon y la variable
oculta . Asi, A(a,\) indica el resultado (que puede ser +1 o —1) de medir a la
primera particula en la direccién a, andlogamente B (l;, A) representa el resultado de
medir la segunda particula en la direccion b. De esta forma,

~

A(a,\) =1,  B(b,\) = £1. (4.26)

Supondremos que cada medida esta determinada por el parametro . De acuerdo
al principio de localidad, el resultado de la medicion sobre la primera particula A(a, \)
no depende de lo que se mida en la segunda, ni que B (l;, A) dependa de lo que se
mida en la primera.

Asumiremos, ademés, que las variables ocultas tienen distribucion de probabilidad
p(X) que satisface

/ p(\)dA = 1. (4.27)

De lo anterior, definimos la funcion de correlacion entre los resultados de las
mediciones realizadas sobre cada particula, como

P(a,b) = / p(A) A(@, X) B(b, \) d. (4.28)

Consideremos, una mediciéon sobre la segunda particula orientada sobre la direc-
cion b'. Notemos que solo se puede realizar una mediciéon por vez tanto en Alice como
en Bob, pero esta medicion adicional se puede realizar sobre otro estado idéntica-
mente preparado. De esta manera, podemos calcular
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Debido a que el espin total del sistema es cero, tenemos

~ ~ A~

A, \) = —=B(b,)), AW\ =-B®{,\). (4.30)

P(a,b) — P(a, ) = — / A(a,\) A(b, \) [1 ~ AN A, A)} pNdN.  (4.32)

Puesto queA(a, ) A(b, \) puede ser +1 o —1, tendra valor absoluto 1 y [1 — A(a,\) AV, )
es no negativo y, por lo tanto, es igual a su valor absoluto. Considerando esto y to-
mando el valor absoluto en ambos lados, obtenemos

P(a,b) — P(a,b')

< / (1 AGN) AF V] p)IN =1+ PO ). (433)

La eq. (4.33) es la desigualdad de Bell original mostrada en su articulo de 1964.
Esta expresion nos indica que la formulacion mediante el uso de variables ocultas
locales esta acotada. A partir de ella se puede demostrar que las variables ocultas
deterministas son incompatibles con la mecanica cuantica, para ello debemos mostrar
que la prediccion cuéntica supera o viola la desigualdad presentada en la eq. (4.33).

Supongamos que la funcion de correlacion (4.28) coincide con el valor medio cuén-
tico asociado a las medidas de espin simultaneas de cada particula en dos direcciones
ayb,

(U|A(a® B(D)|W) = —a-b = —cos . (4.34)

Esta correlacion cuéntica solo depende de la orientacién de las direcciones en las
que se aplican las mediciones. Si se eligen tres orientaciones coplanares para a, b, V',
de modo tal que formen angulos de 60° entre ellos, se obtienen las correlaciones
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. A 1 - 1
Puc(a,b) = Pyc(b,b) = —g5 Pyc(a,b') = 5 (4.35)
Finalmente con la relacion (4.35), tenemos
~ 7 NV N 3
PMc(a,b)—PMc<a,b) —PMc(b,b):— > 1, (436)

2

violando la expresion (4.33). Este resultado puso en manifiesto que las teorias locales
deterministas de variables ocultas son incompatibles con las predicciones que realiza
la mecéanica cuantica. Lo asombroso de este resultado es que plantea la posibilidad
de una verificacion experimental. Sin embargo, se requiere de correlaciones perfectas
que nunca fueron realizadas experimentalmente. Debido a esto, en 1969 J. Clauser,
M. Horne, A. Shimony y R. Holt proponen una alternativa, una nueva desigualdad
de Bell que si puede ser testeada con mayor facilidad en los laboratorios.

4.4. Desigualdad Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH)
(1969)

De acuerdo al articulo publicado por J. Clauser, M. Horne, A. Shimony y R. Holt
en 1969 [J], es posible construir un experimento que permita verificar si la mecanica
cuantica es o no consistente con una familia de teorias de variables ocultas (HVT).

Consideremos un sistema bipartito compuesto por Alice y Bob quienes estan lo
suficientemente separados para evitar cualquier tipo de interaccion entre ellos (cau-
salidad). Cada uno posee dos observables A; y B; los cuales realizan mediciones en
las direcciones a y b respectivamente, que estan configurados para tener dos salidas
posibles y opuestas representadas como £1. A cada parte se le envian dos particulas
idénticas que provienen de una fuente en comun.

Supongamos que una correlacion estadistica entre las mediciones de Alice A(a) y
Bob B(l;) es debido a la informacién llevada y localizada por cada particula, y que,
en algiin momento del pasado, las particulas conformaron un par que estuvieron en
contacto e interactuaron. Esta informacion no es cuantica y es parte de un conjunto
de variables ocultas, las cuales son denotadas generalmente como A. De esta forma
los resultados de cada medicion estan dados por A(a, \) y B(b, \). Adicionalmente,
requerimos que A(a, A) no dependa de la direccion ben Bob y que B(f), A) no dependa
de la direcciéon a en Alice, puesto que estéan separadas a grandes distancias. Puesto
que las particulas son generaras independientes de los ajustes a y l;, se asume que la

distribucion de probabilidad p(\) que caracteriza el sistema solo depende de A.
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Definimos como (A(a, ) y (B(b, \)) los valores promedio de los resultados A(a, )
y B(b, A). Definimos la funcion de correlacién como

~

P(a,b) = / dX p(N) (A(a, \)) (B(b, \)) (4.37)

(4.39)
Luego,
‘P(d, b)— P(a,d)| <2+ (P(é, d) + P(é, B)) (4.40)
|P(a,b) = P(a,d)| + | P(e,d) + P(e,b)| <2 (4.41)
Utilizando la desigualdad triangular, se tiene que
—2< P(a,b) — P(a,d+ P(¢,d) + P(¢,0) < 2, (4.42)

la cual es la popular desigualdad CHSH.

Con frecuencia se encuentra representada como los valores de expectacion de los
valores obtenidos en un experimento, esto es

8 == ’EH + E12 + E21 - EQQ‘ S 2, (443)

con E;; = Tr{p(A; ® B;)} 1,7 = 1,2, donde A; y B, tienen valores propios +1. De
esta manera y en concordancia con el teorema de Bell, si la parte izquierda de la
eq. (4.43) es menor que 2, entonces el sistema puede ser descrito mediante teorias
de variables ocultas locales y los estados que cumplan con esta caracteristica se les
denomina estados separables. Por otro lado, si & > 2, entonces decimos que el estado
viola la desigualdad CHSH vy, por lo tanto, no puede ser descrito en término de
teorias de variables ocultas locales.
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4.5. Maxima violacion de la desigualdad CHSH pa-
ra estados cuanticos de dimension arbitraria

N. Gisin y A. Peres || /] demuestran que es posible encontrar pares de observables
cuyas correlaciones violen las desigualdades de Bell.

Teorema 5. Sea ¢ € 74 ® 6. Si ) no es factorizable, existen observables A ® B,
con autovalores 1, cuyas correlaciones violen la desigualdad CHSH

|Eni + Eip + By — Epp| <2 (4.44)

Demostracion: Cualquier estado 1 puede ser escrito en su descomposicion de
Schmidt de acuerdo a

P = cius @, (4.45)

donde {u;} y {v;} son dos bases ortogonales en 7 y .7, respectivamente. Es posible
elegir sus fases para que todos los ¢; sean reales y positivos, y etiquetarlos como
c1 > ¢ > ... > 0. Ahora podemos restringir nuestra atencion al caso de subespacios
N-dimensionales de J#] y 7 los cuales corresponden a términos no nulos de ¢;. Un
estado separable ocurre para N > 1.

Con las bases ortonormales definidas anteriormente, sean I', y I', matrices diago-
nales por bloque, donde cada bloque es una matriz de Pauli, o, y 0y, respectivamente:

Oy 0 0 (o) 0 0
0 o, 0 --- 0 o, 0 -
Fn=110 o o, oo | =10 o oy - (4.46)

(F$)2n71,2n = (Fx)Zn,anl =1, (Fz)nn = (_1)7171- (4.47)

Si N es impar (el cual complica ligeramente la demostracion) tomaremos (I',) v =
0 en lugar de 1, y definimos otra matriz II cuyos elementos distintos de cero son
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[MIyy = 1. Si N es par, II es la matriz nula. Ademas, es conveniente definir un
ntmero vy tal que

v = ¢ (para N impar), v = 0 (para N par). (4.48)

Con la notacién anterior, consideremos los observables

A(ay) =Tysina; + ', cosay + 11

B(p1) =Tysinf; + ', cosfy + 11 (4.49)

Los autovalores de A(«) y B(f3), denotados por a y b respectivamente, son +1 y
las correlaciones de esos observables son

E1n = (Y]|A(a1) ® B(ag)|th) = (1 — ) cosag cos 51 + Ksinagsin 5 +v  (4.50)

donde A; = A(w;), B, == B(f;) vy

K = 2(0162 +c3cq + -0 ) (451)

si siempre es positivo para estados no factorizables. En particular, si elegimos a; = 0,
ay =7/2,y B1 = =P = tan"! [K/(1 — )], obtenemos

1/2
Eii + B+ By — By =2[(1 —7)* + K| / + 2

(4.52)
> 2(1—7) + 27,

la cual contradice la eq. (4.44). O

En el caso especial de un par de particulas de spin j en un estado singlete, tenemos

= (2+1)"% Wi, (4.53)

y, por tanto, K = 1 si 2j+1 es par. El lado derecho de la eq. (4.52) es, entonces, 22
el cual es la maxima violaciéon de la desigualdad permitida de acuerdo al teorema
de Cirel’son [3]. Si, por otro lado, 25 es par, uno de los términos de la suma en la
eq. (4.51) no tiene pareja y K es solo 25/(27 + 1).



Capitulo 5

Algoritmos de optimizacion

5.1. Introducciéon: algoritmo del gradiente descen-
dente

El algoritmo del gradiente descendente (AGD) es un método iterativo que permite
hallar el punto p € ) tal que la funcion de prueba f : Q@ C R®™ — R alcance un
minimo. De lo anterior, f debe satisfacer la condicion,

V£ (p) = 0. (5.1)

Para abordar este problema consideramos una sucesion de puntos {p} tal que p
converge a p. La secuencia iterativa tiene la forma,

Dk+1 = Pr — oV f(Dr), (5.2)

donde el parametro ay, se elige de manera tal que prr1 € Qy f(Prr1) < f(Pr),
A, € R™ es la direccion del paso y ap € R es el tamano del paso. Requerimos que
el algoritmo se detenga cuando V f(py) sea muy cercano a cero, esto ocurre cuando

V f(pr) < €, con € > 0. Usualmente se utiliza el tamano del paso constante oy, = a'y
[o.¢]

tamano del paso decreciente, es decir lim t; = 0 cuando Z ty diverge.
k—o0
k=1
Por otra parte, existe el algoritmo del gradiente ascendente el cual es un método
iterativo anélogo en estructura al AGD, donde se busca el punto donde funcién de
prueba f alcanza un méximo. Para su implementacion basta con cambiar de signo
el gradiente en la ecuacion (5.2), es decir,

42
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Prt+1 = Pe + axV f(Dr), (5.3)

Para este caso se mantienen las consideraciones expresadas para el método AGD.

A f(z)

Punto inicial

1.* Iteracion

2.2 Tteracion

Convergencia

Valor final 24

Figura 5.1: Diagrama del método del gradiente descendente. Representacion gréafica
del método del gradiente descendente. Dado un punto inicial de partida (guess),
el algoritmo permite acercarse de manera asintética y en una secuencia finita de
iteraciones al punto donde la funcién alcanza un minimo. Fuente: Imagen generada
por el autor.

5.2. Simultaneous Perturbation Stochastic Appro-
ximation (SPSA)

El algoritmo Simultaneous Perturbation Stochastic Approzimation (SPSA), pre-
sentado por J. C. Spall [20] en 1992, es una secuencia iterativa gradiente ascendente
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que permite hallar el punto donde la funcién objetivo alcanza un minimo. Las carac-
teristicas principales de este método es que considera pasos que van disminuyendo
en tamano en cada iteracion, el uso de multiples parametros desconocidos y la im-
plementacion de una aproximacion del gradiente para la eleccion de la direccion del
paso.

El problema se puede resumir en la busqueda de un & € R” tal que f: R*” - R
satisfaga

g@)=Vf(x)=0. (5.4)

El algoritmo de busqueda es de la forma,

Tit1 = Tk, — QG (Tk), (5.5)

donde ay, es el tamano del paso que disminuye en cada iteracion y g € R" es la
estimacion del gradiente g en la k-ésima iteracion. La i-ésima componente de g, se
obtiene como

gk (ii’:) — f(if?k i3 ﬁkAk) P €k, + — f(:f)k — ﬂkAk) — €k,
' 26k ’

(5.6)

donde [} es un parametro positivo, A; € R" es un vector generado uniformemente
cuyas componentes son representadas por Ay, v €+ son términos de ruido. Los
parametros ay y [ de las ecuaciones (5.5) y (5.6) se calculan de acuerdo a las
siguientes expresiones,

a b

Grir A Sy 57

ap —
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El conjunto de parametros a, A, b, s y t de las ecuaciones (5.7) son llamados
ganancias y son sumamente importantes para el desempenio de SPSA: una mala
eleccion provoca resultados no deseados, como una lenta convergencia del algoritmo.
Pese a esto, existen dos conjuntos particulares de ganancias recomendadas [20], [19]
que han demostrado tener buen rendimiento aplicado a diferentes problemas.

a A b s t
Estandar 3,0 0 0,1 0,602 0,101

Asintotico 3,0 0 0,1 1 1/6

Tabla 5.1: Eleccion usual de ganancias para el algoritmo de SPSA. Fuente: Elabo-
racion propia.

Se debe tener en cuenta que estas ganancias son recomendadas, por lo que puede
existir otro conjunto que permita un mejor rendimiento del algoritmo. Es por esto que
la biisqueda de ganancias es otro problema de optimizaciéon més grande y complicado
de resolver.

A continuacién se mostraran las definiciones y teoremas que garantizan la con-
vergencia del algoritmo. El detalle de las demostraciones puede ser visto en [20]. El
lema 1 muestra las condiciones bajo las cuales el sesgo en el estimador del gradiente
gi(+) de g va a 0 cuando k — co.

Teorema 6. El no sesgo en el estimador del gradiente Para oy, oy y as
constantes reales positivas y 2 € {w} el espacio muestral que genera la secuencia
Ty, Xo, ..., considere todos los k > K para algin K < 0o y suponga que para para
cada k de {Ay;} son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) y simétrica-
mente distribuidos (E(Ag;) = 0) cerca del 0 con |Ay;| < ag casi seguramente (a.s.)
Y E‘A,;H < ay. Para casi todos &y, (en cada k > K ) supongamos que para todo x
en una vecindad abierta de & que no es una funcion de k o w, f € €3(R™) con
{(%iaxj &le(a:)‘ < ay. Entonces, para casi todos w € )

bi(@x) = O(B;)- (5-8)

Lema 1. Dada las condiciones del teorema 6 y las siguientes suposiciones:

Al: ag, B > 0VEk; ap — 0, Br — 0 cuando k — oo;

o] o'¢) 2
Zak = 00, Z <%> < 00 (5.9)
k=0 k=0 Br
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A2: Para algin vo,7,72 > 0 yVk, E(e ) < 0, E([f (2 £ BrAL) < i, ]E(A,;Qi) <
V2,
AS8: ||| < oo a.s. Yk,

Aj: x(t) = & es una solucion asintdticamente estable de la ecuacion diferencial

de(t)/dt = —g(=),

A5: Sea D(x) = {wo : th'm x(t|xy) = 5:} donde denota la solucion de la ecuacion
—00

diferencial de A4 basado en la condicion inicial £(0) = x (esto es D(&) es un
dominio de atraccion). Eziste un compacto S C D(&) tal que € S

entonces

lfm & = . (5.10)

T—00

De esta forma, se garantiza la convergencia del algoritmo.

5.2.1. Aplicaciones de SPSA en Informacién Cuantica: SGQT

El algoritmo SPSA ha mostrado’ tener una gran versatilidad debido a que puede
ser aplicada en diferentes areas, como: 6ptica adaptativa, modelamiento atmosférico y
planetario, economia, imégenes médicas, entre otras. En esta seccion nos centraremos
en la aplicacion de SPSA al problema de tomografia de estados cuanticos.

El método self-guided quantum tomography (SGQT) presentado por Christopher
Ferrie [1] muestra un proceso iterativo autoguiado basado en SPSA que permite
estimar el estado cuantico desconocido (p) de un sistema a partir de un estado de
partida generado al azar (o). Para poder realizar una comparacion entre los estados
debemos fijar una medida de distancia entre ellos m(o, p) y la tnica restriccion es
que aquella distancia pueda ser estimada a partir experimentos, es por eso que se
tiene acceso a

f(o) = (m(o,p)) . (5.11)

De esta manera el algoritmo SGQT provee iterativamente nuevos estados o que
van convergiendo a p mediante estimaciones de la funcién f(o). En este contexto
SGQT solo necesita dos estados iniciales o4 y estimaciones del experimento f(oy)
para proporcionar una estimaciéon no sesgada del gradiente, el cual nos indicara la
direccion hacia el estado que deseamos conocer.

Lista de articulos donde ha sido usado SPSA: http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/
References-List_Ref.htm


http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/References-List_Ref.htm
http://www.jhuapl.edu/SPSA/Pages/References-List_Ref.htm
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Suponiendo que ya nos encontramos en la k-ésima iteracion, el procedimiento es
el siguiente:

1. Generar una direccién aleatoria definida por Ay,

2. Calcular la estimacion del gradiente en esa direccion,

flow + BeAr) — flor — BeAr)

25, (5.12)
3. Calcular el punto de partida de la siguiente iteracion,
Okt1 = Ok + QkGr, (5.13)

donde ay, y By estan definidas en la eq. (5.7). Asi, conforme k — oo entonces o — p.
Un ejemplo de medida de distancia es la infidelidad entre dos estados [17],

m(o,p) =1— F(a,p). (5.14)

Para estados puros esta expresion es equivalente a

m(y, ¢) = 1 — [(1]8)]%, (5.15)

y puede ser estimada midiendo en la base que contiene |¢), es decir, mediante el
conteo del namero de resultados en la direccion de |¢), etiquetada como n(¢p, ), por
lo que se puede estimar de acuerdo a

_ n(¢s)
n(¢4) +n(o-)’

la cual puede variar debido a fluctuaciones estadisticas.

m(y, ¢) ~ 1 (5.16)
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True

Figura 5.2: Representacion de SGQT sobre la esfera de Bloch.. Diagrama de las
trayectorias sobre la esfera de Bloch de la estimacion de un qubit por medio de
SGQT usando la fidelidad como funciéon objetivo. En la figura de la izquierda, cada
fidelidad estimada fue generada con N = 10? experimentos, mientras que a la derecha

se utilizaron N = 10%. Cada linea representa una corrida con & = 10% iteraciones.
Fuente: C. Ferrie [17].

La Figura 5.2 muestra las diferentes trayectorias tomadas para los casos en los
que N :=n(¢.)+n(¢p_) = 10> y N = 103. Vemos que pese a lo erratico de las curvas
en todos los casos las trayectorias terminan en el mismo punto. Vemos, por otro
lado, que las variabilidad de los caminos se va mitigando a medida que se aumenta
el ntimero de experimentos. Sin embargo, la merma en la variabilidad no disminuye
considerablemente a medida que aumentamos la cantidad de experimentos.
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Infidelity

10; T

10 10° 10" 10 10° 10 1

1075 Si 2 3 7 5
10 10 10 10 10 10

Iterations

Figura 5.3: Grafico infidelidad vs nimero de iteraciones para SGQT. La infidelidad
versus nimero de iteraciones k realizadas por SGQT. Las zonas de colores representan
el rango intercuartil de las infidelidades. Las lineas continuas interiores representan
la mediana sobre 100 estados generados con distribucion uniforme. El cuadro interior
muestra el rendimiento como funciéon de N - k (mejorar). Los parametros de estés
simulaciones son a =3, A=0y b=0,1.

Fuente: C. Ferrie [1].

La Figura 5.3 muestra la comparacion entre la infidelidad y el nimero de ite-
raciones conseguidos mediante SGQT. El el gréafico es conseguido para 100 estados
generados uniformemente. Las lineas interiores muestran la mediana y las sombras
el rango intercuartil. Como se observa, a medida que aumenta el ntimero de experi-
mentos las curvas no se vuelven mas suaves, pero si aumenta la precision conforme
aumenta V.

Por otro lado Chapman et al. [7] demostraron experimentalmente que el método
SGQT es viable para una tomografia real, mediante qubits en polarizaciéon. Esto se
consiguié optimizando sobre medidas de proyecciéon sin ningin post procesamiento.
Este resultado da un punto de partida para implementar SPSA a otros problemas
en Informacion Cuéntica, como el estudio de las desigualdades de Bell.
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5.3. Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA)

El algoritmo CSPSA es la extension de SPSA a variable compleja y fue desarro-
llado por A. Utreras-Alarcon et al. en su tesis [21]. El método esta basado en el
algoritmo de SPSA pero extendido a el espacio complejo C y hereda todas las carac-
teristicas de su version real, esto es, el paso disminuye iteracion a iteracion, permite
el uso de parametros desconocidos y utiliza una aproximacion del gradiente complejo
para la direccion del paso siguiente.

En este nuevo método el problema consiste en buscar un vector fi == (2, 2*) con
ze€C" f(@): Dom(f) C C" x C* — R tal que satisfaga

of , .
—— — g 5.17
o ) (517

Esta expresion es equivalente a
. d ., .
9(a) = 5-f(B) =0. (5.18)
donde 0, es la derivada de Wirtinger [27], la cual esta definida como
1 , 1 :

0.f =5 (Ouf =i0yf), 0unf = - (0uf +i0, ) (5.19)

conz=z+iy € Cyzx,yeck

La secuencia iterativa es anédloga a la eq. (5.5) para el caso de SPSA, esto es

2k+1 = 2k - Oékgk(ﬂ) (520)
La estimacion del gradiente en la eq. (5.20) es dada por

Zea, 25 ) teny — f(Zpo, 20 ) + ek
2BkAk,i

con Zit = 2 £ BrAy, Ay € C" es generado al azar, 8 un pardmetro positivo y e, +
son términos de ruido.

Los términos ay v i al igual que en el caso de SPSA describen el tamano del
paso y la perturbacion en la funcion, respectivamente. Estos términos se calculan de
la misma forma que la presentada en la eq. (5.7)
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a b
T 1+ AT B’“_(k+1)t' (5:22)
Los parametros a, A, b, s y t también son llamados ganancias y su papel es
vital para un correcto desempeno de CSPSA. A diferencia de SPSA, CSPSA es
un algoritmo desarrollado recientemente y por lo tanto no posee, hasta ahora, un
estudio tan riguroso para la biisqueda de ganancias apropiadas ni mucho menos se
ha implementado a diferentes problemas de optimizaciéon. Debido a esto, no existen

ganancias recomendadas para CSPSA por lo que es 1til considerar las sugeridas para
el algoritmo de SPSA,

a A b s t
Estandar 30 0 0,1 0,602 0,101
Asintotico 30 0 0,1 1 1/6
Estandar Modificado 0,2 0 0,2 0,602 0,101

Asintotico Modificado 1,0 5 0,25 1 1/6

Tabla 5.2: Elecciéon de ganancias para CSPSA. Se incluyen las versiones modificadas
de las ganancias usuales. Estas mostraron, durante la investigacion, tener un mejor
rendimiento en las simulaciones. Fuente: Elaboracion propia.

Es necesario destacar que, dependiendo del problema, las ganancias deben ser
elegidas de acuerdo a la funcion objetivo que se desea optimizar por lo que, analoga-
mente al algoritmo de SPSA| la biisqueda de ganancias para CSPSAes otro problema
de optimizacién mas complicado. Durante esta investigacion se modificaron las ga-
nancias anteriores con el objetivo de mejorar el algoritmo CSPSA. En el capitulo
siguiente se mostraréan simulaciones realizadas con estas ganancias.

A continuacién se mostraran las definiciones y teoremas que garantizan la con-
vergencia del algoritmo, cuyas demostraciones puede ser encontradas en la tesis de
Anibal Utreras-Alarcon «An enhancement to self-guided quantum tomographys.

Teorema 7. El no-sesgo en el estimador del gradiente Sean oy, a1 y o
constantes reales positivas y Q € {w} el espacio maestral que genera la secuencia
Z1,29,...,. Para algin K < oo considérese todos los enteros k > K y supongase que
para para cada k de {A\y;} son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.),
y simétricamente distribuidos (E(Ag;) = 0) cerca del 0 con |Api| < o casi sequ-
ramente (a.s.) y E (|A,;1 ) <a yE (ezid’kvi), Or; donde es la fase de Ny,; en su
descomposicion polar. Para todo k > K, para cast todo fu, supongase que para todo
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p, f € €T x C") con |0,,0,,f(1)| < as. Entonces para casi todo w € Q2
by(jn) = O(32). (5.23)

Lema 2. Dada las condiciones del teorema 7 y las siguientes suposiciones:

B1: ak,ﬁk >0 Vk?,
o0 ] 2
, a
khm (|lak| + |ckl) = 0; E a = 00; 5 <B—k> < 00, (5.24)
e k=0 k=0 Nk

B2: Para algin 0g,01,00 > 0 y Vk;

E(ehs) <00 E([f(2r2i)])) <0 E(A) < 6, (5.25)

B3: || Zk|| < oo a.s. VEk,

Bj: z(t) = Z es una solucion asintoticamente estable de la ecuacion diferencial
dz(t)/dt = —g(p),
B5: Sea D(z) = {zo ; th’m z(t|zo) = 2} donde denota la solucion de la ecuacion
—00

diferencial de B4 basado en la condicion inicial z(0) = zo (esto es D(Z) es un
dominio de atraccion). Eziste un compacto S C D(Z) tal que 2 € S a menudo
infinitesimalmente para cada puntos de la muestra.

entonces las siguientes afirmaciones son ciertas

S1: ||by (fur)] < 0y ka |b (fur)|| = O casi sequramente,
—00

S2: klim P(sup,,sp |30, aies(f1:)|| > n) = 0 para todo n > 0.
—00 =

Teorema 8. St las hipotesis del lema 2 se cumplen, entonces

lfim 2, = 2. (5.26)

k—o0

De esta forma, se garantiza la convergencia del algoritmo.
5.3.1. Aplicaciones de CSPSAen Informacién Cuantica: To-
mografia

La primera aplicacion de CSPSAha sido para la tomografia de estados puros. En
el articulo de A. Utreras-Alarcon et. al. [22] se realiza una comparacion entre el
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rendimiento de SPSA y CSPSAaplicado la tomografia de estados cuanticos de un
qubit.

Para este caso se considera un estado cuantico puro descconocido |¢). Este estado
puede ser completamente determinado mediante la minimizaciéon de la infidelidad,
definida como

I(z) = 1= [(¢[o(2))] (5.27)

con respecto a la variable z; € C que define el estado cuantico puro conocido

6(2)) = Y~ i) . (5.28)
RYOIAPAL

Los coeficientes complejos del estado [1)) que forman parte de I(z) son considera-
dos desconocidos pero fijos. Asi, el minimo global I = 0 se consigue cuando [¢) = |¢),
para cualquier [¢).

La optimizacion de la infidelidad puede ser realizada también sobre los ntimeros
reales. En dicho caso las componentes de z son mapeadas sobre los ntimeros reales
mediante angulos escritos en coordenadas hiperesféricas y argumentos de fases com-
plejas. De esta forma la infidelidad puede ser escrita en funciéon de un vector real
I(x) y, con esto, es posible aplicar el algoritmo de optimizacion SPSA a la funciéon
objetivo.

La Figura 5.4 muestra la infidelidad promedio versus el niimero de iteraciones de
los algoritmos de CSPSA (lineas rojas continuas) y SPSA (lineas discontinuas azules).
Desee arriba a abajo las lineas rojas (azules) representan el ntimero de experimentos
N = 10,10%,10% y 10*. Como podemos ver el rendimiento de CSPSAes superior
al de SPSA, debido a varios factores: en primer lugar, para la misma cantidad de
iteraciones y experimentos en los dos métodos CSPSAconsigue siempre una mayor
precision, eso se puede observar tanto en el gréfico exterior (promedio) como en
el interior (mediana) las curvas rojas estan por debajo de las azules, en segundo
lugar las curvas del método complejo son mas estrechas, dando lugar a una menor
varianza (y mediana) con respecto al método real y en tercer lugar, la velocidad de
convergencia CSPSAes mucho mayor a la de SPSA, esto se puede apreciar por simple
inspeccion al observar las pendientes de las curvas en el gréafico exterior.



o4

Figura 5.4: Gréafico de infidelidad vs nimero de iteraciones para tomografia via
CSPSA. La figura muestra el valor promedio de infidelidad versus el ntimero de ite-
raciones sobre 10* estados cuénticos desconocidos y guesses iniciales, para el proceso
de tomografia cuantica de un qubit mediante CSPSA(lineas rojas) y SPSA (lineas
segmentadas azules). El sombreado indica la varianza en torno al promedio. En el
grafico interior se muestra la mediana y sus respectivos rangos intercuartiles. Des-
de arriba a abajo las lineas rojas (azules) representan N = 10,102,103 y 10*. Para
CSPSAse usaron las ganancias asintoticas y para SPSA las estandar.

Fuente: A. Utreras-Alarcon et. al. [22].



Capitulo 6

Desigualdad CHSH via optimizacion
estocastica

El procedimiento estandar para verificar si un estado cuéntico viola una desigual-
dad del Bell es utilizar métodos de optimizaciéon, los cuales realizan una busqueda
de las bases donde dicha desigualdad alcanza un méaximo. Pero ;cémo procedemos
cuando el estado que deseamos estudiar es completamente desconocido? Como sa-
bemos, un estado cuéntico que viole una desigualdad de Bell no lo hace para un
conjunto de observables al azar; se debe encontrar la base precisa para la cual el
estado no satisfaga la inecuacion. Debido a esto los procedimientos usuales no pue-
den ser utilizados. A continuacion trataremos el problema de estimar el valor de la
desigualdad de CHSH para un sistema cuyo estado cuéntico es desconocido mediante
el uso de los algoritmos presentados en lo capitulo 5.

6.1. Introducciéon

Antes de comenzar con la descripcion del procedimiento que permite obtener la
méxima violacion de Bell para estados desconocidos, es necesario aclarar algunos
conceptos que se utilizaran con frecuencia en el presente capitulo.

En primer lugar, llamaremos al conjunto los pardametros definidos en la Tabla 5.1
como ganancias. Dependiendo del caso, se usaran los término ganancias estandar,
ganancias asintoticas, ganancias estandar modificadas y ganancias asintdticas modi-
ficadas para referirnos al conjunto completo de parametros definidos en la Tabla 5.2.
Por otro lado, llamaremos guess a los vectores que inician la secuencia iterativa,
donde cada guess produce una realizacion independiente del calculo numérico. De
esta forma, el estudio de las simulaciones se realizara para una gran cantidad de

%)
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realizaciones independientes.

A lo largo de éste capitulo, se utilizaran vectores o estados cuanticos generados
al azar en las simulaciones. Es necesario hacer la distincion entre vectores o estados
cuanticos generados al azar o generados al azar uniformemente.

Esfera de Bloch Esfera de Bloch

051 / \

Eje z
Eje z

Eje y Eje x

Figura 6.1: Representacion de estados generados al azar sobre la esfera de Bloch.Los
diagramas muestran cortes transversales de una esfera de Bloch, donde la figura de
la izquierda tiene su eje z apuntando ortogonal saliendo del papel, mientras que en
la esfera derecha el eje y apunta hacia adentro. Los puntos de color rojo representan
103 estados puros [¢) = ale) + ble') generados al azar sobre la esfera. Fuente:
Elaboracion propia

La Figura 6.1 muestra dos perspectivas de la misma esfera de Bloch donde fueron
generados al azar 10° estados cuanticos puros [¢)) = ale) + b }6L>. Como se puede
observar los estados no estan esparcidos de manera homogenea sobre la espera, esto
muestra graficamente que los estados generados tienen un sesgo muestral hacia
el polo sur de la esfera. De esta manera los datos de las simulaciones no serian
completamente representativos.
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Esfera de Bloch Esfera de Bloch
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Figura 6.2: Representacion de estados generados uniformemente sobre la esfera de
Bloch. Los diagramas muestran cortes transversales de una esfera de Bloch, donde la
figura de la izquierda tiene su eje x apuntando ortogonal saliendo del papel, mientras
que en la esfera derecha el eje y apunta hacia adentro. Los puntos de color naranja
representan 10% estados puros |¢)) = a |e)+b ‘€L> generados con distribucién uniforme
sobre la esfera. Fuente: Imagen generada por el autor. Fuente: Elaboraciéon propia

Por otro lado la Figura 6.2 muestra dos perspectivas de la misma esfera de Bloch
donde se generaron uniformemente 10 estados cuanticos puros [¢)) = ale) + b |e*).
Como se puede observar los estados estan distribuidos de manera completamente
homogénea sobre la esfera, esto muestra graficamente que los estados utilizados sobre
las simulaciones son producidos uniformemente.

Es imprescindible definir, en este contexto, que entendemos por estados cudnticos
desconocidos. En este escenario los estados cuénticos son generados en el ordenador,
por lo que nosotros podriamos tener acceso total a sus propiedades en cualquier mo-
mento, asi el estado cuantico es conocido para el programador. Por otra parte, los
algoritmos son quienes realizan la estimacion de la desigualdad de Bell sin conocer
el estado ni sus propiedades, es méas, los algoritmos no utilizan las propiedades del
estado cuéntico (autovalores y autovectores) para estimar S. Asi, el estado es des-
conocido para los algoritmos de optimizacion. Finalmente, ya que el programador
tiene acceso al estado, se calcula de manera exacta el valor de la maxima violacién
de Bell &, para el estado en cuestion y dicho valor se utilizara para cuantificar el
rendimiento de los algoritmos. Estas consideraciones fueron mostradas por C. Caves
et al. [0].



o8

a, A, b, s, t

) SPSA
D) CSPSA
CSPSAN

Error Rel. = M Ssim
Steo

Figura 6.3: Esquema estados cuanticos desconocidos y algoritmos de optimizacion.
La rama inferior representa la obtencion del valor exacto de la desigualdad S;.,. La
rama derecha muestra el ingreso de un estado desconocido para los algoritmos SPSA,
CSPSAy CSPSAN con ganancias a, A, b, s,t fijas para realizaciones independientes.
Sqim representa el valor de la desigualdad obtenido mediante simulaciones. El va-
lor tedrico es utilizado para cuantificar el rendimiento de los algoritmos. Fuente:
Elaboraciéon propia

6.2. Desigualdad CHSH via SPSA

De acuerdo al esquema presentado por J. Clauser, M. Horne, A. Shimonny y R.
Holt, tenemos un sistema bipartito compuesto por Alice y Bob donde cada uno posee
dos operadores locales de medicion, etiquetados como A; y Ay para Alice, y By y
B, para Bob. Debido a que cada operador tiene autovalores +1, podemos utilizar la
descomposicién de observables en término de las matrices de Pauli, es decir

0=r5, (6.1)

donde 7 == 7(60, ¢) = (sinf cos ¢, sin fsin ¢, cosf) es un vector tridimensional para-
metrizado sobre la superficie de una esfera de radio 1 y & = (01, 02, 03) es el vector
cuyas componentes son las matrices de Pauli. De esta forma, el operador & := (0, ¢)
depende de dos parametros reales definidos en 6 € [0, 7[ y ¢ € [0, 27][.

De acuerdo a lo anterior, la forma explicita del operador & es



29

0= 000,0) = ( cosf sm@cos¢—ism€sm¢)

sin 0 cos ¢ + isinfsin ¢ —cosf (6.2)

Para la implementacion del algoritmo SPSA es necesario generar, con distribucion
uniforme, el vector de partida que llamaremos guess

éO = (ébé%é&é%&laQg%qg?nﬂgﬁl) (63)

cuyas componentes estan restringidas a las condiciones senaladas anteriormente para
iniciar la secuencia iterativa. Asi, podemos definir los operadores de medicién que
nos permitiran construir la funcion objetivo f de la eq. (5.5),

A = A1(91,¢1), Az = A2<é27 952),

] T T T (6.4)
B, = B,(0s,¢3), By := Bs(04,¢4).

donde Ai, B, tienen la forma presentada en la eq. (6.2). Definimos la funcion objetivo
como,

S(®) = ‘En +Ei; + Ey — E|, (6.5)

Entonces re definimos la secuencia iterativa mostrada en la eq. (5.5) para encontrar
el maximo de la funcion S en la eq. (6.5)

Okr1 = O + gy (ék)> (6.6)
obteniendo la estimacion del gradiente g, de acuerdo a,

S(Ok + BrAy) + €rq — S(O), — BrAy) — €k
2Bk Aki 7

0ri(©) = (6.7)

donde Ay es un vector de ocho componentes que es generado uniformemente y cada
una de ellas puede tomar valores +1 o —1, y € + son términos de ruido. Las ganancias
ay v Bi se obtienen de acuerdo a la ecuacion eq. (5.7). Los parametros a, A, b, sy
t usados son para el caso estandar y asintotico mostrados en la table 5.1. Asi, para
k — oo se consigue el méximo de S para el estado p.

El pseudo codigo que permite realizar este proceso es mostrado en el cuadro de
algoritmo 1
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Algorithm 1 Algoritmo SPSA y funcién objetivo CHSH definida de acuerdo a la
parametrizacion mostrada en la eq. (6.2).

Require: D: Dimension del espacio. N: Nimero de iteraciones. © : Angulos iniciales
definidos en la eq. (6.3). p: Estado cuéntico. a,b,s,t,A : parametros de ajuste.
En general se utilizan los asintéticos o estandar.

Ensure: Valor del parametro S en cada iteracion.

1: procedure SPSA(D,N,0,p,a,b,s,t,A)
2: for k1. K dg

3: ak<_—(k‘+1—|—A)5
. b
5: Ay < vector de dimensiéon N generado uniformemente entre los valores
+1

6: (-)+ +— O+ BkAk

7 O_ <« 06— 5kAk

8: CHSH, «+ CHSH(©.4,p)

9: CHSH_ <~ CHSH(©_, p)

Lo o e CHSH, — CHSH . A,
20k

11: O+ 06+ Lk

12: Out < CHSH(©, p)

13: end for

14: return Out

15: end procedure

16: function CHSH(©,p)

o (01 o (0 i (10
P O= 1 0) % i 0 )7 0 —1

18: Ay +sin(0) cos(O5)o, + sin(O4) sin(Os )0, + cos(O1)o,
19: Ay < sin(0O2) cos(Og)0o, + sin(Os) sin(Og) o, + cos(Oz)o,
20: By < sin(03) cos(O7)o, + sin(O3) sin(O7)o, + cos(O3)o,
21: By + sin(0y) cos(Og)o, + sin(Oy) sin(Os)o, + cos(O4)o,

22: E + Tl"[(Al & Bl)p], Eo Tl"[(Al & Bg)p]
23: E21 — TI'[(AQ & Bl)p], E22 — TI'[(AQ & Bz)p]
24: S < |Eyy + Eg1 + E1g — Eagp|

25: return S

26: end function
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Como primer test de rendimiento del algoritmo de SPAS aplicado a la desigualdad
CHSH, utilizaremos como estado de prueba el estado (3.10) mostrado en el capitulo
3,

1
V2

Este estado es maximalmente entrelazado, es decir, posee el maximo grado de en-
trelazamiento entre dos qubits. Como sabemos, y de acuerdo al teorema de Cirel’son,
la maxima violacion de Bell que alcanzan estos estados es 24/2 el cual es un limite
que ningun estado puede superar.

64) = —= (/00) + [11)). (6.8)

Consideremos cuatro guesses 0, generados de manera independiente y al azar,
los cuales nos proporcionaran los puntos de partida para iniciar la secuencia itera-
tiva. Veremos el comportamiento del algoritmo de SPSA para las cuatro ganancias
mostradas en la Tabla 5.2
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Trayectorias
3 . 0 T T I

L [

Maxima Violacién de Bell

0.0 1 1 1 1
1 20 40 60 80 100
Iteraciones
| = Asint. = Est. == Asint. M. = Est. M. |

Figura 6.4: Trayectorias de SPSA para diferentes ganancias. El grafico muestra la
méxima violaciéon de bell versus el niimero de iteraciones del algoritmo de SPSA.
Cada trayectoria representa el camino que sigue cada simulacion realizado con ga-
nancias diferentes. La nomenclatura corresponde a Asint: Asintoticos, Est: Estandar,
Asint. M.: Asintético Modificado, Est. M.: Estandar Modificado. Fuente: Elabora-
cidbn propia

En la Figura 6.4 vemos las trayectorias producidas por SPSA para la eleccién
de parametros estandar, asintotico y sus modificaciones. En cada caso las curvas
son caoticas al inicio, lo cual se debe a la naturaleza estocéstica del algoritmo. A
medida que aumenta el nimero de iteraciones la viariabilidad comienza a disminuir
haciendo més estables las curvas, las cuales convergen asintéticamente a la cota 2v/2.
La caracteristica mas distintiva de este método es que, sin importar cual sea el punto
de partida, el algoritmo se encarga de encontrar el maximo de la funcién objetivo,
acercandose al punto donde alcanza el maximo de manera asintética. Notamos que,
de acuerdo a lo mencionado en el capitulo anterior, las ganancias juegan un rol
importante en el rendimiento del algoritmo. Vemos que las ganancias estandar no
son una buena eleccién si es comparada con las otras tres.

Ya que el método es estocéastico no es posible utilizar solo una realizaciéon para
describir completamente el rendimiento del algoritmo y lo mas apropiado es realizar
un conjunto grande de simulaciones con las cuales se obtendra el rendimiento en
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mediana de los algoritmos.

30 T T T T

2.5 E
2.0 F E
1.5 - -

1.0 1

Maxima Violacién de Bell

0.5F 4

0.0 Il Il Il Il
1 20 40 60 80 100

Iteraciones

||:| Est. | Asint. " Est. M. Asint. M|

Figura 6.5: Simulaciones de SPSA para un estado maximalmente entrelazado pa-
ra 5 x 10% realizaciones. La figura muestra la méxima violacion de Bell versus el
ntmero de iteraciones para el estado (6.8) para 5 x 10° realizaciones. Las lineas con-
tinuas representan la mediana y las sombras representan el rango intercuartil. La
nomenclatura corresponde a Asint: Asintotico, Est: Estandar, Asint. M.: Asintético
Modificado, Est. M.: Estandar Modificado. Fuente: Elaboracion propia

La figura muestra 5 x 10° realizaciones producidas con gueses diferentes. Con
cada color se muestra la mediana y el rango intercuartil correspondiente a cada
conjunto de ganancias. Vemos que dependiendo de lo que deseemos estudiar debemos
elegir el conjunto de ganancias apropiado. Por ejemplo si queremos determinar si un
estado es entrelazado o no, es decir, si el estado supera el valor 2.0 en el eje de
las ordenadas, entonces es recomendable elegir las ganancias estandar y asintoticas
modificadas, mientras que si buscamos la mayor velocidad de convergencia hacia el
méximo debemos elegir el conjunto de ganancias asintoticas.

El segundo ejemplo que muestra el rendimiento de SPSA es considerar los estados
de Werner presentados en la eq. (3.38) mostrado en el capitulo 3,

<a<l. (6.9)

Wl =

11—«
pw = |pp o +T]1 ®1, -
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Como vimos, dependiendo del valor del pardmetro «, los estados de Werner des-
criben diferentes sistemas cuanticos. Esto queda resumido en la tabla 3.1 presentada
en el capitulo 3. A partir de la eq. (3.38) podemos encontrar el valor de la maxima
violacion de Bell en funcion del pardametro «,

Sterner (@) = 2V/20. (6.10)

La Figura 6.6 muestra la implementacion de SPSA para evaluar si el conjunto de
estados de Werner determinados por el parametro « viola la desigualdad de Bell.
Para esto se produjeron 10 estados variando el parametro A entre 0 y 1. Se puede
ver que la mediana de simulaciones realizadas con las ganancias estdndar y asin-
totica reproducen completamente la curva tedrica. Por otra parte, vemos que con
los promedios las mismas ganancias no se obtienen buenos resultados para o < 0,4,
esto se debe a que existen realizaciones que no proporcionan buenos resultados vy,
por lo tanto, empeoran el promedio. Se aprecia que a partir de a = 0,7 se exhibe la
violacion en la desigualdad de Bell, 1a cual es coherente con lo presentado en la tabla
3.1.
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Estados de Werner - Parametros Usuales

3.0

2.5 1 /
2.0 1 /

1.5 1 /

Maxima Violacién de Bell
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0.0 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(07

s Tedrica ® Asint. M. ® Est. P Est. M.
@® Asint. P.

Figura 6.6: Grafica de los estados de Werner mediante SPSA para las ganancias
usuales. La figura muestra la maxima violacion de Bell vs «, donde « define los dis-
tintos estados de Werner de acuerdo a la eq. (6.9). Cada punto representa el promedio
o mediana del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se realizaron10
simulaciones con guesses distintos.

Nomenclatura: Asint. M.: Mediana Asintético - Est. P.: Promedio Estandar - Est.
Med. Mediana Estédndar - Asint. P.: Promedio Asintético. Fuente: Elaboraciéon pro-
pia

La Figura 6.7 muestra las simulaciones realizadas con SPSA pero usando las ga-
nancias asintéticas y estandar modificadas, para 10 realizaciones y 200 iteraciones
en cada punto. Como vemos, ninguno reproduce ni total ni parcialmente la curva
tedrica. De esta forma, para esta prueba, las ganancias modificadas no tienen un
buen rendimiento.
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Estados de Werner - Parametros Modificados
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Figura 6.7: Gréafica de los estados de Werner mediante SPSA para las ganancias
modificadas. La figura muestra la méxima violacion de Bell vs «, donde a define
los distintos estados de Werner de acuerdo a la eq. (6.9). Cada punto representa el
promedio o mediana del méximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos.

Nomenclatura: A. M. M.: Mediana Asintotico - E. P. M.: Promedio Estéandar -
E. M . M.: Mediana Esténdar - A. P. M.: Promedio Estandar. Fuente: Elaboracion
propia

Como tltimo ejemplo, estudiaremos el caso de un estado cuéntico descrito en su
descomposiciéon de Schmidt,

1) = VA[01) + VT = X]10). (6.11)

A partir del resultado obtenido por N. Gisin y A. Peres [!'/] mostrado en la
eq. (4.52) y considerando v = 0, obtenemos que la méaxima violacion de Bell del
estado eq. (6.11) en funcion de A es dado por

Ssehmiat(A) = 2¢/1 + 4A(1 = \) (6.12)
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Descomposicion de Schmidt - Parametros Usuales
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Figura 6.8: Estado en descomposicion de Schmidt simulado con SPSA con las
ganancias usuales. La figura muestra la méaxima violacion de Bell vs A, donde A
describe diferentes estados en descomposiciéon de Schmidt. Cada punto representa
el promedio o mediana del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos. Nomenclatura: Est. P.: Estandar
promediado, Asint. P. Asintotico promediado, Est. Med. Mediana Estandar, Asint.
Med.: Mediana Asintético. Fuente: Imagen generada por el autor.

La Figura 6.8 muestra una comparacion entre las predicciones hechas por la teoria
sobre la méaxima violacion de Bell permitida en funcion de A y los resultados de
las simulaciones realizadas usando SPSA con las ganancias usuales. Para esto se
produjeron 10 estados variando el parametro « entre 0 y 1/2. El grafico muestra
los promedios y medianas calculados a partir del dltimo valor conseguido para cada
punto. Como vemos todas las ganancias usuales reproducen los resultados que predice
la teoria, al igual que en el caso de los estados de Werner. Nuevamente vemos algunos
puntos que se escapan de la curva, estos justamente fueron calculados con el promedio
de las simulaciones.
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Descomposicion de Schmidt - Parametros Modificados
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Figura 6.9: Estado en descomposicion de Schmidt simulado con SPSA con las
ganancias modificadas. La figura muestra la méxima violacion de Bell vs A\, donde
A describe diferentes estados en descomposicion de Schmidt. Cada punto representa
el promedio o mediana del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se
realizaron 10 simulaciones con guesses distintos. Nomenclatura: Est. P.: Estandar
promediado, Asint. P. Asintotico promediado, Est. Med. Mediana Estandar, Asint.
Med.: Mediana Asintético. Fuente: Imagen generada por el autor.

En la Figura 6.9 se muestran los resultados de los célculos realizados con las
ganancias modificadas para los mismos estados, iteraciones y realizaciones de la
figura anterior. Vemos que la tnica ganancia que muestra resultados més cercanos a
la prediccion teorica es la asintotica modificada, mientras que las otras no tienen un
rendimiento apropiado.

De lo expuesto anteriormente vemos que no todas las ganancias son ttiles para
abordar estos problemas, por lo que se deben hacer pruebas rigurosas antes de elegir
el grupo de parametros que se utilizaran para realizar los calculos.
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6.3. Desigualdad CHSH via CSPSA

Como vimos en la section 5.3, el algoritmo de CSPSApermite encontrar un vector
[ en los complejos, tal que la funcion objetivo f alcance un minimo (o méximo)
para k — oo en la secuencia iterativa. Siguiendo el procedimiento de de SPSA,
debemos construir dos observables para cada sitio y que tengan autovalores =+1.
Consideremos z = (21, 22, ..., zg) con z; € C tal que con cada par de nimeros z;, z;,
definidos en el vector z, podemos construir vectores unitarios de dimensién dos como
los presentados a continuacion

1 1
le1) = m(zl 0) + 22 1)), |es) = m(zz 0) + 24 [1)),

1 1 (6.13)
les) = m(% 0) + 2 1)), |es) = \/27—ng(27 0) + 25 [1)).

Asi, por cada |e;) calculamos los respectivos operadores de proyeccién como

P = leiXel|, P =|ex)esl,

6.14
P~ lesfe, Pi=leseil. o1

Se definen los operadores de medicion locales como,
ﬁ - (+1)R + (—1)P1J_ - R - <—Pz + ]12><2) == ZPZ — ]12><2 (615)

Luego, los operadores de medicién para Alice y Bob estan descritos por dos para-
metros complejos, la misma cantidad de pardametros para la version real de SPSA,

Ay = Al(Zl, Zz) = 2P — 1y, Ay = -/42(237 24) =2P — 1ay9

6.16
By = Bi(25,26) = 2P3 — Loyxo, By = Ba(27,28) = 2Py — 1oyo. ( )

Ahora, para la adaptacion del algoritmo de CSPSAal problema del méaximo valor
de la funcién S, es necesario generar un vector inicial con distribucién uniforme
20 = (21,...,28) con z; € C que nos permitira escribir la funciéon objetivo f en este
caso,

/11 = Al(»’:’h@), le2 = A2(23,24),

A A

o . L (6.17)
Bl = 81(25, Zﬁ), BQ = 82(277 Zg).
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Definimos la funcién objetivo S como

S(2) = |&n+ & +En —Enl, (6.18)

con é}j =Tr {p(flz X B]) }

Re definimos la secuencia iterativa mostrada en la eq. (5.20) como

La estimacion del gradiente en la eq. (6.19) es dada por

s = S(Zk + BrlAk) +epy — f(ﬁk — BrlAy) + 51@,77 (6.20)
QﬁkAk,i

en este caso Ay es un vector de ocho componentes generado uniformemente donde
cada componente puede tomar los valores {+1, —1,+i,—i} con i = /=1, y &4+ es
un termino de ruido. Las ganancias oy y i se obtienen de acuerdo a la eq. (5.22).
Los parametros a, A, b, s y t usados son para el caso estandar y asintético mostrados
en la Tabla 5.2. Asi, para k — oo se consigue el maximo de S para el estado p.

En las siguientes tablas se muestra el pesudo codigo para los dos métodos que
estudiaremos en el presente capitulo. En Algoritmo 2 se muestra el procedimiento
usado para encontrar el maximo de & mediante CSPSA. Cabe destacar que el guess
z no esta normalizado en la evaluacion de la funcion CHSH(z, p). Por otro lado, en
Algoritmo 3 muestra el codigo de CSPSApero con la normalizacion del guess en la
evaluacion de la funcion CHSH(z, p) (linea 9). Llamaremos a esta version CSPSAN
o CSPSAnormalizado para distinguirlo de la versién sin normalizar presentada en
Algoritmo 2. Como veremos méas adelante, esta pequena sutileza en el codigo se
vuelve significativa al momento de comparar la precision de los métodos.
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Algorithm 2 Algoritmo CSPSA y funciéon objetivo CHSH definida de acuerdo a la
parametrizacion mostrada en la eq. (6.16).

Require: D: Dimension del espacio. N: Niimero de iteraciones. z: vector incial com-
plejo de ocho componentes. p: Estado cuantico. a,b,s,t,A : parametros de ajuste.
Ensure: Valor del parametro S en cada iteracion.
1: procedure CSPSA(D,N,z,p,a,b,s,t,A)
2: for £+ 1, K do

3 — ¢ Br b
: a R ———r —
P k+1+ A4 TR (k1)
4: Ay < vector de dimension N generado uniformemente entre los valores

{41, +i}, con i = /—1.
: 2y 4 2+ ﬂkA]ﬁ Z_ < Z— /BkAk
CHSH, <+ CHSH(z,,p) CHSH_ < CHSH(z_,p)
- CHSH, — CHSH
o 2557
24— 2+ apgk
Out < CHSH(z, p)
10: end for
11: return Out
12: end procedure

13: function CHSH(z,p)

14 \0)<—<(1)); ]1><—((1)>

15 ler) «+ ————(21|0) + 22 (1), |e2) <

1
211—|— Z9 \/Zgl—i- Z4
——(2510) + 26 |1)), |es) & ———
V25 + 26 V27t 28

17 Prle)fer], P lea)ea], P lesies|, Py |es)e]
18: A1<_2P1_]127 A2<—2P2—]12
19: Bl<—2P3—]12, BQ<—2P4—]12

(23 [0) + 24 [1))

16:  |es) (2710) + 25 [1))

20: Ei + TI"[(Al X Bl)p], Eio TI"[(Al & BQ),O]
21: Egl — TI'[(AQ & Bl)p], E22 — TI'[(AQ & Bz)p]
22: S < |Eyy + Eo1 + E1g — Eagp|

23: return S

24: end function
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Algorithm 3 Algoritmo CSPSA normalizado y funcién objetivo CHSH definida de
acuerdo a la parametrizacion mostrada en la eq. (6.16). En este método se realiza
una normalizacién al momento de actualizar el guess.

Require: D: Dimension del espacio. N: Nimero de iteraciones. z: vector incial com-
plejo de ocho componentes. p: Estado cuantico. a,b,s,t,A : parametros de ajuste.
Ensure: Valor del parametro S en cada iteracion.
1: procedure CSPSAN(D,N,z,p,a,b,s,t,A)
2: for K+ 1, K do

3 — ¢ Br b
: a _— —_—
T k1A TP k1)
4: Ay < vector de dimension N generado uniformemente entre los valores

{£1,+£i} con i =+/—1.

5 2y 2+ PplDg, 2oz — By
6 CHSH, «+ CHSH(z;,p), CHSH_ < CHSH(z_,p)
. . CHSH, — CHSH,
- 254
R 24 (25,20 (25,20) (or,2)
15 22 35 <4 59 26 7y <8
! Tt et B Vorn T Vnta
10: 7 4 [C15 Cas G33 G
11: Out < CHSH(z, p)
12: end for
13: return Out

14: end procedure

15: function CHSH(z,p)

16 |O><—<é>; |1><—<(1)>

i e « G [0)+ 2 (1)) les) ¢ (24 |0) + 24 |1))

1
V2t 2 z3+ 24
1 1
(2|0 2 [1),  es)
m(5|> 6|>) |4> \/m

190 Pr<le)en|, Pa<lea)ea|, Ps<lesies|, Py<leaed]
20: Al(—2P1—]12, A2<—2P2—]12
21: B1<—2P3—]lg, BQ<_2P4_]12

18 |es) « (2710) + 23 |1))

22: FEi Tl"[(Al X Bl)p], FEio Tl"[(Al X Bg)p]
23: E21 — TI'[(AQ (%9 Bl)p]; E22 — TI'[(AQ & Bg)p]
24: S < |Ey1 + Eg1 + Erg — Eagy|

25: return S

26: end function
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Figura 6.10: Trayectorias de CSPSA para las ganancias estdndar. El grafico mues-
tra la méaxima violacion de bell versus el nimero de iteraciones del algoritmo de
CSPSA. Cada trayectoria representa el camino que sigue cada simulacién para dife-
rentes ganancias. La nomenclatura corresponde a Est.: Estandar, Est. M.: Estandar
Modificado, Est. N.: Estandar para CSPSAN, y Est. N. M.: Estandar Modificado
para CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia

Anélogamente a la secciéon precedente, analizaremos el rendimiento y compor-
tamiento de los algoritmos de CSPSA y su version normalizada CSPSAN para la
funcion objetivo CHSH siguiendo la parametrizacion desarrollada en (6.13 - 6.18).
Consideraremos nuevamente el estado |¢.) y el Algoritmo 2. La Figura 6.10 muestra
cuatro trayectorias para cada conjunto de ganancias. Como vemos, el conjunto de
ganancias estandar modificadas solo presenta ruido hasta las 100 iteraciones, esto es
debido a que este conjunto de pardmetros tiene una convergencia mas lenta que las
otras tres ganancias El ruido indica que no es conveniente utilizar esos parametros
debido a que posee muchisima variabilidad en su trayectoria.
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20 Trayectorias CSPSA
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Figura 6.11: Trayectorias de CSPSA para las ganancias asintoticas. Cada trayec-
toria representa el camino que sigue cada simulacién para diferentes ganancias. La
nomenclatura corresponde a Asint.: Asintotico, Asint. M.: Asintético Modificado,
Asint. N.: Asintotico para CSPSAN, y Asint. N. M.: Asintético Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia

La Figura 6.11 muestra las trayectorias descritas para los algoritmos CSPSA y
CSPSAN cuando son utilizadas las ganancias asintéticas. Las curvas presentadas son
bastante similares en estabilidad a las mostradas en el caso de SPSA. A diferencia de
las ganancias estandar, las asintoticas requieren menos iteraciones para alcanzar el
méximo de la funcion. El grafico muestra que, independiende del guess y las ganancias
usadas en este analisis, los algoritmos de CSPSA y CSPSAN convergen al maximo
de la funcioén, solo que a diferentes tasas de convergencia.

Notemos que la curva generada por los parametros asintoticos en CSPSAN es dife-
rente a las producidas por las ganancias asintéticas modificadas aplicadas a CSPSAN,
esto se debe a que al normalizar el guess en el algoritmo la funcién objetivo cam-
bia y, por tanto, las ganancias utilizadas no necesariamente reproducen las mismas
curvas. De esta forma se puede observar que, para cada problema, se deben ajustar
nuevamente las ganancias.
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Parametros Estandar
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Figura 6.12: Simulacion de CSPSA y CSPSAN usando ganancias estandar para
un estado maximalmente entrelazado con 5 x 10® realizaciones. La figura muestra
un grafico de la maxima violacion de Bell versus ntimero de iteraciones. Las lineas
continuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada
ganancia. La nomenclatura corresponde a: Est.: Estandar, Est. M.: Estandar Modi-
ficado, Est. N.: Estdndar para CSPSAN, y Est. N. M.: Estdndar Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia

Ya que este método también es estocastico en las trayectorias, se deben simular
realizaciones independientes para estudiar el rendimiento de los algoritmos. En la
Figura 6.12 se muestran 5 x 10% realizaciones independientes. Las lineas centrales
representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil.
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20 Parametros Estandar

25} / / |

1.5 .

1.0 .

Maxima Violacién de Bell

0.5F i

0.0 Il Il Il Il
1 20 40 60 80 100

Iteraciones

| Asint. 1900 Asint. M. BB Asint. N. Asint. N. M|

Figura 6.13: Simulaciéon de CSPSA y CSPSAN usando ganancias asintéticas para
un estado maximalmente entrelazado con 5 x 103 realizaciones. La figura muestra el
grafico de la maxima violaciéon de Bell versus niimero de iteraciones. Las lineas conti-
nuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada ganancia.
La nomenclatura corresponde a: Asint.: Asintético, Asint. M.: Asintético Modifica-
do, Asint. N.: Asintotico para CSPSAN, y Asint. N. M.: Asintético Modificado para
CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia

La Figura 6.13 muestra el grafico de la maxima violacion de Bell versus ntimero de
iteraciones para 5 x 103 realizaciones. Vemos que, pese a que la curva producida por
CSPSAcon las ganancias asintoticas modificadas superan el valor de 2.0 en menos
iteraciones, el método CSPSAN con las ganancias asintoticas modificadas converge
mas rapidamente a 2v/2.

Siguiendo el analisis realizado para SPSA, se estudiaré el rendimiento de los al-
goritmos de CSPSAy CSPSAN aplicado sobre los estados de Werner (6.9). La Figu-
ra 6.14 muestra el valor promedio de las ganancias asintéticas utilizadas en los dos
algoritmos complejos. Cada punto en el grafico representa el promedio del méximo
valor conseguido a las 200 iteraciones para 10 realizaciones independientes.
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20 Estados de Werner - Pardmetros Asintéticos - Promedio
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Figura 6.14: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parametros asintéticos. Cada punto representa el prome-
dio del méximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN,
P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas
aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia
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20 Estados de Werner - Pardmetros Asintéticos - Mediana
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Figura 6.15: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parametros asintéticos. Cada punto representa la mediana
del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN,
M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modifica-
das aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia



79

20 Estados de Werner - Parametros Estandar - Promedio
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Figura 6.16: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parametros estandar. Cada punto representa el promedio
del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN,
P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas
aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia
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20 Estados de Werner - Parametros Estandar - Mediana
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Figura 6.17: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da estados de Werner para parametros estandar. Cada punto representa la mediana
del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, donde se simularon 10 realiza-
ciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN,
M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modifica-
das aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia

De las Figura 6.14, Figura 6.15, Figura 6.16 y Figura 6.17 se observar que, para
en todos los casos, tanto la mediana como el promedio de las ganancias modifica-
das aplicadas sobre CSPSAN reproducen los resultados predichos por la teoria. De
acuerdo a este resultado se tiene evidencia suficiente para afirmar que las ganancias
modificadas aplicadas a CSPSA normalizado poseen un mejor rendimiento que las
otras configuraciones estudiadas.

Finalmente se revisaran los algoritmos aplicados sobre un estado descrito en des-
composicion de Schmidt, como fue mostrado en la eq. (6.11).
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50 Desc. de Schmidt - Parametros Asintoéticos - Promedio
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Figura 6.18: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposicion de Schmidt para ganancias Asintéticas.
Cada punto representa el promedio del méximo valor conseguido a las 200 iteraciones,
donde se simularon 10 realizaciones. La nomenclatura corresponde a: P.: Promedio,
P.N.: Promedio de CSPSAN, P.M.: Promedio ganancias modificadas, P.N.M.: Pro-
medio ganancias modificadas aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracion propia
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Figura 6.19: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposicion de Schmidt para ganancias asintéticas.
La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.: Mediana de CSPSAN, M.M.:
Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana de ganancias modificadas apli-
cadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracién propia
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Figura 6.20: Promedio de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN apli-
cada a estados descritos en descomposicion de Schmidt para ganancias estandar. La
nomenclatura corresponde a: P.: Promedio, P.N.: Promedio de CSPSAN, P.M.: Pro-

medio ganancias modificadas, P.N.M.: Promedio ganancias modificadas aplicadas en
CSPSAN. Fuente: Elaboracién propia
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50 Desc. de Schmidt - Parametros Estandar - Mediana
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Figura 6.21: Mediana de las simulaciones realizadas con CSPSA y CSPSAN aplica-
da a estados descritos en descomposicion de Schmidt para ganancias estandar. Cada
punto representa el promedio del maximo valor conseguido a las 200 iteraciones, don-
de se simularon 10 realizaciones. La nomenclatura corresponde a: M.: Mediana, M.N.:
Mediana de CSPSAN, M.M.: Mediana de ganancias modificadas, M.N.M.: Mediana
de ganancias modificadas aplicadas en CSPSAN. Fuente: Elaboracién propia

Teérica e M @ MN. @ MM ® MN. M|

De las Figura 6.18, Figura 6.19, Figura 6.20 y Figura 6.21 se observa que las
ganancias estandar y asintoticas modificadas aplicadas a CSPSAN reproducen la
curva que predice la teoria, tanto en el calculo de mediana como en el promedio.
De esta forma podemos afirmar que el método que nos lleva al mejor rendimiento es
CSPSAN con ganancias modificadas.
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6.4. Estimacién de la desigualdad CHSH para esta-
dos cuanticos desconocidos

A continuacion se reportaran las simulaciones realizadas con los algoritmos SPSA,
CSPSA y CSPSAN, utilizando las ganancias mostradas en la Tabla 5.2. Cada gréfico
muestra la mediana y el rango intercuartil para 10® estados puros generados unifor-
memente donde cada uno de ellos fue simulado utilizando el mismo guess, es decir,
inician desde el mismo punto. Los gréaficos de error relativo vs niimero de iteraciones
se obtienen de acuerdo a la expresion

|Steo - Ssiml

Erel =
’Steo ’

(6.21)

donde S, es el valor estimado de la desigualdad mediante algiin proceso de op-
timizacion y Sie, es el valor maximo de la desigualdad que puede lograr el estado
simulado. El valor exacto se calcula mediante el procedimiento mostrado en la Sec-
cion 4.5,

En+ Ep+ By — Ep =2[1—79)"+ K? Y2y 27, (6.22)

con K = 2(cico + e3¢ + - -+ ), donde ¢; son los coeficientes de Schmidt de la des-
composicion. Para el caso de la desigualdad CHSH ~ = 2 y, por lo tanto

1/2
Y

En + B+ Ey — By =2[(1+ K| (6.23)

6.4.1. Simulaciones SPSA

En la presente secciéon se mostraran las simulaciones realizadas utilizando el algo-
ritmo de SPSA para 103 estados puros uniformemente generados. En las siguientes
figuras se mostrara el rendimiento del algoritmo bajo las diferentes ganancias pre-
sentadas anteriormente.
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Figura 6.22: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintéticas para 10% esta-
dos generados uniformemente. El grafico indica la méaxima violaciéon de Bell versus
numero de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado
el rango intercuartil, segin corresponda.
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos
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Figura 6.23: Error relativo de SPSA de las ganancias asintéticas para 103 estados
puros generados uniformemente. El grafico presenta el error relativo versus ntimero
de iteraciones en escala logaritmica. Las lineas continuas indican la mediana y el
sombreado el rango intercuartil, segin corresponda.
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Pardmetros Estandar
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Figura 6.24: Simulaciones de SPSA para las ganancias estandar sobre 10 estados
puros generados uniformemente. El grafico indica la maxima violacién de Bell versus
numero de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado
el rango intercuartil en cada caso, segin corresponda.
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Error Relativo - Parametros Estandar
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Figura 6.25: Error relativo de SPSA de las ganancias estandar para 103 estados
puros generados uniformemente. El grafico presenta el error relativo versus ntimero
de iteraciones en escala logaritmica. Las lineas continuas indican la mediana y el
sombreado el rango intercuartil en cada caso, segin corresponda.

6.4.2. Simulaciones CSPSAy CSPSAN

En la presente seccion se mostraran las simulaciones realizadas utilizando algo-
ritmo de CSPSAy su versiéon que incluye normalizacion CSPSAN para 102 estados
puros uniformemente generados. El objetivo es investigar el rendimiento en mediana
para todo tipo de estados, esto es, estados con diferente cantidad de entrelazamien-
to. En las siguientes figuras se mostrara la mediana y los rangos intercuartiles de los
algoritmos bajo las diferentes ganancias presentadas la Tabla 5.2.
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Pardmetros Asintéticos
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Figura 6.26: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas so-
bre 10? estados puros generados uniformemente. El grafico indica la maxima violacién
de Bell versus ntimero de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y
el sombreado el rango intercuartil en cada caso, segin corresponda.
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos
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Figura 6.27: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 10 estados puros generados uniformemente. El grafico presenta el error relativo
versus numero de iteraciones en escala logaritmica. Las lineas continuas indican la
mediana y el sombreado el rango intercuartil en cada caso, segin corresponda.
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Parametros Estandar
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Figura 6.28: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estdndar so-
bre 10® estados generados uniformemente. El grafico indica la maxima violacién de
Bell versus niimero de iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el
sombreado el rango intercuartil en cada caso, segiin corresponda.
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Error Relativo - Parametros Estandar
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Figura 6.29: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estdndar
sobre 10 estados puros generados uniformemente. El grafico presenta el error relativo
versus numero de iteraciones en escala logaritmica. Las lineas continuas indican la
mediana y el sombreado el rango intercuartil en cada caso, segin corresponda.

6.5. Simulaciones con ensemble finito

En las secciones anteriores se mostraron los resultados de las simulaciones rea-
lizadas con estadistica exacta. A continuaciéon se mostrara el procedimiento que se
utilizo para el desarrollo de simulaciones para un ensemble finito.

Primero, recordemos la definiciéon de valor esperado mostrada en la expresion
eq. (4.43).

E;; =Tr{p(4; ® B))}, (6.24)

donde i, j = 1,2 son las etiquetas de los observables para Alice y Bob. Se definen
los operadores de proyeccion para Alice y Bob de acuerdo a
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Poii=laiXail;  Po; = |ai Xaj|

> (6.25)
= [b;)b;l 5 Pb,j = ‘bjl><bﬂ :
Luego,

Aj=+P,; — Py Bj=+b; - B (6.26)

Con esto, la eq. (6.24) puede ser rescrita como
Eyj;j=Tr{p(+Pui — P;) @ (+P; — By} (6.27)
Eij =Tr{p(Pu;i® Pyj — Pay ® Py — Poy @ Py j + P ® PL) } (6.28)

EZ]—Tr{p( al®PbJ} Tr{p( al®Pb])}

donde, por ejemplo, Tr {p (F,; ® B, ;)} representa la probabilidad de obtener el va-
lor propio +1 asociado al proyector F,; de Alice en conjunto con el valor propio
+1 asociado al proyector B, ; de Bob. Por simplicidad definimos cada uno de estos
términos como

Ppp_Tr{p< az®ij)} Ppm_Tr{p< az®Pb])}

(6.30)
Pmp:Tl"{p( a,i®vaj)}’ Pmm:Tr{p( a,i®Pb,j)}'
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Consideremos las probabilidades de obtener las correlaciones mostradas anterior-
mente Ppy, Ppms Pmp, Pmm- Estas probabilidades deben satisfacer

De esta forma podemos separar el intervalo [0, 1] en cuatro zonas: 0 < z; < Py,
como se ilustra en la siguiente figura.

Pop Pmp Prmm Ppm
0 1

Figura 6.30: Diagrama de las zonas para emular detecciones experimentales.
Fuente: Elaboracion propia

Supongamos que se genera un ensemble de N ntimeros al azar entre 0 y 1, con los
cuales se realizara un conteo de cuantos coinciden en cada zona. Asi, 7,, nimeros se
encuentran en zi, Mmp €N 22, Nm €N 23 Y Npm €0 24. De esta forma podemos estimar
la probabilidad de que estos niimeros aleatorios coincidan en las diferentes zonas,

> Tlpp > Tlpm S Tmyp S Nmm
Ppp = W, Ppm - W, Pmp > Wa Pram = N (632)

Finalmente, con estas probabilidades y los valores propios asociados a ellas, po-
demos calcular el valor estimado £;; para esta simulacién de detecciones,

Eij = Al ;\fnmp Al = 751713 - 75pm - 75mp + 75mm (6.33)

donde, para un ensemble suficientemente grande, tenemos

N—oo

En las siguientes secciones se reportaran todas las simulaciones realizadas con
los algoritmos de SPSA, CSPSA y CSPSAN para las distintas ganancias mostradas
anteriormente.
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6.5.1. Ensemble con N = 102

A continuacién se mostraran las simulaciones realizadas utilizando los métodos de
SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaiio N = 102.

- Pardmetros Asintéticos - N = 102

2.5 1

2.0 1

1.5 1

1.0 1

Maxima Violacién de Bell

0.5 1

0.0 T T T T
20 40 60 80 100

Iteraciones
I Mediana | 4 Mediana M.

Figura 6.31: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintoticas sobre 10? estados
generados uniformemente con un tamaino de muestra N = 102
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 102
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Figura 6.32: Error relativo de SPSA para las ganancias asintoticas sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102,
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Pardmetros Estandar - N = 102
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Figura 6.33: Simulaciones de SPSA para las ganancias estandar sobre 10 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 102,
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 102
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Figura 6.34: Error relativo de SPSA para las ganancias estandar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102,
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Parametros Asintéticos - N = 102
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Figura 6.35: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintéticas
sobre 10° estados generados uniformemente con un ensemble de N = 102
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 102
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Figura 6.36: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 10? estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 102
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Parametros Estandar - N = 102
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Figura 6.37: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estandar sobre
103 estados generados uniformemente y N = 10? experimentos.
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 102
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Figura 6.38: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estdandar sobre
103 estados puros generados uniformemente y N = 10? experimentos.

6.5.2. Ensemble con N = 103

A continuacion se mostraran las simulaciones realizadas utilizando los métodos de

SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaiio N = 103.
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Figura 6.39: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintoticas sobre 10? estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 103,
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 103
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Figura 6.40: Error relativo de SPSA para las ganancias asintoticas sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Pardmetros Estandar - N = 10°
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Figura 6.41: Simulaciones de SPSA para las ganancias estandar sobre 10 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 103,
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 103
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Figura 6.42: Error relativo de SPSA para las ganancias estandar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Parametros Asintéticos - N = 10°
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Figura 6.43: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 103,
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 103
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Figura 6.44: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Parametros Estandar - N = 103
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Figura 6.45: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estandar sobre
10% estados generados uniformemente con un ensemble de N = 103.
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 103
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Figura 6.46: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estdandar sobre
103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 103.

6.5.3. Ensemble con N = 10*

A continuacion se mostraran las simulaciones realizadas utilizando los métodos de

SPSA, CSPSA, CSPSAN para una muestra de tamaiio N = 10%.
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Pardmetros Asintoticos - N = 10*
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Figura 6.47: Simulaciones de SPSA para las ganancias asintéticas sobre 103 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 10,
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 10*
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Figura 6.48: Error relativo de SPSA para las ganancias asintoticas sobre 10% estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 10%.
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Pardmetros Estandar - N = 10*
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Figura 6.49: Simulaciones de SPSA para las ganancias estandar sobre 10 estados
generados uniformemente con un ensemble de N = 10,
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 104
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Figura 6.50: Error relativo de SPSA para las ganancias estandar sobre 103 estados
puros generados uniformemente con un ensemble de N = 10%.
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Parametros Asintéticos - N = 10*
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Figura 6.51: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 10° estados generados uniformemente con un ensemble de N = 10*.
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Error Relativo - Pardmetros Asintéticos - N = 10*
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Figura 6.52: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias asintoticas
sobre 103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 10%.
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Pardmetros Estandar - N = 104
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Figura 6.53: Simulaciones de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estandar sobre
103 estados generados uniformemente con un ensemble de N = 10%.
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Error Relativo - Pardmetros Estandar - N = 104
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Figura 6.54: Error relativo de CSPSA y CSPSAN para las ganancias estdandar sobre
103 estados puros generados uniformemente con un ensemble de N = 10%.
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6.6. Resumen de resultados

Debido a la gran cantidad de simulaciones que fueron realizadas, en esta secciéon
se compararan los mejores resultados obtenidos para cada valor de IV, en término de
la rapidez de convergencia y en el error relativo.

Comparacién Ganancias - N = 10? Comparacién Ganancias - N = 10?
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Figura 6.55: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 102. Violacién de
Bell vs iteraciones. El grafico de la izquierda muestra la comparacion las ganancias
estandar modificadas y asintéticas modificadas utilizadas en el algoritmo CSPSAN.
La figura de la derecha muestra la respectiva comparacion para SPSA para las mismas

ganancias. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el rango
intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.55 se muestra la comparacion de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 13 iteraciones
considerando ademas que todo el rango intercuartil supera este valor en las 25 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75 % de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 25 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintoticas modificadas viola la desigualdad de Bell a las 21 iteraciones, mientras
que en el caso de las ganancias estandar modificadas esto ocurre cerca de las 27
iteraciones. En este caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad
como en el caso de CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violacion de
Bell para la misma cantidad de iteraciones. Al menos para el ensemble de N = 102,
CSPSAN exhibe un mejor rendimiento que SPSA.
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Comparacién Ganancias - N = 10?
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Figura 6.56: Error relativo para un ensemble de N = 10%. El grafico muestra las
curvas logradas para las ganancias estandar modificadas y asintéticas modificadas
para los algoritmos CSPSAN y SPSA. Las lineas continuas representan la mediana
y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparaciéon del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.56 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintoticas y estandar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que para estas ganancias un 50 % de las realizaciones consiguen un error
relativo mas pequeno. Por otra parte la dispersion de las realizaciones es menor en

CSPSAN que en SPSA.
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Figura 6.57: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 103. Violacién de

Bell vs iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el
rango intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.57 se muestra la comparacion de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 11 iteraciones
considerando ademas que todo el rango intercuartil supera este valor en las 20 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75 % de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 20 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintoticas viola la desigualdad de Bell a las 24 iteraciones, mientras que en el caso
de las ganancias estandar modificadas esto ocurre cerca de las 32 iteraciones. En este
caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad como en el caso de
CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violaciéon de Bell para la misma

cantidad de iteraciones. Para el ensemble de N = 10%, CSPSAN exhibe un mejor
rendimiento que SPSA.
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Comparacién Ganancias - N = 103

10°

1071 5

10—2 .

Error Relativo

107? 5

100 10t 102 103
Iteraciones
CSPSA A. N. M. B CSPSA E. N. M. 71 SPSA A. [ SPSA E. M.

Figura 6.58: Error relativo para un ensemble de N = 103. El grafico muestra las
curvas logradas para las ganancias estandar modificadas y asintoticas modificadas
para CSPSAN y ganancias estdndar modificadas y asintoticas SPSA. Las lineas con-
tinuas representan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparaciéon del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.58 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintoticas y estandar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que la mediana llega cerca de las 107 en el error relativo. A diferencia
de lo mostrado para el caso del ensemble de N = 102, el 75% de las realizaciones
para estas ganancias alcanza mejores resultados que los obtenidos por SPSA usando
ganancias estandar modificadas.
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Comparacién Ganancias - N = 10* Comparacién Ganancias - N = 10*
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Figura 6.59: Rapidez de convergencia para un ensemble de N = 10*. Violacién de
Bell vs iteraciones. Las lineas continuas representan la mediana y el sombreado el
rango intercuartil, en ambos casos.

En la Figura 6.59 se muestra la comparacion de rapidez de convergencia para
los algoritmos de CSPSAN y SPSA. Se observa que, para CSPSAN, las ganancias
describen las mismas curvas, donde la mediana llega al valor 2.0 a las 11 iteraciones
considerando ademas que todo el rango intercuartil supera este valor en las 20 itera-
ciones. Esto significa que, al menos, el 75 % de las realizaciones viola la desigualdad
CHSH a las 20 iteraciones. Para SPSA se observa que la mediana de las ganancias
asintoticas modificadas viola la desigualdad de Bell a las 15 iteraciones, mientras
que en el caso de las ganancias estandar modificadas esto ocurre cerca de las 20
iteraciones. En este caso, el rango intercuartil de cada curva no viola la desigualdad
como en el caso de CSPSAN, por lo que menos realizaciones logran una violaciéon de
Bell para la misma cantidad de iteraciones. Para el ensemble de N = 10*, CSPSAN
exhibe un mejor rendimiento que SPSA.
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Comparacién Ganancias - N = 10*
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Figura 6.60: Error relativo para un ensemble de N = 10%. El grafico muestra las
curvas logradas para las ganancias estandar modificadas y asintoticas modificadas
para CSPSAN y ganancias estandar y asintéticas SPSA. Las lineas continuas repre-
sentan la mediana y el sombreado el rango intercuartil para cada caso.

El panorama para la comparaciéon del error relativo es muy similar. En la Figu-
ra 6.60 se muestra las curvas descritas por las distintas ganancias usadas en SPSA
y CSPSA normalizado. Vemos que las ganancias asintoticas y estandar modificadas
reproducen los mismos resultados, al igual que en el caso de la rapidez de convergen-
cia. Vemos que para estas ganancias un 50 % de las realizaciones consiguen un error
relativo mas pequeno. Por otra parte la dispersion de las realizaciones es menor en
CSPSAN que en SPSA. Vemos que la mediana llega mas abajo de 1074 en el error
relativo. A diferencia de lo mostrado para el caso del ensemble de N = 102, al menos
el 75% de las realizaciones para estas ganancias alcanza mejores resultados que los
obtenidos por SPSA usando ganancias estandar modificadas. En este caso CSPSAen
su version normalizada alcanza aproximadamente un orden de magnitud menos que
SPSA, es decir, es un orden de magnitud mas preciso.
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Los siguientes graficos muestran el error relativo en funcion del ensemble N para
las simulaciones mostradas anteriormente. Cada marca representa la mediana del
error relativo obtenido a las 102 iteraciones. Las lineas continuas muestran los ajus-
tes realizados para cada conjunto de valores en un grafico log-log de acuerdo a la
expresion,

E.q = 10°N® (6.35)

donde « es la pendiente y 3 es el valor donde el ajuste intercepta el eje vertical.

10° 5 - 100

10—1 _\M? 10—1
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Figura 6.61: Gréafico error relativo vs ensemble N. Cada marca representa la media-
na del error relativo obtenido a las 10? iteraciones. Las lineas continuas representan
los ajustes lineales en un gréfico log-log para cada conjunto de datos.

| CSPSAA. | SPSA E. M. | SPSA A. M.
a| —02334 | —0,2919 —0,2154
5| —027182 | —1,1716 ~1,9883

Tabla 6.1: Tabla comparativa con parametros de ajuste de la Figura 6.61. Fuente:
Elaboraciéon propia.
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La Tabla 6.1 muestra los valores para la pendiente « e interseccion con el eje ver-
tical B para las regresiones lineales realizadas para cada combinacién combinaciéon
algoritmo-ganancia. Se puede observar que las pendientes estan entre —0,2 y —0,3 lo
que indica que las pendientes de las rectas son aproximadamente paralelas entre si en
el rango de valores del ensemble con los que trabajamos. También se puede realizar
una interpolaciéon y calcular cuanto debiese ser la mediana del error si utilizamos un
ensemble més grande. Por ejemplo, SPSA las ganancias asintdticas modificadas logra
un error relativo de 8,6040 x 10~* para un ensemble de N = 10°. Finalmente, pode-
mos ver que el algoritmo de SPSA utilizando las ganancias asintoticas modificadas
proporciona los mejores resultados del conjunto de simulaciones comparado.
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Figura 6.62: Gréafico error relativo vs ensemble N. Cada marca representa la media-
na del error relativo obtenido a las 10? iteraciones. Las lineas continuas representan
los ajustes lineales en un gréfico log-log para cada conjunto de datos.

| SPSA E. | CSPSA E. | SPSA A. | CSPSAN A. M. | CSPSAN E. M.
a | —1,0139 | —0,9575 | —0,8081 —0,8190 —0,8124
B 12223 | 11826 | 0,1690 —1,0446 —1,0493

Tabla 6.2: Tabla comparativa con pardmetros de ajuste de la Figura 6.62. Fuente:
Elaboraciéon propia.
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Anélogamente, la Tabla 6.2 muestra los valores para la pendiente e intersecciéon
con el eje vertical pero para otra combinacion de algoritmo-ganancia. Para este caso
las pendientes estan entre —0,80 y —1,02. Podemos ver que las pendientes son apro-
ximadamente paralelas para el intervalo entre N = 10° y N = 10°. Realizando una
interpolacion, podemos ver que el error relativo para SPSA con ganancias asintoticas
con N = 10° es de 4,7698 x 1077, mientras que el error relativo para CSPSAN con
ganancias asintoticas y estandar modificadas es de 7,2510 x 1076 y 7,7393 x 107°. De
este resultado podemos observar que CSPSAN con las ganancias asintoticas logran
un menor error relativo si es comparada con SPSA y las ganancias asintoticas.



Capitulo 7

Conclusion

Se ha propuesto resolver el problema de la méaxima violacién de la desigualdad
CHSH para estados cuéanticos desconocidos mediante dos algoritmos iterativos lla-
mados Simultaneous Perturbation Stochastic Approzimation (SPSA) y Complex Si-
multaneous Perturbation Stochastic Approzimation (CSPSA). Ambos métodos son
bastante versatiles, puesto que pueden ser implementados para funciones cuyos gra-
dientes no pueden ser obtenidos de manera exacta. Tanto SPSA como CSPSA estan
definidos por medio de parametros que controlan la convergencia, los cuales son lla-
mados ganancias. El vector inicial donde comienza la secuencia iterativa es llamado
guess. Asi, ambos algoritmos permiten la convergencia asintética al méaximo de la
funcién pese a que el estado es desconocido.

Este problema se afronté desde un punto de vista numeérico, por lo que se rea-
lizaron exhaustivas simulaciones numéricas para estudiar el rendimiento medio de
los algoritmos en la violaciéon de las desigualdad CHSH. Para comparar se utilizo
como medida de tendencia central la mediana y como medida de dispersién el rango
intercuartil. Los casos estudiados fueron clasificados en dos grandes grupos: el pri-
mero es el método exacto, donde se consider6 un experimento numeérico en el cual la
funcion es evaluada sin errores, y en el segundo se considera una fuente de error en
las simulaciones numeéricas, la cual consiste en utilizar un ensamble de tamano finito
para la evaluacion de la funcién, emulando asi un proceso de deteccion.

Hemos mostrado que los algoritmos de SPSA y CSPSA pueden ser utilizados en el
problemas de la desigualdad CHSH aplicado a estados cuénticos de distinta natura-
leza tales como: estados entrelazados, estados de Werner, estados en descomposicion
de Schmidt y estados cuanticos puros desconocidos generados uniformemente. Para
cada uno de estos casos, las simulaciones reproducen las predicciones dadas por la
teorfa. Sin embargo, para los métodos SPSA y CSPSAN utilizando las ganancias
estdndar y astintotica modificadas, se requieren menos de 50 iteraciones para lograr
una violacion de la desigualdad CHSH. También se observo la gran precision de los
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métodos, los cuales permiten obtener errores relativos del orden de 107% para las mis-
mas ganancias nombradas anteriormente, donde estos resultados fueron obtenidos en
el marco de simulaciones con método exacto.

Parte importante del desarrollo de nuestra investigacion fue la implementacion
de una situacion hipotética de laboratorio donde se utiliz6 un tamano de ensemble
finito para estimar los valores esperados de los observables involucrados en la de-
sigualdad CHSH. Estas simulaciones se realizaron sin considerar errores producto de
la implementacion experimental, por ejemplo, los defectos tecnologicos de los detec-
tores, entre otros. Las simulaciones muestran que CSPSA en su versién normalizada
consigue mejores resultados si es comparado con su versiéon sin normalizar y con
SPSA. En primer lugar converge mas rapidamente en media que SPSA, logrando
una ventaja de 15 iteraciones para algunos casos y cerca de 20 iteraciones de venta-
ja si se compara el rango intercuartil completo. Para la comparacion de los errores
relativos se tiene que CSPSAN consigue precisiones del orden de 107>, mientras que
SPSA obtiene 107, para un tamao de ensamble de N = 10* por medicién. De esta
forma, CSPSAN tiene ventaja en precision respecto a SPSA para el mismo tamano
de ensamble.

Otro punto importante de lo investigado es el rol que juegan las ganancias en las
simulaciones con estos métodos. Se observé que las ganancias recomendadas en la
literatura de optimizacion estocéstica no proporcionan buenos resultados para las
funciones objetivos consideradas, teniendo que realizar una busqueda exhaustiva de
ganancias que proporcionen los mejores resultados. Es por este motivo que para cual-
quier modificacion en la funcién objetivo, es necesario realizar una nueva busqueda
de ganancias, por lo que desde un punto de vista practico es una desventaja de los
algoritmos. Otra desventaja de estos métodos es la cantidad de mediciones totales
que se realizan para una simulacién completa. Para cada iteracion se realizan 2 eva-
luaciones de la funcion. Si se fijan en k las iteraciones totales, entonces se deben
hacer 2 - k mediciones diferentes. Si este mismo proceso se hace para un tamano de
ensemble finito NV, la cantidad de recursos totales son 2-4 - N - k. A pesar de esto
la principal ventaja de este método es que no se requiere postprocesamiento para
obtener los resultados de las simulaciones.

La implementacion exitosa de estos algoritmos al problema de las desigualdad
CHSH nos permiti6 tener nociones para extender la investigacion a otro tipo de sis-
temas como la desigualdad de Mermin para 3-qubits, desigualdades para observables
con tres salidas y sistemas multipartitos. También estos algoritmos pueden ser imple-
mentados en otros problemas en Informaciéon Cuéntica como métodos tomograficos,
medidas de entrelazamiento, estimacion de la pureza de estados, entre otros.



Apéndice A
Tomografia de estados cuanticos

La tomografia de estados cuanticos es un proceso experimental que permite
inferir un estado cuantico p desconocido por medio de una serie de mediciones. Este
proceso requiere una gran cantidad de copias del estado que deseamos caracterizar.

El conjunto 1/ V2, X / V2, Y/ V2, Z / v/2 forman una base ortonormal para las
matrices hermiticas con respecto al producto punto de Hilbert-Schmidt. De este
modo, el estado p puede ser expandido como

b % (Tr{p}l + TH{Xp} X + TH{Y p}Y + Tr{Zp}Z). (A1)

Recordemos que la expresion Tr{Ap} puede ser interpretada como el valor espera-
do del observable A. Por ejemplo, para estimar Tr{Zp} debemos medir el observable
Z m veces, obteniendo z1, ..., z,, cuyos valores pueden ser +1 o —1. Asi, > z;/m es
un aproximacion del valor real de Tr{Ap}. De acuerdo al teorema del limite central,
para un m suficientemente grande, los resultados estan aproximadamente en distri-
bucion Gaussiana, donde el valor esperado es precisamente Tr{Zp} y con desviacion
estandar A(Z)/y/m como es mostrado en la eq. (2.58). Asi, procediendo de la mis-
ma forma que para el observable Z se debe estimar Tr{Xp} y Tr{Xp} para poder
obtener una estimacion del estado p.

Siguiendo el mismo procedimiento, podemos generalizar naturalmente esta situa-
cién a sistemas cuanticos de N qubits. Para una tomografia de un estado de N
qubits, se requieren estimar D? = 4V — 1 parametros. La elecciéon usual para la base
de operadores es usar el conjunto de operadores de Pauli generalizados, construido
como producto tensorial de las matrices de Pauli. Asi p se puede descomponer como,
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(A.2)

o Tr{oy, ®0u, @ ® 0y, p}ow, R0y, @ R0y,

donde v; pueden tomar los valores 0, 1, 2, 3 para indicar los operadores 1, X, Y, Z en
la posicion .
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Apéndice B

Codigos de Matlab

En el siguiente apéndice se mostraran las lineas de codigo utilizados para las
simulaciones realizadas en los capitulos anteriores.

B.0.1. Cédigos SPSA

La funcion CHSHang depende de dos parametros z y Rho (p), los cuales represen-
tan los valores de angulos y el estado, respectivamente. La parametrizacion elegida
para el caso real es de acuerdo a la eq. (6.2). Este script permite calcular, de acuer-
do a las variables declaradas, el valor de la funciéon S. Esta funciéon es la que sera
utilizada como funcién objetivo en SPSAang.

function [S] = CHSHang(z,Rho)

o

sigmax = [0 1; 1 0]; % pauli matrix x
sigmay = [0 -1i; 1i 0]; % pauli matrix y
sigmaz [1 0; 0 -1]; % pauli matrix z

o)

% Construccidén de los operadores de Alice y Bob

A1 = sin(z(1))*cos(z(5))*sigmax + sin(z(1))*sin(z(5))*sigmay
+ cos(z(1))*sigmaz;
A2 = sin(z(2))*cos(z(6))*sigmax + sin(z(2))*sin(z(6))*sigmay
+ cos(z(2))*sigmaz;
Bl = sin(z(3))*cos(z(7))*sigmax + sin(z(3))*sin(z(7))*sigmay
+ cos(z(3))*sigmaz;
B2 = sin(z(4))*cos(z(8))*sigmax + sin(z(4))*sin(z(8))*sigmay
+ cos(z(4))*sigmaz;
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oo ol

z(1,...,4) —> Theta, =z (5,...,8) —> phi
% Valores esperados de los operadores

E_11 = trace(kron(Al1,B1)*Rho);
E_12 = trace(kron(Al1,B2)*Rho);
E_21 = trace(kron(A2,B1)*Rho);
E_22 = trace(kron(A2,B2)*Rho);

% Evaluacidn de S

S = abs(E_11 + E_21 + E_12 - E_22);
end

SPSAang es una funcion que depende de 9 parametros: Dim es la dimension del
espacio, Nit es el numero de iteraciones para la secuencia, z es el vector que contiene
los angulos iniciales y rho representa el estado a evaluar. Por otro lado a,b,s,t, A
son parametros denominados ganancias y deben ser ajustados, para este problema,
de acuerdo a los mostrados en la table 5.1. En cada iteracion, el valor de S se acerca
a su maximo permitido, convergiendo asintoticamente en media a dicho valor.

function [Salidal] = SPSAang(Dim,Nit,z,rho,a,b,s,t,A)

Salida = zeros(1,Nit);
for k = 1:Nit

% Vector con direccidén aleatorias +1 y —1
Delta_k = (-1)."round(randi([0,1],Dim,1));

% Ganancias

alpha_k = a/(k + 1 + A)~s; beta_k = b/(k + 1)"t;

% Declaracidn de variables

zl = z + beta_kx*Delta_k; z2 = z - beta_kx*xDelta_k;
chshl = CHSHang(zl,rho); chsh2 = CHSHang(z2,rho);

% Estimacidén del gradiente

g_k = ((chshl - chsh2)/(2xbeta_k)).*Delta_k;
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% Actualizacidn del siguiente punto inicial
z = z + alpha_kx*g_k;
Salida(k) = CHSHang(z,rho);

end

end

B.0.2. Coédigo CSPSA

La funcion CHSH depende de dos pardmetros; z y Rho, los cuales representan
el vector complejo y el estado cuantico, respectivamente. Para este caso la parame-
trizacion usada en la mostrada en la eq. (6.18). Con este script y de acuerdo a las
variables declaradas, calcula el valor de la funciéon S. Esta funcion es la que se utiliza

en la funcion CSPSA.

function [S] = CHSH(z,Rho)

E_1 = 2z(1:2); E_2 = z(3:4);

E_.3 = z(5:6); E_4 = z(7:8);

e_1 = E_1./norm(E_1); e_2 = E_2./norm(E_2);
e_3 = E_3./norm(E_3); e_4 = E_4./norm(E_4);
p_1 = e_1xe_1’; p_2 = e_2%e_27;

p_3 = e_3%e_3’; p_4 = e_4*xe_4’;

% Operadores para Alice y Bob

2xp_1 - eye(2);
2xp_3 - eye(2);

2%xp_2 - eye(2);
2xp_4 - eye(2);

A_1 A_2
B_1 B_2

% Valor esperado de la combinacidn de operadores

E_11 = trace(kron(A_1,B_1)*Rho);
E_12 = trace(kron(A_1,B_2)*Rho);
E_21 = trace(kron(A_2,B_1)*Rho);
E_22 = trace(kron(A_2,B_2)*Rho);

% Evaluacidn de S

S = abs(E_11 + E_21 + E_12 - E_22);
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function [Salidal] =
Salida = zeros(1,N);
for K =1:N

a_k = a/(K + A)"s; c_k =
1 = randi(4,Dim,1);

D = (1i).~(1);

g = G(z,C,D, rho);

F1 = z + c_kx*D;
F2 = z - c_k*D;
f1 = CHSH(F1, rho);
f2 = CHSH(F2, rho);

g = (f1 - £2)./(2xc_k*conj(D));
=z + a_kx*xg;

= z(1:2)/norm(z(1:2));

= z(3:4)/norm(z(3:4));
z(5:6)/norm(z(5:6));

= z(7:8)/norm(z(7:8));

= [E_1;E_2;E_3;E_4];
Salida(K) = CHSH(z,rho);

end

end

CSPSA(Dim,N,z,rho,a,b,s,r,A)

b/(K)"r;

$aproximacilUn del gradiente
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