UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

APROXIMACION NUMERICA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS DE ITO SOBRE LOS
NUMEROS COMPLEJOS

POR
Mario Alejandro Muiioz Muiioz

Tesis presentada a la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de
Concepcion para optar al grado de Ingeniero Civil Matematico

Profesor Guia: Dr.(c) Sebastian Niklitschek

Marzo de 2018
Concepcioén, Chile



Indice general

Indice de figuras

Indice de tablas
1.

2.

Introduccion

Preliminares
2.1. Probabilidad, cdlculo de It6 y ecuaciones diferenciales estocésticas . . . . . . .

2.1.1.
2.1.2.

Teoria de probabilidad . . . . . .
Procesos estocasticos . . . . . . .

2.1.3. Cilculo estocéstico y semimartingalas . . . . . ... ... .......
2.1.4. Ecuaciones diferenciales estocésticas . . . . . . . . .. ... ... ...
2.2. Derivada de una funcion de variable compleja . . . . . . ... ..o

2.2.1. Derivada de una funcion holomorfa
2.2.2. Calculo de Wirtinger . . . . . ..
Calculo de Ito en C

3.1. Procesos estocasticosen C . . . .. ...
3.2. Martingalas y cdlculode Itoen C . . . . .
3.3. Foérmula de It0 sobre funciones de variable compleja . . . . . . ... ... ..

Ecuaciones diferenciales estocasticas en C

4.1. Existenciayunicidad . . ... ... ...
4.2. Interpretacion probabilista . . . . . . ..
4.3. Esquemas numéricos y 6rdenes de convergencia . . . . . . . .. .. ... ...

4.3.1.
4.3.2.

Esquema de Euler Maruyama . . .
Esquema de Milstein . . . . . ..

Implementacion y resultados
5.1. Esquema de Euler Maruyama . . . . . . .

5.1.1.

Ejemplo 1: Browniano geométrico

10
10
11
29
39
49
61
65
67

73
73
75
83

92
92
101
106
107
121

137
138
139



Indice general 3

5.1.2. Ejemplo 2: Proceso de Oernstein-Uhlenbeck . . . . . . ... ... ... 141

5.1.3. Casosespeciales . . . .. ... . ... 144

5.2. BsquemadeMilstein . . . . . .. ... Lo 148
5.2.1. Ejemplo: Browniano geométrico . . . . . .. ... ... ... ... 150

6. Conclusiones y Trabajo futuro 154
6.1. Conclusién . . . . . . . ... 154
6.2. Trabajofuturo . . . . . . . . . . . e 155

A. Resultados anexos 156
A.1. Espacio de funciones continuas . . . . . . . . . . ... ... 156
A.2. Espaciosde medidacompleja . . . . . . .. ... 160

A.3. Resultados adicionales . . . . . . . . .. . 162



Indice de figuras

Figura 2.1. Simulacién Procesode Wiener . . . . . . ... ... ... ....... 35
Figura 5.1. Convergencia fuerte esquema de Euler MaruyamaejBG . . . . . . . .. 139
Figura 5.2. Convergencia débil esquema de Euler MaruyamaejBG . . . . . . . .. 140
Figura 5.3. Convergencia fuerte esquema de Euler Maruyamaej OU . . . . . . .. 141
Figura 5.4. Convergencia débil esquema de Euler Maruyamaej OU . . . . . . . .. 142
Figura 5.5. Convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 1 . . . . . .. . .. 143
Figura 5.6. Convergencia débil Euler Maruyama caso especial 1 . . . . . . ... .. 144
Figura 5.7. Convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 2 . . . . . . . . .. 145
Figura 5.8. Convergencia débil Euler Maruyama caso especial 2 . . . . . . . .. .. 146
Figura 5.9. Convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 3 . . . . . ... .. 147
Figura 5.10. Convergencia fuerte esquema de Milsteinej 1 BG . . . . . ... .. .. 151
Figura 5.11. Convergencia fuerte esquema de Milsteinej2BG . . . . . ... .. .. 152



Indice de tablas

Tabla 5.1.
Tabla 5.2.
Tabla 5.3.
Tabla 5.4.
Tabla 5.5.
Tabla 5.6.
Tabla 5.7.

Ordenes de convergencia fuerte esquema de Euler Maruyama BG . . . . 140
Ordenes de convergencia fuerte esquema de Euler Maruyama OU . . . . 143
Ordenes de convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 1 . . . . . 144
Ordenes de convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 2 . . . . . 146
Ordenes de convergencia fuerte Euler Maruyama caso especial 3 . . . . . 148
Ordenes de convergencia fuerte esquema de Milsteinej 1 BG . . . . . . . 151
Ordenes de convergencia fuerte esquema de Milsteinej 2 BG . . . . . . . 153



Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo estudia de forma independiente dos dreas del andlisis matematico; el primero
corresponde al cédlculo de It6 y el segundo es una rama del anélisis complejo, llamada cédlculo de
Wirtinger. Esto con el propésito de utilizar las herramientas que proporciona el calculo de Wir-
tinger y utilizarlas para extender el formalismo real presente en el célculo de Itd, para estudiar y
aproximar numéricamente procesos de difusién en el campo de los nimeros complejos.

Mas precisamente, el calculo de It es una de las principales ramas del andlisis estocdstico
que permite extender el cdlculo integral a ciertos procesos cuya variacidén no es necesariamen-
te finita. De entre estos procesos, el Movimiento Browniano, o también llamado Proceso de
Wiener, destaca como un ejemplo notable debido a que permite modelar dindmicas de algunos
procesos que presentan cierto tipo de variabilidad, ya sea producto de la falta de informacién
del observador o de una caracteristica propia del fenémeno. El comportamiento presentado por
el Proceso de Wiener es generalizado por los procesos de 1t6 o también llamados procesos de
difusién. Procesos cuya dindmica viene representada para cada t > 0 por

t t
X, = / b(s, X, )ds + / & (5, X )dW;, (1.1)
0 0

con W = (W;,1 > 0) un Proceso de Wiener. Para trabajar con estos procesos, el cdlculo de Itd
brinda la férmula de It0, la cual permite estudiar la dindmica del proceso bajo la aplicacién de
funciones f de clase C, ;’Z(R), oteniendo que

‘9 ‘9 12
f(t,X,):f(O,Xo)Jr/O a—];der/O 8—§dXs+§ O a—xJ;d(X,X>s. (1.2)

Sin embargo, el estudio de los procesos de difusion (1.1) se realiza a través de una ecuacion

6



Capitulo 1. Introduccion 7

diferencial estocastica, llamada ecuacion diferencial de 1t

dX, = b(t,X;)dt + o (t,X;)dW;, Vt€|0,T] (1.3)
Xo = x, ’

para la cual se hayan las condiciones de regularidad necesarias de los coeficientes b y ¢ para que
el problema (1.3) esté bien planteado, esto es, exista su solucion y ademds ésta sea unica. No
obstante, muchas veces no es posible trabajar con la dindmica del proceso, teniendo que recurrir
a aproximaciones de ésta, que en algin sentido sean lo mds similar posible. Dichos esquemas
de aproximacion para asegurar su funcionamiento requieren hipétesis sobre los coeficientes b y
o, donde su desempeiio puede ser medido de mas de una forma.

Al igual que la férmula de Itd6 (1.2), la SDE (1.3) estd definida para procesos de difusion
reales. Sin embargo existen procesos de difusion que se definen sobre el campo de los nime-
ros complejos, entre ellos estdn las martingalas conformes, destacando el Proceso de Wiener
complejo. Para dichos procesos no existe una representacion natural compleja de esquemas de
aproximacion. Esto debido a que dichos procesos deben ser estudiados como un sistema de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas reales, al considerar la parte real e imaginaria del proceso. Lo
anterior hace que las condiciones necesarias para asegurar existencia y unicidad, como también
la convergencia de los esquemas de aproximacion no se formulen sobre el espacio de funciones
de variable compleja, si no al imponer las condiciones reales al sistema real asociado al proceso
de difusién complejo. Esto es atin mas critico dado que la formula de 1t6 (1.2) no aplica a este
tipo de procesos, por lo que su manipulacion resulta dificil. Para solucionar estos inconvenientes
existen generalizaciones del célculo de It6 al cuerpo de los nimeros complejos, las cuales tienen
como objetivo poder derivar funciones de variable compleja para recuperar la formula de It
sobre dichas funciones.

Teniendo en cuenta lo anterior, considere una funcién f : C — C, para la cual existen
funciones u,v : R — R tal que para todo z = x+iy € C, con x,y € R, f se puede describir por

f(z)=ulxy)+iv(x,y).

Entonces el cdlculo complejo dice que la funcién f es llamada analitica si las funciones u y v
son derivables con respecto a x e y, y verifican las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann

du dv dv _ du

ox dy dx Iy’
Sobre dichas funciones, es decir, las funciones analiticas se desarrolla el cdlculo complejo. De-
finiendo su derivada por

af _1 %_%)
oz 2'ax 'y
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donde g (x,y) = u(x,y) +iv (x,y).

Si bien el cdlculo complejo puede mostrarse como un punto de partida natural para las ex-
tensiones que busca este proyecto, éste no se puede utilizar debido a que la familia de funciones
complejas a las que se aplica es muy reducido. Esto se ve al considerar una funcién f: C — R,
donde se tiene que la parte imaginaria v de la funcién es nula y f(z) = u(x,y). De esta forma
las ecuaciones de Cauchy-Riemann entregan que,

Ju dv u v 0

Z:a—yzo,a—y_—a— 5

de donde u debe ser constante. De esta forma las Unicas funciones de variable compleja a va-
lores reales, derivables en el sentido del cdlculo complejo usual son las funciones constantes.
Asi, dado que las funciones que permiten cuantificar el error asociado a un esquema numérico
son real-valuadas, esta restriccion hace inviable considerar el cdlculo complejo estdndar como
alternativa para desarrollar el célculo de Itd en el campo de los nimeros complejos.

La propuesta es recurrir al cdlculo de Wirtinger [5]; introducido en 1927 por el matemati-
co austriaco Wilhelm Wirtinger, quien presenté un nuevo concepto de derivacion de funciones
complejas, a través de los operadores

_9f _1dg .d¢g
%f =5 =305 ]8y>
_9f 1dg .0¢

los cuales no se restringen a funciones holomorfas, como en el cdlculo complejo clasico; y po-
seen las propiedades de derivadas parciales en el caso de funciones real valuadas considerando
Z'y ' como variables independientes.

Motivados por los conceptos presentados anteriormente, el objetivo principal de este pro-
yecto de titulo es estudiar un proceso de Itd o difusion complejo, por lo que se debe extender la
formula de It6 (1.2) y estudiar la ecuacion diferencial estocastica

dZ; = b(t,Z,,Z})dt + 6\ (t,2:, 2} )dW; + 6°(t,Z;, 2] )dW,*, V1€ [0,T] (14)

Zo=2. ’
donde W es un Proceso de Wiener complejo dado por W = W +iW, con W; y W, Procesos de
Wiener estandar sobre R y z € C. Mds precisamente, al problema (1.4) se le realiza un estudio de
existencia y unicidad de solucién, junto con un andlisis de aproximacién numérica al construir
similes complejos de los esquemas de aproximacion estdndar del caso real.
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Para realizar el trabajo planteado anteriormente, este proyecto se divide en seis capitulos,
siendo el primero la introduccién del mismo, presentando a grandes rasgos el problema en cues-
tién y ensefado al lector las motivaciones por las que se realiza este estudio.

El segundo capitulo muestra los conceptos basicos para entender el cdlculo de It6 y el andlisis
complejo, con el objetivo de generar intuicion al entender la construccion de ambas dreas del
andlisis. Esto haciendo énfasis en el andlisis mismo, en vez del objetivo del trabajo. De esta
forma, la primera seccidn de este capitulo abarca desde las bases de la teoria de la probabilidad,
hasta el calculo de Itd y las Ecuaciones Diferenciales Estocésticas; mientras que la segunda
seccion se enfoca en el andlisis complejo, mostrando el cdlculo complejo estdndar y el calculo
de Wirtinger. Este capitulo estd fuertemente ligado con el tercero, ya que en él se combinan
ambas dreas del andlisis y se muestra como con herramientas de la segunda se extienden los
conceptos de la primera. Dentro de esos resultado se destacan varios resultados propios que
permiten realizar el andlisis procedente en los siguientes capitulos; resaltando entre todos ellos
la férmula de Ito.

El cuarto capitulo de este proyecto introduce el concepto de proceso de difusion complejo
y ensefia como tratarlos. Esto se logra al definir una ecuacion diferencial estocastica sobre el
cuerpo de los nimeros complejos, estudiar el problema de existencia y unicidad de solucidn,
junto con probar esquemas numéricos que aproximen el proceso de difusién complejo. Para
comprobar lo anterior, el quinto capitulo de este trabajo recoge los resultados de convergencia
que se prueban en el capitulo cuatro y los comprueba numéricamente. Para esto es necesario im-
plementar computacionalmente los esquemas y considerar problemas de interés; con los cuales,
a partir de varios ejemplos se comprueba su desempefio y se ve cuan fiel son a los resultados
tedricos.

El dltimo capitulo, el capitulo seis, concluye el proyecto, mostrando lo significativo de los
resultados obtenidos; sefialando las lineas de trabajo que se abren a partir de este proyecto, como
también posibles consecuencias y trabajos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

No se puede utilizar el calculo de It6 sin entender conceptos previos, como espacio de pro-
babilidad, variables aleatorias, esperanza condicional y procesos estocdsticos. De misma forma,
para poder derivar funciones complejas se debe saber trabajar con el cuerpo de los nimeros
complejos, entender el concepto de funcidon compleja de variable compleja, conocer la nocién
clasica de derivada compleja y el calculo de Wirtinger. De esta forma, para extender las ecuacio-
nes diferenciales estocdsticas de It6 al campo de los nimeros complejos, se debe manejar muy
bien las bases de ambas dreas, poseyendo ademds de los conceptos, la intuicién generada por las
construccién de estos campos del andlisis matematico.

Este capitulo presenta los conceptos basicos utilizados en este trabajo, siendo un compendio
de toda la informacidn necesaria para entender los resultados que se mostrardn en los siguien-
tes capitulos. Es por lo anterior, que si el lector desea, puede renunciar a su lectura, pudiendo
siempre recapitular cuando necesite dilucidar algin concepto.

2.1. Probabilidad, calculo de Ito y ecuaciones diferenciales es-
tocasticas

Se invita al lector a pensar y tratar de buscar una solucién a las tres situaciones que se pre-
sentan a continuacion:

Situacion 1:
Suponga que una persona desea instalar en una ciudad un empresa dedicada a vender produc-
tos de aseo para bebes, pero no sabe cuan rentable resulta este negocio, Es por lo anterior, que
desea estimar su publico objetivo, es decir, la cantidad de personas a la cual estdn destinados
sus productos. Sin embargo, no sabe como hacer dicho estudio, ni que tan significativo o repre-
sentativo de la realidad resultard.

10
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Situacion 2:
Suponga que en un banco se encuentran 5 cajas disponibles para atencion al puiblico, las cua-
les, durante el dia se ven colapsadas y nos son capaces de dar a basto a los clientes del banco
que esperan su atencion. El gerente del banco para solucionar este problema, desea calcular el
niimero exacto de cajas que debe agregar para que los clientes puedan ser atendidos de forma
expedita, pero al mismo tiempo sin agregar cajas de mds que no serdn utilizadas, puesto que
conlleva un gasto innecesario para el banco.

Situacion 3:
Suponga que un inversionista se dedica a la divisa de acciones y monedas. Este, realiza sus
inversiones basado en su intuicion y experiencia, pero no posee una estrategia que respalde su
accionar. El inversionista estd interesado en encontrar una forma mds confiable de invertir y
correr menos riesgo con sus inversiones.

En los tres problemas anteriores notamos un patrén comun, la aleatoriedad, la cual en todos
los casos determina una conducta erratica e impredecible. Es mas el estudio de la misma, provee
las herramientas para dar solucién a cada una de las problemaéticas planteadas. En el primer caso,
mediante la estimacidn de estadisticos sobre una variable aleatoria; en el segundo caso, median-
te el manejo de procesos estocdsticos; mientras que en el tltimo, a través de la resolucion de
una ecuacion diferencial estocdstica. De esta forma, en esta seccion se desarrolla y formaliza las
ideas planteadas anteriormente, enmarcando la aleatoriedad como objeto de estudio y al mismo
tiempo viendo la importancia de su andlisis.

2.1.1. Teoria de probabilidad

La teoria de la medida o de probabilidad es una rama del andlisis que tuvo sus primeros pasos
en la antigiiedad con la necesidad de manipular longitudes y areas. Sus primeros registros llega-
ron a través de manuscritos egipcios de problemas mateméticos en los afios 1800 A.C. Resefias
mds directas llegaron en el afio 300 A.C de la mano de Euclides, en su libro Los Elementos.
En el afio 1654 los franceses Antoine Gombaud, Blaise Pascal y Pierre de Fermat interesados
en el estudio matemdtico de un juego de azar idearon las bases de la probabilidad, las cuales
formalizaria Christian Huygens en 1857 con su documento De Ratiociniis in Ludo Aleae. Sin
embargo no fue hasta fines de los 1800 que Cantor, G. Penao, Jordan y Borel empezaron a for-
mular conceptos mds abstractos como medida, conjunto medible e integracion, los cuales fueron
desarrollados a cabalidad por H. Lebesgue en su tesis de 1902.
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Espacios de Medida Positiva

Cuando se trata de medir objetos, resulta el problema de que no todo se puede medir o mejor
dicho conocer su medida. Esto queda muy claro en las primeros intentos de medir el drea de una
region curva, donde se aproximaba su area por medio de cuadrados de distintas dimensiones,
sabiendo de antemano medir el drea de un cuadrado. Obviamente dicha regién no se podia
medir, o mejor dicho, no sélo conociendo el 4rea de un cuadrado.

Suponga ahora se desea medir un trapecio. Al igual que en el ejemplo anterior, no se puede
medir sélo a base de cuadrados, dado que quedarian espacios que con cuadrados no se puede
rellenar. Sin embargo, si se sabe medir el drea de un tridngulo, entonces el trapecio si podria
ser medido, dado que se puede descomponer en tridngulos menores, siendo su drea la suma de
todos los tridngulos menores. Esto dice, que el problema de medir no sélo depende del objeto
que se desea medir, si no que también de la los objetos que se sabe medir, o dicho de otra forma
si el objeto pertenece a la familia de objetos medibles. De esta forma, se tiene que el trapecio
perteneceria a la familia de los tridngulos, més no a la de los cuadrados.

Grandes matematicos discutieron el tema anterior, tratando de caracterizar las familias de
“objetos” dentro de un conjunto que se pueden medir y cuales no. M4s especificamente englo-
bar o juntar en una familia “objetos” de forma que al pertenecer a esa familia se puedan medir.
A continuacion estds se presentan formalmente.

Definicion 2.1.1. Sea Q un conjunto arbitrario y .% una coleccion de subconjuntos de Q. Dire-
mos que .# es una c-dlgebra si:

s Qe 7,
n Ac. ¥ = A°c ¥,

n A€ F, VneN = | JA, e Z.
nelN

Donde al par (Q,.%) se le denomina espacio medible.

Para generar més intuicion y clarificar las dudas generadas por la definicién anterior, se pre-
sentan los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. El conjunto {0,Q} es la menor o-dlgebra de Q. Ademads, el conjunto de las
partes Z(Q) := {A: A C Q} es la mayor o-dlgebra de Q.
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Ejemplo 2.1.2. La familia de conjuntos contables o de complemento contable de , es una
o-dlgebra de Q. Esto es, si llamamos

N :={A C Q| A finito o numerable}.

Entonces el conjunto
F ={ACQ|AcNVA° €N},

es una c-algebra de Q.

Por otra parte, para una o-dlgebra .% de Q se puede extraer de su definicion las siguientes
propiedades:

" 07,
= Z es cerrada bajo interseccion finita o numerable;
= % es cerrada bajo union finita;

= 7 es cerrada bajo la operacidn diferencia A \ B.

Como se vid, para un conjunto  dado existe mas de una o-algebra, las cuales pueden poseer
mas elementos (finas) o menos elementos (gruesas). Sin embargo, el interés se puede presentar
en medir s6lo un objeto o una clase de objetos, por lo que no se necesita una c-algebra tan fina
como el conjunto de las partes & (Q), es mas, el interés estd en trabajar con la menor familia que
permita medir los objetos que realmente se desea medir. El siguiente teorema define y asegura
la existencia de dicha familia.

Teorema 2.1.1. Sea p una coleccion de subconjuntos de Q. Entonces existe una uinica o-dlgebra
o(p) tal que

i) pCo(p);

i) Si .F es una o-dlgebra con la propieda de que p C .7, entonces o(p) C .Z.

Ademas, si al conjunto € se le puede afiadir una topologia, existe una o-algebra de gran
relevancia, la cual nos permite medir todos los abiertos de €.
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Definicion 2.1.2. Se define la 6-dlgebra de Borel o Borelianos de un conjunto €, como el menor
o-élgebra que contiene a todos los abiertos del conjunto, es decir,

B(Q) =0 ({A: A abierto de Q}).

Notar que en el ejemplo del trapecio, el propdsito era medir el drea de figuras geométricas.
Sin embargo, si ahora el lector desea ver la convexidad de las figuras, las propiedades presentes
en el ejemplo del trapecio no se mantienen. Esto se debe que la convexidad a diferencia del drea
de una figura geométrica no se conserva, dado que la unién de dos figuras convexas no necesa-
riamente es convexa. Esto ocurre dado que en el segundo caso no se estd midiendo, por lo que
es necesario determinar de forma general y precisa las propiedades que presenta un proceso de
medicion.

Definicion 2.1.3. Sea (Q,.%) un espacio medible. Una medida positiva 1 es una funcién sobre
conjuntos, definida de .% en [0, +o9|, que satisface:

i) n(®)=0;

ii) SiAy€ Z,VneNtalqueAiNA;j=0= pu(|JA) =) u,).
nelN nelN

Donde a (Q,.7, 1) se le llama espacio de medida positiva.

Dependiendo tanto del espacio 2, como de la medida u tendremos espacios de medida fi-
nita, es decir, 1 (Q) < oo; 0 espacios de medida infinita. Dentro del primer caso se encuentra un
caso muy importante, llamado espacio de probabilidad.

Observacion 2.1.1. Si en un espacio de medida positiva (Q,.7, 1), i es tal que

entonces a U se le llama medida de probabilidad y se denota usualmente por IP. Ademas, el
espacio (Q,.#,P) es llamado espacio de probabilidad, a los subconjuntos A € .# se les llama
eventos y a la medida de un evento IP(A) se le llama probabilidad de ocurrencia del evento A.

Ejemplo 2.1.3. Sea (Q,.%) un espacio de medida, entonces:
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= ]a funcion g = 0 es una medida, llamada medida nula.
= ]a funcion

|A|, A esfinito
u(a) =
oo . A esinfinito.
con |- | la cardinalidad de un conjunto, es una medida; llamada medida contadora.

» dado w € Q, la funcién

es una medida; llamada medida de Dirac.

Ejemplo 2.1.4. Para cada funcién F : R — R, creciente y continua a derecha, se define la
medida positiva ur sobre el espacio de medida (R, Z(R)), dada para cada ¢ < d, por:

ur(Je,d]) = F(d) = F(c), (2.1)

la cual es acotada en cada compacto de R y es llamada medida de Stieltjes. Ademas, en el caso
particular de considerar la funcién F(z) = ¢, la medida asociada ur es llamada de Lebesgue y
denotada por v.

Muchas veces se desea probar o trabajar ciertas propiedades dentro de un espacio de proba-
bilidad. Sin embargo, existen casos puntuales dentro del espacio de probabilidad donde no se
cumple dicha propiedad, por lo que no se puede asegurar su cumplimiento en todo el espacio.
Lo anterior se puede solucionar si al agrupar todos los casos donde no se cumple la propiedad
se obtiene un conjunto insignificante, esto quiere decir que dicho conjunto esta acotado por otro
de medida nula. Esto amerita ser formalizado, lo cual se presenta en la siguiente definicion.

Definicion 2.1.4. Sea (Q,.%, 1) un espacio de medida positiva. Se dird que la propiedad Q(w),
o € Q, se cumple casi donde quiera (L-c.d.), si existe A € .F con (A) =0, tal que

{w € Q| no se cumple Q(w)} C A.

Ademas, si u(Q) =1y Q se cumple p-c.d., se dice que Q se cumple casi seguramente (a.s.).
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Funciones medibles y Variables Aleatorias

Ahora con la estructura de espacios medibles (€2,.%) a los cuales se le puede anexar una
medida positiva U, es necesario estudiar aquellas trasformaciones que manipulan los elementos
de éste. El interés de estudiar dichas transformaciones nace en poder llevar la estructura de un
espacio en principio puramente matemdtico e inobservable a un espacio que se pueda observar,
por ejemplo R". En la siguiente definicion, se muestra una clase de transformaciones, las cuales
son de interés, puesto que preservan la estructura del espacio de forma controlada.

Definicion 2.1.5. Sean dos espacios medibles (Q,.%), (®,% ) y una funcién X : (Q,.%) —
(®,%). Se dice que X es medible si X! (%) C Z, es decir, si paracada A € % :

x A ez

Ademds, se denota M(Q, ®) al conjunto de todas las funciones medibles de (,.%) en (®,% ).

La propiedad que poseen este tipo de funciones, es similar a la definicién de continuidad
de una funcién entre espacios topolégicos. Se hablard mas tarde de la estrecha conexién que
presentan estas dos estructuras. Sin embargo, a continuacion se muestran algunas consecuencias
provenientes directamente su definicion.

Lema 2.1.1. Sea (Q,.7)y (®,% ) dos espacios medibles y una funcion X : (Q,.F) — (0,%).
Luego:

» Si.% =P(Q) 6% ={0,0}. Entonces X es siempre medible.
n Si X es constante, entonces es medible.

» Si Q=0 yX es laidentidad, entonces X es medible siy solo si U C .F.

Para generar mds intuicion acerca de las funciones medibles y como saber identificarlas, se
presentan los siguientes ejemplos, los cuales son muy importantes en el desarrollo de la teoria
de la medida, y serdn utilizados mas adelante.

Ejemplo 2.1.5. Sea A € .7, entonces
1 si weA

]IA(O)) =
0 si w¢A,
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es una funcién medible, llamada funcion indicadora.

Ejemplo 2.1.6. Sean Aj,A,...,A;; € % y una sucesion de ndmeros reales ay,as...,a, € R,
entonces la funcién

X((D) = iaﬂlAi(a)),
i=1

es una funcion medible, llamada funcion simple. Ademds, se denota por S(Q,R) al conjunto de
todas las funciones simples de Q2 en R.

Recordando las definiciones de o-algebra y funcion medible, se puede probar que dadas dos
funciones medibles X,Y : (Q,.%) — (©,% ) su suma, resta, maximo y minimo son funciones
medibles entre dichos espacios. Ademds, dada una sucesién de funciones medibles (Xi)en :
(Q,.7) — (0,% ) que converge puntualmente, es decir, para cada @ € Q

Iim X (0) =X (o).

n—soo

Entonces se puede probar que su limite X : (Q,.#) — (®,% ) es también una funcién medible.

Dentro del espacio de funciones medibles, existe un grupo de gran importancia en el mo-
delamiento matemadtico, llamadas variables aleatorias, las cuales presentan una medida de pro-
babilidad P anexada a su dominio. Este tipo de funciones medibles tienen muchas aplicaciones
précticas, y se utilizan para representar diferentes sucesos y experimentos. A continuacion, se
muestran algunos de sus ejemplos.

Ejemplo 2.1.7. El niimero de hijos de una familia se puede representar como una variable alea-
toria.

Ejemplo 2.1.8. El tiempo que un rodamiento de una mdquina industrial permanecerd en buen
estado se puede representar como una variable aleatoria.

Ejemplo 2.1.9. La altura de un drbol en un bosque se puede modelar como una variable aleato-
ria.

Ejemplo 2.1.10. La cantidad de salmones que se obtendrdn en una jaula de criadero se puede
modelar como una variable aleatoria.
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En los ejemplos anteriores, hay que tener en consideracion de que el recorrido de las fun-
ciones es conocido, siendo en todos ellos Q C IN, con .# = ¢(Q2). Sin embargo su dominio es
desconocido, esto se debe a que no se conoce todos los factores que afectan o de cuales depende
la funcién; en el primer ejemplo sabemos que la cantidad de hijos en una familia depende del
pais, ciudad, religion y salud de los padres; mientras que en el tercer ejemplo, sabemos que el
crecimiento de un drbol depende de sus afios de vida, de la locacién geogréfica, humedad, tem-
peratura y fertilidad de la tierra. No obstante, pueden existir muchos otros factores que influyan
en las funciones que desconocemos, los cuales generan incerteza, que junto con la variacion y
rigidez propios de cada problema, no permiten asegurar con exactitud el tiempo que permane-
cerd en buenas condiciones un rodamiento, ni la cantidad de salmones que se obtendrdn en un
criadero, por ejemplo. Por lo anterior, como no se conoce el dominio de dichas funciones, es
que no se puede asegurar su medibilidad. Sin embargo, dicho comportamiento se asume, y de
esta forma se obtiene informacién acerca de estos sucesos gracias a las buenas propiedades que
presentan las funciones medibles.

Como se vi6 anteriormente, es de interés utilizar la o-dlgebra que mejor se ajusta a nuestros
propositos, siendo ésta siempre lo mas gruesa que se pueda. Al considerar una funcion entre
espacios medibles, son las o-adlgebras las que dan la propiedad de medibilidad a la funcién. Es
mas, fijado el recorrido de una funcién, existirdn o-dlgebra con las que la funcién es medible, y
existirdn otras con las que no. Sin embargo, siempre existird una o-algebra “6ptima” que serd la
mds gruesa que contiene toda la informacion relevante de la funcién. Este resultado se presenta
formalmente en el siguiente lema.

Lema 2.1.2. Dada una funcion real X : Q — R", se tiene que
o(X):={X"'(B)|B€ B(R")},
es una ¢-dlgebra, llamada c-dlgebra generada por X; y corresponde a la menor o-dlgebra con

la cual X es medible.

Como ya se menciond, las variables aleatorias tienen el propdsito de relacionar un espacio de
probabilidad con un espacio medible observable. Sin embargo el interés de esto es poder medir
los eventos del segundo espacio, aprovechando la estructura del primero. Para ello se requiere el
siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. Sea (Q,.%,u) un espacio de medida positiva 'y (©,% ) un espacio medible.
Suponga que X : (Q, F) — (O, %) es medible, entonces para todo A € % la funcion

woX 1 (4) = u(x~'(4),
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es una medida sobre .

De esta forma, en los ejemplos anteriores se puede obtener la probabilidad de que una fami-
lia tenga 2 hijos, que la altura de un arbol sea mayor a 5 metros y que la cantidad de salmones
extraidos sea menor a la mitad de los que se introdujeron; por dar algunos ejemplos.

Hablemos ahora acerca de la conexién entre funciones medibles y funciones continuas. Se
dice que una funcion entre espacio topoldgicos X : (, 7o) — (0, 7Te) es continua si para todo
abierto A € Tg se tiene que

x! (A) € 170.

Pero esa misma funcién se puede escribir entre espacios medibles, es decir, X : (Q, Z(Q)) —
(©,%(0)), de donde entendiendo la definicion de topologia se extrae el siguiente resultado,

Lema 2.1.3. Sean (Q,1q) y (Y, 1y) dos espacios topoldgicos. Si X : (,1q) — (0, Te) es una
funcion continua, entonces X es una funcion medible entre los espacios (Q,B(Q)) y (0, %4(0)).

Sin embargo, el reciproco de este resultado no es cierto, puesto que no toda funcion medible
es continua. Un ejemplo de esto es la funcion delta de Dirac, 6, : (R,Z(R)) — (R,%(R)),
V a € R, dada por

1 si x=a

0 si x#a,

la cual es una funcién simple, y puesto que {a} € Z(R), es una funcién medible. Sin em-
bargo, la funcién delta de Dirac no es continua en a, dado que sus limites laterales son 0.

Cabe mencionar, que la relacion entre estos dos tipos de funciones es ain mds estrecha,
esto se debe al terorema de Luzin (Teorema A.3.1), el cual nos dice las condiciones necesarias
para que una funciéon medible sea continua en un dominio tan ajustado al original como se desee.

Integracion

Como se menciond en el principio de esta subseccion, la necesidad de de manipular longitu-
des, dreas y volimenes ha estado presente desde hace mucho, siendo imperativo en la actualidad
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dado el progreso de la ciencia. Para trabajar con estas magnitudes es necesario entender el con-
cepto de integral, el cual se introduce en el cédlculo integral como el proceso limite de una suma
de Riemann. Sin embargo, dicha estructura no es adecuada para el marco abstracto generado
en la teoria de la medida, no presentando todas las caracteristicas o propiedades deseadas para
trabajar con ella.

Se comienza esta construccién considerando un espacio de medida (Q,.%, 1) y una funcién
n

simple real valuada X = Z ai1,,, medible. Para la cual se define su integral como
k=1

/Xdu =) agi(A)).
Q k=1

Ahora, para poder integrar funciones no negativas, es necesario utilizar un resultado que estable-
ce que para cualquier funcién medible no negativa f existe una sucesién de funciones simples
(Sp)new tal que S, 7 f, es decir, converge puntualmente a f de forma creciente.

De esta forma, se puede definir la integral para una funcién medible no negativa X, como

/Xa’/.t ::sup{/ Sdu - SSX,SES(Q,IR)}.
Q Q

Asi, al descomponer una funcién medible X en su parte positiva X ™ := méx{X,0} y su parte
negativa X~ := max{—X,0}, es decir, al escribir X = X T — X, se puede definir su integral

/ Xdu = / XTdu —/ X du.
Q Q Q
Con lo que se define el espacio de todas las funciones medibles cuya integral existe,
Li(Q,u):= {X EM(Q,Ry) : /Xd,u < 00},
Q
llaméandose a estas funciones integrables en (Q,.7, ).

Finalmente, para cualquier conjunto medible A € .Z#, se define la integral de cualquier fun-
cién medible f sobre el como

/Xd‘U,I:/X]lAd‘LL.
A Q

Observacion 2.1.2. De forma andloga a como se define L;(Q, 1), se puede definir para cada
p > 0los espacios
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Ly(Q,p) = {X eM(Q,Ry) : /Q|X\Pdu < oo}.

Ademis, es comiin denotar por L,(Q), al espacio L,(, V), cuando Q C R" y v denota la me-
dida de Lebesgue.

Ejemplo 2.1.11. Sea f : [0,7] — R dada para cada x € R, por f(x) = x>. Entonces para cada
p € (0,00) se tiene que f € L,([0,71]). En efecto, para cada p € (0,0):

T T
p _ _ 2 _
I oy = [ IrC0Iavie = [ Prax =
Es mds, si se considera ahora la funcién dada para cada x € R por f,(x) = x?, con ¢ > 0.
Entonces para cada p € (0,) f, € L,([0,T]). En efecto,

qu-H

gp+1

< oo,

4 "
p - pr— J—
Hf‘]HLp([O,T]) = /0 Ifq(x)]pdv(x) = /0 X4P Jx =

El ejemplo anterior es importante por dos cosas, la primera por que muestra un caso donde
la integral de Lebesgue coincide con la integral de Riemann, lo cual se cumple siempre que la
funcién es Riemann integrable; y la segunda es que las funciones consideradas no son integra-
bles en todo R, puesto que el valor de su norma no es acotado. Un ejemplo cldsico para tratar el
primer punto del ejemplo anterior es la funcién de Dirichlet, que se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.1.12. La funcién D : [0,1] — R dada para cada x € [0, 1] por

D) ::nQ(x):{(l) ii ;;8’

es llamada funcion de Dirichlet, 1a cual es una funcion indicadora medible, puesto que QQ es un
conjunto medible de Z(RR). De esta forma se tiene que

1 1
/OID(x>|dv(x)=/0 [l (x)|dv(x) = v(QN[0,1]) = 0.

Por lo que D € L;([0,1]). Sin embargo D no es Riemann integrable dado que su suma superior
e inferior no coinciden, siendo estas 1 y 0 respectivamente.
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Con la estructura de integral construida, cabe destacar que dada una funcién medible sobre
un espacio de medida positiva, existirdn integrales que otorgan informacién con respecto a di-
cha funcién. Dichas integrales son de gran importancia y son ampliamente utilizadas, dado que
caracterizan a la funcién.

Definicion 2.1.6. Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad (Q,.7,P). Se
define el valor esperado o esperanza de X,

mm:/x&a 2.2)
Q
Ademas, se llama varianza de X al valor
wmﬁi/m—Emea 2.3)
Q

donde | - | denota la norma Euclideana.

Entendiendo la integral como una transformacion desde el espacio de funciones medibles
al cuerpo de los nimeros reales, es posible componer la integral de una funcién medible con
cualquier funcién real. Ahora, si la funcién medible se considera una variable aleatoria real, esta
también se puede componer con dicha funcién real, donde aparentemente ambas composiciones
no presentan ninguna conexion. El siguiente lema corresponde a un resultado muy célebre de
la teoria de probabilidad, que establece las condiciones que debe cumplir una funcién real para
que ambas composiciones estén relacionadas.

Teorema 2.1.3. (Desigualdad de Jensen)
Sea (Q,.7,P) un espacio de probabilidad, una variable aleatoria real X € Li(Q, 1) y una
funcion convexa @ : R — R. Entonces

¢ (E[X]) <E[p(X)]. (2.4)

La desigualdad de Jensen es un resultado muy utilizado, presentando muchas aplicaciones.
A continuacion se presentan dos ejemplos, los cuales corresponden a dos de sus principales con-
secuencias.

Ejemplo 2.1.13. Sea X una variable aleatoria real y una funcién real dada por ¢(z) = t”, con
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p > 1. Entonces de la Desigualdad de Jensen (2.4) se tiene que:

(EX])? <EX?].

Ejemplo 2.1.14. Dada una funcién f: R” — R integrable y una funcién convexa ¢ : R — R.
Al reescalar y aplicar la desiguald de Jensen (2.4), se tiene que para cada a < b:

o (/abf(X) dx) > ﬁ/ﬂbq)((b—a)f(x)) dx.

Funcion de Distribucion y Densidad

Considere un espacio de probabilidad (Q,.7,IP) y una variable aleatoria X : (Q,.#,P) —
(R", 2(RR")). En este caso, la variable aleatoria X toma valores sobre R”, siendo su c-dlgebra
de llegada generada por todos los paralelepipedos n- dimensionales acotados, es decir,

B(R")fo(U{yER”lySX}),
xeR”

donde y < x denota a y; < x;,V i € {1,2,...,n}. De esta forma, como la o-dlgebra ¢(X) =

X~1(%(R)) contiene toda la informacién de X, las probabilidades
P(X <x), VxeR",

también contienen toda la informacion relevante de la variable aleatoria X. Esto permite cono-
cer completamente una variable aleatoria sélo con conocer la probabilidad de ocurrencia de sus
eventos. Para utilizar esta propiedad es necesario formalizar lo anterior.

Definicion 2.1.7. Se denomina funcion de distribucion de una variable aleatoria X : (Q,.#,P) —
(R", (R")) ala funcién Fx : R" — |0, 1], dada por

Fy:=P(X <x), VxeR"

Ademds, si se tienen m variables aleatorias Xj,...X,, : (Q,.7,P) — (R", Z(R")), se define su
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funcion de distribucion conjunta Fx, .. x, : (R")™ — [0, 1],por

X1, Xm ::IP(Xl §x|,...7Xm§xm), VxeR"

A pesar de ser muy titil tedricamente la funcién de distribucidn, en ninguna parte se especi-
fica como calcular sus probabilidades. Es por ello que para un cierto tipo de funciones, aquellas
que cumplen cierta regularidad, existe una forma sencilla de calcular dichas probabilidades. Este
procedimiento se presenta a continuacion.

Definicion 2.1.8. Dada una variable aleatoria X : (Q,.%,P) — (R", Z(RR")) con funcién de
distribucién Fy. Si existe una funcién integrable, no negativa fy : R” — R tal que

X1 i
Fx(x)=/_ /_ Oty yn)dyn - - -dyr,

para cada x = (x1,...,x,) € R", entonces ésta es llamada funcion de densidad de X. De esta
forma, la funcién de densidad permite calcular la probabilidad de ocurrencia de cualquier evento
A e A(R"), como

P(X € A) = /A Fl)n

Cabe destacar que la existencia de la funcidon de densidad no es algo trivial, teniendo que
recurrir en la mayoria de los casos al teorema de Radén-Nikodym A.2.1 (Ver apéndice A.2). A
pesar de que no se incluye el resultado anterior, en el siguiente ejemplo se muestran algunas
funciones de densidad muy utilizadas.

Ejemplo 2.1.15. Si la variable aleatoria X : Q — R tiene funcion de densidad
fx) :=Ae™ x>0,

se dice que X tiene funcién de distribucion exponencial, con parametro A, lo cual se denota
X ~Exp(}).

Ejemplo 2.1.16. Si la variable aleatoria X : Q — {0, 1} tiene funcién de densidad

f(x)=p"(1=p)'*, xe{0,1},
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se dice que X tiene funcién de distribucion Bernoulli, con parametro p, lo cual se denota
X ~ Be(p).
Ejemplo 2.1.17. Si la variable aleatoria X : Q@ — IN tiene funcién de densidad

B A¥e—2
X!

fx): , x€NN,

se dice que X tiene funcién de distribucion Poisson, con parametro A , lo cual se denota X ~
Poiss(A).

Ejemplo 2.1.18. Si la variable aleatoria X : Q — R tiene funcién de densidad

2
xX—H

. 202
f(x) 0.5 02 VxeR,

se dice que X tiene funcién de distribucién Gaussiana o Normal, con media i y varianza 62, lo
cual se denota X ~ N(u,c?).

Independencia

Considere dos eventos A y B en un espacio de probabilidad (Q,.#,P), con P(B) >0, y
suponga que se selecciona un punto @ € € al azar, pero se sabe que @ € B. ;Como se calcularia
la probabilidad de que @ también esté en A?.

En primer lugar hay que notar que el espacio de probabilidad no es el mismo, dado que el
espacio se redujo al conjunto B y las probabilidades aumentan para seguir siendo un espacio de
prababilidad, es decir, que la medida del eﬂmcio sea uno. TenEndo en cuenta lo anterior, una
buena idea es definir el nuevo espacio (Q,.%,P), con Q:=B, .7 := Z|g:={CNB|Ce F}y

I~P(A) = %, para cada A € .#. La nocion anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.1.9. Dado dos eventos A y B, tal que IP(B) > 0, se define la probabilidad de ocu-
rrencia del evento A dado el evento B

P(ANB)
P(B)

lo que consiste en la probabilidad de que ocurra el evento A asumiendo que el evento B se cum-
ple.

P(A|B):=
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De esta forma, se dird que dos eventos A, B son independientes si
P(ANB) =P(A)P(B).

Anélogamente, se dird que los eventos de una coleccién {A;}ics, con I C IN, son independientes
si para cada eleccion 1 < k| < kp <--- <k, conm < |I|, se tiene que

P (m) e,
i=1 i=1

De lo anterior, se dird que las o-dlgebras de una coleccién {.%;};cs, con I C IN, son indepen-
dientes si para toda eleccion Ay, € ﬁki, con 1 <k <ky<---<kyym<|I|, se tiene que

P (ﬁAk,) . )
i i=1

Por lo que se puede hablar de independencia de funciones. Esto es, las variables aleatorias X; :
(Q,.7) — (R",B(R")) de una coleccién {X;};c;, con I C IN, son independientes si sus o-
algebras generadas {0 (X;) }ics son independientes, o equivalentemente, si para cada 2 < k < |/|
y toda eleccion de borelianos By, ..., B, € #(R), se tiene que

=

P (X, € B1,X; € By,...,Xx € By) :HIP(Xi € B;).
i=1

Finalmente, como una variable aleatoria queda determinada por su funcidn de distribucion, y en
caso de poseer, también por su funcién de densidad se puede determinar la independencia de
variables aleatorias en funcién de sus distribuciones y densidades.

Teorema 2.1.4. Las variables aleatorias X; : (Q,%;) — (R", 2B(R")) de una coleccion finita
{Xi}! | son independientes si'y solo st

m
FXI,...,Xm(xl oo ,xm) = HFXk<xk), in - Rn, 1= 1, coo,m.
k=1
Ademads, si las variables aleatorias poseen funcion de densidad, lo anterior es equivalente a

m
le,...7Xm(x17"'7xm) = Hka(xk)a vxi € Rn? = 17""m'
k=1
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Esperanza Condicional

Anteriormente se discutié como interpretar el concepto de probabilidad condicionada , re-
sultando que la probabilidad condicionada de dos eventos A y B, tal que IP(B) > 0, viene dada
por
P(ANB)

P(B)
Es por esto, que al considerar la definicién de valor esperado (2.2), es natural entender en con-
cepto del valor esperado de una variable aleatoria X dado un evento A, por

P(A | B) :=

E[X|A] = ﬁ /A XdP. 2.5)

No obstante, entender el concepto de valor esperado de una variable aleatoria X, con respecto a
otra variable aleatoria Y no es sencillo. Sin embargo al considerar en primera instancia funcio-
nes simples, y gracias a (2.5) se concluye la siguiente definicion.

Definicién 2.1.10. Dadas dos variables aleatorias X e Y de un espacio de probabilidad (Q,.7#,P),
se define la esperanza condicional E[X|Y] como cualquier variable aleatoria o(Y)-medible tal
que

/XdIP :/E[X\Y] dP, YAeco(Y). (2.6)
A A

De la definicién anterior se destaca que la real participacion de la variable aleatoria Y viene
dada por su o-dlgebra o(Y), lo cual tiene completa concordancia con lo estudiado anteriormen-
te, puesto que se vi6 que toda la informacién de una variable aleatoria se puede obtener de su
o-édlgebra generada. Es por lo anterior que es mas intuitivo definir la esperanza de una variable
aleatoria condicionada a una o-dlgebra. Lo cual se presenta en la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1.11. Dado un espacio probabilidad (Q,.#,P), una c-dlgebra % C .# y una va-
riable aleatoria integrable X € L;(Q,P), se define la esperanza condicional de X con respecto a
% , como cualquier variable aleatoria IE[X |7 ], definida sobre Q, % -medible tal que

/XdIP:/IE[XW/] AP, VAcu. 2.7
A A

De esta forma, se entiende el concepto de esperanza condicional como una aproximacién de
la variable aleatoria X a partir de la informacién disponible, es decir, de la o-dlgebra %/ . Es mds
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dicha aproximacion pretende comportarse como la variable aleatoria X al restringir su dominio
a % , donde su comportamiento se rige por su integral. De esta forma la esperanza condicional
E[X|% ] corresponde a una variable aleatoria cuya integral no se distingue de la integral de X,
al restringirse a la o-algebra % .

Por otra parte, es importante observar que de las dos definiciones anteriores se puede probar
que la esperanza de una variable aleatoria X, condicionada a otra Y corresponde a la esperanza
de X condicionada a la o-algebra generada por Y. Esto es,

E[X|Y] = E[X|o(Y)].

Ademads, se tiene que el valor esperado de la esperanza condicional de un avariable aleatoria
X corresponde al valor esperado de la variable aleatoria. Esto es,

E[E[X|%]] = E[X].

Por ultimo se destaca, que la definicién de esperanza condicional no especifica la unicidad
de ésta. Sin embargo, se prueba que [E[X|%/] es tnica sobre los conjuntos de medida no nula de

v.

Para terminar el andlisis sobre la esperanza condicional se presentan algunas propiedades,
que son muy utiles a la hora de trabajar con estas estructuras.

Lema 2.1.4. Dado un espacio probabilidad (Q,.% ,P), una c-dlgebra % C .% y dos variables
aleatorias X,Y € L1(Q,P), se tiene que:

Para cada o, € R:

E[aX + BY|%) = aB[X|%] + BE[Y|%] a.s. 2.8)

Si X es % - medible, entonces

EX|%Z]=X a.s. (2.9)

Si X es % - medible y XY € L1 (Q, 1), entonces

EXY|%)=XE[Y|%] as. (2.10)

Si X es independiente de 7% , entonces

EX|\%]=E[X] a.s. (2.11)
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Con esto se cumple el objetivo de construir las bases para poder definir, entender y trabajar
de forma adecuada el concepto de Martingala. Proceso que se define en el proximo capitulo y
sustenta los resultados deseados de este trabajo.

2.1.2. Procesos estocasticos

En la subseccién anterior se vid la estructura de los espacios de medida positiva y las pro-
piedades que presentan las funciones medibles. Dichas propiedades, como se menciond, pueden
ser utilizadas para modelar fenémenos fisicos dentro de un espacio de probabilidad, como lo
pueden ser la altura de un drbol, o el nimero de hijos de una familia. Sin embargo, si se quisiera
calcular la cantidad de peces vivos en un criadero todos los dias; o el estado de un rodamiento de
una maquina industrial, hay que darse cuenta que la variable aleatoria que modela el fenémeno
cambia, o mejor dicho evoluciona, teniendo que modelar cada vez con una variable aleatoria
nueva, correspondiente a la evolucion de la anterior. Sin embargo dicha sucesion de variables
aleatorias preserva la incerteza o mejor dicho los factores que la generan, puesto a que el proceso
que se estd realizando es el mismo, s6lo que ahora depende de un pardmetro extra que no agrega
aleatoriedad al sistema, el cual en la mayoria de los casos es el tiempo.

Para dejar mds claro lo anterior, suponga que se desea medir la altura de los drboles de un
bosque, todos los dias durante una semana. Como ya se menciond, la altura de un arbol depende
de sus afios de vida, fertilidad de la tierra, humedad, entre otros factores. Sin embargo, al pasar
los dias de la semana dicha dependencia no varia; la vida del arbol aumenta, la fertilidad de la
tierra y la humedad cambian, pero no aparecen nuevos factores que afecten el crecimiento del
arbol, por lo que la incerteza presente todos los dias es la misma. Sin embargo, las variables
aleatorias no son las mismas, puesto que son modificadas por un pardmetro, en este caso tempo-
ral, el cual es determinista y es el responsable de la evolucion del sistema.

Definiciéon 2.1.12. Un proceso estocdstico real valuado es una coleccién de funciones (X;,t €
I):1xQ — R, tales que:

Viel: X(-):(Q,%)— (R,4(R)),

o — X (0)
es una variable aleatoria de un espacio de probabilidad (Q, % ,P). Ademas, el mapeo

VoeQ: X,(o):I—R,

t— X (@)

es llamado trayectoria del proceso en ®.
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Por simplicidad se denota por X al proceso estocéstico (X;,7 € I), el cual como se menciond,
corresponde a una evolucion de variables aleatorias. Para entender mds el concepto se presenta
al lector los siguientes ejemplos de procesos estocasticos.

Ejemplo 2.1.19. El proceso X de un espacio de probabilidad (R, Z(R),P) dado paracadat >0
por

Xi(x)=er, xeR

€s un proceso estocastico.

Ejemplo 2.1.20. El proceso X de un espacio de probabilidad (R, Z(R),P) dado para cadat > 0
por
Xi(x) =sin(tx), x€ R

es un proceso estocdstico.

Ejemplo 2.1.21. El proceso X, donde para cadat € N, X; ~ Be(p), con p € (0, 1) es un proceso
estocdstico.

Ejemplo 2.1.22. El proceso X, donde para cadat € N, X; ~ Poiss(At), con A € R™ es un pro-
ceso estocastico.

Sabiendo que la finalidad de una variable aleatoria es poder entender la estructura inobser-
vable del dominio a partir de su recorrido, notamos que los dos primeros ejemplos a pesar de ser
ciertos, no presentan mayor relevancia, puesto que su dominio ya es un espacio observable. Sin
embargo, los otros dos ejemplos son mucho mds interesantes, puesto que los procesos se rigen
por una distribucién, lo cual hace alusidn a un espacio de probabilidad inobservable, el cual se
puede usar para modelar. Esto dltimo es de vital importancia, ya que los procesos estocasticos
son un objeto matemadtico que enriquece la estructura de variable aleatoria, permitiendo modelar
fendmenos que una variable aleatoria por si sola no logra representar. Para justificar lo anterior,
se presentan los siguientes ejemplos de modelamiento.

Ejemplo 2.1.23. Los potenciales de accién emitidos por una neurona se pueden representar me-
diante un proceso estocdstico.

Ejemplo 2.1.24. Las turbulencias de capa limite presentes en un avion se pueden describir me-
diante un proceso estocdstico.
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Ejemplo 2.1.25. El conteo de fotones que llegan a un fotodiodo puede representarse mediante
un proceso estocdstico.

Ejemplo 2.1.26. La cantidad de personas en una cola se puede describir mediante un proceso
estocdstico.

Espacios de probabilidad filtrados

Dado que la o-dlgebra generada o (X) contiene toda la informacion relevante de la variable
aleatoria X, se tiene que la coleccién {o(X;)}ic; de o-dlgebras generadas para cada variable
aleatoria X; de un proceso estocéstico X = (X;,z € I), contiene toda la informacién relevante del
proceso. De lo anterior, si dicha coleccion de o-4lgebras posee ciertas caracteristicas, se puede
conocer propiedades importantes del proceso. Debido a esto, se procede introducir los conceptos
que permiten realizar dicho anélisis.

Definicion 2.1.13. Sea (Q,% ) un espacio medible. Una familia (.%;),>o de o-dlgebras es una
filtracion, si para cada 0 < s <t se tiene que

FsCFCU.

De esta forma, al agregar a un espacio de probabilidad (2,7 ,P) una filtracién (.%;),>o de
% ,1a tupla resultante (Q,% , P, (.-%;);>0) recibe el nombre de espacio de probabilidad filtrado.
A continuacion se describen las caracteristicas que presentan las filtraciones de interés.

Definicion 2.1.14. Sea (Q,% ) un espacio medible y (.%;),>0 una filtracién de % . Se dira que
(Z1)i>0 es continua por la derecha si

ﬁt = ﬂ EH-E'
e>0

Ademas, se dice que (-%;);>0 es completa si .7 contiene a todos los conjuntos P-nulos de
% , es decir, cuya medida de probabilidad es cero. De esta forma, una filtracion satisface las
hipotesis habituales si es completa y continua por la derecha.

De igual modo como una variable aleatoria genera una sigma algebra, un proceso puede ge-
nerar una filtracion, la cual conserva el concepto de “optimalidad” mencionado para o-algebra.
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Definiciéon 2.1.15. Sea X un proceso estocastico real valuado. Se definen las siguientes o-
algebras:

i) la historia del proceso X hasta el tiempo ¢,

2;=0(X,|0<s<1),

ii) el futuro del proceso X desde el tiempo 7,

2T i=0(X— X, | s>1).

Notemos que la historia (.Z;);>0 de un proceso estocdstico X siempre serd una filtracién. La
cual se llamard filtracion natural de X, y corresponde a la filtracion mas grosera que posee toda
la informacioén relevante del proceso.

Por otra parte, para un proceso X existiran muchas filtraciones, de las cuales hay que se-
leccionar las realmente “utiles”. Dicha caracteristica, que hace una filtraciéon “atil” motiva la
siguiente definicion.

Definicion 2.1.16. Sea X un proceso estocdstico. Una filtracion (% ),>0 de % es llamada no

anticipativa con respecto a X, si
i) s C F paracada0<s<t,
ii) .%; es independiente de .2;" para cadat > 0.

Ademis, se dird que el proceso X es (.#,)-adaptado, si (:#),;>0 es una filtracion no antici-
pativa de X, o equivalentemente, si para cadat > 0, X; es .%;-medible.

De la definicién anterior es claro que la filtracién natural de un proceso siempre serd una fil-
tracion no anticipativa del mismo proceso, siendo esta la filtracién no anticipativa més grosera,
con la que el proceso es adaptado.

Al introducir el concepto de filtracién, notamos que al hablar de un proceso estocdstico ha-
cemos alusién automdticamente a un espacio de probabilidad filtrado, andlogo al caso de que
una variable aleatoria viene relacionada con un espacio de probabilidad. Es por lo anterior, que
al igual que como se estudio las propiedades de medibilidad de una variable aleatoria depen-
diendo de su espacio de medida positiva, es que a continuacion se estudiard las propiedades de
medibilidad de un proceso estocdstico a partir de su espacio de probabilidad filtrado asociado.
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Definicion 2.1.17. Sea (Q, % ,P,(.%;);>0) un espacio de probabilidad filtrado. Un proceso es-
tocéstico X : [0,T] x Q@ — R se dice:

e medible, si el mapeo [0,7] x Q@ — R dado por (s,®) — X(s,®) es medible, es decir,
#(]0,T]) ® Fr-medible.

e progresivamente medible, si para cada t > 0 el mapeo [0,¢] x Q@ — R dado por (s, ®) —
X(s,w) es #(|0,t]) ® .Z;-medible.

donde el producto ® viene dado por % ® % := o(% x %) y corresponde a la menor o-
algebra que contiene los productos cruz entre todos los elementos de las o-dlgebras.

Es importante notar que la condicién de progresiva medibilidad es mas restrictiva que la con-
dicién de medibilidad, siendo a la vez estrictamente més fuerte que la condicidn a adaptabilidad.
Lo primero se debe a que la medibilidad considera s6lo un espacio de medida, incluyendo sélo
una o-algebra de la filtracion; mientras que lo segundo se debe a que la adaptabilidad estudia
el proceso estacionado en un instante, sin considerar al espacio medible ([0,7],%([0,T])). Sin
embargo al combinar ambas condiciones menos restrictivas se recupera la condicién maés fuerte,
es decir, si un proceso es medible y adaptado, entonces es progresivamente medible.

Por dltimo se enuncia un resultado que permite entender mejor estos conceptos, siendo una
herramienta sencilla para identificar procesos con estas caracteristicas.

Lema 2.1.5. Sea X un proceso estocdstico. Si X tiene trayectorias continuas a derecha, enton-
ces X es medible.

Por lo que si un proceso estocdstico X es (.%,)-adaptado y con trayectorias continuas a dere-
cha, entonces es progresivamente medible.

Proceso de Wiener

El Proceso de Wiener corresponde a la formulacién matematica del comportamiento de un
sistema que se ve afectado simultdneamente por un ndmero incalculable de fuerzas, de mag-
nitudes indeterminadas en direcciones aleatorias. El primero en registrar este comportamiento
fue el botanico Robert Brown en el afio 1827, quien estudiando con un microscopio particulas
de polen flotando en agua, observo un movimiento peculiar y errdtico. Hubo varios intentos de
precisar dicho comportamiento, siendo el mas relevante el proporcionado por Albert Einstein,
quien describié al Movimiento Browniano como el proceso limite de una caminata aleatoria,
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dando de esta forma una solucion fisica al problema, que seria descrito rigurosamente luego por
el matematico Norbert Wiener.

Definicion 2.1.18. Un Movimiento Browniano o Proceso de Wiener con respecto a la filtracién
(:Z)r>0 es un proceso real continuo (.#,)-adaptado W = (W;, ¢ > 0), tal que:

1) Wo=0 a.s.,
(ii) W, — W es una variable aleatoria N(0,t —s), V¢ > s >0,

(iii) W es de incrementos independientes, es decir, para toda particion de tiempos 0 < 1] < 1, <
... <ty, los incrementos W; ,W;, —W;,,...,W, —W, | son independientes.

Notar que de la definicion se tiene que

EW,) =0, E(W?) =r, Y1 >0.

La existencia de este proceso no es directa y no es el propdsito del trabajo presentar su de-
mostracion. Sin embargo, en la literatura presenta la construccion generada por el método Levy
Ciesielski [1](pagina 43) y el método de Kolmogorov [8], como los procedimientos cldsicos.

Para ilustrar el comportamiento de este proceso, se presenta en la Figura 2.1, el cual mues-
tra las trayectorias de cinco procesos de Wiener independientes, simulados como la sumatoria
acumulativa de incrementos iguales a la raiz cuadrada de una variable aleatoria N(0,Ar). El
comportamiento errdtico presentado en 2.1 da la intuicién de que ciertas transformaciones de
un Proceso de Wiener mantendrdn su conducta, es decir, seguirdn siendo un Proceso de Wiener.
Especificamente, se tiene que dado un Proceso de Wiener W':

e -W es un Proceso de Wiener,

e Para cada ¢ > 0, el proceso % t > 0 es un Proceso de Wiener,

e El proceso
0 si t=0
X =
IW% si t>0

es un Proceso de Wiener.
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Figura 2.1: Simulacion de cinco trayectorias de un Proceso de Wiener en el intervalo [0,10].

Finalmente, se presentan las caracteristicas principales de los procesos de Wiener, que hacen
a estos procesos tan importantes. Dentro de las propiedades basicas de un Proceso de Wiener, se
tiene que

E(W,Wy) =t As:=min(s,t), Vs,t>0.

Ademads, para cada T y para todo @, el mapeo r — W;(w) es uniformemente Holder continuo
en [0,7] con exponente 0 < ¥y < % Sin embargo, para casi todo ®, el mapeo t — W;(®) en
ninguin punto es Holder continuo con exponente % < v < 1. De lo anterior, se extrae que todo
Proceso de Wiener tiene una version con trayectorias continuas a.s.. No obstante, Para casi todo
o el mapeo r — W;(®) en ningtin punto es diferenciable.

Por altimo cabe destacar que un Proceso de Wiener no tiene variacion acotada, es decir, para
cada T > 0, las trayectorias de un Proceso de Wiener W tienen variacion

VIWI(T)=sup Y [W,—W, |=0o, as,
1<k<N
donde el supremo se toma sobre todo N € IN y sobre toda particion 0 =17y <t;--- <ty =T7. Sin
embargo, mds adelante se vera que su variacion cuadrética si es finita, lo cual permitird integrar
con respecto a un Proceso de Wiener a pesar de que su variacién no sea acotada.
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Martingalas

Una martingala es un proceso estocdstico introducido por Paul Pierre Lévy, el cual lleva su
nombre por un método de apuestas popularizado en el siglo XVIII, con fama de ser una estra-
tegia empleada por gente ingenua, tal como se catalogaba en esa época a la gente de Martigues
(martingales en francés), Francia. La estrategia consistia en apostar el doble de la cantidad per-
dida, cada vez que se perdia una apuesta; dando la impresién de ser una estrategia ganadora,
debido a que al ganar una apuesta se recupera todo lo perdido mas la apuesta inicial. Sin embar-
g0, esta estrategia suele llevar a la quiebra a los jugadores debido al crecimiento exponencial en
la tasa de apuesta que presenta, pudiendo dejar sin dinero al jugador con un nimero de pérdidas
consecutivas. Un claro ejemplo de esto se presento en el casino Monte Carlo, donde una ruleta
dio 26 negros consecutivos, mientras los jugadores, apuesta tras apuesta, aumentaban sus pujas
al color rojo.

Definicion 2.1.19. Sea (Q, %, P) un espacio de probabilidad, (.%;),>¢ una filtraciéon de % y M
un proceso estocdstico real valuado (-%,)-adaptado tal que IE[|M;|] < oo, V¢ > 0. Si

M; =E[M,|Z] as., 0<s<t, (2.12)

entonces M es llamado (.%,)-Martingala. En otras palabras, una (.#,)-Martingala es una familia
de variables aleatorias .%; adaptadas, tales que para todo medible A € %

/Msd]P = /M,d]P, Vs<t.
A A

Analogamente, si en (2.12) se cambia la igualdad por < (>, resp.), entonces a M se le llama
(Z.)-submartingala ((.%,)-supermartingala, resp.). Ademas si la filtracién (.%;),;>( corresponde
a la historia (.#;);>¢ del proceso, entonces M es llamado simplemente martingala (submartin-
gala o supermartingala, resp.).

Ejemplo 2.1.27. Sea {&,},cv una coleccién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, con media finita ut. Si se considera el proceso

n
So = 0; Sa=Y &, nel\;
k=1

se tiene que el proceso X dado por
X, =Sn—nu, ne N,

es una martingala con respecto a la filtracion natural de S. Ademds, si las variables aleatorias
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{&,}nen poseen varianza finita o2, entonces el proceso Y dado por
Y, =X?>—no?=(Sn—nu)*> —no?, neN;

también es una martingala con respecto a la misma filtracion.

Ejemplo 2.1.28. Un Proceso de Wiener W real es una Martingala. Es mas, los procesos dados
2

por Vit >0, le -ty ean_an, con o > (, también son martingalas.

Ejemplo 2.1.29. La fortuna de un jugador que apuesta continuamente puede modelarse a través
de un proceso estocdstico X. Ademads, si el juego en donde apuesta es justo, el proceso X corres-
ponde a una martingala; respectivamente si el juego es favorable o desfavorable, el proceso sera
una submartingala o una supermartingala, respectivamente.

Teniendo una nocién mds amplia del sentido de martingala, se procede a enunciar las pro-
piedades que hacen de ella una herramienta practica y poderosa. El siguiente resultado, muestra
dos de las desigualdades mds importantes definidas para ellas.

Teorema 2.1.5. Sea M un proceso estocdstico real valuado con trayectorias continuas a.s.. Si
M es una martingala y 1 < p < oo, entonces

p )4
| sup | < (25 ) Elmp.
P

0<s<t =

Por otro lado, al igual que como se mide la variacion de funciones real valuadas, se puede
medir la variacion de las trayectorias de un proceso estocastico. Esto se logra al introducir un
proceso auxiliar, el cual toma relevancia al aplicarlo sobre martingalas y cumple un rol funda-
mental para construir el cdlculo de It6.

Teorema 2.1.6. Sean M y N dos martingalas cuadrado integrables, esto es, sup It [M,z} <ooy
1

sup I [N,z} < oo. Entonces existe un uinico proceso de variacion localmente finita (M ,N) tal que
t
(M,N)o =0y MN — (M,N) es una martingala; el cual viene dado ¥ t > 0, por

n

<M7N>t = nhl>nookgl(Mtk+l _Mtk)(Ntk+1 _le>7 (2.13)
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n—oo

para toda particion 0 =) <t) < ... <ty =t, tal que max (tp 1 —t;) — 0.
1<k<n—1

El bracket process mencionado (-,-). también es conocido como covariacién cuadritica, el
cual es de gran relevancia es este estudio, como se verd mds a delante. Es por lo anterior, que
para entender mads este proceso se destacan las siguientes observaciones.

Observacion 2.1.3.

e Se denota por (M) al proceso (M, M), el cual es un proceso creciente y es llamado simple-
mente variacién cuadrdtica.

e Si F es un proceso estocdstico acotado, entonces como (M,N) es de variacién localmente
finita, se puede definir la integral de Lebesque-Stielgest asociada a él

/O'Fs d(M,N)s.

e El operador (-,-) es bilineal, es decir,

(aM+M,BN —N) = aB{(M,N—) — (M,N).
e El operador (-,-) cumple la identidad de polarizacion, es decir,

(M,N) = S((M+N) — (M~ N))

Ejemplo 2.1.30. La variacién cuadrética de un Proceso de Wiener W viene dada para cadat >0
por
(W,W), =t.

Esto resulta como consecuencia del Ejemplo 2.1.28, y se muestra en detalle en [1] (Pdgina 60).

Bajo la observacion anterior, es de interés estudiar este nuevo concepto de integracion, es
decir, integrar con respecto a un bracket process. Lo anterior motiva la siguiente subseccion.
La cual tiene por finalidad estudiar la estructura generada a partir de la integral de este tipo de
objetos.
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2.1.3. Calculo estocastico y semimartingalas
Calculo de estocastico

El cédlculo estocéstico o también llamado cdlculo de Itd, fue formulado por el matematico
japones Kiyoshi It0, quien estudiando los procesos de difusion, originé el concepto de Ecuacion
diferencial estocdstica, gracias su concepcion de integral estocdstica. En esta seccion abordare-
mos algunos resultados de esta materia, introduciendo los conceptos necesarios para construir
la integral estocdstica.

Se comienza esta subseccion, determinando la familia de martingalas con la que se desea
generar una integral con respecto a su bracket process.

Definicion 2.1.20. Se define el espacio de martingalas cuadrado integrables iniciadas en cero
]M%(]R) = {M martngala continua | My =0 A suplE [Mzz} < oo}
t

el cual dotado por el producto interior inducido por la norma

M|l g) = supls [M7],

genera el espacio (M3(R), (-,-)), el cual es un espacio de Hilbert.

De esta forma, dada una martingala con la cual su proceso bracket se puede integrar, es de
interés diferenciar los procesos para los cuales esta bien definida dicha integral.

Definicion 2.1.21. Sea M € M3(RR). Se define el espacio
L2(M) = {F progresivamente medible | I [/:Flz d(M>,} < 00}
el cual dotado por el producto interior inducido por la norma
Il = | [ 72 o).

genera el espacio (L?(R), (-,)), el cual es un espacio de Hilbert.
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Al igual que como se construy6 la integral de Lebesgue, comenzaremos definiendo la inte-
gral para un step process, el equivalente a las funciones simples.

Un proceso estocdstico (.-%;,t > 0)-adaptado X se dice simple o step process, si existe una
particion 0 = < | < --- <t, < ey una coleccién de variables aleatorias (ax)};_, -%;-medibles,
tales que

n—1
X = Z ai]‘[lk-karl['
k=1

Ademds, se denota S(R) al espacio de todos los procesos simples real valuados. De esta forma,
su integral con respecto a una martingala cuadrado integrable M = (M;,t > 0), viene dada por
n—1
1[X], = Z ai(Mf/\tk+1 —Ming,).
k=1

Luego, para generalizar dicha integral se necesitan dos resultados. El primero presenta que
el proceso I[X] es una martingala y el mapeo X — I[X] es una isometria entre los espacios

(S(R),]|- ||S(]R)) y (]M%(IR), IE H]M%(]R))' Mientras que el segundo resultado establece que S(RR)

es denso en <1L2 (M), || Hle(M)). De esta forma, es posible desarrollar el concepto de integral
de Ito.

Definicion 2.1.22. (Integral de It)
Sea M € M3(R). Para cada F € I?>(M) la clausura del mapeo - — ] define el proceso

t
s 1, :z/ FdM,,
0

el cual es llamado integral de It6 de F con respecto a M. Ademds, dada la construccién se tiene
que el proceso I = (I;,t > 0) es una martingala.

Como es normal se desea poder integrar con respecto a cualquier limite inferior, para eso,
bajo la nocién anterior se considera para cada 0 < r <t

t t r
/ FdM, = / F.dM, — / F.dM,.
r 0 0

Ademads al igual que la integral de Lebesgue, la integral de Itd es lineal. Esto quiere decir, que
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dado M € M3(R), para cada F,G € (M) y o € R, se tiene que
/ (F + aG)dM, — / FdM, + a/ GdM,.
0 0 0

Por otro lado, de la construccion de la integral de It6, més especificamente de la isometria men-
cionada, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.7. (Isometria de It0)
Sea M € M3(R). Para cada F € 1.2(M) yt > 0,

(/OthdMs)z =2 UothdW%} .

E

Martingalas locales

El concepto de Martingala local nace de la necesidad tedrica de aplicar los buenos resultados
presentes para martingalas a estructuras que a pesar de tener similitudes con ellas, no logran ser-
lo. Lo anterior se observa en algunos procesos de difusion de Ito, los cuales para ser estudiados,
se requiere de la estructura presentada a continuacion.

Definicion 2.1.23. Sea (.%;),>( una filtracion. Un proceso estocdstico real valuado (.%,)-adaptado
M, es llamado (.#,)-martingala local, si existe una secuencia creciente (7,),ev C IN de tiempos
de parada finitos tales que

i) T, —> oo a.s.cuando n — oo;

ii) el proceso t — M = M, es una (.Z,)-martingala para cada n € IN.

Al igual que en las martingalas, si la filtracién (.%;),>o corresponde a la historia (.#;);>¢
del proceso M, entonces sélo se llama a M martingala local. Ademas, a (7,),en se le llama
sucesion localizadora.

Ejemplo 2.1.31. Sea W un Proceso de Wiener y T = min{z : W; = —1}. Luego el proceso X
dado por
W(ﬁ)AT si 0<r<1

—1 si 1<t <oo,
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no es una martingala puesto que

0 si 0<t<l1
E[X]| =
—1 si 1<t<oo,

Sin embargo, es una martingala local. Esto debido a que si se toma la sucesion localizadora dada
para cada k € IN por 7, = min{r : X; = k}, se tiene que E [X;p5] =0, V¢ > 0.

Como se observa de la definicidén, una martingala local a pesar de no tener las propiedades
de una martingala, estas presentan una estrecha de conexion. Por un lado toda martingala es una
martingala local, pero lo importante es la relacion inversa, vinculo que se muestra en el siguiente
resultado y dota de relevancia a las martingalas locales.

Lema 2.1.6. Sea M una martingala local continua con My = 0, entonces existe una sucesion
localizadora (T,) e de M tal que para cada n € N, M™ es una martingala acotada , donde
T, < n.

De esta forma, dada la conexion entre martingalas locales y martingalas acotadas, es ttil
obtener resultados trabajando las martingalas locales como martingalas acotadas, pudiendo de
esta forma, asegurar la integrabilidad del proceso. Lo anterior se logra al aplicar los resultados
de martingalas sobre la evaluacién de una martingala local evaluada en su sucesion localizadora
de forma adecuada.

Teorema 2.1.8. Sean M y N martingalas locales continuas. Entonces existe un unico proceso
de variacion localmente finita (M,N)' tal que (M,N), =0y MN — (M,N)’ es una martingala
local; el cual viene dado ¥t > 0, por

<M7N>; = <M~TH7N~Tn>t7

donde el operador (-,-) es el operador bracket definido en (2.13).

Notar que dada la construccién del operador (-,-)’, se tiene que el proceso bracket de una
martingala local posee las mismas propiedades que el proceso bracket para martingalas (-, -). De
donde concluimos que la integral de Lebesgue-Stieljes del proceso bracket de una martingala
local estd bien definido. Es mas, a ambos procesos se le denotara (-,-) de manera indistinta.
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Una vez entendido el concepto de variacion cuadratica sobre martingalas locales, se procede
a mostrar un resultado nuevo, llamado desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy €l cual permite
relacionar el valor esperado de una martingala local, con el valor esperado de su variacion.

Lema 2.1.7. (Desigualdad BDG)
Sea M una martingala local iniciada en cero, entonces para cada 1 < p < ooy tiempo de parada
T > 0, existen constantes positivas cp y Cp, tales que:

o [0nf] <E| sup | <o )],

O<t<t

Ademds, si M es continua el exponente p vive en (0,00).

Por otra lado, para generar la integral con respecto a una martingala local, aun es necesario
trabajar con el proceso bracket y como incluir los tiempos de parada en la integral. Es por lo
anterior que se necesita introducir el siguientes resultado.

Lema 2.1.8. Sean M una martingala local y T < o un tiempo de parada. Entonces
(M), = (M),

De esta forma, si se considera F € I.2 (M?©), se tiene que

NT .
/ FdM, = / FydM?.
0 0

Abhora, con las herramientas necesarias para extender el cdlculo de It6 a martingalas locales,
se define el espacio de funciones con las cuales es de interés integrar, y el espacio de funciones
cuya integral esté bien definida.

Definicion 2.1.24. Se define el espacio de martingalas locales iniciadas en cero
MY¢(R) = {M martingala local continua | My =0 }.

Ademds, para cada M € IM,,,.(R) se define el espacio

loc

L2 (M) = {F progresivamente medible | E [/ I’,zd(M)t} < oo} :
0
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De esta forma, se logra expandir la integral de Itd (Definicién 2.1.22) para martingalas loca-
les como sigue.

Definicion 2.1.25. (Integral de Ito)
Sea M € MK¢(R). Para cada F € L7 (M), la integral de It6 de F con respecto a M, viene dada
por

t t
t— I = / F,dM, := / FydM?™, (2.14)
0 0

donde V n € N, 1, < n. Ademas, dada la construccion, se tiene que I € Mf)"c(R).

Observacion 2.1.4. Notar que la definicion de integral de Itd con respecto a martingalas locales
no depende de la sucecién localizadora (7;,),c, por lo que esta no se menciona al integrar.

Como es de esperarse, al igual que la integral de Itd respecto a una martingala, para una
martingala local se mantiene la linealidad de la integral. Esto es, dado M € M;,.(R), para cada
F,Gel2 (M)y ac R, se tiene que

loc
/' (F + aG) dM, :/FdMﬁa/'GdMs.
0 0 0

Ahora definida la integral de It6 respecto a una martingala local, podemos ver sus propiedades,
las cuales se muestran en los siguientes resultados. La primera propiedad, es una consecuencia
directa del Lema 2.1.8.

Lema 2.1.9. Sean M € M{“(R), F € L}, (M) y un tiempo de parada T < . Entonces

loc

AT .
/ FdM, — / FdM?.
0 0

Ademads, se rescatan los resultados importantes, como el de la variacion cuadratica de inte-
grales.

Lema 2.1.10. Sean M,N € M¥¢(R), F € 1.2 (M) y G € I _(N). Entonces para cadat >0

loc loc

. . t
</ Evth/ Gsts> = / Eszd<MaN>s
0 0 . Jo
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Junto con la isometria de Ito.

Teorema 2.1.9. (Isometria de Itd)

T
SeaM € Mk“(R) y F € L7 (M). Si existe T > 0 tal que E[M3z] < oo y/ E [FTz} d(M.)s < oo.
0

loc
t 2
([
0

Ademads, de la isometria de 1t6 y de la identidad de polarizacién para martingalas locales, se
obtiene el siguiente resultado.

Entonces

E = k([ Fa(m),|.

Corolario 2.1.1. Sean M y N € MY“(R), F € L} (M) y G € L? (N). Si existe T >0 tal que

loc loc

T T
D [M%} <oo, I [N%] <o, / E [Fs2] d(M.)s < ooy / E [Gﬂ d(N.)s < eo. Entonces para
0 0

cadat € [0,T]
E K/OthdMs) (/Othst)} :]E[/OtFSGsd(M,N)s].

Finalmente, dado que la integral con respecto a una martingala local, es también una martin-
gala local, su integral estd bien definida. El siguiente resultado entrega una forma de manipular
este tipo de estructuras.

Lema 2.1.11. Sea M € M¥“(R) y G € L2, (M). Si FG € L}, (M), entonces para cada F €
]leoc (/ Gdeg) y para cada t > 0,
0

t S t
/ Fd ( / Grer> _ / F.G.dM,.
0 0 0

Semimartingalas

Un clase de procesos mds general que una martingalas local contiene los procesos de difu-
sién es lo que motiva a definir el concepto de semimartingala. Estos corresponden a la piedra
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angular para lo que después conoceremos como ecuacion diferencial estocdstica, objetivo de
estudio principal de este documento.

Definicion 2.1.26. Un proceso estocdstico X es una (.%,)-semimartingala continua, si para cada
t>0
Xt =Ar +M,,

donde M es una (.#,)-martingala local y A es un proceso continuo (.%,)-adaptado de variacion
finita.

Al igual que en las definiciones anteriores, si la filtracién (.%;);>o corresponde a la historia
(Z1)r>0 del proceso X, entonces X es llamado semimartingala. De esta forma, se recupera el
proceso bracket, es decir, dado dos semimartingalas X = Xo+M+AeY =Yy+N+B,con M,N
semimartingalas y A, B procesos adaptados de variacion finita. Entonces, su variacién cuadrética
viene dada para cada t > 0 por

<X,Y)t = <X0 +M+A, Y —l—N—i—B)t
= <M7N>t + <MvB>t + <A7N>z + <A7B>t
= <M7N>t

Ademads, gracias a la construccion de integral de Itd generada hasta ahora, la nocién de integral
con respecto a una semimartingala es directa, la cual se formaliza a continuacion.

Definicion 2.1.27. (Integral de Ito)
Sea X = A+ M una semimartingala con A su parte de variacion finita. Para cada F' € ]leo (X)),
la Integral de It6 de F respecto a X es el proceso

t t t
t>—>I,:/ FidX ::/ FsdAs-i-/ FydM;.
0 0 0

Aqui la integral respecto a M es una integral de 1t6 dada por (2.14) y la integral respecto a A
es una integral de Lebesgue-Stieltjes. Ademds dada la construccion, se tiene que I = (I;, > 0)
es una semimartingala.

Abhora, se introduce un nuevo concepto a partir de la integral indefinida de una semimartin-
gala, el cual motiva la siguiente subseccion.
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Definicion 2.1.28. Sea X un proceso estocdstico real valuado tal que
t t
Xt:Xs—i—/FrdAr—i—/ G dM,, 0<s<t, (2.15)
N N

para algin F € L ([0,T],A) progresivamente medible, y G € ]leo .(M). Paratodot > 0, se define
el diferencial estocdstico de X

Notar que aqui (2.16) no tiene un sentido diferencial clasico, debido a la regularidad de M.
Sin embargo al decir que un proceso posee un diferencial estocdstico (2.16), se hace alusion a
que el proceso viene dado por (2.15).

En particular, si se considera los procesos A; =ty M; = W;, donde los coeficientes son
F,=b(t,X;) y G; = o(t,X;) paracadar > 0, con W un Proceso de Wiener, entonces el diferencial
del proceso X viene dado por

el cual al agregar una condicién inicial, genera una ecuacion diferencial estocdstica (SDE), lla-
mada ecuacion diferencial de Ito.

En la siguiente subseccidn se introduce el concepto de SDE de It6, junto con ver los sentidos
de su solucion y condiciones necesarias para asegurar su existencia y unicidad. Sin embargo, es
preciso formular dicha teoria sobre semimartingalas multidimensionales. Estas siguen la nocion
uno dimensional al estar compuestas por un proceso de variacion finita y una martingala local
de dimensién n > 0.

Especificamente, se dice que un proceso estocastico multimensional X = (X', X?,... X") =
{(XII,X,Z,...,Xt”);t > 0} es una martingala (local) si cada una de sus componentes X', con
i =1,2,...,n es una martingala (local) con respecto a la filtracién natural de X. De esta for-

ma se denota por ]M%(IR”) al espacio de martingalas cuadrado integrables R” valuadas iniciadas
en cero ; y de misma forma, se denota por ]Mé”c (R™) al espacio de martingalas locales R” valua-
das iniciadas en cero. Dichos espacios al estar construidos a partir de la definicién de martingalas
de dimensién uno, presentan todas las propiedades ya mencionadas en este capitulo, por lo que
su manipulacién es natural.

Con esto se puede presentar el resultado insignia del célculo estocéstico. el cual permitird
estudiar los procesos de difusion.

Teorema 2.1.10. (Féormula de Itd) Sea f: [0,T[xR" — R € C;’z(]O, T[xR") y X una semi-
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martingala d-dimensional, donde X' = Xé + M+ Af con M su semimartingala y A su proceso
adaptado de variacion finita. Entonces, para cada t > (0

£(6,%) = £(0,X0) +/ / (5, X,)dX! + / (5,X,)d (X', X7);.
En IZ{ ax; el 8x,xj
o equivalentemente, escrito en su forma diferencial
P d 2
df(t,X) = afdt+2 afdxl+ Z o f d{X',X7),. (2.17)

ij=1 XX]

Observacién 2.1.5. Si en la férmula de Itd se considera X' = X+ M’ + A’, con M su martin-
gala local y A su proceso adaptado de variacion finita. Entonces al desarrollar los términos, la
expresion (2.17) se escribe

f(t,X%) — £(0,X0) /a ds+2/a dM’+Z/a (s, X;)dAL ..
t 9% f

i AfJ
| T XA M

+ Z
ij=1

Ejemplo 2.1.32. Considere dos funciones continuas f y g, y dos procesos X e Y dados por

Y[ = ln(X[)
Entonces la formula de It6 dice que
d(In(X;)) Lax, - d(X,X)
n = — —_—
YO X xp T

1 1
= — (fX,dt + gX,dW,) — — > X dt
Xz ( t 1 t) th t

1
- (f—igz) dt + gdWw,.

Como se verd en la siguiente subseccion este ejemplo tiene mucha importancia, donde al conocer
el valor de In(Xj) se puede determinar una EDS, la cudl tiene una interpretacion muy interesante.
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Ejemplo 2.1.33. Considere dos escalares b > 0, o € R, un proceso X dado por
dX[ - —bXtdt + Gd‘/Vt,
y una funcién f dada por
f(t,x) = xe.

Entonces la formula de It6 dice que

d(f(1,X)) = (be’”x,> dr + M dx,

= (be”' X,)dt + " (—bX,dt + cdW;)
= eb’Gth.

Al igual que en el ejemplo anterior, al conocer el valor de f(Xp) se puede determinar una EDS,
cuya interpretacion se verd mds adelante.

El siguiente resultado se extrae de la formula de It6 el cual nos dice que el espacio de semi-
martingalas es cerrado bajo la aplicacién de funciones de clase C'%(]0, T[xRR"). Esto se enuncia
formalmente como sigue.

Corolario 2.1.2. Sea f : [0,00[xR" — R € C1*(]0, T[R") y X una semimartingala continua
R valuada. Entonces el proceso
I— f(taxl)

es una semimartingala continua R valuada.

2.1.4. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Una herramienta de modelacién poderosa provista por el calculo estocéstico son las llamadas
ecuaciones diferenciales de It6. Precisamente, dadas dos funciones b : [0, T] x RY— R4, o
[0,T] x RY — R?*™ un Proceso de Wiener m-dimensional W y x € R, se llama ecuacion
diferencial de It al problema

{a’X, = b(t,X,)dt + o (1,X)dW;, V1€[0,T] .18

Xo = x.
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Dado que las trayectorias del Movimiento Browniano W no son deribables en ningin punto, esta
ecuacion debe ser interpretada en sentido integral, es decir,

t t
X, = x+ / b(s, X, )ds + / (5, X,)dW;, Vi€ [0,T] (2.19)
0 0

Ejemplo 2.1.34. La evolucion del precio de una accion P se puede modelar suponiendo que su
fluctuacion relativa se rige por la siguiente SDE:

dh

— = udt+odW,, Vte|0,T

B lLl’ + ty [ ) ] (2‘20)
Py=p.

para ciertas constantes i > 0y o € R, llamadas drift y volatilidad de la accidn, respectivamente.

Ejemplo 2.1.35. La variacién de velocidad en el movimiento difuso de una particula de polen
para tiempos pequefios se modela a través de la siguiente SDE:

{dxtze(u_xt)dmcdwt, Vie[0,T] (2.21)

XO = X.

para ciertas constantes 8 > 0y u,0 € R. Donde X corresponde a la velocidad de la parti-
cula, 6 corresponde al coeficiente de friccion, o es el coeficiente de difusion y u es el punto de
equilibrio o reposo de la particula.

Los ejemplos anteriores son clésicos en la literatura, y se muestran dada su simplicidad, y
puesto que sus coeficientes cumplen la regularidad solicitada por los resultados que proceden.
Sin embargo, en [4] (Capitulo 7, pagina 353) se encuentran ejemplos de SDE’s que modelan
problemas complejos de la Economia, Quimica, Mecénica, Neurociencia y Astronomia.

Como se ve en la SDE (2.18) el interés de integrar procesos con respecto a martingala local,
se reduce a integrar con respecto a un Proceso de Wiener en un intervalo de tiempo acotado
[0,T], en vez de una martingala local evaluada sobre todo R. De esta forma al recordar que para
cadat > 0 se tiene que (W, W), =1, se puede acotar el espacio de procesos que se desea integrar
al espacio:

T
L2(0,T) := {F progresivamente medible | E [/0 thdt] < 00}.
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De misma forma, se denota:

T
LY0,7T):= {F progresivamente medible | E [/ |Ft|dt] < 00} :
0

Observacién 2.1.6. Es comiin utilizar la notacién X (0,T'), con k € {1,2}, cuando F es un pro-

ceso R valuado y ILX .., (0,T), con k € {1,2}, cuando F es un proceso R”*" valuado.

Existen diferentes nociones de solucidn para este tipo de ecuaciones, esto es, que permiten
definir sin ambiguedad la relacién (2.18). A continuacién se precisan los conceptos de solucién
fuerte y solucién débil que serdn de gran importancia en lo que sigue.

Definicién 2.1.29. Sea W un Movimiento Browniano sobre un espacio de probabilidad filtrado
(Q,,ﬁz ,IP,{,%},EO). Una solucién fuerte de la SDE (2.18) es un proceso estocdstico X con
trayectorias continuas tal que:

= X es progresivamente medible con respecto a la filtracion .%;, donde V¢ > 0, %, := o (x,W; (0 <
s <t)) corresponde a la o-dlgebra generada por x y la historia del Proceso de Wiener W hasta
el tiempo t;

= b(t,X;) €L,(0,T);

» o(t,X) € LZ,,,(0,T);
t t
. X = x+/ b(t,X,)ds+/ (6. X)dW, a.s., 0 <t <T.
0 0
La existencia de dicho proceso no es para nada trivial, por lo que antes de enunciar las con-

diciones necesarias para su existencia, se recurre al siguiente resultado, el cudl es un resultado
cldsico para demostrar convergencia y serd utilizado en los siguientes capitulos.

Lema 2.1.12. (Lema de Gronwall) Sea ¢ una funcion continua, no negativa, definida para
0<t<T,yseaCy> 0 una constante. Si

¢(t)§C0+/Otf¢ds, VO<t<T,

entonces .
0 (1) < Co e 4.
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La prueba del lema de Gronwall se puede ver en [1] (P4dgina 90). Con esto, se presenta el
resultado que permite asegurar la existencia y unicidad de solucion fuerte para el problema SDE
(2.18).

Teorema 2.1.11. Sean dos funciones continuas b : [0,T] x R — R? y ¢ :[0,T] x R —
R4*™_Si se cumplen las condiciones
a) existe L >0 tal que ¥ x,y € R yV s,t € [0,T],

’b(t7x> _b(t7y)| < L’x_y|

lo(t,x) —o(t,Y)|| < Lix—yl,

[b(z, )] < L(1 + [x[)
lo(#,x)[] < L(1+|x]),

donde || - || corresponde a la norma de Frobenius.

b) Xo es una variable aleatoria tal que

E “X()‘Z] < oo,

¢) Xo es independiente de ¥ .

Entonces la SDE (2.18) admite tinica solucion fuerte.
Notar que la unicidad mencionada significa que si dos procesos X ,)/(\ € 1.2(0,T), con trayec-
torias continuas a.s., solucionan la SDE 2.18, entonces
P(X, =X, 0<r<T)=1.

La otra nocién de solucion, llamada solucidén débil, hace alusion al sentido distribucional del
proceso en vez del sentido trayectorial presentado por la definicién de solucion fuerte.

Definicién 2.1.30. Una solucién débil de (2.18) es una tripleta ((X,W),(Q,.7,P),{Z},)
donde
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(Q,JOZ ,{ft}tZO,IP) es un espacio de probabilidad filtrado que satisface las condiciones
usuales;

= X es un proceso (%t > 0)-adaptado de trayectorias continuas, y W es un Browniano m-
dimensional .#.-adaptado sobre el espacio de probabilidad (Q,.7,P);

b(t,X;) € LL(0.7);

o(t,X;) €12,,,(0.T);

t t
X[ :x+/ b(t,Xl)dS+/ G(t,Xt)dWS a.s., VO S t S T.
0 0

De las definiciones de ambas nociones de solucidn, es importante observar que toda solucién
fuerte de la SDE (2.18), es también una solucién débil mismo problema, o mejor dicho genera
una solucién débil del mismo problema. Sin embargo, para asegurar unicidad de solucién débil,
es generalmente utilizado el siguiente resultado.

Teorema 2.1.12. Unicidad de solucion trayectorial (solucion fuerte), asegura unicidad de so-
lucion en ley (solucion débil).

La prueba del resultado anterior junto con una mayor discusion al respecto de los tipos de
solucién para ecuaciones diferenciales estocasticas se encuentra en [9]. Sin embargo con esto se
se cubren todos los resultados necesarios para desarrollar este trabajo, no teniendo que entrar a
desarrollar la teoria presente para soluciones débiles. Esto se debe a que bajo las condiciones del
teorema 2.1.11 y gracias al teorema 2.1.12, se asegura existencia y unicidad tanto de solucién
fuerte, como débil. Por lo que sin ambigiiedad al probar las hipétesis de 2.1.11 se se puede hablar
de unica solucién, entendiendo que la solucién fuerte considera sélo el proceso, mientras que la
solucion débil considera ademds del proceso, al Proceso de Wiener, el espacio de probabilidad
y la filtracion.

Lo mencionado anteriormente a pesar de ser cierto tiene ciertas sutilezas. Esto se debe a que
el reciproco del teorema 2.1.12 no se cumple siempre necesariamente. Para esto se considera el
siguiente contraejemplo.

Ejemplo 2.1.36. Considere la a ecuacion diferencial estocastica dada para cada ¢ > 0 por

(2.22)

dX; = sgn(X;)dt +dW;, Yte|0,T]
Xo =0,
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donde W es un Proceso de Wiener real y la funcién sgn : R — {—1,1} dada por

sgn(x) = 110,00 = Ljeo gy

Entonces (2.22) no posee tinica solucion fuerte. Esto se debe a que tanto W, como —W satisfacen
la SDE, pero estas no poseen las mismas trayectorias. Sin embargo W y —W, tienen la misma
ley, y como se prueba en [9] (Capitulo 3, pagina 29) la SDE (2.22) posee tnica solucién débil.

El ejemplo anterior, a pesar de se muy ilustrativo, se encuentra fuera del interés de este pro-
yecto, debido a que se desea estudiar problemas que presenten solucidn fuerte. De esta forma,
con el objetivo de entender mejor los conceptos anteriores, en los siguientes ejemplos se presen-
ta la solucién de algunas SDE’s clasicas.

Ejemplo 2.1.37. Sea W un Proceso de Wiener 1-dimensional y dos funciones continuas f'y g.
Entonces el Teorema 2.1.11 asegura que la SDE

(2.23)

Xo=1,

posee tnica solucion, la cual se obtiene del Ejemplo 2.1.32, de donde se tiene que

ln(Xt):/Ot (f—%g2> ds—i—/otga’Ws.
X; =exp </Ot <f—%g2> ds+/0tgdWS).

De este ejemplo se pueden modelar muchos problemas importantes, como lo son el caso de
Black and Scholes o Movimiento Browniano geométrico. Lo cuales se obtiene al considerar las
funciones f y g constantes.

Concluyendo que

Ejemplo 2.1.38. Considere un Proceso de Wiener 1-dimensional W, it € Ry 8,0 > 0, entonces
el Teorema 2.1.11 asegura que la SDE

{dXtZQ(.U—Xz) di+o dW, ¥ie[0,T] (224

Xo = xo,
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posee solucion unica. En efecto, al utilizar el proceso auxiliar
=X —u, (2.25)
se tiene que para cadat € [0, T]
dY; = —0Y,dt + ¢ dW;.
Asi al utilizar ejemplo (2.1.33), se tiene que
Ye? = v, e® + / le*"”chu,
s
de donde
Y, = Ye 009 4 / te’e(t’”)GdWM.
s

Asi, al recordar (2.25), se concluye que

t
X, =u+(xo—u)e —|—/ e P Gaw,.
0

Mas general atin que los ejemplos anteriores, se puede considerar una SDE Lineal. Esto es
una SDE dada por:

(2.26)

dX; = (a(t) +b(t)X;) dt + (c(t) +d(t)X;) dW;, t€[0,T]
Xo = xo,

con a,b,c y d funciones acotadas definidas en [0, T]. De esta forma, bajo las hipétesis del Teo-
rema 2.1.11 se tiene que existe solucion tnica de (2.26), la cual viene dada por:

t t
X, = ®;, (xt0+ [ o7} (b(s) —c(s)d(s)) ds+ /t o d(s) dWs),
0 0

donde su solucidén fundamental es

@, = exp ( /to t (a(s) - %cz(s)> ds + totc(s) dWs) |
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Hasta ahora se han mostrado las soluciones de algunas SDE’s clésicas, sin embargo no se
explica el procedimiento para obtenerlas. Esto se debe a que los procedimientos estdn limita-
dos para ciertos tipo de SDE’s, como lo son las lineales, sin embargo aun asi es dificil trabajar
con ellas en la practica puesto que su simulacién requiere un alto costo computacional. Es mas,
existen muchas SDE que no poseen solucion analitica explicita, por lo que trabajar con aproxi-
maciones es la inica forma de abordar estos problemas.

Un esquema de aproximacién X" = (X/*,¢ € [0,T]) corresponde a un proceso estocdstico que
se ajusta a una SDE a través de una particion 0 =1y <t} < ... <1, =T del intervalo [0,T]. De
donde se tiene que la aproximacion esta determinada por la particiéon que se tome, o también se
puede pensar que depende de de su tamafio de paso

S, = max |tp.1—1t|.
n nggn_1|k+l |

Como un esquema numérico s6lo aproxima la dinamica del proceso original es de gran im-
portancia cuantificar el error que este tipo de aproximacion induce en términos de los parametros
del método, usualmente, la etapa de discretizacion temporal. Es por esto, que antes de introducir
directamente los esquemas de aproximacion, hay que tener claro los criterios de comparacion,
es decir, los mecanismos con los cuales se valida el funcionamiento del esquema. El primer pro-
cedimiento estudia que tan fiel es trayectorialmente la aproximacién X" a la solucién X de la
SDE. Esto se logra al acotar el valor

[ méx |X, —X}"] < s\, (2.27)

donde o (p) representa la tasa de convergencia del esquema de aproximacién. De esta forma
mientras mayor sea el valor a(p) mejor serd el desempefio del esquema, esto es, a medida que se
refina la aproximacion més rapido converge el error fuerte, es decir, mds se parece puntualmente
la aproximacion a la solucion.

El otro criterio de comparacién hace alusion a la distribucién que posee la solucién, estu-
diando cuan fiel es la ley de la aproximacion X" con respecto a la ley de la solucién X. De esta
forma, se dird que un esquema de aproximacion converge débilmente con orden «, si para cada
funcion g € C%(R) se tiene

[Elg(Xr)] - E[g(X7)]| < C8;". (2.28)
Donde al igual que en la convergencia fuerte, o representa la tasa de convergencia del esquema

de aproximacion. Sin embargo ahora a medida se refina la particion, la ley de la aproximacién
se parece mas a la de la solucidn.
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El primer método que se estudia es el esquema de Euler Maruyama, el cual consiste en una
adaptacion del método de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) a ecuaciones
diferenciales estocdsticas (SDE). El método fue acufiado por el matemaético japonés Gisiro Ma-
ruyama, razon por la cual, el esquema lleva su nombre.

Definicién 2.1.31. Para toda particion 0 =1y <t < ... <t, =T, conn € IN, se define el esquema
de aproximacion de Euler para la SDE (2.18)

1 rd .
X" =X, + / br(s)ds + / Y o (s)awi', 1<k<d; (2.29)
0 0 i=1

con
n—1
bu(t) = Z b(tkvxt’Z)]l[fkathrl[(t);
k=0

n—1
Gn(t) = Z G(tk7XtZ)]1[lk,tk+1[(t)‘
k=0

Este esquema se caracteriza por presentar bajo las hipotesis

lo(s,x) — o (t,y)[|* + |b(s,x) — b(t,y)[* < L(|t —s|* + |x —y[*); (2.30)
o (t,2) 1>+ b(s,y)[* < L3; 2.31)

una convergencia fuerte

P
E[ max |X; — X!'|"] < C8;2, (2.32)

0<t<T

como se prueba en [3]. Ademds, si b € %”T(l)(]Rd) ya=o00' € f%”T(l)(]Rdxm), es decir, son
funciones Holder continuas de pardmetro /, y existe A > 0 tal que para cada & € RY

d
Y &a(t,x) &> AlE|, VY (t,x)€[0,T] xRY. (2.33)
i,j=1

Entonces el esquema presenta un convergencia débil, para toda funcién g € Cl% (Rd),

E[g(Xr)] - E[g(x})]] < /. (2.34)
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donde

y 0, es su tamafio de paso, como se prueba en [4] (pagina 460, Teorema 14.1.5).

Ejemplo 2.1.39. Al recordar el Ejemplo 2.1.37, se tiene que el esquema de aproximacion de
Euler Maruyama para la SDE (4.5) viene dada para cada particion 0 =79 <t <...<t, =T por

Xl?—i—l = Xl? +le?(tk+1 _tk) +gXI?<VVtk+1 - Vka)

Ademas, de forma analoga para el Ejemplo 2.1.38, se tiene que el esquema de Euler Maruyama
para la SDE (4.6) viene dada para cada particion 0 =ty <t} < ... <t, =T por

XI?—H — Xl:l +bXI?(tk+1 = tk) + G(Vvtkﬂ - ‘/Vtk)

El segundo método que se estudia es el esquema de Milstein, el cual corresponde a la gene-
ralizacion natural del esquema de Euler Maruyama, puesto que ambos pertenecen a una familia
de esquemas de aproximacion, llamados Métodos de Taylor (ver pagina 286, [4]). Siendo el es-
quema de Euler Maruyama el esquema de Taylor hasta orden uno, mientras que el esquema de
Milstein corresponde al esquema de Taylor hasta orden dos.

Para definir el esquema de Milstein, es necesario introducir primero algunos operadores.
Estos vienen determinados por dos funciones b € C>!'(R¢,RY) y o € C>!(R4,R¥"™), y se
definen por:

a d 1 d m 2
% 8—t+k; "a o +§kzz’1,zl Ok jOLj5 11" (2.35)
.4 P
J — N
& kzl Oy (2.36)

con j€{1,2,...,m}.

Definicién 2.1.32. Considere una particion 0 =ty <t <...<t, =T € R. Se define Vn € IN el
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esquema de Milstein de aproximacién numérica, para la SDE (2.18)

t t d . t m . )
XM =Xo+ [ hisds+ [ Y ot pawi+ [ ( Y 2ighis)
0 0= 0

J1,j2=1

con
n—1
by(t) = Z bt X1 ) Ly 1 (0)5
k=0

n—1
on(t) = Z G(fkyxt:)]l[tk,tkﬂ[(t)'
k=0

Este esquema se caracteriza por presentar bajo las hipotesis
|b(2,x) = b(t,y)| < M [x—y;
||/ (2,) = 07! (1, 9)|| < Ma|x—y;
2209 (1,x) — L2067 (1,y)|] < Mslx 1

|b(t,x)| + |-L7b(t,x)| < Ma (1+|x]);
o1 (t,x)|| +]]L707 (t,x)|| < M5 (1+|x]);
Hfj.>fj26j1 (t,x)H < Mg (14 |x|);

[b(s,x) — b(t,x)] < My (14 |x|) |s — 1] 2
|67 (s,%) — o7 (£,%)| | < Mg (1+ |x]) |s — 1] ;

2267 (5,6) — L260 (1,3)|| < Mo (14 |x]) |s — 1]}

con j€{0,1,...,m}y ji,j» € {1,...,m}; una convergencia fuerte

E[ mix |X; —X/'|]] < C0,.

0<t<T

Como se prueba en [4] (pagina 350, Teorema 10.3.5).

S . .
AW | aw2;
(s)

(2.37)

(2.38)
(2.39)
(2.40)

(2.41)
(2.42)
(2.43)

(2.44)

(2.45)
(2.46)

(2.47)

Ejemplo 2.1.40. Al recordar el Ejemplo 2.1.37, se tiene que el esquema de aproximacion de
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Milstein para la SDE (4.5) viene dada para cada particion 0 =1y <t; < ... <t, =T por

1
Xl?Jrl = Xl? +le?(tk+l _tk> +gXl?(VVlk+1 - Vvlk) + Egle? {(VVtkﬂ - VV,k)z - (tk+1 - tk)} .

Ademads, de forma andloga para el Ejemplo 2.1.38, se tiene que el esquema de Euler Maruyama

para la SDE (4.6) viene dada para cada particiéon 0 =1y <t} < ... <t, =T por

Xiv1 =X 06X (te — 1) + oWy, — W),

De esta forma, se poseen las herramientas necesarias para trabajar numéricamente con SDE
como (2.18). Sin embargo el siguiente ejemplo extraido de [4], resulta inquietante dada la natu-

raleza de sus coeficientes.

Ejemplo 2.1.41. Sea W un Proceso de Wiener real, entonces la SDE
dz, = —%Z, dt +iZ; dW,, t€[0,T]
2y = 20,
tiene tnica solucién, dada por
Z: =20 e
En efecto,

Z; =70 €™ = z0 (cos(W,) +isin(W})).

Luego al utilizar la férmula de It6 se obtiene que
t 1 t
sin(W;) = sin(0) +/ cos(Ws)dW; — E/ sin(Ws)dss
0 0
t 1 t
cos(W;) = cos(0) —i—/ sin(Ws)dW; — 5/ cos(Wj)ds
0 0

de donde se concluye que

Z =2 (1—%/(; (cos(Ws)+isin(M))ds+i/()t (cos(WS)—l—isin(Wy))dWs).

1 t t
=20— =< / sts + l/ ZSdWS'
2 Jo 0

(2.48)
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Este ejemplo a pesar de ser muy elegante, genera muchas interrogantes, como lo son:

= El sentido de derivada de un proceso complejo, el cual no se menciona en el ejemplo, pero
restringe considerablemente la regularidad que debe presentar el proceso.

= La generalidad de esta extension, es decir, si toda SDE a valores complejos se puede reducir
tan sencillamente a un sistema real, doblando su dimensién para poder aplicar los resultados
clasicos.

= Se cuestiona si considerar un Proceso de Wiener real es adecuado para definir un proceso
estocastico complejo.

= Se cuestiona como resultan los esquemas de aproximacion, y si son atin validos.

= Se cuestiona si las hipotesis de los resultados sobre SDE’s reales se mantienen para SDE
a valores complejos, como lo son en el caso de la formula de 1t6 y la convergencia de los
esquemas numeéricos.

Para resolver estas interrogantes la literatura presenta adaptaciones del Calculo de It6 al
campo de los nimeros complejos, siendo [7] y [2] las mas significativa. Ambas extienden el
calculo de It6 centrando su atencién en martingalas conformes; con el propdsito de probar su
comportamiento trayectorial. Sin embargo no utilizan sus resultados para desarrollar un andlisis
sobre ecuaciones diferenciales estocdsticas en el cuerpo de los nimero complejos.

2.2. Derivada de una funcion de variable compleja

Los numeros complejos tuvieron su primera aparicion en el siglo XVI generando recelo y
controversia, dado que su interpretacion carecia de sentido para los matemaéticos de ese tiempo.
Uno de los primeros en dar utilidad o significado a estos nimeros fue René Descartes, quien
postulo que “ciertas ecuaciones algebraicas solo tienen solucion en nuestra imaginacion" acu-
nando el termino “Imaginarias", para llamar a dichas soluciones. Sin embargo fue la contri-
bucién de Euler y Gauss las que solventaron un mayor entendimiento, generando de esta forma
una aceptacion comin a los numeros complejos. Lo que permitié a matematicos como Riemann,
Cauchy y Weierstrass construir las bases del andlisis complejo.

Si se considera el conjunto R? con las operaciones dadas para cada (x,y1), (x2,y2) € R?,
por

+ 0 (x1,y1) + (x2,32) = (X1 +x2, y1 +2)s (2.49)
(x1,y1) - (x2,¥2) = (X122 — y1y2, X1Y2 +X2)1)5 (2.50)
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se tiene que la tupla (IR, +, -) es un cuerpo. Esto es, la operacién (2.49) es asociativa, conmutati-
va, tiene elemento neutro (x,y2) = (0,0) y opuesto (x2,y2) = (—x1, —y1). Ademés la operacién
(2.50) es asociativa, conmutativa, distributiva, tiene elemento neutro (x,y2) = (1,0) e inverso

(x2,y2) = (x1 ’y1) Dicho cuerpo se denota por C, es llamado cuerpo de los complejos, y sus

elementos z = (x,y) € C se dicen nimeros complejos.

Definicion 2.2.1. Todo nimero complejo de la forma z = (0,y), es llamado imaginario. Ade-
mas, la unidad imaginaria se denota por i = (0, 1).

De esta forma, como todo nimero real x se representa biunivocamente con un nimero com-
plejo (x,0) se puede escribir cualquier nimero complejo z de la forma
z=(x,y) =x+iy.
para el cual se define:
= Su parte real: Re(z) = x;
= Su parte imaginaria: Im(z) =y;
= Su conjugado: ¥ = x — iy;

» Sumddulo: |z| = Vzz" = /x

Es importante considerar que por construccién, C es un isomorfismo de R?, de donde el
moédulo de un nimero complejo coincide con la norma euclidiana. Esto es, para cada z,w € C,
se tiene que

n |z =0<=z=(0,0);

» VaeR:|az|l=

= 2wl <z +[wl.

De esto, se tiene que el mddulo de un nimero complejo genera una distancia, dada para cada
z,w € C por

d(z,w) =|z—wl|.
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Es mds, gracias a la formula de Euler, la cual permite escribir cada nimero complejo z = x + iy,
de la forma

2= |z[e"® = |z|(cos(9) +isin(@)),

donde el valor ¢ viene dado por:

arctan(2) sio x>0
arctan(2)+7 si y>0,x<0
arctan(2) — 7 si y<0,x<0
¢ =Arg(z) = +7 si. y>0,x=0 ;
o si y<0,x=0

indefinido si y=0,x=0

\

se puede probar que para cada z,w € C, se tiene que

|lzw| = |z||w].

Avanzando el estudio del cuerpo de los nimeros complejo, es natural continuar el andlisis
con las aplicaciones que operan sobre €l. De esta forma, se dice que una aplicacién f definida
sobre un conjunto A C C serd una funcién compleja de variable compleja, si para cada z € A, le
corresponde un dnico valor complejo f(z) € C. Ademads si z = x+ iy, con x,y € R; la funcién f
se puede descomponer en

f(2) = u(x,y) +iv(x,y)

donde u,v son dos funciones reales definidas sobre R? y representan la parte real e imaginaria
de la funcién f respectivamente.

Ejemplo 2.2.1. La funcién exponencial compleja exp : C — C viene dada para cada z =
x+iy € C, por

Ejemplo 2.2.2. La funcién seno complejo sin: C — C viene dada para cada z = x+iy € C,
por
eiZ+€—iZ

sin(z) = 3
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Ademas, La funcién coseno complejo cos : C — C viene dada para cada z = x+ iy € C, por

el —e K

cos(z) = >

Ejemplo 2.2.3. La funcién logaritmo complejo log : C — C viene dada para cada z =x+iy €
C, con z # (0,0) por

log(z) = log(|z|) +i(Arg(z) +2km), ke IN.
Como se ve, la funcion logaritmo complejo asocia a cada nimero complejo, infinitos valores
complejos, los cuales difieren sélo en su parte imaginaria por un multiplo entero de 27. Sin

embargo, si se restringe el argumento de z a su intervalo principal [— 7, 7], el logaritmo complejo
se convierte en una funcién univoca, denominada logaritmo principal, el cual es denotado por

Log(z) = log(|z]) + iArg(z), Arg(z) € [, x].

Junto con lo anterior, se destacan las siguientes propiedades que al igual que el logaritmo
real, presenta el logaritmo complejo para cada z,w € C.

= log(zw) = log(z) +log(w)
= log() =log(z) —log(w)
= Log(zw) = log(z) +log(w) £ 2mi

Ademas de las propiedades anteriores se destaca que para cualquier valor complejo z

exp(Log(z)) = -2
_ Jlog([2) yiare(2)

- ‘Z‘ei(arg(Z))

Sin embargo el reciproco no se cumple. Para esto se considera z = x+ iy, con y > 7, de donde
Log(e*) =log(e") +iArg(e®) = x+i(y — 2km) = z — 2kmi # z.

Por lo las funciones exponencial compleja y logaritmo principal complejo no son funciones in-
versas, pero al menos se satisface la condicién en un sentido.
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2.2.1. Derivada de una funcion holomorfa

Recordar que una funcién f : R — R es derivable en un punto x € R, si el valor

. flx+Ax) = fx)
Al;lcrgo Ax ’

existe. Donde dicho limite es la derivada de f en x y es denotado por f’(x). De misma forma, se
puede definir la derivada compleja, siguiendo la nocién anterior de derivada real.

Definicion 2.2.2. Sea A un abierto de C, una funcién f: A C C — C se dird derivableen z € A

si existe A
£(2) = 1im flet+B2)— f(z)

2.51
Az—0 YAV 4 ( )

Donde f(z) es la derivada de f en z.

En la definicion anterior, (2.51) se debe satisfacer independiente de la trayectoria con que
Az se acerque a cero, es decir, se debe cumplir para toda trayectoria. Esto no es sencillo de com-
probar dada la infinidad de caminos existentes. sin embargo al introducir el siguiente concepto,
su andlisis se hace més sencillo.

Definicion 2.2.3. Sea A un abierto de C, una funcién f: A C C — C se dice que es holo-
morfa en A, si f es derivable para cada punto z de A. Ademads, para cada punto z € A, se dice
que f es holomorfa en el punto z, si existe r > 0 tal que f es holomorfa en la vecindad B(z,r) C A.

Esto dice que para que una funcién compleja sea derivable en un punto debe ser holomorfa
en una vecindad de él. A partir de esto se puede definir la derivada de una funcién compleja y
las condiciones que debe satisfacer, en funcion de la regularidad de su parte real e imaginaria.

Teorema 2.2.1. (Cauchy-Riemann) Sea A un abierto de C y una funcion f : A C C — C, con
u=Re(f):R> — Ryv=1Imn(f): R? — R. Dado 7 = x+ iy, se tiene que f es derivable en
z si y sdlo si las funciones u'y v son diferenciables en (x,y) y verifican

du adv
a(xvy) :a_y(x7y)7 (2.52)

d d
a—z(m = 5= (ry). (2.53)
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Ademds, bajo lo anterior se tiene que

,\_ Ou adv _dv du
f(Z>_$(x7y)+J$(x7y)_a_y(x7y)_]a_y<x,y)' (254)

Observacion 2.2.1. Las ecuaciones (2.52) y (2.53) se conocen como ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Ademas, bajo dichas condiciones (2.54) caracteriza la definicién de derivada compleja
(2.51).

Para entender mejor que es lo que realmente exigen las condiciones de Cauchy-Riemann,
suponga las partes real e imaginaria de la funciéon f: A C C — C poseen segundas derivadas,
estoes, u,v e C? (A). Luego, si f es holomorfa, se satisfacen la condiciones de Cauchy-Riemann,
de donde

Pu, P
dxz  dy?

_d (du
—$($)+
_d [dv
~%(%)-

=0.

Au:=
du
dy
adv
ox
Condicién que cumple de forma andloga la parte imaginaria v de f en todo punto de A. La

regularidad asumida de las funciones u, v no son restrictivas ni mucho menos antojadizas, puesto
que la familia de funciones f: A C R" — R € C?(A) que satisfacen la Ecuacién de Laplace

g
dy
9
9y

naZf
Af =) — =
=y 5a=o

en todo punto de A, son llamadas funciones armonicas, la cuales se caracterizan por ser infinita-
mente derivables en cada punto de A. De esta forma, se tiene que para que una funcién compleja
de variable compleja f : A C C — C sea derivable en un punto z = x + iy € A, esta debe ser
holomorfa en z, es decir, tanto su parte real u : R — R como su parte imaginariav: R? — R
deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann y por lo tanto ser armdnicas, o equivalen-
temente, infinitamente derivables en una vecindad del punto z, lo cual es una condicién muy
restrictiva y pocas familias de funciones cumplen.
Para argumentar la observacion anterior se ilustra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.4. Las siguientes funciones no son satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

= flz)=2"

= f(2) =1Im(z);

= f(z) = Re(2);

= f) =l =2z
= fz) =lz].

Del ejemplo anterior se destaca que 4 de las 5 funciones mostradas son funciones real valua-
das. Situacién que es ain mds critica, esto es, al considerar una funcién holomorfa f: C — R,
se tiene que la parte imaginaria v de la funcién es nula y f(z) = u(x,y). De esta forma las
ecuaciones de Cauchy-Riemann entregan que,

au_av_o du av_O

dx dy dy ax
de donde u debe ser constante. Esto dice que las tinicas funciones de variable compleja a valores
reales, derivables en el sentido del cdlculo complejo usual son las funciones constantes.

Lo anterior impide considerar el calculo complejo estandar, puesto que las funciones que
permiten cuantificar el error asociado a un esquema numérico son real-valuadas, y para aplicar
la Férmula de 1t6 (2.17), dichas funciones requieren ser derivadas. Esto motiva buscar una forma
de poder derivar una clase mayor de funciones complejas y no sélo las holomorfas; extendiendo
la definicién que se tiene de derivada compleja. De estd forma, la literatura presenta como opcion
ya existente el calculo de Wirtinger, por lo que se estudiard su nocion de derivada y estructura
que genera.

2.2.2. Calculo de Wirtinger

El célculo de Wirtinger, es el campo del andlisis complejo que se genera por la introduccién
de los operadores de Wirtinger en el aiio 1926, por el Matematico austriaco Wilhelm Wirtinger.
Su trabajo buscaba simplificar los cdlculos generados al trabajar con funciones complejas de
varias variables complejas. Estudio que ya habian realizado los matematicos Henri Poincaré y
Dimitrie Pompeiu, quienes al igual que lo hizo Wirtinger entendieron el rol que pose la variable
conjugada compleja en el proceso de derivacion de una funcién compleja de variable compleja.

Los operadores de Wirtinger cumplen la funcién de derivada parcial para funciones comple-
jas de variables complejas, las cuales se entienden en dependencia tanto de la variable compleja
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como de su conjugada. Ademads su definicion es menos restrictiva, permitiendo derivar una clase
mayor de funciones.

Definicion 2.2.4. Sea A un abierto de C y una funcién f: A C C — C. Si se escribe f en
dependencia de z y z*, es decir,

f(z,2°) = f(2) = g(x,y) = u(x,y) +iv(x,y),

se pueden definir los siguientes operadores

._af_l Jg .dg.

o, f = P 2(_8)6 _l_8y)’ (2.55)
__8f_1 Jg  .dg.

az*f = _az* = 5(_8_)( +l—ay), (256)

donde las derivadas %, 98 significan
dx’ dy

dg  du dv
Z— a-}-la,
dg du dv
a—y—a—y+la—y.

Notar que los operadores d,, d» no imponen la necesidad de que la funcién f sea holomorfa
para que existan sus derivadas, s6lo basta que la funcidn sea diferenciable en los ejes candnicos
de R?. Ademds se destaca que de su definicién se obtiene rapidamente que

= O ft = (azf>*;
= O f" = (az*f>*
Por otra parte, dichos operadores conservan las propiedades de derivada parcial presentes en

IR?, considerando como variables independientes a z y z*. Esto es, dado un abierto de A C C'y
dos funciones f,g: A C C — C, se tiene que:

w d,z=0,7"=1;

= 07" =0,2=0;

» J(af+Ag)=ad.f+Adg, Va,Ae€R;

m d(af+Ag)=adsf+Ad+g, Vo,A€R.
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Por ultimo, si se aplican los operadores a la composicion de funciones, se presenta la regla
de la cadena:

“ 0g0f) = (Eor)af+(or)ar:

» 0lgof) = (For)oes+ (FEor)oer

Pruebas de las propiedades anteriores se encuentran en [5], de donde se extrae todo el conte-
nido presente en esta subsubseccion. Sin embargo el cometido de ésta es formular los conceptos
basicos del cdlculo de Wirtinger y generar la intuicion para poder utilizar estas herramientas. Es
por esto que se evitan demostraciones y se enfatiza en la manipulacion de los operadores (2.55)
y (2.56).

Ejemplo 2.2.5. Si se considera un abierto A de C y la funcién f: A C C — C, dada para todo
z=x+1iy € Cpor f(z) = Re(z) = 3(z+z*), las propiedades mencionadas anteriormente dan
rapidamente que

dRe(z)

1 dRe(z) 1
oz 2

’ azx 2
Lo cual se comprueba al notar que Re(z) = g(x,y) = x. Luego

Jg

— =1 0.
ox

) a_y =

De esta forma, gracias a la definicién del operador de Wirtinguer (2.55), se obtiene:

ORe(z) 1(ds .dg\ 1., (_1
9z _2( 5y ) =217 0=5

y al mismo tiempo se concluye que

ORe(z) 1 (g g\ _
o7 2\ax oy

Por otro lado, si se considera la funcién f dada para todo z = x+ iy € C por f(z) = Im(z) =

2(z—2z"), de misma forma se tiene que:

dIm(z)

1 dIm(z) 1
dz 2’ dz* 2
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Ejemplo 2.2.6. Si se considera un abierto A de C y la funcién f: A C C — C, dada para todo
z=x+iyeCpor f(z) =|z| = (zz*)%, se tiene que:

o 1 ol 1z
dz 2z dzt 2z

En efecto, dado que |z| = g(x,y) = /X2 +y2, se tiene que
dg 1 2x Jg 2y

— =

ox E(xz +y2)3 dy (x2 +y2)3

De esta forma, gracias a la definicién del operador de Wirtinger (2.55), se obtiene:
dlzl 1 [/dg .dg 1/ x _y) 1z
— === |==|==i=)=z—.
dz 2\ dx dy 2\ z| 7| 2 |7
Ademads, de manera andloga se concluye

dlzl 1 (dg .3g)_1(x ,y)_lz
8z*_2<8x+18y » lz|+l|z\ 207

Por otro lado, si se considera la funcién f dada para todo z = x+iy € C por f(z) = |z|> = zz*,
de misma forma se tiene que:

>, dz*
0z — adzr

Junto con las propiedades ya mencionadas, un resultado interesante se logra al componer
los operadores de Wirtinger, es decir derivar en sentido Wirtinger una funcién compleja con
respecto a ambas variables independientes z y z*.

Proposicion 2.2.1. Sea A un abierto de C, dos funciones f :ACC—Ryg:ACRxR—R
de clase C*(R) (Ver apéndice A) tal que f(z) = g(x,y), ¥ z=x+ jy € A. Entonces

1
0,0 f = 00, f = ZAg-

2 2
donde el operador Laplaciano A, corresponde a A = (Ec) + ((%) .
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Demostracion. De una parte, al desarrollar los operadores de Wirtinger, se tiene:

B Jdg .dg
0,20 (3 (55 -755))
dg .
(5) -7 (ay)]
g . 9%\ .1
ox? Jay,-axi 2

A= A= N= N =
NS
*

| — R —

N =

0%g d’g d’g  IJ%g
02 +J dydx; ]8xzr9yl * dy? )

((9_28 9_28)
ox?  dy? )
Andlogamente, se obtiene por la otra parte que
_ o (1 (dg , .9
&z,‘az;‘ - az,' (E (a_xl +J9_yi)>
dg dg
(5) + (5)

1(% %\ 1( % %
S/ o | U —— -5
ax dy;0x; 2 \ dx;dy; dy;

ag_. 9%g . 9%g +92g
8xl.2 Jayiax,- Jaxiayi 8yl-2

3_28)
).

De donde se concluye. [

| —

—_—

‘Q)
Do
<ol og
+
QL
=

e e N I S
/\/\f—'

NS
%1

Finalmente, queda entender la relacidn presente entre estos dos tipos de derivacion, es decir,

derivada de Wirtinger y clasica. Para eso se reescribe las condiciones de existencia de la segunda
en términos de la primera.

Proposicion 2.2.2. Sea A un abierto de C, una funcion f :A C C — Cy z un punto de A. La
funcion f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z si 'y solo si

o f(z) = 0. (2.57)
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Lo anterior dice que f es holomorfa si y sélo si no depende de z*, es decir, s6lo depende de
z. Ademds cabe mencionar, que a la restriccion (2.57) también es llamada condicion de Cauchy-
Riemann.

Por tltimo, se muestra que si una funcién presenta la regularidad para que su derivada clédsica
exista, entonces ésta coincide con su derivada de Wirtinger. Esto es, dado un abierto A de C, si
una funcién f: A C C — C es holomorfa en un punto z de A, entonces

9.f(z) = f'(z),

donde f’ corresponde a la derivada compleja cldsica (2.51) de la funcién f y el operador 9, co-
rresponde a la derivada de Wirtinger (2.55). De donde se concluye que el concepto de derivada
de Wirtinger generaliza la derivada cldsica para funciones complejas de variables complejas.
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Calculo de Ito en C

3.1. Procesos estocasticos en C

En consecuencia con la notaciéon de nimero complejo z = x + iy, se denota un proceso esto-
castico complejo dado para cadat > 0 por

Z =X, +1iY;,
donde X e Y son procesos estocasticos reales.

Definicion 3.1.1. Un proceso estocéstico evaluado sobre los complejos W es un Proceso de
Wiener complejo si su parte real Re(W) y su parte imaginaria Im(W) son Procesos de Wiener
reales independientes.

De la definicion anterior se destaca que el proceso W es un Proceso de Wiener si y sélo si
(Re(W),Im(W)) es un Proceso de Wiener real de dimension dos. De esto se tiene que todas las
propiedades vistas para Procesos de Wiener Reales se presentan en las componentes reales e
imaginarias de un Proceso de Wiener complejo. Dentro de esas propiedades existe una forma
sencilla caracterizar un Proceso de Wiener.

Teorema 3.1.1. (Caracterizacion de Lévy)
Sea M = {(M! ,M?,....M%),t > 0} un proceso (.Z.) adaptado R? valuado, con trayectorias

continuas. Entonces M es un Proceso de Wiener si y solo si se cumplen las siguientes condicio-
nes:

i) Paracadak=1,2,...,d, el proceso M* = (MF,t > 0) es una (.F.)-Martingala real;

ii) Paracadai,j<dyt >0 la covariacion <Mi,Mj>t = 0; jt.

73
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El resultado anterior es muy importante en el cdlculo estocdstico, y su aplicacion al caso de
procesos complejos permite caracterizar de forma sencilla los procesos de Wiener complejos.

Observacion 3.1.1. Considere un Proceso de Wiener complejo W y un escalar ¢ € C tal que
|c| = 1. Entonces existen dos Procesos de Wiener reales independientes W' W? y escalares
a,b € R tales que

a b

= +1 .
Va2 +b? Va2 +b?

Si ahora se define W = ¢W ,a través de un célculo sencillo se obtiene

W=w'+iw? ¢

. b wl—pw?2 bWl 4aw?
W:(W1+iW2)( ¢ ) ¢ 2 ta

+i = +1 :
Va2 + b2 a*+b? Va2 +b? Va2 + b2

De donde es claro que tanto la parte real Re (W), como la imaginaria /m (W) son martingalas
con trayectorias continuas iniciadas en cero y satisfacen que para cadat > 0,

- " aW!' —bW? aw!' —pw2\ A (WL W) +b* (W2 W)
<R€(W),R€(W)>t—< \/a2+b2 ) \/02+b2 >,;_ a2+b2

bW 4 aW? bW1+aW2> P (WLW), +a (W W),
t

(i () 1 (7)), = {2 P Jiaa i

. " aW! —bWw? W' 4 aWw? ab(W', W) —ab(W? W?)
(Re (W) 1 (W), = (2 L) — ;
as+b ac+b- /, as+b

lo cual se obtiene al hacer uso de la independencia de W' y W2, Esto muestra , en particular,
que al hacer uso del teorema de caracterizacién de Levy (Teorema 3.1.1), cW es un Proceso de
Wiener complejo.

Como se ve, los procesos de Wiener complejos mantienen la estructura real, presentando sus
propiedades que lo caracterizan. Sin embargo, el Proceso de Wiener complejo es particularmente
interesante debido a que se encuentra en la frontera de un comportamiento recurrente y de uno
transiente, esto se muestra en [2] y se debe a que por un lado las trayectorias de un Proceso de
Wiener son densas en C; mientras que por otra parte, la probabilidad de que una trayectoria de
un Proceso de Wiener tome un valor dado @ € C es cero. Estas propiedades hacen del Proceso de
Wiener complejo un proceso unico, cuyas propiedades pueden ser muy utiles en la modelacién
matematica.
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3.2. Martingalas y calculo de It6 en C

De la definicidn de proceso estocdstico complejo y de martingala multidimensional, se puede
extender los espacios de martingalas presentados en el caso real valuado. Considerando ahora
martingalas a valores complejos.
Definicion 3.2.1. Se definen los espacios de:
= martingalas complejas cuadrado integrables iniciadas en cero

M§(C) := {M =M"+iM?* | (M",M?) € MF(R?)}.
= martingalas locales complejas iniciadas en cero
ME<(C) o= {M =M +ivd? | (', M) € ME<(R?) }

De donde es claro que si M € M3(C), entonces M* € M3 (C). Analogamente, si M € MY¢(C),
entonces M* € MY¢(C).

Ejemplo 3.2.1. Un Proceso de Wiener complejo W es una martingala compleja cuadrado inte-
grable iniciada en cero, es decir, W € MZ(C).

Esta construccién de martingalas complejas permite recuperar importantes resultados pre-
sentados para su andlogo real. Dentro de ellas, se muestra a continuacion el caso de la desigual-
dad p.

Lema 3.2.1. Sea M; = M} +iM? € M3(C). Entonces para cada 1 < p < os,

| s M17] <GB M.
0<t<T

Demostracion. Se desarrolla la martingala local en su parte real e imaginaria, para luego aco-
tar el moédulo por el valor absoluto de su parte real e imaginaria, para finalmente utilizar la
sublinealidad del supremo y la linealidad de la esperanza. De esta forma,
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| sup pl?| | sup !+ PP
0<t<T 0<t<T

<CE | sup {|M}|p+|M,2|P}}
L0<t<T

<G| sup M1+ sup (MY
L0<t<T 0<t<T

— Gy | sup Wi | 4| sup EY)

L0<t<T 0<t<T

Luego, aplicando el teorema de desigualdad p real (Teorema 2.1.5) a M' y a M?, se tiene que

E i <e (<2 Bl vc, (—2—) Bz
sup |M;| ==\ p 1 “T”+ppl [|T’]

0<t<T -
_c. [P pE[|M1‘p+|M2’p}
—Lp p—1 T T
<20, (—2— P]E[|MTV’]].
>0y p—1

]

La construccién del cdlculo de It6 presentada en el la seccién 2.1.3, motiva extender la
metodologia e introducir una integral indefinida sobre martingalas complejas, para lo cual se
necesita un nuevo proceso braket que opere sobre €stas. La construccion de este nuevo proceso
bracket resulta natural bajo la definicion real (2.13) y operando segun la regla de signos de los
nimeros complejos, es decir, dados dos martingalas complejas M = M! +iM?> y N = N! +iN?,
se tiene que

(M,N); = (M" +iM? N' +iN?),
= (M',NY), — (M?,N?), +i(M* N, +i(M' ,N?),,

de donde se nota que el proceso braket se extiende a martingalas complejas manteniendo las
mismas propiedades presentadas en la observacién 2.1.3 y en el teorema 2.1.6 como se muestra
a continuacion.

Teorema 3.2.1. Sean M y N dos (%,)-martingalas (martingalas locales, resp.) complejas, con-
tinuas cuadrado integrables (acotadas, resp.). Entonces el proceso (M,N) es el uinico proceso
continuo (#,)-adaptado de variacion localmente finita, tal que (M,N)o =0y MN — (M,N) es
una (%,)-martingala (martingala local, resp.).
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Demostracion. Se obtiene directamente de la bilinealidad del procceso bracket y del resultado

para martingalas reales (Teorema 2.1.6).
O

De esto, se puede extender también la desigualdad BDG, el cual como se verd en el préximo
capitulo serd uno de los resultados més utilizados, para demostrar la convergencia de esquemas
numéricos.

Lema 3.2.2. Sea M; = M +iM? € ]Méoc(([]), entonces para cada 1 < p < ooy tiempo de parada
T>0
P
E { sup |M,|P] <C,E [(M,M*ﬁ] .

0<t<T

Ademds si M es continua, entonces la potencia p vive en (0,00).

Demostracion. Se desarrolla la martingala local en su parte real e imaginaria, para luego aco-
tar el médulo por el valor absoluto de su parte real e imaginaria, para finalmente utilizar la
sublinealidad del supremo y la linealidad de la esperanza. De esta forma,

E{ sup |M,|p] :E[ sup |Mt1—|—th2|p]
O<t<T 0<t<T

<GE| sup {|M}|P+|ME|P}]
10<t<T

<CE| sup M)+ sup errP]
L0<t<T 0<t<T

=C,E| sup |M,1|p} —i—CPE[ sup ]Mtzlp} :
L0<t<T 0<e<T

Luego, aplicando el teorema BDG real (Teorema 2.1.7) a M' y M?, se tiene que
P
2

E |: sup ‘Mt’p} < 6pE |:<M1>T:| +6PE |:<M2>7g‘:| '
0<t<T

Asf al notar que 2 (M, M*) > (M") + (M?), se concluye que

~ p
E[ sup ywp] <2C,E [<M,M*>%}.
0<t<T
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Una consecuencia importante de este resultado corresponde a un simil del caso real, donde
dado un Proceso de Wiener real W se tiene que

E [|W, —W,|*] = |t —s].

Propiedad que es utilizada para probar la convergencia de los esquemas de aproximacion, por lo
que es indispensable tener un resultado andlogo para el caso complejo.

Lema 3.2.3. Sea W = (W;,t > 0) un Movimiento Browniano complejo y 0 < p < . Entonces
para todo 0 < s < t, se tiene:

E[|W; —Wi[?] < Clr —s|*.

Demostracion. Al hacer uso del Lema 3.2.2, se tiene que

D
E (W —W,|"] < E { sup |Wr—Ws|”} < Gy [ (W, — We, (W~ W,)")/ |

s<r<t
=C,E [(W, W W, —Wj)g]
Por lo que si se denota W! := Re(W) y por W? = Im(W), se tiene que
E[|W: —Wyl?] <GB [((W,' =W, W! —=W') + (W7 — W7 W7 —W7)
—i (W =W W2 W2 i (W2 - W2 W) _WS1>)§}
—C,E [(<th CWLW W (W w2 _Ws2>)§} 7
donde para cada j € 1,2,

. ) . ) t Y )
<‘/VtJ_WY]7thJ_WSJ> = </ dWJ»/ dW]>
s s

t

r

De esta forma, se concluye
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E[|W; — W, [P] < 2C, |t —s|*.
[

Por otro lado, dado que el proceso bracket para martingalas complejas es de variacion finita,
al igual que en el caso real se puede definir su integral de Lebesgue. De esta forma, dada una
martingala compleja M € ]M(Z)((D), se dird que F es integrable con respecto a M si su parte real e
imaginaria son integrables con respecto a la parte real e imaginaria de M, es decir , si

Re(F),Im(F) € L*(M")N1L2(M?), (3.1)
donde el espacio de todas aquellas funciones que satisfacen (3.1) es denotado IL2(M).

De esta manera se puede introducir la integral indefinida con respecto a una martingala com-
pleja, bajo el funcionamiento de la integral con respecto a una martingala real.

Definicién 3.2.2. (Integral de Itd) Si M = M! +iM? € M3(C) y f € L?(M), la integral de Ito
de F con respecto a M, viene dada por

t t t
tl—)/fdes ::/fdes]-l—i/ fs dM?. (3.2)
0 0 0

Proceso el cual debido a su construccién esta en IM%((D). Ademids, si se considera M € ]Mé“(@)
y f € 2 (M), entonces la integral de It6 de F con respecto a M, viene dada por

loc
t t
t—s / FydM, := / F,dM®, (3.3)
0 0

donde ¥ € IN, 7, < n. Proceso que por su definicion es independiente de la sucecion localiza-
dora (7,),en y por construccion estd en MY¢(C).

Con esto se puede recuperar los grandes resultados para martingalas reales mostrados en
la seccion 2.1. Esto se logra al descomponer los procesos complejos en su parte real e imagi-
naria, para luego utilizar los resultados de martingalas locales reales, tal cual como ilustra el
Dr. Nic Freeman en [2]. Es por lo anterior que los resultados rescatados presentan las mismas
condiciones requeridas por su simil real. De esto, dado dos martingalas locales complejas M, N,
dos procesos progresivamente medible F, G y una constante & € C, que respetan las hip6tesis
mencionadas para el caso real se tiene:
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1 t
/ oF; dM; = Oc/ F; dM; (3.4)
0 0
t t t
/Fs—l—Gs a’Ms:/ K, dMs+/ G, dM,; (3.5)
0 0 0
u t t
/ Fv de +/ Fv de = / Fv de; (36)
0 u 0

t S t
/Fsd(/ G, dM,) =/ F.G, dM,: 3.7)
0 0 0

. . t
</ Fdes,/ G, st> :/ F,Gy d(M,N).; (3.8)
0 0 . Jo

IN\T 1
/ Fy dM, = / Fy dMgne: (3.9)
0 0

t s t
(/ Fdes> :/ E} dM;. (3.10)
0 0

De esta forma se genera una estructura robusta de integral sobre martingalas locales com-
plejas, que concuerda con la vista en el caso real. De esto se sigue la nocidn real y se considera
una semimartingala compleja como cualquier proceso Z dado para cada ¢ > 0 por

Zt :At+Ml‘7

donde A es proceso de variacién finita y M una martingala local compleja, de donde se define su
integral de It6 para toda funcién F € L (A) NIL(M) por el proceso

t t t
z»—>1t:/ F,dX, ::/ FsdAer/ F.dM,.
0 0 0

donde la primera integral corresponde a una integral de Lebesgue, mientras que la segunda es
una integra de It6 dada por (3.2). Ademads, de su definicion se observa que el proceso / es una
semimartingala compleja.

Por otra parte, las herramientas presentes para martingalas locales complejas permite pro-
bar un resultado que ademads de ser interesante permite simplificar la manipulacioén de estos
procesos, como se verd en el proximo capitulo.

Lema 3.2.4. Sea W = (W;,t € [0,T]) un Proceso de Wiener complejoy F € 1.2 (W), entonces

loc
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paratodo 0 <r <Ty2< p <o, setiene que

t
/Fdes
0

t
Demostracion. Dado que / F, dW, € MY, se procede a utilizar el Lema 3.2.2, de donde se
0

t p
| Faw,
0
_ N
<CE </Fdes,(/Fdes> > ]
0 0 .
R . ;
<G,E </Fdes,/Fs*dWs*> ]
0 0 .

Luego al aplicar la propiedad (3.8), junto con remplazar el valor de la variacion cuadrética,
utilizar la desigualdad de Jensen (ver Ejemplo 2.1.14) e intercambiar las integrales, se obtiene

el resultado.
14
y 2 * 2
( [ IREaoww >s)

r 5
([ 1mPas) ]
0
2C, r N\ 5
< 2Cprg_l E {/ |Fs|pds}
0

gchr’z’—'/ E|[|F,|"]ds
0

p

E | sup

0<t<r

<G, [ BRI ds.
0

tiene que

p

E | sup =

0<t<r

sup
0<t<r

t
/Fdes
0

p

E | sup

0<t<r

<CE

—_

t
/Fdes
0

<2C,F

)
gzc,,T’z’l/O E[|F, 7] ds.

]

Finalmente se destaca una familia de martingalas complejas de gran importancia, la cual
viene caracterizada por su variacion cuadritica, y como se verd en las préximas subsecciones,
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posee fuertes propiedades para el estudio de las SDE complejas que procede.

Definicién 3.2.3. Una martingala local M € M¥¢(C) se dice conforme si

(M, M) =0.

Esta familia de martingalas es cerrada bajo la conjugacidn, es decir, si una martingala com-
pleja Z es conforme, entonces su conjugado Z* también es una martingala conforme. Ademas
su integral de 1t6 sigue siendo una martingala conforme, como lo muestra el siguiente resultado.

2

ine(M), se tiene que para

Lema 3.2.5. Dada una martingala conforme M y un proceso F € 1L
cada O <t < T el proceso dado por

t
/ Fy dM,,
0

es una martingala conforme.

Demostracion. El resultado se obtiene al aplicar la propiedad (3.8) y dado que M es una mar-
tingala conforme, De esta forma, para todo ¢ > 0, se tiene que

. . t
< [ Ram, | Fdes> — [ Fam.m),
0 0 . Jo

]

Ejemplo 3.2.2. Para todo 7 > 0, un Proceso de Wiener complejo W = (W;,t € [0,T]) es una
martingala conforme. En efecto, si se considera W = Wl +iw2, con WI,W2 dos procesos de
Wiener reales independientes, se tiene que paracada 0 <¢ < T

WW), = (W +iw? w! +iw?),
= (W wh, — (W2 W2, +i(W! w2, +i(w?w',
=r—t1
= 0.
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Ademds de esto, al hacer uso del lema 3.2.5, se tiene que para cada F € .2 (M), el proceso

t
/Fdes,
0

es también una martingala conforme.

3.3. Foérmula de It6 sobre funciones de variable compleja

Como se vi0 en la subseccion 2.1.3 la férmula de 1t6 es uno de los resultados fundamentales
del calculo estocastico, siendo indispensable para la construccidon de las ecuaciones diferencia-
les estocdsticas. Es por lo anterior, que para estudiar procesos de difusiéon complejos se necesita
recuperar la desigualdad de It6 (2.17) para martingalas locales complejas. Razén que motiva
esta subsubseccion.

Se comienza esta construccion, considerando en primera instancia la integral indefinida de
It6 a partir de un Proceso de Wiener complejo. De esta forma notamos que dado un Proceso de
Wiener complejo n dimensional W, sus variaciones cuadréticas vienen dadas por :

n (WLWKY, = (W5 (WHK, =0, Vike{l,...,n};
= (WL (W5 = ((WHLWE), =0, Vik
. <VV.17(W*)Z>I:<(W*)fawi>l:2ta Vizla"'an

De esta, si el interés radica en integrar procesos con respecto a un Proceso de Wiener complejo
en un intervalo de tiempo acotado [0, 7’|, se puede reducir el espacio de funciones integrables a

T
L2(0,T) := {F progresivamente medible | / F dw, < 00}.
0

Dicho espacio se denota igual que su andlogo real, pero dado el contexto en que se trabaja no se
generan problemas de notacion. Junto con lo anterior, las variaciones cuadraticas de un Proceso
de Wiener complejo permiten probar el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. Sean dos funciones f: C" — C y g: R" x R" — C tales que para cada
z=x+iy € C, f(z,2%) = g(x,y), y un Proceso de Wiener complejo multidemensional W, =
W +iW? Vi>0.85if¢c C;’z(]O,T[XC) en sentido Wirtinger, entonces

n n 2
(Wi, W, Z dWJ +2Z aa / (3.11)
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Demostracion. Como g posee segundas derivadas continuas, se puede utilizar la formula de It6

real (2.17), obteniendo

n n
Wl,Wf:Za—g 1’+Z 3y W {Z m
j=1 k=

W 1,j Wl k>

n . n 82 .
Lj 2.k 8 2,j wrlk
dW W + dW=" W
Z ayk . >t .ZZI ayjaxk < . >l
+ Zn: 9%y wek,
a)’]a)’k

Asi, al remplazar la variaciones de W y W*, se tiene

ﬁdw ’J+Z agdW V= zafd +;i gdt

1 /0 0 “1/0 0 ; ;
~y - (—g —z—g) (dW I 1 idw, ’J) +Y - (—g+ —g) (dW,l’J —ith2’J>
=12 \0dx; =12 \0dx; 9y
1 & d%g 1 & d%g
+ =) —=dt+=) —=dt
2]._2’1 ox? 2]._2’1 8)%
! l(ag dg ! 1(8g 8g> 1 & d%g 1 & d%g
=Y (== —iz= )dW/ + Y (== +i== |dW)]+2 ) —Sdt+=) —
jz‘12 dx;  Jx; s 2’12 dx; dy; : jzj&xz jzj&y
De esta forma, al recordar la definicién de derivadas de Wirtinger (2.55) y (2.56), se tiene que
d(g(W,', w?)) =dW, JqZ iy 28
(W', Z, L 3 )t+21;182 2; 5

Finalmente, al utilizar la proposicién 2.2.1 se concluye que,

n

A, W) Z j+zaz{kd( 228 0z
=193

Aqui es importante notar que dadas las variaciones cuadraticas presentadas por el Proceso
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de Wiener complejo, se puede escribir la ecuacion (3.11) de la siguiente forma:

n ' " ) ' ‘
H e W, Z 0z, dWJ f i+ 1 Z ? f d(W/ ,W?),
j=1 J
n azf 1 n azf ) -
o od W] * - J w*)/
+szlazjazz < ' 2 ; -’( ).>la

presentando una estructura similar a la formula de It real (2.17). Sin embargo, ain se puede
agregar la dependencia temporal a la funcién f, como también considerar en vez de un Proceso
de Wiener complejo cualquier martingala conforme, o si es posible cualquier semimartingala
compleja. El siguiente teorema esclarece todas estas dudas y presenta un fuerte resultado que
provee de un andlogo a la formula de It6 para funciones complejas.

Teorema 3.3.2. (Formula de It6)
Sea Z una semimartingala compleja y f : [0,T] x C — C una funcion de clase C;’Z (]0,T[xC)
en sentido Wirtinger. Entonces, para cada t € |0,T],

t t t

F(,2,77) :f(O,z,,z*)+/ ?(S,Zs,zj)dm—/ aa—f(s,Zs,Zj)dZs—l—/ aa—;(s,ZS,Zj)de
0

t92f

2 a 02

sy &g

2
(5,2, ZY)d(Z,2), 2/ aaf 52,20 d(Z",Z°),

+/O W(S,ZS,ZS)LHZ,Z U

Demostracion. Sean hy,hy : [0,T] x R?> — R tales que para cada (¢,x,y),€ [0,T] x Rx R
[t x+iyx—iy) =hy (t,x,y) +iha (t,%,y) .

Dada la regularidad de f, las funciones k1, h, pertenecen a C;’z (]0, T[X]RZ). De esta forma, al
denotar X; = Re (Z;) e Y; =Im(Z;) y a aplicar la férmula de It6 cldsica (2.17), paracadai € {1,2}
se obtiene,

h(£,X,, %) = hi (0,%,) +/ S XY, ds+/ S (s, X Vo) X, +/lah (5,X,,Y,)dY,
' 9%h; t 92h

2Jo a2 9xdy

fazh

+2 E

(5, X,, Ys) d (X, X) +/ (5, X,,Y,)d (X, V),

(5,X5, Ys)d (Y, Y), .
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Asi, al abreviar por H la expresion

ah1 ahz t(dhy .dhy
H= /( )(SXS,Y)dX +/ <a—y+ ay)(sX,,Y)dY

y abreviar por K la expresion

d%h,  9*h, t (9% 9%hy
2/ (axz )(S,Xs,Ys)d(X,X>S+/O (8x8y+lax8y> (5, X5, Ys)d (X,Y),

/ (&2h1 82h2) (5, X5, Y5)d (Y, Y),

se tiene que

{3k oh
H—/O (a—x+lax>(SXS,Y dX+/

hl ahz) 5,X,,Ys)dY,
dy

)2 2)) 6
1 ahl ahZ 8h1 2
+/0 2 (3_x+ Ox <_ a_y)) X5, Ys)d
(B Y
0 2 ax ! a_x S 8
_/ti %_i_.ahZ 8h1 X Y
02 ox lax y S S5
_ "1 (dhy  .dhy 8h1 al’lz
_/05(&x l&x_ ( ))(S7XS7YS X+ZY)
11 (Jdhy .Ohy ahl 8h2
* oi(xﬂx ( )) X, Yy)d (X —i¥)

SR

junto con
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&Zhl 82h2 ([ d%hy  9*hy 0%hy 9%y . .
-5, (5 +i%8 (5 +i5y) - (50 +i%52 ) Jxmai s,

82h1 82h2 2%hy . 9%*hy 0%h,  0*h , ,
/ ( =5 +2i (8x8y+18x8y) — < 9y +i PR )) (5,X,Ys)d (X —iY, X —iY),

/ 82h1 82h2 82h1 _82h2
tah o T T2 Tiop

) (5, X, Y,)d (X +iY,X —iY),

192 f 2f . .
=3 % Sunzazny [ L S A7),
——(t,Zs,,2:)d(Z,Z") .
+/0 azaz* (t7 §99 s) < ’ >s
Luego, dado que
f(t Zt7 ) hl (t XZ7YI)+lh2(t XZ7YI

=Y if—l( (0,x,y) +/ (5, Xs,Ys ds—l—/ = L (5, Xy, Yy) dX;

je{1,2}
+/ X Y)dY+1 "y (% v d (X X)
a S S 2 a 2 s S ’ s
1 9%h; 1 (1 0%h;
[ 5 (s,xs,ys)d<x,y>s+§/ G XS,Y)d(Y,Y>S).

Se concluye que
f(t7Ztaz;k) :f(O,Z7Z*)+H+K
to t 9 to
:f(OZZ* +/ a_f SZS’Z* dS+/ a_f SZS7Z* dZs+/ a_f S Zs;Z:)dZ:

zaZf

(5,25, 2)d (Z,2) + / 82f (5,202 d (2", 2"),
+2 (9 2 s Sy 2 s A

+/0 W(S,ZS,ZS)CZ<Z,Z >S.
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Es importante considerar que el resultado anterior a demds de extender la Formula de It6 para
semimartingalas complejas, muestra que el conjunto de semimartingalas complejas se cierra
bajo la aplicacién de funciones dos veces diferenciables en sentido Wirtinger. Esto al observar
el resultado de aplicar la férmula de It0, esto es su lado derecho, siempre es una semimartingala
compleja.

Ademas de lo comentado, existen consecuencias muy importantes y de gran interés que se
obtienen a partir de la formula de [td6 generada. Estos se presentan a continuacion en los ejemplos
y corolarios que proceden.

Ejemplo 3.3.1. Considere una funcién f : [0,T] x C — C analitica, i.e., % = (. Entonces,

como f € c,}z(]o, T[xC) se puede aplicar el teorema anterior para obtener, para una semi-
martingala compleja Z y t € [0,T]:

1 1
10.20,2) =1 020,250+ [ sz zyas+ [ 27,24z,
0 ot 0 dz

1 [t 9%f

5 | a—ZZ(S7ZS,Z:)d<Z,Z>s.

Ejemplo 3.3.2. Adicionalmente a las hipétesis del ejemplo anterior, si se considera Z; como una
martingala conforme, entonces se tiene que

t t
10.2.2) =000+ [ D sz.zas+ [ 252,202,
0 ot 0 dz

que en particular muestra la estrecha conexién entre las semi-martingalas conformes y las fun-
ciones analiticas en analogia con el caso real, donde las semi-martingalas estaban relacionadas
con funciones dos veces diferenciables.

Corolario 3.3.1. Dado T > 0y un proceso estocdstico Z definido para cada t € [0,T] por

t t t
z,:z+/ b(s,Zs,Z;‘)ds—l—/O oy (s,zs,z;)dws+/0 03 (5,25, 20 AW, (3.12)
o

donde z € C, W es un Proceso de Wiener complejo y las funciones b,01,0, : [0,T] x C — C
son tales que 1,0y € 1.2([0,T]) y b € L'([0,T]). Entonces, para cada funcion f : [0,T] x
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(Cx C) — C de clase Cg’z([O, T] x C), se tiene:

; raf . rof .
f(t,Zt,Zt):f(O,z)+/ —(s,Zs,Zs)dH—/ O (5,2,,27Vb (5, Z;) ds
0 ot 0 2z
‘9 19
+/ a—{ (5,25, 25 b (5, 25, Z2) ds+/ a—f (5,25, ) 01 (5,25, 27) AW,
taf * * * *
—|—/ (8,Z5,Z7) 02 (5,25, Z7) AW, —1—/ F (5,Z5,Z7) o7 (5,25, Zg) dW,
+/ L (8.20.25) 03 (5.2, 23) W, +2/ S (820201 (5.2,) 02(,2,2,) ds
o f
—|‘2/0 W(S7ZS’ZS>GI (S7ZSaZs)62 (S,Zs,Zs)dS

! azf " * 12 ) |2
‘|‘2/0 W{S,ZS,ZS)OGI (szSaZs)| +|62(S7ZX7ZS)| )dS

Demostracion. Se observa primero que, en forma diferencial, la dindmica conjugada de (3.12)
estd dada por

dz; =b" (t,2,,Z;)dt + oy (t,Z;,Z; ) AW + o5 (t,Z;,Z; ) dW;.
Luego al aplicar el Teorema 3.3.2, se obtiene que para toda funcién f: [0,7] x C — C de clase
C;’z((D) en sentido Wirtinger
) ) 1 d
10.2.7) = 10220+ [ D s.2.7)ds+ | a—f 620702+ [ 5L s z.z)az

2
o°f
+2 az

+/0 m(&zmzs)d@az )s

(5,20,2)d (2,2), 2/ (s 2,2)d(2",2°),

y se concluye el resultado como consecuencia de que
d(Z,Z), =401 (t,Z:,2) 02 (t,Z;, 2] ) dt,
d(Z*,Z"), =40y (t,Z:,Z;) 05 (t, 2%, Z] ) dt,
0(2.27), =2 (101 (5,2, Z) + |02 5,2, 7)) d.



Capitulo 3. Cdlculo de Ito en C 90

A partir del ultimo corolario se pueden deducir algunos ejemplos interesantes, que ademds de
los ejemplos y resultados anteriores realzan el significado de la férmula de 1t6 (Teorema (3.3.2)).

Ejemplo 3.3.3. Sea W un Proceso de Wiener real, entonces la SDE

1
dZ, = —=7;dt+iZ; dW;, t<|0,T
t 2 t +l t 1y E[ ) ] (3'13)
Zo = 20,
tiene tnica solucién, dada por
Zl‘ =20 eith.

En efecto, al utilizar la férmula de 1t se tiene
‘ . 1.
dﬂﬂzamﬂm@+§w%umuwh
. 1.
= ie dw, — Ee’W’dt
de donde se concluye.
Este ejemplo se contrasta con el Ejemplo 2.1.40, donde se muestra como se resuelve (3.13)

con el cédlculo de It6 real, siendo dicho desarrollo mucho mas engorroso que el utilizado en el
ejemplo anterior.

Ejemplo 3.3.4. Considere dos funciones continuas f'y g, un Proceso de Wiener complejo W'y
un proceso Z dado por

t t
L:/fﬁf/mm.
0 0

Entonces la férmula de 1t6 dice que
d(e#) = ¢4dz,
= &% (fdt + gdW;)
= &% fdt + % gdW,.
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Ejemplo 3.3.5. Considere dos escalares » > 0, o € R, un Proceso de Wiener complejo W y un
proceso Z dado por

dZt = —btht + de,
Entonces la férmula de 1t6 dice que
d(Z,e") = (be’”z,> di + " dz,

= (be”Z,)dt + € (—bZ,dt + cdW,)
= eb’GdW,.

Cumpliendo de esta forma el mismo comportamiento presentado en el caso real (Ver Ejemplo
2.1.33).



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales estocasticas en C

Este capitulo combina los resultados expuestos en el capitulo anterior para extender el con-
cepto de SDE de It6 al cuerpo de los nimeros complejos, siendo éste el cometido de este trabajo.
Mas especificamente en este capitulo se establece la familia de SDE’s a valores complejos que
se estudian, se analiza su existencia y unicidad, para luego proponer esquemas de aproximacion
basados en los métodos de Euler y Milstein reales y probar su convergencia.

Con el propdsito de trabajar con una SDE lo mas general posible, siendo estd un simil com-
plejo de la SDE (2.18), se considera la SDE dada para cada ¢z € [0, T] por
{dz, = b(t,Z)dt + & (t,Z,)dW, + 62(t, Z,)dW;* @

Zo = 20.

Donde los coeficientes son b : [0,T] x C — C, 6,62 :[0,T] x C — C, W es un Proceso de
Wiener complejo y zo € C es la condicion inicial del problema.

4.1. Existencia y unicidad

Hay que prestar atencidén que en el problema anterior (4.1), no se ha puesto ninguna res-
triccién bajo sus coeficientes, estando formulado de forma muy general, lo cual no asegura que
dicho problema se pueda resolver. Es por lo anterior que es imperativo reducir la generalidad del
problema y reducir la clase de SDE’s que se estudian a aquellas que cumplan cierta regularidad
en sus coeficientes, con el objetivo de que el problema (4.1) esté bien definido, es decir, posea
solucién y esta sea unica. Esto se especifica detalladamente en el siguiente resultado.

92
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Teorema 4.1.1. Considere los coeficientes b: [0,T] x C — Cy 6!,6%:[0,T] x C — C del
problema (4.1). Si existen Ly, L, > 0 tales que para cada z,w € C y ¥V s,t € [0,T],
2
‘Gk(t,z,z*) — o (s, ww")| +[b(t,2,2%) — (s, w,w")[F < L(Jt — 5P+ z—w]); (4.2)
Ke{l1,2}

|2 s |2 *
ol (t,2,2%)| +|o2(t,2,2)| + 1b(s,3,y")1> < L3(1+|2])%. (4.3)

Entonces la SDE (4.1) admite tinica solucion fuerte (Ver Definicion 2.1.29).

Demostracion. Si se considera el proceso dado para cada ¢ € [0,T] por,

2= my )2 P

y si ademas se define

W= ( fni?ézg ) e R?, b(t,7,) = ( ReEZ(;,?)) ) € R?,

. __( Re(c'(t,Z))) + Re(c?(t,2,)) —Im(c'(t,Z,))+1Im(c*(t,Z)) “
6(1,2) = ( Im(c'(1,2,)) +Im(c2(t,Z,))) Re(c'(t,Z,)) — Re(c2(1,2,) )632 2,

se puede escribir la siguiente SDE
7, =70+ / B(s, Z,)ds+ / & (5,2, )dW. (4.4)
0 0
La cual posee solucién tnica y bajo la aplicacion

(1 4);

entrega a Z, = Re(Z;) + i Im(Z;) como tnica solucién fuerte de la SDE (4.1). En efecto, la SDE
(4.4) tiene solucién unica:

(i) tomando L = 2v2max{L;,L,},

B(t,2)| = \/bl1,2)5(1,2) = \/Re(b(1,2))? + Im(b(t.,2))? = [b(1,2)| < L(1 + ).

Ademas, si se llama
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_ ( Re(6'(1.2,)) —Im(c'(1,Z))
§1(1.2) = ( Im(c'(1,Z:))  Re(c'(1,Z)) )
_ ( Re(0*(1,2))  Im(c>(1,Z,))
5i(2) = ( Im(62(t,2;)) —Re(0*(1,2,)) >
se tiene:
18(,2)|]2 < 118" [l + 11872

= \/2|Re

< \/2|o- (1,2)) > + \/2!62(I,Z)) 2
=V2(lo!(1,2))] + |6%(1,2))])

< L(1+|z]).

(ii) Bajo el mismo argumento anterior, se tiene:

[b(t,2) — b(t,2)| < |b(t,2) = b(z,2)]

Y andlogamente,

6(t,2) —6(t,2)| < V2(|a' (1,2) =6 (1,2)[ +]0°(1,2) — 07
<L|z—3|.
(iii) E[|Zo|?] = E[Re(Zo)?] + E[Im(Zy)?] = E[Re(z0)?] + E[Im(z0)?] < o.

(iv) Zo= ( Re(zg) ) es independiente de 7 (0).

(t,2)? + |Im(c 1(I,Z))Iz+\/2|1’?€(<72(t7Z))|2+Ilm(Gz(t,Z))l2

(t.2)1)

Luego de (i), (ii), (iii), (iv) y haciendo uso del Teorema 2.1.11 se asegura tnica solucién
fuerte de la SDE (4.4), con lo cual se prueba existencia y unicidad de solucién para la SDE

4.1).

]
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Ejemplo 4.1.1. Sea W un Proceso de Wiener complejo y dos funciones continuas. Entonces el
Teorema 4.1.1 dice que la SDE

{dz, = fZ,dt + gZ,dW;, YVt €[0,T] “s)

Zy=1,
posee tnica solucion

t t
Z,=exp(/0fds—|—/0gdWs>,

la cual se obtiene del Ejemplo 3.3.4.

Ejemplo 4.1.2. Considere un Proceso de Wiener complejo W, 1 € Ry 6,6 > 0, entonces el
Teorema 4.1.1 dice que la SDE

dZ; =0(u—2;)dt+o0dZ, Vte|0,T] 4.6)
2y =2y, '
posee solucion unica. En efecto, al utilizar el proceso auxiliar
Y, ¥ — il @.7)

se tiene que para cada r € [0,T]
dY; = —0Y;dt + o dW;.
Asfi al utilizar ejemplo (3.3.5), se tiene que
Y,e? = v,e? —I—/Ze_G”Gqu,
de donde
Y, = Y,e 0~ ‘+/ O—1) 5 aw,.

Asi, al recordar (4.7), se concluye que

=u+(Z;— e ’S+/ 0= Gaw,,.
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Resultando tener el mismo comportamiento que presenta el Proceso de Ornstein-uhlenbeck real
visto en el Ejemplo 2.1.33.

Ahora conociendo las condiciones necesarias para asegurar existencia y unicidad de solu-
cion para la SDE (4.1), se continua mostrando una propiedad muy importante que cumplen los
procesos de Itd que satisface (4.1).

Lema 4.1.1. Suponga Z = (Z;,t € [0, T)) solucién de la SDE (4.1). Si los coeficientes b, ', 6% €
C'2(]0,T[xC) en sentido Wirtinger, satisfacen:

b ( )| <My (1+1z]); (4.8)
[01(1,2,2)] < Mo (14 [2]); (4.9)
\6 )| < Mg (1+2)). (4.10)
Entonces para cada2 < p <oy 0 <r <T, se tiene que :
E | sup |Z|7| <K(p,r). 4.11)
0<t<r

Demostracion. Desarrollando Z y al distribuir el médulo dentro de las integrales, se tiene que

t t t p
E| sup |Z|P| =E | sup /b(s7ZS,Z;")ds+/ ol(s,zs,zj)dWer/ 0% (s,Z, Z)dW; ]
0<r<r 0<t<r|/0 0 0
' P t P
<C(p){ E| sup /b(s,ZS,Z;")ds +IE | sup /GI(S,ZS,Z;")dWS
0<t<r|/0 0<t<r|/0 |
o b
1 P
+E | sup / 02(s, 25, Z5)dW;
0<t<r|J0

J

g

I

Donde se procede a acotar cada uno de los términos I, con k € {1,2,3}.
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= Acotando /; : Se comienza distribuyendo el médulo a la p dentro de la integral, junto con
pasar el supremo de la integral a su limite superior de integracion. De esta forma, se tiene
que

_ t .
I} =T | sup / b(s,Zs,Z;)ds
_Ogtgr 0

t
<E|sup [ |b(s,Zs,Z)|Pds
| 0<r<r 0

<E / |b(s,ZS,Z;k)|”ds].
1 Jo

Se continua utilizando la hipoétesis (4.39), acotando la potencia de la suma por la suma de
las potencias; para luego integrar, tomar esperanza y acotar por el supremo. De esta forma se
tiene que

L<ME {/Or(l o |Zs|)Pds}
<@g e|["a+izpal

1
/ sup \Zt]pds] :
0 0<r<s

Asi, al intercambiar la esperanza con la integral, se tiene que

< Ci(p)Mpr+Ci (p)M] E

r

h<K(pr+Ki(p) [ E

sup |Z; ’p
0<t<s

ds (4.12)

= Acotando I; e I3 : Se comienza utilizando el Lema (3.2.4), de donde,
sup

p
0<t<r

gcl(p)/orlE[\ol(s,zs,z;)]”] ds.

L=FE

t
/ ol (s,Z, Z")dW;
0

Luego el resultado se obtiene al utilizar la hipotesis (4.40), acotar el cuadrado de la suma por
la suma de los cuadrados; para luego integrar, tomar esperanza y acotar por el supremo. De
esta forma se tiene que
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La(pml [ Bl(1+(Z]))ds

<GS, [ E[1+Zp)ds

-
< CUPICPMEr+CL(P)CPMECI(p) [ E | sup (77 ds.
0 0<t<s
de donde se obtiene
b <Ka(p)r+Kalp) [ E| sup Z| ds. (4.13)
0 0<t<s
Ademads, bajo el mismo procedimiento se tiene que
L < Ks(p)r+K3(p) / E| sup |Z|” | ds. (4.14)
0 0<t<s
Asi, de (4.12), (4.13) y (4.14), se obtiene que
E| sup 11| <Kip)r+Ki(p) [ B sup (]| ds 4.15)
0<t<r 0 0<t<s

Donde al aplicar Gronwall (Lema 2.1.12), se concluye que

~

E| sup [Z]”| <K (p)reF1®r =K(p,r).

0<t<r

Corolario 4.1.1. Sea Z = (Z,,t € [0,T]) solucién de la SDE (4.1). Si los coeficientes b, ', 6> €
C'2(]0,T[xC) en sentido Wirtinger, satisfacen:

b(t,2,2°)| < Mp (1 +2]); (4.16)
o (t,2,2°)| < Mg (1+12))s (4.17)
|6%(t,2,2")| < M2 (1+2]) (4.18)
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Entonces para cada2 < p <ooy0<r<t<T, setiene que :
E[|Z = Z|"] <K(p)|t —r]. (4.19)

Demostracion. Desarrollando Z y al distribuir el médulo dentro de las integrales, se tiene que

[t t t p
][/ AL /b(s,Zs,Zj)ds+/ Gl(s,ZS,Zj)dWs—l—/ 6% (s,Z, Z)dW; }
L r r

/szs,Z* }HE{ pl
]

Donde se procede a acotar cada uno de los términos I, con k € {1,2,3}.

celr]

t
/ o'l (s,Z,Z")dW;
.

~~

14)

+E|

.

t
/ 02(s,Zs, Z5)dW}

v~

J4]

= Acotando /] : Se comienza distribuyendo el médulo a la p dentro de la integral, junto utilizar
la hipétesis (4.16). Se continua acotando la potencia de la suma por la suma de las potencias,
se integra, se cambia el orden de la integral con la esperanza y acota por el supremo. De esta
forma, se tiene que
P
il |

<E U (s, 25, Z") |pds]

<M'E [/ (1+ |zs|)1’ds]

)48 s)ds

t
SM,‘;’]E[/ 1+|Zs!pds]
t
Sle]t—rH—Ml’:]E[/ |Zx|pds]
t
< Mfle—r|+ M} [ E[Z|)ds

<MJlt—r|+MJt—r|E

sup |Z,[" ] :

0<u<t
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Asi, al utilizar el Lema 4.1.1, se tiene que
I <Ki(p,r)|t—r]. (4.20)

= Acotando I, e I : Se comienza acotando por el supremo en [r,¢] y utilizando el Lema (3.2.4),
de donde,
|

u
/ ol (s,Zs, Z)dW,
.

t
L=E { / ol (s,Z, Z")dW;
r

SE[sup

r<u<t

|
§C1(p)/rtIE[‘Gl(s,Zs,Z:)’p] ds.

Luego se obtiene el resultado al utilizar la hipétesis (4.17); acotar la potencia de la suma por

la suma de las potencias; integrar, tomar esperanza y acotar por el supremo. De esta forma se
tiene que

L<CipMy [(E(1+Z]7ds

t
<Ci(p)Cap)Ml [ E[+1Z)ds

t
< Ci(p)Ca(p)ML, |t — 1|+ Ci(p)Ca(p)ML, / E | sup |Zu|p] ds.
r 0<u<s
Asi, al utilizar el Lema 4.1.1, se tiene que
L <K (p,r)|t—rl. (4.21)

De misma forma, es decir, bajo el mismo procedimiento se tiene que
I < K3(p,r)lt—rl. (4.22)

De esta forma, gracias a (4.20), (4.21) y (4.22), se obtiene que

E| sup |Z} —Z]|

<K(p,r)t—rl.
0<t<r
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De esta forma, sabiendo las condiciones necesarias para asegurar existencia y unicidad de
solucion para la SDE (4.1), junto con las propiedades que ésta cumple, se procede a estudiar
los mecanismos para obtener dicha solucidn, los cuales como se vid anteriormente, consisten
en generar aproximaciones de ésta, tratando de ser lo més fiel posible. Es por esto, que en las
siguientes secciones se formalizan los esquemas de Euler Maruyama y Milstein complejos, junto
con desarrollar las herramientas para estudiar su desempefio.

4.2. Interpretacion probabilista

Como se menciono en la subseccion 2.1.4, para estudiar que tan fiel es un esquema de apro-
ximacion, existen dos tipos de criterios, uno trayectorial llamado convergencia fuerte y uno
distribucional, llamada convergencia débil. El estudio del segundo criterio, requiere una formu-
lacion que permita conectar los procesos de Itd con ecuaciones diferenciales parciales (EDP),
procedimiento el cual es llamado Interpretacion probabilista, y resulta como consecuencia de la
formula de It6. En esta seccion mostraremos como a partir de la férmula de 1t compleja (2.17)
se puede hacer una conexion entre una SDE compleja y una EDP.

Para realizar dicho cometido, se comienza de forma inversa, por lo cual se estudia la regula-
ridad del siguiente problema:

Jdu %
= = Zu,¥(t,2,2°) €]0,T[ x C, (4.23)
u(0,z) =f(2),
con el operador . dado por,
. du , du | _20%u 12 52\ 90%u 1y 2*82”.
gu_ba—z+b PR 8_z2+2(‘6 "+1o% >8z82*+2(6> o 9 ()"

donde »: [0,T] xC — Cy ¢',06%:[0,T] x C — C. Este problema consiste en una EDP
compleja, el cual se descompone en un sistema de dos EDP’s reales al separar la parte real e
imaginaria de (4.23). De esta forma, al considerar u = u| +iu,, el problema (4.23) es equivalente
a resolver para las funciones u1,u, de forma independiente la siguiente EDP real:

O BV ATrWHY). () €J0.T[xRXE,

v(0,x,y) = f(x,y).

(4.24)

donde H es la matriz Hessiana, y los coeficientes A, B viene determinados para cada (¢,x,y) €
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[0,T] x R xR por

Re(b )
B(t,x,y) = { Imgbg } (£, x+iy);
[ |62+ 062> +2Re(c' 6?) 2Im(c'6?) :
A(t,x,y) = { 21m(6162) ’61’24—’62’2—2]36(6162) (t,x+iy).

En efecto, al notar que u(t,x + iy,x — iy) = uy (¢,x,y) + iup(t,x,y), se tiene:
Qu _ 1 (dw 4 dup) | 1 (duy  duy ).
az—2<ax T ay)“‘2<ax 8y>’

Ju _ 1 (du _duwp) 1 (duy  du ).
Jz 2<ax ay)+z<ax+ay>’

2 1 1 .
= % = 7Aui +izAuy;

2%u 1 82u1 Jduy 32u1 -1 32M2 duy 82u2 .
7 Z ( ox2 +2axay - ayQ +ZZ o2 i Zaxay . ayz s

u _1(d° d 92 .1 (92 0 02
FTeaial <WM2' 25y ~ W"z]) +ig ( 2 23y — ay"f) '
Asi, al remplazar las derivadas anteriores en (4.23), se obtiene
u 0 b (o 0 b (o 0 b* [0 0 b* [0 0
dup  duwy b (dw  dw) b (du Jdup\ b (dw dup) b (duy du
ot dt 2\ dx dy 2\ dx dy 2 \ dx dy 2 \dx dy

20'6? [ 0%u, o duy B 0%u; N 20'6? [ 9%u, s duy B 0%u,
4 dx? dxdy  dy? "4 dx? dxdy  dy?

— — 2 —
i 4 dx? " dxdy  dy? 4 o2 T Caxay 9y
200! P+ 0% (% | FPur | 2l0'P+|6?P [Py | IPuy
+ + +1 + )

4 oxz  0dy? 4 oxz = 0dy?

2(c")(c?)" (82u1 ) duy 82u1) +i2(61)*(62)* (92u2 duy  *up

De esta forma, al igualar las partes reales e imaginarias se obtiene que u; y u; satisfacen (4.23),
y dado que sélo se usaron equivalencias, el reciproco se cumple. Es por esto que el estudio de
la EDP (4.23) radica en estudiar la EDP real (4.24). Friedman en [10] establece la existencia y
unicidad de solucién v € C'2(]ty, T[xR?) a partir de la construccién de la solucién fundamental
asociada al (4.24), para lo cual es necesario que se cumplan las siguientes hipdtesis:

(i) Ay B son continuos y acotados en [0, 7] x R?;
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(iii) Existen constantes positivas A, A, tales que para cada vector & € R?,

2
MlEF < Y At x)EE < MEP, (4.25)

ij=1
para cada (t,x) € [0,T] x R2.

(ii) f es continua en R? y tiene crecimiento no exponencial, esto es, existe C > 0 tal que para
cada x € R?,

()] < ceh,

donde la constante positiva & satisface

Ao
h<?2.
ST

(iv) Existe 0 < o < 1y M > 0 tal que para cada x,y,€ R? y 5,7 € [0, T], se satisface:

A (r,%) = Aijs,)] < M (Jx=51% +1 - 5|2 (4.26)
|bi(t,x) — bi(t,y)| < M|x—y|*. (4.27)
Aqui es importante notar que la solucién v es tal que para cada (¢,x) € [tg, T] x R?
lim u(t,x) = u(0,x) = f(x).
t—0

Con lo que se concluye que si u; y up satisfacen (i),(i1),(ii1), entonces la EDP (4.23) tiene
solucién u, de clase C!2(]0, T[x C) en sentido Wirtinger.

Observacion 4.2.1. Notar que las condiciones (i),(ii) y (iii) se traducen a los coeficientes de la
EDP (4.23) de la siguiente forma:
(V) b,01y 0, son continuos y acotados en [0, 7] x C;
(vi) f es continuaen C;
(vii) Existe una constante positiva A tal que para cada (7,z) € [0,T] x C se tiene:

(lo1(t,2,2%)| — |02 (t,2,2%)])* > A (4.28)
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(viii) Existe 0 < o <1y M > 0 tal que paracada x,y,€ R%>y s,z € [0,T], se satisface:

161(t,2,2) — 1 (s, w,w")| + |02(1,2,2°) — G2 (s, w, ")) §M(\z—w\a—|—\t—s\%> . (4.29)
|b(t,2,2") — b(t,w,w*)| < M|z —w|*. (4.30)
En efecto, tanto la implicancia de (v) a (i), de (vi) a (ii) y de (viii) a (iv) son directas. Sin

embargo para probar que (vii) implica (iii), se determina al probar que el menor valor propio de
A es acotado inferiormente para cada (7,z) € [0,7] x C. De esta forma, se tiene que para cada

(t,7) € 10,¢] x C
P(A) = det(A(t,z) — AI)
(lo'+|0%* +2Re(c'0?) =) (|6 |* +|0?[* +2Re(c' 6%) — 1) — 4Im(c' 62)?
(Io']*+|0%> — 1) —4Re(c'6?) —4Re(c' 6?)
(lo! |2—|—|c72| ) 24 (lo' P +|0%?) + A2~ 4|c' 62
(|G |2 ) —22 (|Gl|2+|62|2)+12

vl

donde las raices del polinomio caracteristico P vienen dadas por
A = (1| +]o2])%;
1 = (lo1| ~|o2])*

de donde se concluye que (viii) implica (iii), pero dada la construccion, se tiene que el reciproco
también se cumple.

Por otro lado, aunque no tan preciso como en [10], en [4](Capitulo 14, p4dgina 463) se trabaja
con la regularidad de la solucién del problema (4.24), resultando que bajo las condiciones

a) Regularidad:

b,AA" € 7% (R?); (4.31)
feAHR). (4.32)

b) Positividad: Existe una constante positiva A tal que para cada vector & € R?,
; 2
Y (A )6 = AP, 4.33)

i,j=1

para cada (t,x) € [0,T] x R2.
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se asegura existencia y unicidad de solucion v € %”Ta+2(]R2) de la EDP (4.24), donde ademas se
asegura que las funciones

0’u  Jdu Jdu
| S Wil o 2
AN S S AT AT, € A (R,

Observacion 4.2.2. Notar que las condiciones de regularidad y positividad (a) y (b) se traducen
a los coeficientes de la EDP (4.23) de la siguiente forma:

¢) b,01,05 € ¥ (C) y f € #*2(C)(Ver apendice A) ;

d) Existe una constante positiva A tal que para cada (¢,z) € [0,T] x C se tiene:

(lo1(t,2,2%)| = |02 (t,2,2%)])* > 2. (4.34)

En efecto, la implicancia de ¢) a a) es evidente, contrario a lo ocurrido en la implicancia de ¢)
a b). Para demostrar esto hay que notar que la matriz A es simétrica por lo que AA’ = A%, de
donde demostrar que AA’ satisface b) se reduce a demostrar que el menor valor propio de A se a
positivo. De esta forma se concluye al recordar la Observacion 4.2.1.

Apartir de esto se concluye que si tanto la parte real como la imaginaria de la solucién u de
(4.23) satisfacen (4.31) y (4.33) entonces

u € AFT(C),
y a demds para cada j,k=1,2,

au 514 kau kau ik azl/l

b— . b—
2z’ 8z*’o- 81’6 81*’6 ° dz0z*

€ 5% (C).

Teorema 4.2.1. (Férmula de Feynman-kac) Sean b,01,0, y f satisfaciendo las condiciones
de la observacion 4.2.2, entonces la tinica solucion de la EDP (4.23) satisface para cada z € C:

w(T,z,7%) = B&) [f (27, 23)],

aqui, Z es la tnica solucion débil de (4.1) donde se tienen invertidos los coeficientes de la
variable temporal, i.e.,

t t t
zt:Z+/ b(T—s,ZS,Zj)ds+/ o (T—s,ZS,Z;‘)dWs—i—/ 0y (T —5,7,,27)dW?. (4.35)
0 0 0
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Demostracion. Bajo las hipétesis de regularidad de los coeficientes y condicién inicial de la
EDP, se tiene gracias a la observacién 4.2.2 que la solucién dnica de (4.23) es de clase C!%(]0, T[x C),
donde las derivadas espaciales (variables complejas) se consideran en sentido Wirtiger. Asi, al
aplicar la férmula de It6, tenemos que paracada 0 <t < T

X . "( du du ,du
u(T —1,2,72 ) =u(T,z,z )—l—/o {—E—Fba—zjtb o

} (T —s,Zs,Z7)ds

! d%u 2 N d%u 0%u
2 — —— 400 —— y(T—s5,Z,,2°)d
+ /(){61628Z2+<|(71| + |o2| >8z8z*+61623(z*)2 (T —s, “)ds

td
+/ —a” (T — 5,2, 22) 01 (T — 5,25, Z}) dW,
0 Z

)
+/ a—u(T—s,Zs,Zi)Gz(T—s,Zs,Z;‘)dWs*
0 02

)

+/ 3Li (T — 5,2, 22) 61 (T — 8,25, Z) AW,
0 0%
! al/t EE * *

+ [ S5 (1= 52,2) 03 (T - 5.2, Z5) W,

Tomando esperanza a ambos lados de la ecuacion, y usando que la integral con respecto a W'y
W* son martingalas locales y que u resuelve la EDP (4.23), se obtiene

Eu(T —t,2,,7Z)] =u(T,z,7").
De esta forma, si se toma limite cuandot — T,
E(f (Zr,Z7)| =Eu(0,Zr,Z7)] = u(T,z,7"),

con lo que se concluye la demostracion. [

4.3. Esquemas numéricos y ordenes de convergencia

Como en el caso real valuado, por lo general no se puede describir explicitamente la ley del
proceso definido por (4.1). Por lo tanto, los esquemas numéricos que se aproximan y, en cierto
sentido, convergen a la Unica solucion de (4.1) se convierten en una poderosa herramienta en el
estudio y andlisis de este tipo de objetos.

La presente seccion presenta el andlogo complejo de los esquemas de aproximacion de Euler
Maruyama y Milstein mencionados en la seccion 2.1.4 para la SDE (4.1). Mostrando su tasa de
convergencia e hipdtesis involucradas.
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4.3.1. Esquema de Euler Maruyama

Basados en el esquema de Euler Maruyama real (2.29), se construye un esquema de aproxi-
macién para la SDE (4.1), que presente bajo hipétesis similares a (2.30) y (2.31), un convergen-
cia fuerte ,

E[ sup |Z —Z|"] < C8;, (4.36)
0<t<T

junto con una convergencia débil para toda funcién g € #/*2(C) (ver Apéndice A),

E(g(zr)] —Elg(z3)]| < c81"; (4.37)

al requerir hip6tesis similares a (2.33) y la Holder continuidad requerida en el caso real, donde

o, = 2 fral —Ite).
y ngilgf_l(kﬂ %)

Definicion 4.3.1. Para toda particion 0 =1y <t; < ... <t, =T, conn € IN, se define el esquema
de aproximacion de Euler Maruyama para la SDE (4.1)

z! —Zo+/ bn( ds—l—/ $)dW; +/ s)dwy, (4.38)

donde para cada s € [tg,t5 1]

bn(s) = b(lkvztr,ia (Ztr,l()*)’
Gi(s) = 0/ (t,Z0 (Z1)"), j=1,2.

n T

Para la definicion anterior, si se considera la funcién 1 dada para cada € [t;.ty [ por n(t) =
Iy, se tiene que el esquema de aproximacion (4.38) se puede escribir equivalentemente por

_ zO—I—/ b ds+/ (n(s))dWs—k/ot &2(n(s))dW*
=2+ / b(1(5),Zy . (Zio) Vs + [0 (1(5). 23 (Za ) D,

+ [ ). 230 Z) VW,
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Lema 4.3.1. Sea Z" = (Z}',t > 0) el esquema de Euler Maruyama para la SDE (4.1) presentado
en (4.38) y n la funcion dada para cada t € [t.ty11| por N(t) = t. Entonces las variaciones
cuadrdticas del proceso vienen dadas para cadat > 0 por

. (2,77, = 4/0’01 (1623 Z30)") 0 (1) Zh - (2 ) d:
(@2 =4 (6")" (n(). 2. 1)) (620" (1. Zy oy (2" ) s

2
) ds;

Antes de probar las condiciones (4.36) y (4.37), se muestran algunas importantes propieda-
des que presenta el esquema de Euler Maruyama (4.38), las cuales cumple su simil real, y son
condiciones requeridas para el buen desempefio del esquema.

g ‘62 (U(S)’Z?,(sy (z,’?,(s))*>

@y 2= ([0 (1625 @)

Lema 4.3.2. Sea 7" = (Z]',t € [0,T]) el esquema de aproximacion de Euler (4.38) de la SDE
(4.1). Si los coeficientes b,c',6% € C'2(]0, T[xC) en sentido Wirtinger, satisfacen.:

|b(t,2,2")| < Mp (1+2]); (4.39)
lo!(t,2,2°)| < Mg (1+1z2)); (4.40)
|6%(t,2,2")| < Mgz (1+12]) (4.41)
Entonces para cada2 < p <oy 0 <r <T, se tiene que
E | sup |Z}P| < K(r). (4.42)
0<t<r

Demostracion. Se obtiene de misma forma a como se probo el Lema 4.1.1, al recordar la defi-
nicién del esquema de Euler Maruyama (4.38).
]
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De esta forma, se puede enunciar las hipdtesis requeridas para probar (4.36). Resultado que
se muestra y prueba a continuacion.

Teorema 4.3.1. Sea Z la solucion de (4.1) y Z" = (Z]',;t > 0) el esquema de Euler (4.38). Si
para los coeficientes b,c', 6% € C'2(]0,T[xC) en sentido Wirtinger y existen Li,Ly > 0 tales
que para cada z,w € Cys,t € [0,T]:

k * k * 2 * *\ 2 2 2 2
‘G (t,2,2") — 0" (s,w,w")| +|b(t,2,2") = b(s,w,w")|” < Li(|t —s|" + [z —w|") (4.43)

ke{12}

%y |2 |2 *
o' (t,2,2) | +|0(t,2,27) |5 + |b(t,2,2") [P < L3, (4.44)

Entonces para cada p > 1:

P
E| sup |Z,—Z!|P| <C6;. (4.45)

0<t<T

con 8, = max |t 1 —1tl
0<k<n—1

Demostracion. Se comienza mencionado que la demostracion se realiza mediante dos etapas,
la primera al considerar el caso p > 2; mientras que la segunda considera 1 < p < 2. De esta
forma, para cada p > 2 y para cada t € [0,T] se nota que

7 — 7" = / (5,25, Z7) — ds+/ (5,25, Z;) — 0, (5)) dWs
+/ (5,2, ZF) — 07 (5)) AW

Asi, al tomar modulo p, acotar el médulo de la suma por la suma de los médulos, junto con
acotar la potencia de la suma por la suma de las potencias, se tiene que

p
+

p

t
| (o' 6.2.2) = o)) aw;
)
De esta forma, gracias a la sublinealidad del supremo y la linealidad de la esperanza, se tiene
que V ret,T],

Z -2 <C, { '/t (b(5,25,Z") — ba(s)) ds

’/ (5,20, 27) — G2(s)) AW,
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t p
E | sup 2-77| <Cp{ B | sup | [ (b(5,20,7) ~ bu(s)ds
0<r<r 0<t<r|J/0
1
t p
+E | sup | [(01(5.2,,2)) - 0}(s))W,
0<t<r|J0
.
t 14
B | sup | [(0%(5,2,,2)) ~ 6 )Wy
0<t<r|J0
b

=Cplli + L+ 15}

Por lo que al sumar y restar b(s,Z", (Z")*), o' (s,Z",(Z")*) y 6(s,Z",(Z")*) se obtiene,

P\ P\ )=S0

t P
IISCpE sup /(b(s’ZS,Z;k)—b(S,Z?,(Zgl)*))dS ]
0<t<r|J0
I
t P
+GoE | sup | (5,22, (Z2)) = bal))ds] |-
0<r<r|/0
Y
t p
L<CE| sup / (6 (5,20,27) — & (5,21, (Z")"))dW,
0<t<r|J0
Y
t P
+GE| sup | [ (05,22 (2)") ~ ol (s)aw| |-
0<t<r|/0

(. /
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t P
L <CpE | sup /(GZ(S,ZS,ZE‘) o2 (s, 28, (Z2)"))aw; ]
0<t<r|J0
n
t P
+E | sup / (62(s, 2", (Z7)") — G2(s))aw?| | .
0<t<r|J0
Iy
de donde,
E| sup |Z —Z!1P| < Co{B+Li+I5+1+ 1 +15}. (4.46)
0<t<r

De esta forma, se procede a acotar cada uno de los términos de I, con k € {3,4,5,6,7,8}.

= Acotando I5:
Se procede distribuyendo el médulo p dentro de la integral, aplicando la hipétesis (4.43),
tomando el supremo de la integral e intercambiando la integral con la esperanza.

L=E| sup
_0§t§r

t
<E| sup |b(s,Zs,Z) —b(s,Z, (Z))*)|P ds

— b
0<t<rJ0

/Ot(b(&zs,zj)—b(s,Zg,(Z?)*))ds ]

t
<LYE| sup / |Zs — 72| ds

0<r<rJ0

II’EU |Z Z”|pds]
<f ['Elz -2z

| /\

por lo que

I3§63/E
0

sup |Z, — ZZ|1’] ds (4.47)
0<u<s

= Acotando I4: La primera parte se procede distribuyendo el médulo p dentro de la integral,
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tomando el supremo de la integral e intercambiando la integral con la esperanza.
p]

t
<E| sup \b(s,Z?,(Z?)*)—bn(S)\pdS]

Iy =FE | sup
_O§t§r

[ bis.z2.22) - bo(s))ds

O<t<r 0

<FE / (s, 2",(Z )—bn(s)|”ds]
< [Blb(s.2:.(20)7) - bus) s

Luego, al desarrollar el termino b,(s), suponiendo s € [ty %[, y al utilizar la hipétesis
(4.43), se tiene

Bllb(s,Z;,(Z0)") = ba(s)I”] = B [|b(s,Z¢,(Z)") = (1. Z3,, (Z)")|"]
<L’E [(ys—tk|2+ 1z} —Z,f)g]
< CpLy (|s—ul? +E[|Z{ - Z;|"]).
Asi, gracias a la definicion del esquema de Euler Maruyama (4.38), al acotar la potencia de

la suma por la suma de las potencias, al utilizar la hipétesis (4.44) y recordar que el médulo
de un nimero complejo es igual al de su conjugado; se obtiene,

20— Z2P = |20+ b(t, 2 (Z0) ) (s — 1) + O (16, 20 (Z)") (Ws = Wy,) )
+ 0% (1 2y (Z0) ) (W = W) — 2|
< Cpa {(Ib(ti, 2 ) (s — 1) P + |0 (10, 21 ) (W — W ) [P
+o? (1, Z1) (W — W) |7}
< Cpoly {|s—tl? + Wy = W, |7 + W, — W |7}
< Cp3 {|s—tal” + Wy — W, |P} .

(4.48)

De esta forma, al hacer uso del Lema 3.2.3, se tiene que,

Ellb(s,Z5, (Z5)") = ba($)P] < Cpa{ls — tel” + E[[Ws — W, ["]}
P
< Cpa{ls—ulf +Cpals —1? }

<Cps {5,;7 s }
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con lo cual

r P P
I < / Cps {5,{’ + i }ds < Cyréyf (4.49)
0

= Acotando I5 e I7 : Se procede utilizando el Lema 3.2.4 junto con la hipétesis (4.43):
sup

p
0<t<r

<G [ Bllo'.2.2) =o' (520,20 ds

<Cpi L{/OE[\ZS—Zg\P]ds

t
=T /cl(s,zs,z;> ' (s, 2", (Z")")dW,
0

por lo que
~ r
Is < C5/ E | sup |Z,—Z;|"|ds (4.50)
0 0<u<s
Ademas de forma andloga, es decir, bajo los mismos argumentos se prueba que
I < 67/ E | sup |Z,—Z""| ds (4.51)
0 0<u<s

= Acotando /s e I3: Se comienza utilizando el Lema 3.2.4

I=F

t
/ ' (5,2, 2) — G (s)dW,
0

sup
0<t<r

|
<c,,,/ (|6 (5,20 (Z1))) — 6, (s)|"] ds

para luego desarrollar el termino 6! (s), suponiendo s € [, 71|, y utilizar la hipétesis (4.43),

* p * x| P
E||o" (5,20, (2~ oh ()| | = [|0" (.22, (z2)) ~ o (0. 73, (23))"||
< B[(s—uP+12 -2 ]
SCPJLf (’S—l‘k|p+E[‘Zg—Zg‘p]).
Asi, bajo el argumento (4.48), se tiene que

1Z5 = Z, |7 < Cppf{ls —tl” + [Ws = Wi, [P}
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Donde al remplazar y utilizar el Lema 3.2.3, se obtiene
B||o" (5,22, () = 0h ()] < Cpalls—ul? +2E W, — Wi "]}
P
<Cpa{ls—ul"+2C,als—nl* |
P

scp,4{6,f+6n2},

con lo que se concluye que
r P ~ P
Is< Cps / {5,5 +87 } ds < Cordy:. 4.52)
0

Ademas de forma andloga, es decir, bajo el mismo se procedimiento se prueba que

~ P
Ig S C8r5n2. (453)

Luego de (4.47), (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) y (4.53) se concluye que

E | sup |Z —Z!F ds.

0<t<r

sup |Z, —Z'|P
0<r<s

P r
< Kiré} —I—K2/ E
0

Donde al aplicar la desigualdad de Gronwall ( Lema 2.1.12)

p
E | sup |Z —ZMP | < Kir8;i e

0<t<r

Asi, tomando limite cuando r — T, se tiene que para cada p > 2,

14
E | sup |Z,—Z!|P| <C6i.

0<t<T

Finalmente, se aborda el caso 1 < p < 2, gracias al resultado obtenido para p > 2. Esto es,
para cada 1 < p < 2, al aplicar A.3.3 y la desigualdad de Holder A.3.2, se tiene que:
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- .
E| sup |Z-Z'| =E sup |Z, —Z}'|
0<I<T | \o<e<r |
~ Ny
212
<E sup |Z; —Z|
0<I<T
- p
2
=E| sup | —2Z"
[0<i<T

Probado (4.36), resta enunciar las hipétesis necesarias para que se cumpla (4.37), Resultado
que se muestra y prueba a continuacion.

Teorema 4.3.2. Sea Z = (Z;,t € [0,T]) la solucion de (4.1) y Z" = (Z]',t € [0,T]) el esquema
de aproximacién de Euler Maruyama (4.38). Si los coeficientes b, y 62 de Z cumplen:
i) Regularidad:

b,o'c* € #4(0,T[xC), j,k=1,2; (4.54)
ii) Positividad: Existe A > 0 tal que para cada (t,z) € [0,T] x C

(16" (t,2,2%) — |02(t,2,2)]) > 2. (4.55)

Entonces para toda funcion g € ' 72(C) (ver Apéndice A), se tiene que
[Elg(Zr,23)] - Ele(Z4, ()] < ca]?. (4.56)

L osi 1€(0,1)
1

donde (1) = si 1€(1,2) ,y 0= max (11— 1)

(3-0) 0<k<n—1
1 si 1€(2,3)
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Demostracion. Dada las hip6tesis (4.54) y (4.55), gracias a la Observacion 4.2.2, se puede con-
siderar u como la tnica solucion del problema:

8u % o *
o (22 = Zu(t2.7) (4.57)
u(0,2,2%) = g(z,2"),

con (t,z,7*) € ]0,T[ x C, donde el operador . esté definido por:

@ u

ZLu(t,z,7")=b(T —t,z,7" 1,2,2°) +b" (T —t,2,2")=—(t,2,2") ...
u(t;2,27) = b(T —1,2,27) 5 (1,2,2") +0°(T —1,2,2) 5 2 (1,2,27)
+201(T —1,2,2")0a(T —1,2,2") 55 (1,2,2") . ..
dz
+201(T —1,2,2")05 (T —1,2,2" ) —— (1,2,27) ...
ad (z*)
+2 <|01(T—t 7 ) +|oa(T —1,2 z*)|2> a—zu(t z,7°).
7~ il azaz* )
Luego por la férmula de Feynman-kac (Teorema 4.2.1), se tiene que
E [M(T7Z=Z*)] 3 E(LZ*) [g(ZT7Z;)]
de donde se tiene
Elg(Zr)] - E[g(Z7)]] = [E[u(T,z,2")] = E[u (0,27, (Z7)")]]
= [E[u(0,27,(Z7)")] = E[u(T’2,2")]]
= [E[u (0,27, (27)")] = E[u(T, 25, (Z5)")]]
[B{u(0,27,(Z7)")) —u(T, Zy, (Z5)")]]

De esta forma, aplicando la férmula de It6 (Teorema 3.3.2) y remplazar las variaciones cuadra-
ticas del esquema de Euler (Lema 4.3.1), se obtiene
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* n Y\ * Tau n Y\ *
u(0.24,(24)") = u(1.23,(Z) >—/O ST = 5,222 ) ds

+/ e (28" )‘32‘@ 5,20, (Z1)") ds
+/ b ( o (Z)) aaz” (T —s,2".(Z")")ds

n n au n N\ *
+ ol(n<s>,zn(s),<z )) 52 (T = .23, (Z0)") W,

n al/l n I’l * *

< 77(5)’2 ( ) )az (T S7Zsa( S) )de

.\ du . .

4 [ o2 (n(s),zg(s),(z;;(s)) >_¢9z (T — 5,27, (Z")") dW,

T
2\ * n n n 7N\ *
+ [ (e n<s>,z,7(s>,z<)>)aZ (T —5,20(20)") W,

+2/OT (‘61‘2+’62|2> (TI(S),Z"() (Zn )*)azaz (T S,Z?,(Z?)*)ds.
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Luego como u es solucion de (4.57), al remplazar % se tiene:

[Elg(Zr)] - Elg(Z7)]]

g\‘]E [ OTg—Z(T—s,zg,(z@*) {b (n(s),z;;(s),(zg(s))*) —b(aZ&(Z?)*)}ds}

J/

I
d au n N\ * * n n * * n N\ %
+ E[ 0 a_Z*(T_Sﬂzsv(Zs) ){b (ﬂ(s)azn(s),(zn(s)) >—b (S,ZS,(ZS) )}ds:|/
L
r T azu n N 1 n " . 2 | . 2 q
22y 20T 9% %) ){ o (n(s),z,,(s),(zn(s)) ) — o' (s, 22, (z2)")] }ds |
I3
([T 9%u n 7\ * 2 n n * 2 2 n NN |
+ 2E_ | 3o T =820 (Z) ){ c (n(s),Zn(s),(Zn(s)) ) —|o?(s, 2", (2")")] }ds-
e
[ T 92%u n rr 1 o . . Loy
+\2E_ el AN A ){c c (n(s),zn(s),(zn(s)) )_o o2 (5,20, (Z) )}dsl
i
[ T 92%u - Iver By g L e e .
2By go0a T 8% %) ){(c )"(07) (n(s),zn(s),(zn(s)) )—(o )*(02) (5,2, (27) )}ds] ,

J/

-

Is

De donde se puede acotar cada termino I, con k € {1,2,3,4,5,6}.
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Para acotar /; se distribuye el médulo dentro de la esperanza e integral, y se continua suman-
do y restando b (T -n (s),Z;?, ()’ (Z;; (S))*> . De esta forma

n=[e| [ S sz @ (b (n6). 25, @) - o522 @00 b

S‘E{/‘)Tb(n(s)’zf’”(zn ”{32( 87 @)= 5 (T2 ()7(23(@)*)}4
+¢E]L£Tb("(ﬁ’zgﬁw(zg@ﬂi)%5(7“—7Ns%2$@y(zg@9*)

—b(s, 2" (zg)*)g—;‘(r 5,21 (Z)* )d] .

1S 1S

=1l +153.

Para el primer término se procede distribuyendo el médulo dentro de la integral, para luego hacer
uso de que b es acotada y que la funcién u € <%’¥+2(C) debido a la Observacion 4.2.2.

= )E[/Tb(m ) Zy @) { ST - s,zz,<zy>*>—§—j(r N(s)\ 70 <z;f,(s)>*)}ds]
_EU ‘b ())>
_K,,EU 5=

Luego como

du I du
az” 8Z0.(2)) -5 (T~

7 S

Z;Z_Z?‘[(s) =b (T_n(s)azg(s)v(zg(s))*> (3—77(5)) -I_G] <T_n<s)’zg(s)7(zg(s))*> (WY—Wn(s))
62 (T=n(s),Z g (Zn)") (W =W )

(S)
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utilizando que b, 6! y 62 son acotadas junto con el Lema 3.2.3, se tiene que

! T T
1 2 BN ) l [ * *
I gKb{&,ZT—f—C“ <Kb6nT+K61/O | Wy~ Wy +K62/0 E UWS —Wi

I

)
! L !

<K,T {6n2 +Ci <K£5n2 +CoKL o 5;3) }

L
< Cl,33n27

de donde se obtiene
I <k 67", (4.58)

Por otro lado, para acotar I?, se procede distribuyendo el médulo dentro de la integral, gracias
a la linealidad de la integral y la esperanza; para luego utilizar que la funcién bg—’; € %’”TI(C)
debido a la Observacion 4.2.2. De esta forma

=[e| [ (05) (1= n0)Zh @) = (052 ) (7 -2 220
<e[[’ (gz) (T n(s).,z (),<zz(s)>*)—(b§—;‘)@ 520,20 ]

_K,,EU s—n ld}

de donde se concluye que
2 < K287, (4.59)

s = Zn(s)

Asi, bajo (4.58) y (4.59), resulta
n <k 8" (4.60)

De aqui es claro que el procedimiento para acotar los terminos /; restantes es idéntico al
utilizado para acotar 1, puesto que las hip6tesis y la Observacién 4.2.2 establecen la misma
regularidad para las funciones presentes en cada término. De donde se concluye

6
\E[g(Zr)] - Z < k8"
: ]

Con esto se prueba que el esquema de Euler Maruyama (4.38) que se postuld es consistente,
puesto que ademads de definirse con la misma intuicion del esquema real, ambos presentan el
mismo comportamiento. Esto es, bajo hipétesis idénticas a las reales se cumple (4.36) y (4.37).
No obstante, en el préximo capitulo se ilustran pruebas numéricas para comprobar si lo anterior
aplica numéricamente.
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4.3.2. Esquema de Milstein

Basados en el esquema de Milstein real (2.37), se construye un esquema de aproximacion
para la SDE (4.1), que mejore el desempeiio trayectorial del esquema de Euler Maruyama (4.38).
Esto es, bajo hipdtesis similares (2.38) - (2.46) presente una convergencia fuerte

E[ sup |Z; —Z]'|] < C§,. (4.61)
0<t<T

Para definir el esquema de Milstein complejo se necesita introducir primero para cada funcién
u € CH2(]0,T[xC) en sentido Wirtinger, los siguientes operadores:

ou ou ou 92u 92u . 0%u
Lou = a_+b8_z+b 3 *+2(710-28 2—|—2<|G| +|62| >—8z8z*+261628(z*)2’
a” 2 *abl_
Lu= az+(0’ ) FEE
au *81/1
3214—0' 8_Z+( ) az*'

De esta forma se puede precisar correctamente el Esquema de Milstein.

Definicion 4.3.2. Considere una particion 0 =1y <t; < ... <t, =T € R. Se define Vn € IN el
esquema de Milstein de aproximacion numérica, para la SDE (4.1)

7" = 7o+ / b(s)ds + / §)dW, + / §)AW? +E(t,n). 4.62)
donde
t s t S
E(t,n) = / <.$16nl(s) / dw,) AW, + / (.,s,ﬂzo,;(s) / dWr*> aw, ...
0 n(s) 0 n(s)
t S t S
+ / (,,sﬁlo,%(s) / dW,) AW} + / (gzc,%(s) / AW >dWS*.
0 n(s) 0 n(s)
con
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Observacion 4.3.1. En la definicién anterior, algunas integrales dobles de la expresién E(t,n)
se pueden calcular de forma explicita, resultando que :

//deW—%(Wt—an)z;
//deW*—%(W W;m>2.
En efecto,
/ / AW, dW; = / (Ws =Wy () dWs = (leW Wy Wi =Wn)
= 5 (W WE)) — W W W
%(Wﬂ 2W,y( W,+W2())
— 5 (W= W)’

Por otro lado

/t /s dW*dW*_(/[ /S deW)*_(l(W—W )2)*_1<W*_W* )2
TOA [ N nne g\t () > =W ) -

Antes de probar la convergencia fuerte (4.61) deseada para el esquema de Milstein (4.62), se
necesita ver un resultado de acotamiento previo.

Lema 4.3.3. Sea 7" = (Z',t € [0,T)) el esquema de aproximacion de Milstein (4.62) de la SDE
(4.1). Si los coeficientes b,c', 6% € C12(]0,T[xC) en sentido Wirtinger, satisfacen:

|b(t,2,2")|+ |-Lb(t,2,2")| < My (1+]z]) ,i € {1,2}; (4.63)
ol (t,2,2") |+ | Lo (t,2,2)| < Mg (1+2]) ,i€ {1,2}; (4.64)
|6%(t,2,2°) |+ |-Z0%(t,2,2°)| < Mg (1+2]) ,i € {1,2}. (4.65)

Entonces para cada2 < p <oy 0 <r <T, se tiene que :

E | sup |27

0<t<r

<K(p,r). (4.66)

Demostracion. Se comienza considerando la funcién 1 dada para cada t € [ty t;41[ por n(¢) =
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tx, junto con desarrollar Z" y distribuir el médulo dentro de la integral y esperanza. De esta forma
se tiene

E| sup |Z2)| = | sup /b(n() (20" ds+/ " (Z0)F)dW,
0<t<r 0<t<r|J0
+ [ 0022, (224w, + B }
p
<C(p)dE| sup / b(n ZM%)ds
0<r<r

11

t p
v | sup | [0 n(s),22 (2 ), ]
_0§t§r 0
b

i t p
+B | swp | [ (), 2@ )aw; ]
_0§t§r 0

I

+ I

sup |E(n,1)[”
0<t<r

. /
g

I

= C(p)(]l +bL+1h —|—I4).

Donde los términos /;, con i € {1,2,3} se acotan de igual forma como se hizo en el Lema 4.1.1,
obteniendo que paracadai=1,2,3

sup |Z'|" | ds (4.67)

0<t<s

I; < Ki(p)r+Ki(p) /OrIE

Por lo que se procede a acotar el término 4. Para ello se ocupa su definicién y se aplica la
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sublinealidad del supremo y la linealidad de la integral. De esta forma se obtiene

(

"]

t S
/ ( / 2o (u)qu> dw,
0 n(s)

sup |E(n,l)|p] <C(p)qE

ILL=F sup
0<t<r 0<r<r
\ ;2
t s p
+IE | sup /( XZG,:(u)qu*)dWs
0<r<r |70 \I(s)
i
t s p
+IE | sup /( .ZIG,%(u)qu>dWs*
0<1<r |70 \I(s)
P

t Ry p
+E | sup /< gzaf(u)qu*)dWs*
0<r<r|/0 \Jn(s)

<C(p) (L +LG+1+1).

De esta forma se procede a acotar cada término de forma independiente. Para acotar /1 se co-
mienza utilizando el Lema 3.2.4 y acotando el integrando por su supremo hasta el tiempo s. De

esta forma, se tiene que:
t s 14
/ ( / 4 c,}(u)dwu> dw;
0 \Jn(s)

s p
/ Lol (u)dw, ]a’s
n(s)
p
] ds.

t
/ L) (w)dw,
n(s)
Luego se aplica el Lema 3.2.4 nuevamente, junto con la hipétesis (4.64). Para después acotar
el cuadrado de la suma por la suma de los cuadrados, hacer la esperanza independiente de la

I, =] sup

0<t<r

ga(p)/orE[

SQ(P)/OrE

sup
n(s)<r<s
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integral e integrar los términos resultantes. De esta forma,
r N p
h<c (/ E (|10, (0)]"] du
0 \Jn(s)
<ciy [ (L0
0 n(s)
r S
gzc%Mpl/ (/ B[+
e Jo \Un(s)
r N
<G5 / / E du | ds
0 \/n(s)
r " p

Asi, al acotar el supremo de la particion por el supremo sobre todo el intervalo e integrar, se
obtiene

) ds
)] du> ds
'] a’u) ds

d
(u)

n
ZTI

Znw)

p
1+ sup

0<t<s

Z )

sup
0<t<s

sup |Z/'|"
0<r<s

I} < ki(p)ré, +ki(p)8, / 1) ds. (4.68)
0

Andlogamente, se logra acotar los términos /. ff, con k € {2,3,4}, resultando de esta forma

L §K4(p)r5n+K4(p)5n/0 E

sup |Z} |p] ds. (4.69)

0<t<s

Asi, gracias a (4.67)y (4.69), se tiene

A

E < Ri(p)r+Ka(p)8, /0 E

sup |Z7'|”
0<t<r

sup |Zt”|p] ds.

0<t<s

Donde al aplicar Gronwall (Lema 2.1.12), se tiene que

B [ sup |z;'|"] < Ri(p)r K087 < Ro(p.1). (4.70)
r<t<R

]

Con esto, se puede enunciar las hipotesis requeridas para probar (4.61). Resultado que se
muestra y prueba a continuacion.
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Teorema 4.3.3. Sea Z la solucion de (4.1) y Z"* como en (4.62) la aproximacion mediante el
esquema de Milstein. Si los coeficientes b,c', 6> € C'2(]0,T[xC) en sentido Wirtinger, satis-
facen:

|b(t,2,2") = b(t,w,w")| < My |z—w]; (4.71)
|Gl(t,z,z*) o, w,w*)| <My |z —wl; 4.72)
|0%(t,2,2") — 2(t w,w*)| < Mz|z—wl; (4.73)

| %o (t,2,2°) — Lo (t,w,w*)| < Mylz—w| i€ {1,2}; (4.74)
‘Zaz(t,z,z*) 2(t,w,w I <Mslz—w|,ie{1,2}; (4.75)
b(t,2,2°) |+ |-Lb(t,2,2°)| < Mg (1+|2|) ,i € {0,1,2}; (4.76)
lo!(t,2,2°) |+ |- Lo (t,2,27)| < M7 (1+]z]) ,i € {0,1,2}; (4.77)
|6%(t,2,2")| +|ZLio%(t,2,27)| < M3 (1+2]) ,i € {0,1,2}; (4.78)

1
Ib(s,2,2) = b(t,2,2°)| < Mo (1+|2]) |s — 1|2 ; (4.79)
6" (5,2,2) = 6" (t,2,27)| < Mio (1 + [2]) |s —¢]2 ; (4.80)

1
|6%(5,2,2") = 02(t,2,2°)| < My (1+|z]) [s — ]2 (4.81)
| %0 (s,2,2") — Lo (t,2,2°)| < Mia (14 |2)) s —1]7,i € {1,2}; (4.82)

1
| 6% (s,2,2") = 67 (t,2,2) | < Mz (1+ |2]) s — 12 i € {1,2}; (4.83)
(4.84)

Entonces para cada 1 < p < 2, se tiene

sup B[z — 2|’ < C8Y, (4.85)

0<t<T
donde 8, = max |l‘k+] —lk|
0<k<n—
Demostracion. Notemos que para M = Z,Z", al aplicar formula de It6 (3.3.2) a los coeficientes
b, o'y o2 se tiene

db(t,My,M;") = Lob(t,M;, M )dt + L1b(t, My, M )dW; + L2b(t, My, M, )dW,,
dol(t,M;, M) = %0 (t, M, M} )dt + L6 (t, My, M})dW, + L6 (1, M;, M?)dW "
dc*(t,M,, M) = %02 (t, My, M} )dt + L% (t, My, M} )dW, + 2562 (t, M, M )dW;*.
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De esta forma, si se considera la funcién 1 dada para cada ¢ € [t;.t;. 1| por 1 (t) = #;; se tiene
que Ve [0,T],

z"_/< 92 +/ Lob(u, 2, Z)dut

+ ),,%1 1, 20, Z2)dW, +/ Db, 2, Z2)AW, )ds
cl(n )+ oo (u,Z,, 2} )du
() u
n(s)
+ ).flc (4,2, Z2)dW, + ().,2”26 (4,2, Z5)dW? )dW
s n(s

n(
t N
+/0 (Gz(n(s),Zn(s),Z:;(s))+/ L06%(u, 2y, Z})du. ..
S

A S
+/( ).,2”16 (14, Zu, Z2) AW + zzo (1,70, Z)dW* )dWS*
T[ S

[t [ (o +/ A+ [ olwaw; )av,

s s
. / (o,’f‘(s)+ ()zlan Waw,+ | 2o, (u)dw,j) AW —E(t,n).
0 n(s n(s

Asi, al reagrupar los términos se tiene que

n(s)
/( #0620 Z) - Lo )qu) aw,
n(s
t
+ / / L0, 20, 78) — L5 )qu) AW’
0

donde
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. t s t s
E(t,n) = — / ( / gob(u,zu,z;)du) ds — / ( / glb(u,zu,z;:)dm) ds
0 n(s) 0 n(s)
t s t S
—/ (/ .,%b(u,Zu,Z;)dW,j) ds—/ (/ .,%cl(u,zu,zj)du> dW;
0 \Jn(s) 0 \Jn(s)

t N
—/ (/ gooz(u,zu,z;)du) aw;,
0 \Jn(s)

Luego al aplicar el médulo cuadrado y esperanza, acotar el cuadrado de la suma con la suma de

los cuadrados y utilizandr la linealidad del valor esperado, se obtiene

/ot (6105, Zn(e)Zs(5)) — buls) ) ds 2]

(& J/
-

I

! 2

E [|z,—z;1|2} <CE

! 2
+CE /O<62(n(s)’ZW(S)7Z;;(s))—G,%(S)>dWs* ]

4 CE / L6 (1,20, 7)) — L6 (u )qu)dWs

-~

Iy

~~

Is

+CE / D62, 20, Z}) — L62u)d

0

5
N———
QL
3

g

Ig

A

L CE (/ D6 (0,20, Z)) — D53 (u )qu*)dWS
A
A

+CE / 6% (u, 2,2 — gzaf(u)qu*)dWs*
0

-

L
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Esto es,
E [|z,—z;’|2] <Co{hi+h+h+I+1s+1g+ 5 +Ig}. (4.86)

De donde se procede a acotar cada uno de los términos I, con k € {1,2,3,4,5,6,7,8}.

= Acotando /;:

El resultado se obtiene al introducir el médulo al cuadrado dentro de la integral, siguiendo con
la aplicacion de la hipétesis (4.71) para finalmente intercambiar el orden de las integrales,

2]

- )
L=F /0<b(n(s),Zn(s),Z:‘](s))—b,,(s))ds ]

t
=k /0 <b(n(s)’zn(5)’z:l(s)) N b(n(s)7z;1’(s)7 (Z;”Z](s))*>> ds

:l
SE/
0

) t
2 n
<Ml UO 209 =23

b(n(s)azn(s)’z;;(s)> _b(n(s)vz:l)(s)’ (Z?‘l(s))*)

2
ds]

por lo que
i
L<K / sup (2,2 ds. (4.87)
0

0<u<s

m Acotando I e I5:

Se procede utilizando el Lema 3.2.4 junto con la hipétesis (4.72):

o 5
L= /0 <Gl(n(s),zn(s),zz(s))—G,} (S)) dW; ]

! 2
=k /O<Gl(n(s),Zn(s)7z;‘1(s))_gl<n(s>7z1';(s)’(z;;(s))*)>dWs ]

2
}ds

t
< Cl/o E “0] (N(5):Zn(5): Zys) = O (M), Z3y 5 (Zp o))

2
} ds.

t
2 n
gcle/O ]EUZ,,(S)—ZT,(S)
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por lo que
t

h<Ks / sup ]E[yzu—z;\z} ds. (4.88)
0

0<u<s

Ademads, bajo el mismo procedimiento se obtiene que
t
L < K; / sup [ [yzu - Z;ﬂ ds. (4.89)
0

0<u<s

» Acotando Iy, Is, I € I7:

Se comienza el procedimiento utilizando el Lema 3.2.4 dos veces, para obtener
t X 2
L=E (/ Lot (u,2,,Z)) - .zlonl(u)dwu) dW; ]
0 \/n(s)
t 2
<c[E ] ds
0
2
<G / ] ds
§C2/0 (]E [/ | 46" (1,2, Z5) - flc,}(u)fdubds.

Asi, al sumar y restar ., (Zyuy, (Znw))*) ¥ Lol (), Zy(u)> (Zy(u))")- se tiene que

/( ),%101(”,2“,2;;) _ L6 (u)dw,
nes

/ L6t (u,2,,Z)) — Lo} (u)dW,

L<GI+G+1D0).

al considerar,

14 _/ (/ ‘glo u ZM7Z*) glcl<uyzn(u)7(Zn(u))*)lz] dl/i) dS,
t s . L

2
] du) ds,

1 S
B= [ ([ B[ 40" 0002 Co)") - 210" (00 Zy Za))

donde cada término se puede acotar de forma independiente.
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Para acotar Ii se utiliza la hipotesis (4.74), junto con el Corolario 4.1.1. De esta forma,
t s 2
I = / (/ E Uflcl(u,zu,z;) —flcl(u,Zn(u),Z;;(u))‘ ] du) ds
0 \Jn(s)
5 t N 2
<M / / E||Z,~2 }du)ds
() B2zl
< M3K(p)&2t. (4.90)
Para acotar If se utiliza la hipotesis (4.82), se hace la esperanza independiendte de la integral,
se acota el cuadrado de la suma por la suma de los cuadrados y se integra. Luego se acota el

supremo del producto por el producto de los supremos, se utiliza la linealidad de la esperanza y
se acota el supremo en la discretizacion por el supremo en todo el intervalo. De esta forma se

obtiene que:
t N 5
If:/o (/ ]E“3101(%2?](”),(2;’](”))*)_,Z]cl(n(u),zfl(u),(Z%(M))*) }du> s

n(s)
)2 lu— n(u)|] du) ds

SMlz/ot </n()]E [<1+
§2M12/0t (/1;S)]EK1+ 2) |u—n(u)|1du)ds
§2M125,12t+2M12/0[ (/n()El ziu—n(u)@ du> ds

< 2M126,%I+ZM1253I E

Znw)

Zy )

Z ()

sup |Z;?
0<u<t

Asi, gracias al Corolario 4.3.3 se concluye que

I < G832 +Cr82tK(r) < C3(1)82. (4.91)

Por otra parte, el ultimo término asociado a I, se acota directamente al aplicar la hipétesis
(4.74). De esta forma

3 ! : 1 * 1 n n NE

= ([ B[ 0.2 2y - 210" 100,23 Z) | ) as

N

t s " 2
<c / / ]EUZ —z }du)ds
Lo ( aw [T

t
<18, [ sup E[\zu—zgﬂ ds (4.92)
0 0<u<s
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Resumiendo, de (4.90),(4.91) y (4.92) se concluye que

t
L<Cd, [ sup E [|zu —zgﬂ ds + K482, (4.93)

0 0<u<s

Ademads, de forma andloga se obtiene que

t
L<CS, | sup E[|zu—z;}|2] ds+ K82, i€ {5,6,7}. (4.94)
0 0<u<s

= Acotando Ig:
Se comienza desarrollando E segtn su definicidn,

E=F [|E(z,n)|2}

t s y s
= { / (/ iﬂob(u,Zu,Z,f)du> ds—l—/ </( )$1b<u7ZM;Z;>qu> ds
0 Ay

n(

s)
t S t S
+f (/ $2b<u,zu,z:>dwu*)ds+ / (/ osfoal(u,zu,z:)du)dwy
0 n(s) 0 n(s)

t s 2
+/ (/ o%cz(u,Zu,Z;‘)du) awr| |.
0 \/n(s)

Luego se distribuye el mddulo cuadrado y se hace uso de la linealidad de la integral. De esta
forma,

1 S 2 " s )
r<cE||[ ( / .,%b(u,zu,z;:)du) as| |+cE|| [ ( / glb(u,zu,z;)dwu) ds
0\ o \ne)
4 ¥

~ t Ky 2 " s ’
+CE / </ fzb(u,Zu,Z;‘)de) ds| | +CE / (/ fOG](M,Zu,Z;)du) AW,

[1/0 \Ins) 0 \Jn(s)

[ t N 2
+CE / </ XOGZ(M,Z,,,Z;)du) dWs* '

|10 \In(s)

-~

5
18

De donde se procede a acotar cada término. De esta forma, para acotar Ié se introduce el médulo
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cuadrado dentro de la integral y se intercambia el orden de la esperanza con la integral,

I£( 2]

[t s 2
<FE // Lob(u, 20, 70 du ds]
0

i n(s)
; 2
S/ 5 ]ds.
0

Se continda introduciendo el médulo dentro de la integral, utilizando la hipétesis (4.76), inte-
grando y acotando el cuadrado de la suma por la suma de los cuadrados

t s 2
< [E|( [ 1bwzzld) |as
0 n(s)
t s 2
gMg/E (/ (1+\Zu|)du> ds
0 n(s)
5 2
|s—1](s)|2—|—(/ |Zu]du) ds.
n(s)

Se sigue acotando por el paso temporal, acotando el integrando por su supremo al tiempo s e
integrando; para despues volver a acotar por el paso temporal,

/ gob(u,zu,z;;)du) ds
n(s)

/ Lob(u, 20, 70 du
n(s)

t
<oM? / E
0

1
I} <082t + G, / E
0

sup |Z,|* |s - n(S)!2] ds

0<u<s
<G82t 4+ 5?2 /[]E sup ]Zu|2] ds.
0 0<u<s
Asi al utilizar el Lema 4.1.1, se concluye que
I <C 83 +C8%t K(1) = C3(1)82. (4.95)

Para acotar el término I§ se introduce el modulo cuadrado dentro de la integral y se intercambia
el orden de la esperanza con la integral. De esta forma,
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t s 2
/ (/ flb(u,Zu,Z;‘)qu) ds

0 \/n(s)

t 2
/ ds

0

l‘ 2
< / E ds
0

Se continda utilizando el Lema 3.2.4 y la hipotesis (4.76). Se sigue, acotando el cuadrado de

la suma por la suma de los cuadrados, integrando, acotando por el paso temporal y haciendo la
esperanza independiente de las integrales. De esta forma,

t S
@gq%(é@E“ﬁmmLZMﬂw)w
t S
§C1M6/ (/ E[(1+|Zu‘)2]du>ds
0 \Jn(s)
t S 2
§2C1M6/ (/ 1+ |z ]du) ds
0 \Jn(s)
5 t n(s) 5
<ci-nf+c [ (" E[ar]a)as

A[(Km”mOds

E=E

<E

/<ﬁmm%qmm
n(s)

/<ﬁmw%ﬁmm
n(s)

sup |Z,|?
0<u<t

<G82 +GE

Asi, al ocupar el Lema 4.1.1 e integrar, se tiene que:
B <GC82+CK0)|i—n0)* < C3(t)8? (4.96)
De misma forma se logra acotar el término /, 3 resultando

I < Cy(1)82. (4.97)
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Por otro lado, para acotar el termino Ig se utiliza el Lema 3.2.4, se introduce el modulo
dentro de la integral y se aplica la hipdtesis (4.77). Luego se acota el cuadrado de la suma por
la suma de los cuadrados, se integra y acota por el paso temporal §,; para finalmente acotar el
integrando por su supremo hasta el tiempo s.

t [ s 2
E—E / (/ L0 (4,2, Z2) du) aw,
0 \Jn(s)
s 2
(/ |$061(M,ZM,Z;:)‘CZM) ds
n(s)

l 2
S/IE) ]ds
0

1
SQ/E
0

/‘ L6 (u,2,,Z") du
n(s)

f s 2
§C1M72/ F (/ (1+|Zu|)du) ds
0 n(s)
f s 2
<2C\M3 / E 5,%+( / |Zu|du) ds
0 n(s)

t
<20\ M2 + 20 M2 / E| sup |z, |ds
0 0<u<s
Asi, al ocupar el Lema 4.1.1 se tiene que
4 2 2 Y 2
Is < C16,,t+C16nK(t) = CQ(I)SH. (4.98)

Logrando acotar de misma forma el término /, 5 resultando

I < CG3(1)82. (4.99)
Resumiendo , de (4.95),(4.96),(4.97),(4.98) y (4.99) se concluye que,

Iy < Kg(1)82. (4.100)

Luego, al remplazar (4.87), (4.87), (4.88), (4.89), (4.93), (4.94) y (4.100) en (4.86); se tiene que
paracadat € [0,7]
1

B[1Z-2P] < K08 +K0) [ sup Bl|Z,~Z])ds

0 0<u<s
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de donde se obtiene

. - T
sup E[|Z — 2] gKl(T)5,$+K2(T)/O sup E[|Z, —Z"|]ds.

0<e<T 0<t<s

Por lo que al aplicar el Lema de Gronwall 2.1.12, se obtiene que

sup B[z — 27] < Ky (T)82e5D).
0<t<T

Finalmente, se aborda el caso 1 < p < 2, gracias al resultado obtenido para p = 2. Esto es,
paracada 1 < p < 2, al aplicar la desigualdad de Holder A.3.2 y acotar el supremo de la potencia
de una funcién positiva por la potencia de su supremo, se tiene que:

p
2

sup B[|Z, —7|"] = sup E[|Z,—Z|’]

0<i<T 0<t<T

< ( sup ]E[|Z,—Zt”|2])

0<t<T

[S3S]

<C5p.
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Implementacion y resultados

Para verificar la convergencia tedrica presentada por los esquemas de aproximacién de Euler
Maruyama y Milstein, es necesario recurrir a la implementacién numérica. Esto es, conside-
rar una instancia de la SDE (4.1) que posea solucién unica en sentido fuerte y comparar los
esquemas con dicha solucion. Para realizar esto, se estudia por separado cada esquema de apro-
ximacion, considerando para cada uno dos ecuaciones similes al caso real.

El primer problema que se considera en un simil compljeo del Browniano Geométrico en su
forma mds general posible. Para ello considere la SDE dada para cada 7 € [0, T] por

Z; Z; Z; N
A7 — 11 dt +o- AW, + B - AW,
t “(z,*) (z,*) (+h (z;) ' 5.1)

Zy = 20,

donde i, @, B € C2. Mientras que el segundo problema considerado es un simil complejo de la
ecuacion de Oernstein-Uhlembeck. Para esto, se considera la SDE dada para cada ¢t € [0,T] por

(5.2)

dZ, = O(u — Z,)dt + odW, + BdW*
Zy = 20,

donde 0, u, o, B € C. Junto con los dos problemas ya mencionados se consideran ciertos casos
especiales, los cuales se presentan por ser curiosos y de interés.

Antes de proceder a mostrar los resultados obtenidos hay que clarificar como se obtuvieron
éstos. Lo primero a considerar es la cédlculo del valor esperado, el cual estd presente tanto en
la convergencia fuerte, como en la débil. Para ello se utiliza el método Montecarlo, el cual

137
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aproxima la integral de la forma
1 N
EX|~MCX):=—=) X,
)= MC() 2= 3 %

donde {X; }2[:1 es una muestra iid de la variable aleatoria X. De esta forma, el método Monte-
carlo presenta una forma sencilla de aproxima el valor esperado de una variable aleatoria, y se
caracteriza por que su error aproximadamente decae como la raiz del tamafio de la muestra N,

esto es 1
IE[X] —MC(X)| ~ —=.

VN

Por otro lado, hay que tener en claro como se obtienen los 6rdenes de convergencia que se
espera comprobar. Para ello se calculan los errores para distintas particiones temporales, las que

vienen determinadas por sus pasos temporales Dt = (Dt;,Dty,...,Dty,); obteniendo un vector
resultante Error = (Errory,Errory,...,Error,) de donde se ajusta una curva de la forma
Error = BDt?,

donde « es el orden de convergencia estimado. Para ello se considera a & como la segunda
componente del vector solucién del sistema lineal Ax = b, con

1 log(Dty) log(Errory)
. . , b = .

A= : : :
1 log(Dty,) log(Errory,)

donde se considera las discretizaciones temporales como potencias enteras de 2, esto es, DT =
(2n—m gn=m+1 2™ con n entero mayor que .

5.1. Esquema de Euler Maruyama

La implementacion numérica del esquema de aproximacion de Milstein (4.62), viene dada
para cada particién equiespaciadafo =0 <t <...<t, =T por

Ziy = B +b(Z)ds+ 6 (Z0) AW, + 6% (Z]) AW (5.3)

Donde todos los términos de (5.3) se pueden calcular de forma exacta. Lo anterior se realiza
promediando sobre 10* trayectorias para calcular la convergencia fuerte, mientras que la con-
vergencia débil se obtiene al al promediar sobre 107 trayectorias. Lo que permite tener una
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Error fuerte Euler Maruyama Scheme

104? T T T T
102 ¢ :
2
C
N
N 100 /._—-0/. E
M
©
1S .
o —@— Potencia del error p=1
102 Potencia del error p=2 3
—@— Potencia del error p=3
=@— Potencia del error p=4
al .
107 E S S R R i I S S R i I S S R R E

10 103 102 10t
Tamafio del paso temporal dt

Figura 5.1: Convergencia fuerte del esquema de Euler Maruyama (5.4) considerando particiones
de tamario de paso T /2", con n € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

certeza aproximada hasta el segundo decimal en el caso de la convergencia fuerte y del tercer
decimal para la convergencia débil.

5.1.1. Ejemplo 1: Browniano geométrico

Al considerar la SDE (5.1) notamos que por el Teorema 4.1.1, ésta tiene solucién y es tni-
ca, la cual si es aproximada mediante el esquema de Euler Maruyama, por el Teorema 4.3.1,
presenta una convergencia fuerte dada para cada p > 0 por

)4
E| sup |Z,—Z'|P| <Cé7,
0<1<T

y por el Teorema 4.3.2 muestra una convergencia débil
[Elz7] - E[Z})] < C8,.

Lo anterior se contrasta numéricamente al considerar una instancia de (5.1), por lo cual se
elige 7 = 1, con coeficientes

n=(20), a=(0.50), B =(0,30);
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. Error debil Euler Maruyama Scheme
10 F T T T T T T T T T T

C -

|E[Z,]-E[ Z

L

107
1078 1072 101

Tamafio del paso temporal dt

Figura 5.2: Convergencia débil del esquema de Euler Maruyama (5.4) considerando particiones
de tamario de paso T /2", con n € {5,6,...,10} en el intervalo [0, 1].

y condicidn inicial zg = 1+ 1i. De esta forma, el esquema de Euler Maruyama para la SDE (5.1)
viene dado para una particidn equiespaciadato =0<# < ... <ft, =T por

Z8 | =727 A+ 0,520 AW, + 0,3Z0AW,, 0<k<n—1. (5.4)

donde At = (41 — 1) y AWy = (W;,,, —W,,). Lo anterior al ser implementado numéricamente,
presenta una convergencia fuerte que se muestra en la Figura 5.1. En este grafico se mues-
tran cuatro cuervas, correspondientes a los errores fuertes al considerar potencias del error
p =1,2,3,4, y tamafios de pasos dt del orden de 10~ a 10~!. De esta forma, al ajustar di-
chas curvas, se obtiene unos 6rdenes de convergencia fuerte dados por la siguiente tabla:

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.4976
2 1.0615
3 1.6537
4 2.2417

Tabla 5.1: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Euler maruyama (5.4)
al ajustar las curvas de la Figura 5.1.
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Error fuerte Euler Maruyama Scheme
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Figura 5.3: Convergencia fuerte del esquema de Euler Maruyama (5.5) considerando particiones
de tamario de paso T /2", con n € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

De donde se concluye que los 6rdenes simulados coinciden con los tedricos.

Junto con lo anterior, la implementacion numérica realizada presenta una convergencia débil
que se muestra en la Figura 5.2. Aqui se destaca el comportamiento presentado por la curva del
error, el cudl como se espera corresponde a un recta. De esta forma, al calcular la pendiente de
dicha recta, se obtiene un orden de convergencia débil igual

y=0.9765,

donde se observa que el orden simulado se encuentra muy cerca del tedrico.

5.1.2. Ejemplo 2: Proceso de Oernstein-Uhlenbeck

Al considerar la SDE (5.2) notamos que por el Teorema 4.1.1, ésta tiene solucién y es tnica,
la cual si es aproximada mediante el esquema de Euler Maruyama, por el Teorema 4.3.1 presenta
una convergencia fuerte dada para cada p > 0 por

14
E | sup |Z—Z!P| <Céi,
0<t<T
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Figura 5.4: Convergencia débil del esquema de Euler Maruyama (5.5) considerando particiones
de tamario de paso T /2", con n € {5,6,...,10} en el intervalo [0, 1].

y por el Teorema 4.3.2 muestra una convergencia débil
[E[zr] - E[2}]| < C8..

Lo anterior se contrasta numéricamente al considerar una instancia de (5.2), por lo cual se
elige T = 1, con coeficientes

0=2, L=0, o =05, B =03,

y condicion inicial zo = 1+ 1i. De esta forma, el esquema de Euler Maruyama para la SDE (5.1)
viene dado para una particién equiespaciadaty =0 <t < ... <t, =T por

Zi | =78 =27} At +0,5AW; +0,3AW,, 0<k<n—1, (5.5)

donde At = (ty41 —tx) y AWx = (W,,,, —W,, ). Lo anterior al ser implementado numéricamente,
presenta una convergencia fuerte que mostrada en la Figura 5.3. Aqui se muestra el comporta-
miento de cuatro cuervas, correspondientes a los errores fuertes al considerar potencias del error
p=1,2,3,4, y tamafios de pasos del orden de 107> a 10~!. Dichas curvas presentan un decai-
miento fuerte en las primeros refinamientos de la particion, lo cual se debe a que el modelo con
un tamafio de paso muy grande ajusta mal el proceso, por lo que trae consigo grandes errores. De
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Figura 5.5: Convergencia fuerte del esquema de Euler Maruyama considerando particiones de
tamaiio de paso 2", conn € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

esta forma, al ajustar las curvas de error, se obtiene unos 6rdenes de convergencia fuerte dados
por:

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.6832
2 1.3749
3 2.0747
4 2.7823

Tabla 5.2: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Euler Maruyama (5.5)
al ajustar las curvas de la Figura 5.3.

Ademas de esto, la implementacion numérica realizada presenta una convergencia débil que
se muestra en la Figura 5.4, donde se muestra el comportamiento presentado por la curva del
error, el cudl como se espera corresponde a un recta. De esta forma, al calcular la pendiente de
dicha recta, se obtiene un orden de convergencia débil igual

y = 1.008,

donde se concluye que el orden simulado se encuentra muy cerca del tedrico.
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Figura 5.6: Convergencia débil del esquema de Euler Maruyama considerando particiones de
tamario de paso T /2", con n € {5,6,...,10} en el intervalo [0, 1].

5.1.3. Casos especiales

= Caso 1: El primer caso interesante que se menciona corresponde a una instancia de (5.1),
donde los coeficientes seleccionados no cumpen las hipétesis requeridas para asegurar con-
vergencia débil del esquema (4.38). Esto se logra al considera T = 1; con coeficientes

1w=(20), o = (0.30), B =(00.3),

y condicidn inicial zo = 1+ 1i. De esta forma, al implementar computacionalmente el método
de misma forma como se hizo en (5.4) se obtienen unos orden de convergencia fuerte dados
por

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.5431
2 1.1205
3 1.7505
4 24132

Tabla 5.3: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Euler Maruyama al
ajustar las curvas de la Figura 5.5.
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Figura 5.7: Convergencia fuerte del esquema de Euler Maruyama considerando particiones de
tamario de paso T /2", conn € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

los cuales hacen alusion al comportamiento mostrado por la Figura 5.5. De donde se concluye
que la convergencia fuerte se mantuvo para esa eleccién de coeficientes. Por otro lado, el
comportamiento distribucional del proceso se ve reflejado en la Figura 5.6, donde se obtiene
un orden de convergencia débil

Y= 1.013,

de donde se concluye que a pesar de que no se cumplen las hipotesis del Teorema 4.3.2 la
convergencia en ley se sigue manteniendo para este ejemplo.

= Caso 2: El segundo caso interesante corresponde a un andlogo del ejemplo anterior, pero esta
ves para la la SDE (5.2). Para ello que se considera 7' = 1, con coeficientes

0=2, =0, o =03, B =03,

y condicidn inicial zg = 1 4 1i. La simulacién del proceso, operando de forma analoga a lo
hecho en (5.5), muestra unos 6rdenes de convergencia fuerte dados por:
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Figura 5.8: Convergencia débil del esquema de Euler Maruyama considerando particiones de
tamaiio de paso T /2", conn € {5,6,...,10} en el intervalo [0, 1].

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.7019
2 1.4103
3 2.1247
4 2.8447

Tabla 5.4: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Euler Maruyama al
ajustar las curvas de la Figura 5.7.

los cuales se obtuvieron al ajustar las curvas que muestra la Figura 5.7, de donde se concluye
que al igual que también se mantiene la convergencia fuerte para este ejemplo.

Ademads de esto, la implementacion numérica realizada presenta una convergencia débil que
se muestra en la Figura 5.8, presentando un orden de convergencia débil

Y=1.027,

de donde se observa que el orden de convergencia débil se mantiene en este ejemplo a pesar
de no cumplir con las hipétesis del Teorema 4.3.2.
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Figura 5.9: Convergencia fuerte del esquema de Euler Maruyama considerando particiones de
tamaiio de paso T /2", conn € {4,6,...,15} en el intervalo [0, 1].

= Caso 3: El tercer ejemplo interesante que se muestra corresponde a una aplicacién. Suponga
que desea resolver la integral iterada

t S
A:/ (/ dW,*) dw,,
0 0

para ello notamos que A corresponde a la segunda componente del vector solucién de la SDE
dada para cada t € [0,T] por

0 1
d7Z = dw; + dw;’
7 0 (5.6)

Zo=(00).

Aqui es importante tener en cuenta que la expresion A no posee un calculo explicito. Sin em-
bargo al desarrollar A en su parte real e imaginaria se obtiene una representacion dependiendo
del 4rea de Levy, para la cual se asegura convergencia del esquema de Euler Maruyama real.
De esta forma al simular A mediante el esquema de Euler Maruyama (4.38) y compararla
con una simulacién exhaustiva mediante el esquema real se obtiene una convergencia fuerte
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que es mostrada en la Figura 5.9. Dichas curvas al ser ajustadas entregan unos 6rdenes de
convergencia que vienen determinados por:

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.4747
2 1.9550
3 1.4407
4 1.9317

Tabla 5.5: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Euler Maruyama al
ajustar las curvas de la Figura 5.9.

donde se concluye que la convergencia trayectorial se sumple para este ejemplo, dado que
los resultados se encuentran muy cerca de los tedricos.

Es importante tener en cuenta que gracias al buen comportamiento del esquema de Euler
Maruyama para aproximar a A, es mas eficiente aproximar a ésta mediante el esquema de
Euler Maruyama complejo, que el real, debido a que con el primer método la expresion A
viene determinada directamente, mientras que en el segundo método la expresion posee mas
términos teniendo que incurrir en una calculo mayor.

5.2. Esquema de Milstein

La implementacion numérica del esquema de aproximacion de Milstein (4.62), viene dada
para cada particion equiespaciadafo =0 <t <...<t, =T por

7 =704 b(Z})ds + o' (Z) AW, + 62 (Z1) AW, + AE, (5.7)
donde
* 1 *
AE, = 0! (4,2} (Z}) )EAWkZ +. 250" (4,28 (Z) )k
+ L0631, 2 (Z0) M+ L50° (0. 22 (Z7) ) (AW )P,
con

tet 1 N N
Ik:/ </ dW,)dM.
178 173

Notar que todos los términos del esquema de aproximacién de Euler Maruyama (5.7) a excep-
cioén de [ se pueden calcular de forma exacta. Sin embargo la expresion I; no posee un cdlculo
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explicito. Esto se ve al descomponer el término I, resultando

Tkt 1 )
L= / < / dW,*) AW,
I Tk

Tk+1 * %
= ] (WS - v‘/[k) dWS‘
k
Terl %
e WS dWs - W/[k (‘/‘/thrl - mk)

Tk

donde el primer término, esto es la integral con respecto a un Proceso de Wiener del Proceso
de Wiener conjugado, no se puede calcular de forma exacta. Para ver esto se descompone el
Proceso de Wiener en su parte real e imaginaria obteniendo que

Tie+1 . B Tie+1 TN T
‘/Vs dWY - (Ws +1Ws )sd(Ws +lst )
I Tk
Tk+1

- ) (Wsl + iWsz)*d(Wsl + iWsz)
k
el 1 e 1, 2
= (Ws _ZWS )d(Ws +lst )

Tk

Tyl Tkl Tkt 1 Tt 1
= wldw! —i /t W2dw}! + i | wldw? + [ W2dw?
k k k k
Tkt 1 | Tkt ) ) ok
173 7%

donde la expresion
1
Aty (Ar) = 3 (

conocida como drea de Levy no se puede calcular de forma explicita, por lo que ésta se debe
simular numéricamente. De este desarrollo, es natural considerar la aproximacién de I como

Tkt Tkt
/ * wlaw? — * WSZdWSI)
1,

k Tk

~ Tiet1 | 1 Ti41 ’ ) ) .
I, = wldw, + Wi dW; 4 2i A1p(Ar) =W, (Wi, — W)
I

Ik

1 .
= 5 (|‘/Vtk+l‘2 - |VVtk|2> —Ar+2i AIIZ(AI) _vvt: (‘/Vlk+1 _‘/Vtk> .
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donde el drea de Lévy Alfz (At) se aproxima mediante el esquema de Euler Maruyama real (2.29),
como la tercera componente de la solucion del problema

(dx! = aw}!
dX? = dw?
1
dX; =2 (X dW; = X7dW!)
1 1 2 2 v3
\ XO - ‘/Vlk7X0 - ‘/Vlk7X0 - O

Sin embargo, como se vi6 en el caso 3 de la seccion anterior, el problema (5.6) converge al valor
I, por lo que se calcula su aproximacion [; al considerar una discretizacion temporal suficien-
temente fina, es decir, con un paso temporal menor al cuadrado del utilizado en el esquema de
Milstein.

De esta forma, para llevar a cabo lo sefialado anteriormente, la implementacién computacio-
nal del esquema de Milstein (5.7) se realiza promediando sobre 103 trayectorias para calcular la
convergencia fuerte, lo que permite aproximadamente tener certeza hasta el segundo decimal.

5.2.1. Ejemplo: Browniano geométrico

Al considerar la SDE (5.1) notamos que por el Teorema 4.1.1, ésta tiene solucion y es tnica,
la cual si es aproximada mediante el esquema de Milstein, por el Teorema 4.3.3, presenta una
convergencia fuerte dada para cada 1 < p <2 por

E| sup |72

0<t<T

<Csp.

Para comprobar numéricamente esto, se consideran los siguientes dos casos:

= Caso 1: Se considera el mismo ejemplo de la SDE (5.1) visto en la implementacién de Euler
Maruyama de la seccion anterior. Por lo que se elije 7 = 1, con coeficientes

1=(20), o =(00.5), B =(030),

y condicion inicial zg = 1 + 1i. De esta forma, el esquema de Milstein para la SDE (5.1),
viene dado para una particidn equiespaciadato =0 <t < ... <t, =T por

ol = Z¢ 27 At 4-0,5(Z8) AWy +0,3Z; AW +AE,, 0<k<n—1. (5.8)
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Figura 5.10: Convergencia fuerte del esquema de Milstein (5.8) considerando particiones de
tamaiio de paso T /2", conn € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

donde
1 1
AE, = O,25(Zg)*§(AWk)2 +0,09z,’;§(AW,j)2 +0,25Z70 +0,15(Z)* I,

con At = (tyy1 —tx), AWy = (W,,, —W,) e I obtenido al resolver (5.6). Lo anterior al ser
implementado numéricamente presenta una convergencia fuerte dada por

Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.9632
372 1.4443
2 1.9234

Tabla 5.6: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Milstein (5.8) al
ajustar las curvas de la Figura 5.10.

Estos resultados que son obtenidos al ajustar las curvas presentes en la Figura 5.10, donde se
concluye que el esquema de Milstein logra ordenes de convergencia cercanos a los esperados
tedricamente.
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Figura 5.11: Convergencia fuerte del esquema de Milstein (5.9) considerando particiones de
tamaiio de paso T /2", conn € {4,5,...,15} en el intervalo [0, 1].

= Caso 2: Se considera el primer caso especial mostrado en el esquema de Euler Maruyama de
la seccidn anterior. Para ello se considera 7 = 1, con coeficientes

wi = (20), o1 = (030), Bi=(00.3),

y condicidn inicial zg = 1+ 1i. De esta forma, el esquema de Milstein para la SDE (5.1) viene
dado por

Zy o =2 272 A+ 0.3Z; AW, +0,3(Z )" AW +AE,, 0<k<n-—1, (5.9)

donde

1 1
AEy, = O,9ZZ§(AWk)2 +0,9(Z,’;)*§(AW,;*)2 +0,9(Z7)* I + 0,921},

At = (try1 —t), AWp = (W, —Wj,) e I obtenido al resolver (5.6). Lo anterior al ser imple-
mentado numéricamente, presenta una convergencia fuerte que se muestra en la Figura 5.11.
De esta forma, al ajustar dichas curvas, se obtiene unos 6rdenes de convergencia fuerte dados
por la siguiente tabla:
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Valor de p | Orden de Convergencia y
1 0.9691
372 1.4518
2 1.9341

Tabla 5.7: Resultados del orden de convergencia fuerte para el esquema de Milstein (5.9) al

ajustar las curvas de la Figura 5.11.

donde se puede notar que el desempeiio del esquema de Milstein se encuentra muy cerca del
esperado, siendo este un poco mas deficiente de lo deseado puesto que el orden de conver-
gencia débil obtenido no llega a ser uno. Esto se puede deber al error estadistico generado
al aproximar la integral mediante el método Montecarlo, junto con la multiplicacion de los
errores producto de la aproximacion de la expresion /.
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Conclusiones y Trabajo futuro

6.1. Conclusion

Referente al trabajo realizado en el cdlculo de Itd, se concluye que su extension al cuerpo de
los nimeros complejos presentada en el capitulo 3, corresponde una teoria coherente al cdlcu-
lo de It6 real mostrado en el capitulo 1. Ademas la extension del calculo de 1t6 al campo de
los niimeros complejos brinda poderosas herramientas, similes al caso real, las cuales permiten
desarrollar la teoria de Ecuaciones diferenciales Estocasticas en el cuerpo de los niimeros com-
plejos. Dentro de dichos resultados se destaca la Férmula de It6 (Teorema 3.3.2), para la cual se
presenta una prueba original , y permite trabajar con los procesos de difusion complejos y con-
cluir que éstos son cerrados bajo la aplicacion de funciones de clase C;’Z (J0,T[xC) en sentido
Wirtinger.

Con respecto al trabajo realizado sobre Ecuaciones Diferenciales Estocdsticas se destaca el
concepto de ecuacion diferencial de Itd sobre el cuerpo de los nimeros complejos (4.1), para la
cual se probo existencia y unicidad de solucion (Teorema 4.1.1), requiriendo hipétesis similes
al caso real valuado, pero formuladas naturalmente sobre el campo de los nimeros complejos.
Ademads se introduce los esquemas de aproximacion (4.38) y (4.62) para la SDE (4.1), conclu-
yendo que éstos generalizan los esquemas de Euler Maruyama y Milstein reales (2.29) y (2.37).
Esto se demuestra al probar que el valor esperado de los esquemas estdn acotados (Lema 4.3.2
y Lema 4.3.3), junto con probar que sus 6rdenes de convergencia coinciden (Teorema 4.3.1,
Teorema 4.3.2 y Teorema 4.3.3).

En relacién al trabajo numérico realizado, se implementé computacionalmente los esque-
mas de Euler Maruyama (4.38) y Milstein (4.62). Estos fueron puestos a prueba al aproximar
ejemplos de ecuaciones que generalizan a el Browniano Geométrico, al Procesos de Oernstein-
Uhlenbeck. Esto con el objetivo de comprobar el desempeiio tedrico mencionado en el capitulo
4, concluyendo que ambos muestran un comportamiento positivo, afin a las expectativas. Ade-

154



Capitulo 6. Conclusiones y Trabajo futuro 155

maés de esto, se destaca el problema (5.6), para el cual se prueba que ademds de ser conveniente
trabajar con el sistema complejo por simplicidad, es también recomendable resolverlo asi por
un tema computacional, dado que se reduce la complejidad algoritmica. Lo anterior muestra que
existen ejemplos donde se ve una ganancia numérica al trabajar con ecuaciones diferenciales
formuladas directamente sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

Finalmente, con una visién mds general se concluye que la extension de los resultados reales
para ecuaciones diferenciales estocdsticas a ecuaciones diferenciales complejas, ademas de ser
consistentes, simplifican su andlisis. Esto se debe primeramente a que las hipétesis de dichos
resultados se formulan directamente en su lenguaje nativo, es decir, el cuerpo de los nimeros
complejos; mientras que por otra parte se simplifica considerablemente el célculo y desarrollo
algebraico, puesto que no es necesario hacer la conversion de una SDE compleja a un sistema
real doblando su dimension. Esto respaldado con los resultados numéricos permite entender me-
jor las ecuaciones diferenciales estocdsticas complejas, permitiendo al igual que en el caso real
generar intuicién con respecto a como estudiarlas.

6.2. Trabajo futuro

Sobre el trabajo realizado en ecuaciones diferenciales estocasticas sobre el cuerpo de los
nimeros complejos, algunos trabajos futuros que se consideran son:

1. Estudiar el problema de existencia y unicidad de solucién para la SDE (4.1) relajando las
hipétesis presente el Teorema 4.1.1.

2. Estudiar fendmenos fisicos donde se aplique una modelacién matemdtica que requiera de
una SDE como (4.1).

Ademas, enfatizando el andlisis realizado para los esquemas de Euler Maruyama (4.38) y de
Milstein (4.62), algunas continuaciones a lo hecho hasta ahora son:

1. Estudiar la convergencia de los esquemas al relajar las hipotesis.
2. Estudiar la estabilidad y consistencia de los métodos.

3. Desarrollar esquemas de Taylor tanto fuertes como débiles y estudiar su desempeio.



Apéndice A

Resultados anexos

A.1. Espacio de funciones continuas

Definicion A.1.1. Sea (X,d,) e (¥,dy) dos espacios métricos y f : X — Y, se dice que la
aplicacion f es acotadaen A C X, siexiste r > 0 e yg € Y tal que:

f(A) CB(yo,r) :={y €Y [d(yo,y) <r}

En el caso de trabajar con aplicaciones definidas de sobre el cuerpo K = {R,C}, es decir
f K" — K™, la definicion anterior es equivalente a

||[F(x)||gm <K, ¥YxeA.

Definicién A.1.2. Sea (X,d,) e (¥,d,) dos espacios métricos y f : X — Y. Se dice que la
aplicacion f es continua en a € X, si para cada € > 0, 3 6(€,a) > 0 tal que:

dela,b) < 8 — dy(f(a), f(b)) < &.

Ademés, se dird que la aplicacion f es continua en X, si f es continua en cada punto a de X. Por
otra parte, se dird que la aplicacion f es uniformemente continua en X, si para cada € > 0, existe
o(g) > 0tal que:

dy(a,b) < 8 = dy(f(a), f(b)) <&, Va,beX.

De esta forma, para todo k > 0 , se denota C¥(X,Y) al espacio de funciones continuas de
orden k, entre los espacio X C K" y Y C K™ con K = {RR, C}, cuyas derivadas de orden menor o
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igual a k son continuas. Ademds, se denota Cf(X,Y) al espacio de funciones en C(X,Y), cuyas
derivadas estan acotadas.

Observacién A.1.1. Dado X C K" y n € IN, es comtn que se denote por C¥(X) al espacio
C¥(X,K), y de misma, se denote por C(X) al espacio Cf(X,K).

Observacion A.1.2. Existen casos en que el dominio de una funcién esta definido sobre un
espacio producto, esto es, f : X] X X, — Y, donde la regularidad de la funcién depende de
la variable que se utilice. De esta forma, se dird f es de clase C""(X; x X3), con m,n € I, si
f posee m derivadas continuas con respecto a su primera variable y n derivadas continuas con
respecto a su segunda variable. De misma forma, se dird que f es de clase C,""(X; x X»), si es
de clase C"™"(X; x X») y ademas todas sus derivadas mencionadas son acotadas.

Dentro de la definicién anterior, se destacan los espacios C""(]0, T[xK) y C;""(]0, T[xK),
con IK = {RR,C}, dado que consideran funciones que dependen de una variable espacial y una
temporal.

De la definicién anterior se destaca que las aplicaciones uniformemente continuas presentan
mejores propiedades que aquellas que son continuas simplemente. Sin embargo, la condicién
de uniforme continuidad no es suficientemente restrictiva, dejando un espacio de funciones con
buenas propiedades, pero muchas veces inoperable debido a la regularidad necesitada por las
funciones, en el caso de las ecuaciones diferenciales, por dar un ejemplo. Es por lo anterior, que
se debe recurrir a espacios de funciones més restrictivos que mantengan las buenas propiedades
de continuidad y se acerquen a las propiedades de una funcién diferenciable. Dichos espacios
son los espacios de funciones Lipschitz y Holder, los cuales se presentan a continuacion.

Definicion A.1.3. Sea (X,d,) e (¥,d,) dos espacios métricos y f : X — Y. se dice que la
aplicacion f es Lipschitz continua, si existe L > 0 tal que

4,(f(a), (b)) < Ldy(a,h), Ya,beX.

Definicién A.1.4. Sea (X,d,) e (Y,d,) dos espacios métricos y f : X — Y. se dice que la
aplicacion f es Holder continua, con pardmetro y € [0, 1], si existe L > 0 tal que para

dy(f(a), f(b)) <Ld(a,b)?, Ya,beX. (A.1)
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Observacion A.1.3. Las definiciones anteriores se extienden de forma natural sobre normas,
puesto que dado un espacio vectorial normado (V.|| - ||v), se tiene que

dy (6,y) =[x =yllv,

es una distancia en V.

De esta forma, para cada0 </ <1y k € INg se denota por 57 0 (X,Y), al espacio de todas las
funciones f: X C R" — Y C R™, cuyas derivadas de hasta orden [/] son continuas y acotadas,
mientras que sus derivadas de orden [/] 4 1 son Holder continuas de pardmetro /.

Observacion A.1.4. Al igual que para el espacio de funciones continuas, es comun que se de-
note por .7 (X) al espacio 5! (X,R),con X C R" yn € IN.

Ahora, para caracterizar un espacio de funciones Holder continuas de gran importancia,

permita definir para cada k,€ Ny, y s = (s1,52,...,5,) € INj, los operadores diferenciales:
9\ *
! <az> (A2)
n a Si
oW =y (= A3
X ];1 axl ) ( )

n
donde se denota por |s| = Z si y ademads
k=1

0 =9 =1, (A.4)

con / el operador identidad.
()

De esta forma , para cada [ > 0 se denota por .77’ (X,Y) al espacio de todas las funciones

f:[0.T] x (X CR") — Y C R™, cuyas derivadas 9, %) son Holder continuas de pardmetro
I — [1] en la variable espacial x, y son Holder continuas de pardmetro (I —2r — |s|) en la variable
temporal ¢, para todo par de indices 2r+ |s| < [1].

Es importante notar que a pesar que la condicién de Holder continuidad (A.1) estd bien
definida para funciones complejas, el espacio %”T(l) considera s6lo funciones reales. Esto debido
a que en su definicion se involucra el concepto derivada con lo cual, la funciones complejas
pierden la nocién generada por el cuerpo real. Sin embargo como se vid el la seccion 2.2 el
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Caélculo de Wirtinguer brinda las herramientas para tratar la derivada de una funcién compleja
con la misma nocion real. De esta forma se puede generalizar la condicién de Holder continuidad
al caso de funciones complejas. Para ello, al igual que en el caso real se necesita introducir para
cada k,€ No, y s = (s1,52,...,5,) € IN{, los siguientes operadores:

s d\"

=y (a’_zi> , (A5)
s n d Si

ol = Y ( dz*) , (A.6)

d d
donde las derivadas T y e vienen dadas por (2.55) y (2.56). Ademads
Zi Zi

oV =9 — 1, (A7)

con / el operador identidad.
De esta forma, para cada / > 0 se denota por ffT(lJrk) (X,Y) al espacio de todas las funciones
f:[0.T]x (X € C) — Y C C, cuyas derivadas 8,’8Z(S)8(”) cumplen la condicion de Holder con-

Z*
tinuidad (A.1) con pardmetro / — [[] en sus variables espaciales z y z*, y cumplen la condicién
de Holder continuidad (A.1) con pardmetro (I —2r — |s|) en la variable temporal ¢, para toda

tripleta de indices 2r + |s| + |u| < k.
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A.2. Espacios de medida compleja

Definicién A.2.1. Sea (,.#) un espacio medible. Una medida compleja es una funcién de
conjuntos A sobre .%, con valores en el cuerpo de los complejos C, que satisface:

i) 2(0) =0

ii) SiAp€ Z,VneNtalquedNA;j=0=A({J A) =} A(A,).
nelN nelN

Al trio (Q,.%,A) se le llama espacio de medida compleja, y si Im(A) = 0, y se denomina
real y por consiguiente a (Q,.%, ) se le llama espacio de medida real. Ademds, observemos
que las medidas reales son un subconjunto de las medidas complejas. Donde es fécil ver que
cada medida compleja puede escribirse de forma tinica como

A=A +ily

donde A; y A, son medidas reales.

Definicion A.2.2. Sea A una medida compleja en un espacio medible (Q,.%). Llamaremos
variacion de A a la medida

A|(A) = sup{z |A(A;)| : A; particionan A}
i=1

y a |A|(Q) variacion total de A.

Lema A.2.1. Sea (Q,.7) un espacio medible y M(Q,.%) o, simplemente M(Q) cuando no hay
confusion, el conjunto de todas las medidas complejas sobre %, con las operaciones

(H+2A)(A) :=u(A)+A(A);

(ap)(A) = o-p(A),
para todo A € F;u.A € M(Q) y a € C. Entonces M(Q) es un campo vectorial complejo, y la
aplicacion:

Vi eMQ), |pfl = |ul(X),

lo convierte en un espacio normado.
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Definicion A.2.3. Sea (Q,.7, 1) un espacio de medida positivay A € M(Q). Diremos que A es
absolutamente continua respecto de i, y lo denotaremos A << , si para cada A € %,

1(A) =0=>A(A) =0.

El siguiente resultado explica por que la palabra continuidad se utiliza en esta definicidn,

Proposicion A.2.1. Sea A una medida compleja en el espacio de medida positiva (Q,.7 , ).
Entonces son equivalentes:

) A<<u
i) Al <<

iit) Para cada € > 0, existe un 8 > 0 tal que si L(A) < €, entonces |L(A)| < €.

Proposicién A.2.2. Sean (Q,.7, 1) un espacio de medida positiva y f € L' (Q, 1), entonces
Aeﬁr—M,(A):/fdu
A

es una medida compleja sobre F, tal que A << . Ademds, si g € L' (|u|), se tiene
[ gdn= [ efan.
Q Q

A la funcidn f se le llama derivada de Radon Nikodym de A con respecto a 1 y se denota

%. Ademads, si u es la medida de Lebesgue, entonces f se llama funcion de densidad de

A.
A continuacion, presentamos uno de los teoremas fundamentales de la teoria de la medida,
que corresponde a un andlogo de la proposicion anterior.

Teorema A.2.1. (Radon-Nidodym)

Sean A una medida compleja y L una medida positiva c-finita, definidas sobre un espacio de
medible (Q,.F), tales que A << W. Entonces existe una funcion f € L'(Q, ), dnica como
clase, tal que para cada A € .7,

A(A) :/Afdu.
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A.3. Resultados adicionales

Teorema A.3.1. (Teorema de Luzin) Sean E un conjunto medible y acotado de R" y una funcion
medible F : E — R. Entonces para cada € > 0 existe un cerrado E¢ C E tal que

i) la medida |E \ E,psijon| < €;
ii) la funcion restringida F |g, es continua.

Teorema A.3.2. (Desigualdad de Holder) Sea (Q, 7 , |1) un espacio de medida positiva y p,q €
|1, 400 tales que }—’ + (l] = 1. Entonces paa todo para de funciones medibles f,g € M(Q,R}.), se

tiene
| fedu< ( A f”du)’l’ ( A deu);. (AS)

Teorema A.3.3. Sea f: R — R una funcion continua y p > 1. Entonces para todo acotado K
de R se tiene

(su9) " = sup (1) (A9)

xekK xeK
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