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RESUMEN

En esta tesis modificamos Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA), un método de optimizacion sobre el campo de los com-
plejos utilizado en tomografia autoguiada de estados cuanticos. La tomografia
autoguiada es un protocolo iterativo para estados puros basado en minimizar la
infidelidad entre el estado cuantico del sistema y un estimado de este. Nuestra
mejora consiste en agregarle procesamiento clasico a CSPSA mediante Maxi-
mum Likelihood Estimation (MLE) entre iteraciones. Gracias a esto, observamos
una gran reduccion en el numero de iteraciones y de recursos a utilizar, a expen-
sas de incrementar el costo computacional clasico. Ademas, mostramos que se
puede utilizar el mismo método de optimizacién CSPSA para determinar una me-
dida en el entrelazamiento de estados para sistemas bipartitos, sin la necesidad

de conocer el estado, y, por lo tanto, sin realizar tomografia.

Para probar estas afirmaciones realizamos extensas simulaciones numéricas
sobre un gran numero de estados desconocidos, en varias dimensiones y con-

siderando distintos tamanos en la muestra a medir.



Capitulo 1

Introduccion

Todo sistema cuantico tiene asociado un vector unitario llamado estado, que
caracteriza todas las propiedades cuanticas del sistema. Es de gran interés deter-
minar experimentalmente este estado, ya que silo conocemos, podemos predecir
el comportamiento de nuestro sistema bajo cualquier tipo de operacion cuantica.
A partir de esto surge la estimacion de estados cuanticos, definida como el pro-
ceso de inferir el estado a partir de mediciones generalizadas, conocidas como
Positive Operator-Valued Measurements (POVMs). Es un paso previo de muchos
procesos en Mecanica Cuantica, como por ejemplo, Informacién Cuantica [1],
Metrologia Cuantica [2] y Computacion Cuantica [3], entre otros, ya que en todas
estas tareas la habilidad de determinar el estado cuantico es fundamental para

completar el proceso.

Existen muchos métodos de tomografia o estimacién de estados cuanticos
[4], pero una caracteristica en comun que tienen todos ellos es que se necesita
medir sobre un gran niumero de particulas idénticamente preparadas para poder
conocer con precision el estado del sistema. Esto proviene del postulado de medi-

cidn, ya que al colapsar la funcién de onda a cualquiera de los vectores de la base



en que medimos, es imposible inferir con una sola medicién el estado cudantico

del sistema.

Como generalmente en el ambito experimental los recursos disponibles son
limitados, es de gran interés desarrollar protocolos de tomografia capaces de en-
contrar el estado cuantico de la forma mas precisa gastando el minimo posible
de recursos. Uno de estos métodos, llamado tomografia autoguiada [5], formula
la estimacién como un problema variacional, donde el estado desconocido del
sistema es caracterizado como el parametro de alguna funcién de distancia, y
luego es encontrado usando algun metodo de optimizacion. Para el caso de es-
tados puros, podemos escoger esta funcion como la infidelidad entre estados,
I(y,0) = 1—|{y|¢)|?, donde |y) es el estado fijo del sistema y |¢) es nuestro
estimado. Luego, de forma iterativa, y a través de mediciones, el algoritmo va
mejorando el estimado |¢), disminuyendo la distancia I(y, ¢), hasta converger al
estado del sistema |y) con alguna precision determinada. Este método aprovecha
de forma 6ptima los recursos, alcanzando cotas en la estimacion del estado 6r-
denes mejor que algunos métodos estandar [6]. Sin embargo, el inconveniente
es que el numero de mediciones a realizar para alcanzar el 6ptimo puede resultar

prohibitivo.

En vista de lo anterior, lo que proponemos es mejorar la tasa de convergen-
cia en la tomografia autoguiada utilizando procesamiento estadistico clasico, lo
cual no requiere mas mediciones en el sistema pero disminuye el numero de eta-
pas en el proceso tomografia, e incluso mejora la precision en la estimacion. A

diferencia de los métodos tomograficos estandar, donde se usa la estimacion por



maxima verosimilitud (MLE) como postprocesamiento, nosotros utilizaremos este
mismo método entre iteraciones de la tomografia autoguiada, refinando asi de
forma clasica el estimado |¢), antes de continuar con la proxima iteracién del al-

goritmo de optimizacion.

Ademas, mostraremos que para determinar entrelazamiento cuéntico en sis-
temas fisicos bipartitos no es necesario conocer la totalidad del estado cuantico,
y por lo tanto no es necesario realizar tomografia. Esto lo lograremos aplicando
un método de optimizacion sobre la matriz densidad reducida de uno de los dos
sistemas bipartitos, lo cual nos entregara un coeficiente que mide el grado de
entrelazamiento entre los sistemas, y que coincide con la medida geométrica de

entrelazamiento [7].

Esta tesis estd organizada como sigue: En el capitulo 2 introduciremos her-
ramientas matematicas que usaremos en el desarrollo del trabajo, principalmente
teoria de probabilidades y algebra lineal, lo que nos dara el marco sobre el que
yace la Teoria Cuantica. Luego, en el capitulo 3 veremos conceptos basicos
en Mecanica Cuantica y estimacién de estados, o que nos permitirqd poner en
contexto nuestro trabajo y comparar los resultados de esta tesis con esquemas
previos. En el capitulo 4 mostraremos los algoritmos de optimizacion usados en
tomografia autoguiada, dentro de los que estan CSPSA y SPSA. El capitulo 5 esta
especificamente dedicado a la tomografia autoguiada y su relacién con CSPSA,
lo cual es la base de la que parte nuestro estudio, el cual presentamos en el
capitulo 6. Aca encontramos el principal resultado del trabajo, al derivar un pro-

tocolo que mejora la tomografia autoguiada de estados cuanticos al incluir proce-
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samiento clasico de forma iterativa. Incluimos los algoritmos necesarios para la
implementacién y pruebas numéricas del método. Por ultimo, en el capitulo 7 de-
sarrollamos un algoritmo capaz de detectar entrelazamiento cuantico. Mostramos

también simulaciones numéricas que prueban el desempefio del método.



Capitulo 2

Conceptos Fundamentales

En este capitulo estudiaremos conceptos basicos de la teoria de probabili-
dad y algebra lineal, fundamentos matematicos sobre los que esta construida la
Mecanica Cuantica. Ademas, presentaremos el método de Montecarlo, el cual
usaremos al realizar todas las simulaciones numéricas en este trabajo, junto a la

medida de Haar y el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

2.1 Probabilidad

La teoria de probabilidad entrega un modelo matematico para fenédmenos
aleatorios, esto es, aquellos que involucran incerteza [8]. Como ejemplos de
fendmenos aleatorios tenemos lanzar un dado o una moneda: al realizar estos
experimentos una y otra vez bajo las mismas condiciones tenemos como resul-

tado posible un conjunto de alternativas determinadas.

Denominamos espacio muestral Q al conjunto de posibles resultados de un
experimento aleatorio. Cada elemento individual w € Q es llamado punto mues-

tral. El conjunto de puntos muestrales A C Q para el cual una sentencia dada es



vélida es llamado evento. Asi, A es una coleccion de posibles resultados de un
experimento. Dado esto, podemos identificar una familia F = {A},A,,...} de even-
tos, y una funcion P sobre F tal que por cada A en IF, P(A) representa la posibilidad

de que un evento A ocurra.

La funcién medida de probabilidad P : F — R debe satisfacer las 3 siguientes

propiedades, llamadas axiomas de probabilidad:
e PA)>0,VAe 7.
e P(Q)=1.

e SiAj,A,... son eventos disjuntos, entonces P(|J;A;) = Y, P(A;).

Un ejemplo de los conceptos previos es lanzar un dado: El espacio muestral
es Q=1{1,2,3,4,5,6}. Podemos definir distintos espacios de eventos F € Q. Por

ejemplo, F={A; ={1,2,3},A, ={4,5,6}}, con probabilidades P(A|) = P(Ay) =1/2.
Decimos que un evento A es imposible si P(A) = 0. Algunas propiedades de
las probabilidades son:
e SiACB=— P(A) <P(B).
e P(ANB) <min{P(A),P(B)}.
e P(AUB) <P(A)+P(B) .

o P(Q\A) =1 P(A).



e SiAj,...,A, forman un conjunto de eventos disjuntos tal que U! |A; = Q, en-

tonces Y | P(A;) = 1.

Dado un evento B con P(B) # 0, definimos la probabilidad condicional de un

evento A dado B como

P(ANB)

P(AIB) =~

(2.1)

Asi, P(A|B) es la probabilidad de medir el evento A después de que haya ocurrido
el evento B. Dos eventos son llamados independientes si y solo si P(ANB) =
P(A)P(B), o equivalentemente P(A) = P(A|B). Luego, la independencia es equiv-

alente a decir que observar B no tiene ningun efecto en la probabilidad de A.

Una variable aleatoria X es una funcion X : Q — R, esto es, asigna a cada
resultado @ € Q un numero real X(w) = x. Si el conjunto de todos los posibles

valores de X es numerable, decimos que X es discreto. Si no, es continuo.

Por ejemplo, si lanzamos 5 monedas podemos tener como punto muestral
wy ={C,S,S,C,S}. Sin embargo, usualmente no estamos interesados en una se-
cuencia particular de caras y sellos, sino, por ejemplo, el nUmero de veces que

sale cara, X (ay) = 2.

Definimos la probabilidad de obtener x como la probabilidad del evento o tal

que X(w) = x. Si X es discreta, podemos expresar esto como

p(X =x) = p({o: X(0) = x}). (22)
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Si X es continua, tenemos valores dentro de intervalos, de manera que la proba-

bilidad entre los valores ay b es
Pla<X <b)=pHw:a<X(w)<b}). (2.3)

Una forma simple de representar la medida de probabilidad asociada con una
variable aleatoria es la distribucién de probabilidad. Esta es una funcién que
asigna a cada evento A definido sobre la variable X la probabilidad P(A) de que

dicho suceso ocurra.

Cuando la variable aleatoria X es discreta especificamos directamente la
probabilidad de cada valor que X puede tomar. Asi, la distribucién de probabilidad

es una funcién de masa de probabilidad px : Q — R tal que
px(x) = P(X =X). (2.4)
px tiene las siguientes propiedades:
e 0<px(x)<l.

i erVal(X) pX(X) =1
b ZxEA :P(X EA)

Val(X) es el conjunto de todos los valores que X puede tomar.

Para variables aleatorias continuas podemos definir una funcion densidad de

probabilidad fx, que satisface

o fx(x)#0.



o [17fx(x)dx=1.

o [\ fx(x)dx=P(X €A).

Una distribucién de probabilidad de particular importancia en este trabajo es

la binomial,

px) = ( . ) pr(1—p)'. (2.5)
Modela el niumero de éxitos en una secuencia de n experimentos independientes,
cada uno de estos con solo dos resultados son posibles (0 sea, dicotdmico). Lla-
mamos éxito a uno de estos resultados, con probabilidad p, y al otro fracaso, con
probabilidad 1 — p. En Mecénica Cuantica es importante porque las mediciones
sobre qubits obedecen esta distribucion cuando medimos de forma ideal, esto es,
no consideramos el error asociado a los detectores. Podemos generalizar este
resultado cuando tenemos mediciones no dicotémicas en la distribucién multino-
mial,

n! X1 X k —
L1 PK cuando ), X; =n.

p(x1,.xp) = { Xl (2.6)

0 otros casos.

Asi, esta es la regla que seguimos cuando realizamos mediciones sobre sistemas

cuanticos en mayores dimensiones.

También es importante en este trabajo la distribucion normal, dada por

27[66 202 (2.7)

con o la desviacion estandar y u la media. Podemos encontrar esta distribucion

modelando caracteres tan variados como la estatura de individuos, los efectos de
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un farmaco, el cociente intelectual, entre otros.

Existe una asociacion entre las distribuciones anteriores. El teorema del
limite central afirma que si tenemos Xj,...,X,, un conjunto de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas de una distribucién con media u

y varianza o2 # 0 , entonces, cuando n es muy grande,

_ 1

X=- i;x, (2.8)
tiene aproximadamente una distribucién normal con py = u y 6 = 62/n. Como
la distribucion binomial no es mas que la suma de n resultados obtenidos al efec-
tuar n repeticiones de un experimento aleatorio, o equivalentemente, la suma de
n variables independientes, cumple las condiciones del teorema y se aproxima a

la distribucion normal cuando n es grande.

Dada una variable aleatoria X discreta con masa de probabilidad px, y una
funcion g : R — R arbitraria, definimos el valor esperado, o esperanza de g(X)
como

Eg(X)]= Y gx)px(x). (2.9)

xeVal(X)

Si X es continua con densidad de probabilidad fx, entonces el valor esperado de
g(X) es

[}

Elg(0)) = | _s(o)fx(x)dx. 2:10)

El valor esperado de g(X) puede ser visto como un promedio ponderado de los
valores que la funcién g(x) puede tomar en los diferentes valores de x, donde los

pesos estan dados por px(x) o fx(x). Tiene las siguientes propiedades:
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e Sia es una constante, E(a) = a.
e E(af(X))=aE(f(X)) paraa € R.

o E[f(X)+g(X)] = E[f(X)]+E[g(X)].

Como caso especial, lamamos media u a calcular la esperanza de la vari-
able misma E[X], esto es, g(X) = x. Es un valor tipico o central para una determi-
nada distribucion de probabilidad. Asi, para distribuciones discretas, u = E[X]| =
Yreva(x)Xpx (x), y para continuas, u = E[X] = [7_xfx(x)dx. En un experimento

podemos estimar este valor usando el promedio, ji = 1y x;.

La varianza es una medida de que tanto se alejan los valores de una variable

aleatoria X de su media. Esta definida por
Var[X] = E[(X — E[X])]. (2.11)
Algunas propiedades son:
e Var[X] > 0.

e Varlaf(X)+b] = a*Var[f(X)] si a,b € R. De aca deducimos que la varianza

de una constante es cero.
o Var[X+Y]=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y),

donde denominamos covarianza a Cov(X,Y) = E[(X —E[X])(Y —E[Y])]. Este valor
indica el grado de variacion conjunta de dos variables aleatorias respecto a sus
medias, y es el test basico para determinar si existe dependencia entre variables.

La varianza al ser cuadratica no tiene las mismas unidades que la media, y por lo
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tanto también podemos usar su raiz, la desviacién estdndar o = /Var(X), como

una medida de la dispersién en los datos.

Otra medida de tendencia central particularmente importante es la mediana,
que corresponde al valor que se encuentra en el lugar central de todos los datos
de una muestra cuando éstos estan ordenados de menor a mayor. Por ejemplo,
en el conjunto {1,3,3,6,7,8,9} la mediana es 6. La ventaja bésica de la mediana
en la descripcién de datos en comparacion con la media es que es mas robusta,
ya que no esta tan sesgada por valores extremadamente grandes o pequenos.
Sin embargo, no se presta a calculos algebraicos tan bien como la media arit-
mética. Finalmente, otra medida en la dispersion de los datos es el rango inter-
cuartil. Es igual a la diferencia entre el percentil 75 y el 25, y por esto concentra el

50 por ciento de los datos que se agrupan alrededor de la mediana.

2.2 Meétodo de Montecarlo

El método de Montecarlo es un protocolo no determinista o estadistico numérico,
usado para aproximar expresiones matematicas complejas y costosas de evaluar
con exactitud, basado en la simulacidén de variables aleatorias [9]. Gracias a esto,
permite la realizacién de experimentos con muestreos de numeros pseudoaleato-
rios en una computadora. El método es aplicable a cualquier tipo de problema,
ya sea estocastico o determinista. En su versién mas simple, expresamos la can-
tidad que queremos conocer como el valor esperado de una variable aleatoria

Y, u=E(Y). Luego generamos valores yy,...,y, independientes e idénticamente
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distribuidos (i.i.d) de Y y tomamos su promedio

=

S| =

Y i (2.12)
i=1

Usualmente Y es una funcion real Y = f(X) que depende de otra variable aleatoria
X € D CR?, con densidad (0 masa de probabilidad) p(x). Luego u = E[f(x)]. Asi,
mientras Y = f(X) sea una cantidad que puede ser promediada, podemos aplicar

el método de Montecarlo.

La principal justificacion del método es a través de la ley de los grandes
numeros. Sea Y una variable aleatoria con u = E(Y), y supongamos que yi,...,V,

son datos i.i.d de Y. Luego, bajo la ley débil de los grandes niumeros

lim P (|, — | < €) =1, (2.13)

n—oo

para todo € > 0. Esto nos dice que la probabilidad de error mayor que ¢ al estimar

u tiende a cero. La ley fuerte de los grandes numeros afirma que
P(lim |1, —p| =0) = 1. (2.14)
n—oo

Esto es, el error cuando n — « es cero, suponiendo que u exista. Asi, de ambas
leyes se desprende que, usando Montecarlo, eventualmente podemos conseguir
un error tan pequefio como queramos, siempre y cuando tengamos un n suficien-
temente grande. Sin embargo, no nos dice de que tamano tiene que ser n para

tener un determinado error.

La magnitud del error puede ser calculada. Supongamos que Y tiene una var-

ianza finita, Var(Y) = 6% < «. Para una muestra independiente e idénticamente
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distribuida, fi, es una variable aleatoria y tiene su propio valor esperado y vari-

anza. El valor esperado de fi,, es

S | =

E(@) =Y E() = 2.15)
i=1

Como la esperanza de fi, es igual a u decimos que el método de Montecarlo es

insesgado. La varianza de fi, es
E((fln—p)?) = —. (2.16)

de donde encontramos que la desviacion estandar es \/E(({l, — p)2) = o /+/(n).
Esto significa que el error en la estimacién es del orden O(n~'/?) cuando n — oo,
ya que el error cuadratico medio de un estimador es su varianza mas su sesgo al

cuadrado, siendo este ultimo actualmente cero.

2.3 Algebra Lineal

El algebra lineal estudia espacios vectoriales y operaciones lineales en estos
espacios. La Mecanica Cuantica esta formulada esencialmente sobre esta teoria

matematica.

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto V no vacio, dotado
de dos operaciones para las cuales sera cerrado: La suma +:VxV — V, que
toma dos vectoresu y vy les asigna un tercer w € V, y la multiplicacién por escalar

-: K xV — V,que toma un escalar a y un vector u, entregando otro vector au c V.

Para que un conjunto V sea espacio vectorial debe satisfacer los siguientes

axiomas [10]:
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Asociatividad de la suma: u+ (v+w) = (u+v) +w.
Conmutatividad de la suma: u+v=v+u.

Elemento neutro en la suma: Existe un elemento 0 € V llamado vector cero,

talqueu+0=u.

Elemento opuesto en la suma: Por cada u € V existe un elemento —u €V,

llamado inverso aditivo, tal que u+ (—u) =0.

Distributividad del producto con respecto a la suma vectorial: a(u+v) =

au—+av.

Distibutividad del producto con respecto a la suma del cuerpo: (a+b)u =

au+bu.
Asociatividad del producto: a(bu) = (ab)u.

Elemento neutro en la multiplicacién: 1xu = u, donde 1 denota la identidad

multiplicativa en K.

En este trabajo, el espacio vectorial de mayor interés es C", el espacio de

n-tuplas de numeros complejos (zi,...,z,), Y €n lo sucesivo nos referiremos a este

espacio. Es comdn representar los vectores como kets, |y) [11].

Una funcion de particular importancia es el producto interior (¢|y), que toma
elementos |y) y |¢) del espacio vectorial y los lleva al cuerpo. Cualquier

ion (.].) : C" x C" — C es un producto interior si satisface las siguientes

propiedades:

(0lw) = (a(a| +b(B) ly) = alely) + B(Blw).



16

o (0|y) = (y|9)".

e (y|y) >0, con igualdad siy solo si |y) =0.

Si dos vectores tienen producto interior cero, esto es, (y|¢) = 0 se dice que
son ortogonales. A partir del producto interior podemos definir la norma de un

vector |y) como

)l = V(wly), (2.17)

siendo un vector unitario o normalizado al tener norma 1.

Sobre el espacio vectorial C" podemos definir un conjunto generador, esto es,
elegir una familia de vectores B = {|y1),...,|y,)} en C" tal que podamos construir

cualquier vector arbitrario en el espacio de la forma

M=iMW- (2.18)
i=1

Si B es linealmente independiente, esto es, ninguno de los vectores en B puede
ser escrito con una combinacion lineal de los restantes, decimos que B forma una
base del espacio. Ademas, si todos los vectores de la base son unitarios y ortog-

onales entre si, decimos que forman una base ortonormal.

Un operador lineal entre espacios vectoriales V y W es definido como una

funcién A : V — W de la forma

A (Zai\‘m) :ZaiA(|llfi>)=ZaiAWi>- (2.19)
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Cuando decimos que A es definido en V, significa que A es un operador lin-
eal de V a V. Un operador importante es la identidad, I, definida por I|y) = |y)
para cualquier |y) € V. En general, un operador actuando sobre un ket por la

izquierda, A|y), nos entrega otro ket.

Dos operadores X e Y soniguales, X =Y, si X|y) =Y |y) para cualquier vector
en el espacio. Los operadores ademas se pueden sumar de forma conmutativa y

asociativa:

X+Y = Y+X. (2.20)

X+(Y+2) = X+Y)+Z (2.21)

La multiplicacién de operadores es asociativa, pero no es conmmutativa, esto
es, XY #YX. Los observables como la posicién, el espin o el momentum, pueden
ser representados por un operador lineal A en el espacio vectorial en cuestion, con
la condicién de que debe ser hermitico, es decir, A debe ser igual a su transpuesto

conjugado, A = AT,

Existen vectores de particular importancia dado un operador A, conocidos

como autovectores de A, con la propiedad
Alar) = ailar), Alaz) = ar]az), ... (2.22)

donde aj,as, ... son escalares, llamados autovalores. Una consecuencia de la her-
miticidad de los observables es que sus autovalores deben ser necesariamente
reales. Ademas, todo operador hermitico A en un espacio vectorial V tiene una

descomposicion espectral, esto es, es diagonal con respecto a la base ortonormal
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B formada por sus autovectores,

A :Zai|a,~><a,~|, (223)

donde qg; son autovalores asociados a sus respectivos autovectores. Los P, = |i) (i
son llamados proyectores y satisfacen P = P>. Cuando un operador tiene solo

autovalores positivos o cero decimos que es semidefinido positivo.

Usualmente usamos la representacién matricial de los operadores lineales,
esto es, A es simplemente una matriz compleja de m por n componentes A;; que
envia vectores del espacio C" al C™ bajo la multiplicacion de la matriz A por el

vector en C”,

A (zamm) = Y aiAlys). (2.24)

Decimos que un espacio vectorial H es de Hilbert si es completo en la norma
inducida por un producto interior. Que un espacio sea completo significa que
todas las sucesiones convergen dentro del espacio. Asi, cada vector |¢) € H

puede ser aproximado por una serie |¢,),

lim [[[9) — [9n)[| = 0. (2.25)

Luego la serie |¢,) tiene un nico valor limite |¢).
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2.4 Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

El proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt es un algoritmo para con-
struir, a partir de un conjunto de vectores linealmente independientes de un sube-
spacio vectorial, otro conjunto ortonormal de vectores que genere el mismo sube-
spacio vectorial [12] . Asi, es usado generalmente para hallar bases en espacios

euclidianos. Si tenemos un conjunto de vectores {vy,..., vy} linealmente indepen-

dientes, y definimos proy,(v) = {“%u, el algoritmo es el siguiente:

(u,u)

=

u =v €1 = ]

Uy = v, — proyy, (v2) € = ]

U3 = V3 — proyu, (V3) — proye, (va) 3 = i (2.26)
- k—1 — W

llk—Vk_ijlproyu]‘(Vk> ek_m

Gracias a este proceso los vectores e; forman una base ortonormal de un
espacio vectorial. Esto es 0til en las mediciones de la Mecanica Cuantica, ya que
comunmente realizamos mediciones proyectivas sobre observables. Asi, cada
uno de los detectores en un experimento, y por lo tanto cada resultado, debe
estar asociado a un vector unitario en un espacio de Hilbert H, formando todos

estos vectores una base ortonormal.

En el caso de este trabajo estamos interesados en medir sobre direcciones
arbitrarias |¢), para lo cual debemos construir una base ortonormal en H sobre la
que medir. Entonces, elegimos al azar d — 1 vectores linealmente independientes

que junto a |¢) generen H, y aplicamos el método de Gram-Schmidt para con-
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struir una base ortonormal. Es importante que el vector |¢) permanezca intacto,

y por lo tanto lo elegimos como primer vector en el método.

2.5 Medida de Haar

Las matrices unitarias de dimensién N x N, U(N), forman un grupo compacto
de Lie, y tienen una Unica medida integral invariante por traslacion izquierda y
derecha du, conocida como medida de Haar. En otras palabras, si denotamos la

medida de Haar sobre U(N) por du(U), tenemos
du(VU) =du(UW) =du(U) (2.27)

para cualquier V,W € U(N).

Asi, en Mecéanica Cuantica, esta medida sobre el grupo U(N) induce un con-
junto estandar de estados cuanticos puros aleatorios de tamafio N en un espacio
de Hilbert N-dimensional. Esta medida nos entrega una distribucién de probabili-
dades para U(N) que pondera de igual forma diferentes regiones del espacio de
las matrices unitarias, y por lo tanto luce como una distribucién uniforme. En este
caso los coeficientes de los estados cuénticos estan dados por una distribucion
normal [13]. Es importante en este trabajo para que la muestra de los estados es-
cogidos como semilla en el proceso de optimizacion no tenga zonas privilegiadas
sobre el espacio de estados. Asi, cuando promediamos en el método de Mon-
tecarlo lo hacemos de manera uniforme, no dandole mas importancia a ninguna

zona del espacio de Hilbert por sobre otra.



Capitulo 3

Mecanica Cuantica

Revisaremos conceptos basicos de Mecanica Cuantica, lo que nos entregara
el modelo fisico sobre el que se desarrolla la tomografia. También analizaremos
este Ultimo tema junto a ciertas medidas de distancia en el espacio de estados
cuanticos. Ademas, estudiaremos en detalle Maximum Likelihood Estimation, una
técnica de postprocesamiento estadistico usada en tomografia. Finalmente, ex-
isten varias cotas fundamentales que nos entregan un limite de precision en la
tomografia de estados. Asi, en este capitulo veremos la cota de Cramer-Rao

cuantica y la cota de Gill-Massar.

3.1 Postulados de la Mecanica Cuantica

La Mecanica Cuantica es la rama de la fisica que explica la naturaleza a pe-
quenas escalas y niveles de energia. Esta gobernada por 4 postulados, derivados
en un largo proceso de ensayo y error [14]. El primer postulado nos indica como

describir matematicamente las propiedades cuanticas de un sistema fisico:

21
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e Todo sistema fisico tiene asociado un espacio de Hilbert separable y com-
plejo H con producto interior, conocido como espacio de estados. El sistema
es completamente descrito por su estado cuantico, el cual es un vector uni-

tario en el espacio de estados del sistema.

Dada una base ortonormal {|u,)}"_, podemos representar el estado en forma
de ket:

c1 (c1]¥)
ly) = |c2| = |(e2]'F) (3.1)

donde los coeficientes ¢, son nimeros complejos. También podemos representar
el estado en forma de bra, (y| = |w)". Los espacios de kets y bras forman espa-
cios vectoriales duales uno del otro. Como |y) debe ser normalizado, tenemos
que (y|y) = 1, o equivalentemente, |c2|*> + |c2]> +... = 1. Si la dimensién del es-

pacio es 2, llamamos a |y) un qubit.

El segundo postulado describe como cambian los estados cudénticos con el

tiempo.

e La evolucion de un sistema cuéntico cerrado es descrita por una transfor-
macion unitaria U (donde UUT = I). Esto es, el estado |y;) del sistema a
tiempo 7, esté relacionado con el estado |y») del sistema a tiempo #, por un

operador unitario U de tal forma que

[y2) =Ul(t2,11) 1) (3.2)
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El tercer postulado ilustra nuestra interaccidén con el sistema al obtener infor-

macion de este en forma de mediciones:

e Las mediciones cuanticas son descritas por una coleccién {M,,} de oper-
adores de medicién que satisfacen ¥, M/ M,, =1, y que actian en el espacio
de estados del sistema a medir. El indice m etiqueta las distintas salidas del
experimento. Dado un estado |y) del sistema cuantico antes de la medicion,

la probabilidad de obtener el resultado etiquetado por m es

Pm = (W|M; My y), (3.3)

y el estado inmediatamente después de que el sistema es medido es

W)= VD (3.4)

(MM, | w)

Esto es un resultado completamente distinto a lo visto clasicamente, ya que al

medir podemos cambiar completamente el estado del sistema.

Por dltimo, el postulado 4 se refiere a los sistemas cuanticos compuestos de

dos 0 mas subsistemas:

e El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto ten-
sorial del espacio de estados de los subsistemas. Si tenemos subsistemas
etiquetados del 1 al n, y el subsistema i es preparado en el estado |y);, el

estado total del sistema es |y)| @ |y)2 @ ...|y),.

Existen subsistemas en los cuales el estado cuantico de dos o mas objetos

se debe describir mediante un estado Unico que involucra a todos los objetos del
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sistema, aun cuando estos estén separados espacialmente. A esto le llamamos
entrelazamiento cuantico, y lleva a correlaciones entre las propiedades fisicas

observables. Por ejemplo, consideremos dos electrones en el estado singlete:

V2

Supongamos que medimos la componente de espin de uno de los electrones. Si

)= () t+=r= 1=+ (3.5

el resultado nos da espin -+, el otro electrén necesariamente debe estar en espin
—, Y viceversa. Estas correlaciones pueden persistir incluso si las dos particu-
las estan separadas distancias macroscépicas y sin interactuar, haciendo que
las medidas realizadas sobre un sistema parezcan estar influyendo instantanea-

mente en otros sistemas que estan enlazados con él.

3.2 Matriz Densidad

Una formulacion alternativa de la Mecénica Cuantica estd dada por la matriz
densidad [14]. Este lenguaje nos entrega una forma conveniente de describir
sistemas cuanticos cuyo estado no es completamente conocido. Dado un sistema
cuantico con probabilidad p; de encontrarse en uno de los estados del conjunto

{lvi)}, llamamos matriz densidad u operador densidad a

p =Y pilvi){wi. (3.6)

A partir de la definicion podemos encontrar el resto de los postulados en esta

representacion. Dado el conjunto {p;,|wi(t0))}, llamado ensemble, la evolucion
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del operador densidad desde un tiempo 7y a ¢ esta dada por

p(t) = ZPiU(f,to)\llfi(fo)><llfi(f0)\UT(f,fo) = U(t.to)p(t0)U " (t.10). (3.7)

Si medimos el conjunto {M,,} de operadores de medicién sobre el ensemble

{pi,|vi)}, la probabilidad de obtener el resultado m es
pm) = Y plmli)p;
= L Pl vilM M| i)

= Y pitr(My Ml i) (wi])

= w(M;,Mnp), (3.8)
y el estado tras la medicién es
M,pM,
o= — P (3.9)
tr(MyM,,p)

Mateméaticamente, las matrices densidades estan caracterizadas por el sigu-

iente teorema:

Theorem 1. Un operador p es una matriz densidad asociada a algun ensemble

{pi,|vi)} siy solo si satisface las condiciones:
e p tiene traza igual a uno.

e p es un operador semidefinido positivo.
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La primera condicién viene del hecho que p =Y ; pi|w)(y|. Entonces,

Zpltr lw) () Zpl =1. (3.10)

Para demostrar la segunda, suponemos un vector |¢) en el espacio de esta-

dos. Luego,

(9lp|o) Zp, olw) (w]9) Zp, [(o]w)]> > 0. (3.11)

Un sistema cuantico cuyo estado es |y), esto es, su matriz densidad esta
dada por p = |y)(y]|, es llamado estado puro. De otra forma, el estado es llamado
mezclado, ya que es una mezcla de distintos estados puros en el ensemble. Las
matrices densidad cumplen p? < 1, donde la igualdad se da si y solo si el estado

es puro.

3.3 Descomposicion de Schmidt

El entrelazamiento es una propiedad que se da en sistemas compuestos de
dos 0 mas particulas. Para sistemas bipartitos, el estado puede ser representado
mediante la descomposicion de Schmidt [14]. Esto permite a su vez una facil car-

acterizaciéon de los estados entrelazados.

Sea |y) un estado puro de un sistema compuesto AB. Entonces, existen

estados ortonormales |i4) y |i) para los sistemas A a 'y B tal que

) =) Ailia)lis), (3.12)
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donde A; son niimeros reales no negativos que satisfacen ¥, 12 = 1, llamados co-

eficientes de Schmidt.

Gracias a la descomposicion de Schmidt podemos encontrar matrices den-
sidad reducidas p4 y pp para un estado puro |y) en el sistema AB, trazando

parcialmente en los sistemas. Para el sistema A tenemos p4 = Y.; A7 ]ia)(ia] y para

B, pg =Y, A?|is)(is|.

La importancia de los coeficientes de Schmidt A; es que en cierto sentido
cuantifican la 'cantidad’ de entrelazamiento entre los sistemas A y B. Asi, si solo
existe un coeficiente de Schmidt distinto de cero, A = 1, no existe entrelazamiento,

y podemos descomponer el estado del sistema en |y) = [¢4)|95).

3.4 Medidas de Distancia

Las medidas de distancia en Mecanica Cuantica nos dan una respuesta
cuantitativa a la pregunta de que tan cerca estan dos estados cuénticos. En
esto radica su importancia en tomografia, pues nos ayudan a cuantificar el error

en la estimacioén.

La medida mas comunmente usada es la fidelidad [14]. Para dos estados p

y o esta dada por

2
F(p,0)= (tm/pl/zcrpl/z) : (3.13)

Algunas propiedades de esta medida son:
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Es preservada por evoluciones unitarias U, esto es, F(p,0) =F(UpU",UcU").

Es simétrica en sus argumentos, F(p,c) = F(o,p)

F(p,o) €0,1].

F(p,0)=1siysolosip=o.

Utilizando la fidelidad podemos definir una cantidad llamada distancia de Bu-

res, que parapy o es

D(p,c)> :2(1— \/F(p,6)>. (3.14)

Esta definicidn satisface las propiedades que debe tener una métrica, es decir, no
negativa, simétrica, satisface desigualdad triangular, y es cero entre dos vectores

si y solo si estos son el mismo.

La versién infinitesimal de esta distancia viene dada por la métrica de Bures

1
d(p,p+dp) = 5tr(dpL), (3.15)

donde L es un operador hermitico definido implicitamente por pL+Lp = dp.

Si uno de los estados es puro, la fidelidad se simplifica a

F(ly),0) = (yloly). (3.16)

En este ultimo caso la funcién puede ser estimada experimentalmente midiendo

un sistema que esté en el estado o, usando una base que contenga a |y), de tal
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forma que
F(ly),0) ~ny/N, (3.17)

donde ny es el nimero de detecciones en el detector asociado al estado |y), y N

es el numero total de detecciones.

Otra medida de distinguibilidad simple es la trace distance, definida para dos

operadores densidad p y o como

D(p;0) = %tr]p i (3.18)
donde |A| = V/ATA. Esté relacionada con la fidelidad por 1 — /F(p,0) < D(p,0) <
\/1-F(p,0). La trace distance cuantifica la probabilidad de error al distinguir
dos estados cuéanticos en principio igualmente probables con una sola medicion.

Como en la tomografia cuantica usualmente trabajamos con un amplio nimero

de mediciones, esta cantidad es de poca importancia en el area.

Otras dos cantidades son la distancia de Hilbert Schmidt, dys(p, o) =Tr[(p —

c)?], y la entropia relativa o divergencia KL, S(p||c) = Tr[p(logp — logo)].

Por ultimo, la Medida Geométrica de Entrelazamiento cuantifica para un es-
tado puro en un sistema compuesto, su grado de entrelazamiento [7]. Si |¢) es

un estado separable y |y) el estado del sistema, est4 dada por

lmax:max¢|<¢||‘/’>‘~ (3.19)

Esto significa que buscamos el estado separable més proximo al estado del sis-

tema.
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3.5 Tomografia Cuantica

La tomografia cuantica relaciona el modelo matematico de estado cuantico
con cantidades experimentalmente medibles [6]. Para el caso de los estados, es
el proceso de determinar experimentalmente el estado cudntico de un sistema
fisico a través de mediciones. Como vimos en el postulado 3, las mediciones so-
bre el sistema nos dan resultados escogidos aleatoriamente, y ademas el estado
es transformado después de la medicion. Asi, a diferencia de la caracterizacion
de un objeto clasico, que involucra una serie de mediciones sobre el mismo ob-
jeto, la forma de reconstruir el estado es a partir de medir probabilidades en un
ensemble de particulas idénticamente preparadas sobre un conjunto convenien-
temente elegido de bases de medicion. Con los datos obtenidos a partir de medi-
ciones se estiman funciones, tales como valores de expectacidén o fidelidades,
que con cierto procesamiento matematico entregan un estado estimado del sis-
tema. Como las funciones son solo aproximadas a través de estas mediciones,
en la practica nunca la tomografia cuantica entrega resultados exactos, ya que se
requeriria medir infinitas particulas para eliminar el error estadistico asociado al

experimento.

3.5.1 Tomografia Estandar

El método mas utilizado en Mecanica Cuantica es llamado Tomografia Es-
tandar. La matriz densidad de un sistema de dimensién d, llamada qudit, al ser
hermitica tiene un total de d” coeficientes reales linealmente independientes, liga-

dos por la condicién de tr(p) = 1. Por lo tanto, necesitamos medir un conjunto de
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d*> — 1 operadores mas la identidad para poder reconstruir el estado del sistema,
siempre y cuando estos operadores elegidos generen el espacio de las matrices
hermiticas. Con esto nos aseguramos que la solucion al problema sea Unica. Asi,
podemos elegir estas matrices como las generadoras del grupo unitario especial
de dimensién d, SU(d). Estas matrices cumplen el algebra de conmutadores
[0;,0;] = 2i€;jx0x. Definiendo oy =1, y {oj}?i‘ll como el conjunto su(d), el estado
del sistema puede escribirse como
14=1
p= - ZO Gid (3.20)
=

donde r; € R. De las propiedades de las matrices de su(d) podemos demostrar
que rj = %lr(pcj), 0 sea, es el valor de expectacion de la respectiva matriz de
Pauli. Esta cantidad puede ser reconstruida experimentalmente con d” — 1 medi-

ciones.

El caso d =2 es de particular importancia. Los generadores de SU(2) son

o1 = {(1) (1)} (3.21)
62:{? 5’}, (3.22)
o=|o (3.23)

Luego r;, = tr(poy) (donde k = 1,2,3) es el valor de expectacién de la correspon-
diente matriz de Pauli sobre el sistema, cantidad que estimamos experimental-

mente. Por lo tanto, p es

1 1+tr(po3) tr(poy) —i-tr(poy)
P=3 Lr(pcn) +i-tr(poy) 1 —tr(pos) } : (3.24)
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3.5.2 Tomografia SIC-POVM

Un POVM sobre un espacio de Hilbert H de dimension d es un conjunto de m

operadores semidefinidos positivos {F;} en H que suman la identidad,
Y F=1I (3.25)

Un POVM informacionalmente completo (IC-POVM) es un POVM que contiene al

menos d? operadores que generan H.

Si tenemos un conjunto de d” proyectores de rango 1, {Hi};ﬁl, que satisfacen
la condicidn

d5l'j+1
d+1"~°

IF(H,'HJ‘) = (326)

esto define un conjunto {F}%, = {111;}<, llamado SIC-POVM.

Como este conjunto contiene d?> elementos podemos reconstruir la matriz

densidad p de la forma

d2
p =Y all; (3.27)
i=1

de donde podemos demostrar que ¢; = (d + 1)tr(pF;) — 1 /d. Asi, podemos recon-

struir el estado a partir de mediciones experimentales de tr(pF;),

d2

p= ; ((d+1)tr(pF) —1/d)IT,;. (3.28)
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3.5.3 Tomografia MUBs

Llamamos MUBs a dos o0 mas bases ortonormales {|e),...,lea) } y {|f1), - | fa) }

en un espacio de Hilbert H de dimension d tal que satisfacen

1

eil Fi) =~

5 (3.29)

para todo j,k € {1,...,d}.

Cualquier estado cuantico p actuando en H puede ser escrito como una com-
binacién lineal de proyectores de rango 1 asociados a un conjunto completo de
d+1 MUBs. Asi, podemos realizar tomografia usando MUBs [16] , y reconstru-

imos la matriz densidad de la forma

d — .
=5 () o0

donde pi- = tr(ij.) puede ser determinado experimentalmente. El indice j eti-

queta cada base, y el i etiqueta los elementos de la base dada.

3.6 Estimacion por Maxima Verosimilitud

Maximum Likelihood Estimation (MLE), o estimacién por maxima verosimili-
tud es un método en inferencia estadistica usado para estimar algun parametro
desconocido de una poblacién a partir de datos observados [17]. En Mecanica
Cuantica se utiliza como técnica de postprocesamiento que se aplica a los datos

obtenidos por algun protocolo tomogréafico.
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La medicién de los estados {|¢),...,|¢,) } sobre el estado desconocido p del
sistema genera un conjunto de n resultados {yi, ...,y }, dados por una distribucién
de probabilidad empirica pguos(Y|9). S€a pumodeio(¥|@;p) una familia paramétrica
de distribuciones de probabilidad sobre el mismo espacio que py..s- El estimador

de maxima verosimilitud es entonces definido como

pmL = argml?xnpmodelo(yi"pi;l))- (3.31)
i1

Asi, usamos la informacién disponible en la muestra para elegir el valor del parametro

p para el cual es mas probable haber observado ese resultado.

El producto sobre muchas probabilidades tiene muchos inconvenientes a la
hora de aplicarlo numéricamente. Para solucionar esta situacion aplicamos el
logaritmo natural, obteniendo asi un problema de optimizacién equivalente pero

mas sencillo, al transformar el producto en una sumatoria:

PuL = argmax Y 10 prodeto (yil$i: p).- (3.32)
i=1

Como el resultado de la optimizacién no cambia cuando reescalamos la funcién,

podemos dividir por n para obtener

puL = argmax Eypguros 10 Pimodelo(Vil9is p)- (3.33)

Una forma de interpretar MLE es verlo como una minimizacién en la disimil-
itud entre la distribucién empirica p,.0s definida por las mediciones, y el modelo

que le queremos asociar a esta [18]. Este grado de disimilitud es cuantificado por
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la divergencia de Kullback-Leibler (KL), dada por

Dkp (pdalosa pmodelo) - Eyfvpdw(,s [ln Pdatos (Yi) - lnpmodelo (yi ‘ ¢i; p )] . (334)

La divergencia KL es una medida no simétrica de la similitud o diferencia entre
dos funciones de distribucion de probabilidad. Como el primer término es funcion

solo de la data, cuando minimizamos solo necesitamos optimizar

_EyNPdaltls lnmedeZO (yl | ¢l’ p ) . (335)

lo que coincide con maximizar la ecuacion 3.33.

En el caso de la tomografia la medicién de los estados ¢ = {|¢1),...,|¢.) }
sobre el sistema nos entrega un conjunto de infidelidades para cada estado, y =
{»1,---,yn}. Considerando que la distribucion de probabilidad de los datos pyuos

es normal, definimos nuestro p,,ogeilo COMO

Pmodelo(¥|9:0) = A (y:3(6:p),07). (3.36)

La funcion y(¢;p) = (¢i|p|¢;) es la prediccién de la infidelidad dada por nuestro
modelo, calculada con la estimacion del estado p del sistema y los estados sobre
los que medimos, y nos entrega un estimador del promedio de la Gaussiana.
o’ es la varianza, fija en alguna constante. Luego, al calcular el logaritmo del
estimador de verosimilitud tenemos

s

Y 10 Puodeto(vil @i p) = —nlnc — 11127T Z 14@rlplon) —

(3.37)
i=1 20°
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Los dos primeros términos son constantes, por lo que al optimizar el Unico
término relevante es el tercero. Este, por su parte, tiene bastante similitud con el

error cuadratico medio,

1 n
ECM = = [[{9ilp|9:) = yil %, (3.38)
i=1

de donde vemos inmediatamente que maximizar la verosimilitud y minimizar el

error cuadratico medio nos entrega un mismo punto éptimo p.

Bajo condiciones apropiadas, MLE tiene la propiedad de consistencia, esto
es, a medida que el numero de mediciones n aumenta, el parametro estimado por

maxima verosimilitud converge a su valor verdadero. Estas condiciones son:

e Ladistribucion verdadera p,., debe vivir en el mismo espacio que podeio(-;P)-

e La distribucion p,., debe tener solo un valor de p. De otra forma, MLE
puede recobrar la py., correcta, pero no sera capaz de determinar cual

valor de p fue el que genero la data.

3.7 Cota de Gill-Massar

Una forma de medir la cantidad de informacién que una variable aleatoria X
entrega sobre un parametro desconocido 6 de la distribucién que modela X es la

informacién de Fisher [19],

e S

Esto representa la sensibilidad promedio del logaritmo de la funcién de verosimil-

itud p(&]0) con respecto a la variaciéon del parametro 6. Mientras mayor sea la
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informacion de Fisher, mejor podremos estimar el valor de 8. La informacién de
Fisher es aditiva. Asi, la matriz I de N mediciones idénticas e independientes es

N veces una de estas mediciones.

En el caso de los estados cuanticos, es factible caracterizar p(6) por un
conjunto de parametros 6y,...,6,. Para determinar el valor de estos parametros
podemos realizar mediciones y construir un estimador 6 basado en estas. De
esta forma, elegimos un esquema tomogréafico, y para estimar 8 medimos prob-
abilidades siguiendo la regla de Born, p(§|6) = tr(pIls), con Iz operadores de
medicion asociados al resultado £. Con estas probabilidades podemos calcular

también la informacién de Fisher asociada al protocolo tomografico.

Basandonos en la informacién de Fisher, podemos encontrar una cota lla-

mada de Cramer-Rao,
ce)>1). (3.40)

Esto establece que la matriz de covarianza Cj, = E[(6; — 6;)(6; — 6;)] de un es-
timador insesgado es acotada inferiormente por el inverso de la matriz de infor-
macion de Fisher. Asi, cuantifica el error minimo que podemos tener al inferir
los parametros de nuestra distribucién. De acuerdo a la aditividad, la matriz de

covarianza de un estimador basado en N mediciones satisface C¥(0) > NI~1(8).

Una alternativa general a C es la matriz de covarianza ponderada W(6)C(0),
donde W(0) es una matriz semidefinida positiva que puede depender de 6. Como

en la practica es mas conveniente usar un solo nimero en vez de una matriz para
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cuantificar el error, usamos tr(W(0)C(0)). Este término tiene la ventaja de que no
depende de la parametrizacién que estemos usando, y para cierto caso especial
de W converge a la medida de Bures. El limite de Cramer-Rao ahora implica que

tr(W(0)C(8)) > tr(W(8)I-1(8)).

Podemos definir una informacion de Fisher Cuantica [15] de la forma
J(8) =1r(p(0)L(6)*), (3.41)

donde L(0) es un operador hermitico que satisface

1

p'(8) = 5[p(6)L(6) +L(0)p(6)] = dp(6)/d6. (3.42)

J se relaciona con la distancia infinitesimal de Bures,

D2 = (p(6),p(0+d6) = %J(G)d@z. (3.43)

La informacion de Fisher cuantica es una cota superior para la clasica, esto

es,
1(6) < J(6). (3.44)

Dada una matriz ponderada W, esta desigualdad configura una cota inferior para

tr(WC) para cualquier estimador insesgado,
tr(WC) > tr(WI™Y) > tr(Wi™h). (3.45)

Esta desigualdad es independiente de la parametrizacidén, lo que nos permite

elegir W del tal forma que ¢r(WC) coincida con algunas figuras de mérito. Por



39

ejemplo, si W = J/4 [20], tenemos una cota para la medida de Bures dada por

d*—1

1 (3.46)

ecr(p) = %tr(JJ‘l) = %tr(]l) =

vélida para matrices densidad de d> — 1 parametros. Asi, si el tamafio de la mues-
tra es N, por la aditividad de la informacion de Fisher esta cota se convierte en

2 T
41, la cota de Cramer-Rao cuantica.

Otro limite en la estimacion es lo derivado por Gill y Massar, lo cual es apli-

cable a mediciones separables.

La traza de Gill-Massar es definida por la traza del producto entre la matriz
de Fisher y la matriz cuantica de Fisher, esto es, tr(J~'(0)I(8)). Gill y Massar
en [21] derivaron una relacién entre este término y la dimensién del espacio de
estados, denominada cota de Gill-Massar. Para un estado cuéntico p(6) en un

espacio de Hilbert H de dimensién d,
tr(J-UNM)Y < N(@d—1), (3.47)

valido para mediciones separables. 1Y) es la informacién de Fisher en H®N. Esta
desigualdad impone un limite de precision y eficiencia fundamental en la tomo-

grafia de estados cuanticos basada en mediciones individuales.

El teorema anterior y la cota de Cramer-Rao clasica implican que
tr(J-1(0)C™1(9)) <N(d—1). (3.48)

Esta desigualdad entrega una cota inferior para tr(WC) [20],

(wm)z

Ntr(WCN) > egp = .

(3.49)
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Si W = J/4 encontramos una cota para la distancia de Bures,

&M = 4(d_1)(” (1)

1
= m(”(ﬂ))z

_ %(dJrl)z(a’— ), (3.50)

la cual es independiente del estado del sistema. Este resultado es valido para

mediciones separables en H*Y sobre matrices densidad.

Para métodos que estiman estados puros la cota de Gill-Massar para la dis-
tancia de Bures es diferente. Esto es porque ahora el numero de pardmetros a
estimar es 2d — 2, a diferencia de las matrices densidad, donde es d> — 1. Luego

tr(I) =2d —2, y entonces,

e(p) = ————(1r(D))’

4N(d —1)
- 1 2
4N(d — 1)4(d_ D
Sy a5

Esto nos dice que podemos obtener un menor error en la estimacion si sabe-
mos que el estado desconocido del sistema es puro, al disminuir el numero de

parametros a estimar, y por lo tanto, el numero de observables a medir.



Capitulo 4

Gradiente Descendente

Los resultados de este trabajo provienen de optimizar ciertas funciones de
mérito en Mecanica Cuantica, y por lo tanto es importante el método que elegi-
mos para realizar esta tarea. En este capitulo presentamos un esquema basico
de algoritmo de gradiente descendente, para luego ir a los métodos especificos
que usaremos en este trabajo, Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA) y Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation

(SPSA).

4.1 Algoritmo Basico de Gradiente Descendente

El algoritmo de gradiente descendente busca los puntos X € D donde las
funciones del tipo f: D C R™ — R alcanzan un minimo. La idea proviene de la

aproximacion a primer orden de f(x) en serie de Taylor alrededor de un punto x*:

f(x) = f(x) +Vf(X)(x—x")+0(2). (4.1)

41
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100 + df(x)/dx < 0. El algoritmo se mueve a la derecha.

80 +

60

40 -

Minimo global, df(x)/dx =0
20 1

Figura 4.1: Grafico del método de gradiente descendente para la funcion f(x) =
x%. Un punto inicial cualquiera va actualizandose iterativamente hasta converger
al minimo cuando el gradiente es cero. Fuente: Elaboracion propia.

Consideremos un movimiento desde x* una pequefia cantidad z en una di-
reccion unitaria u. Esperamos encontrar el u que minimice f(x*+ hu). De la

expansion en serie de Taylor de f(x*+ hu) alrededor de x* encontramos que
f(x*+ha) — f(x*) =hVf(x )u+0(2). (4.2)

De acé vemos para que f(x*+hu) — f(x*) < 0 decrezca mas rapido debemos mini-
mizar AV f(x*)u. Asi, el vector unitario que minimiza 2V f(x*)uesu=Vf(x*)/||V.f(x*)||.

Luego, el algoritmo aprovecha esto para converger de forma iterativa.
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Para llegar al punto X donde encontramos el minimo de una funcién f: D C
R™ — R, construimos una sucesion de puntos {x,} tal que x, converge a X. Para
esto, suponiendo que en la iteracidbn n estamos en un punto cualquiera x,, Nos
desplazamos una cantidad —A,V f(x,) para encontrar un punto x,,1 Mas cercano

a X, como vemos en la figura 4.1. Luego,
Xpi1 =Xn— 1, Vf(Xp). (4.3)

h, se usa para controlar al convergencia del algoritmo, o cuanto avanza en cada

iteracién, y su valor depende del método a utilizar.

4.2 CSPSA-SPSA

Un problema recurrente del algoritmo de gradiente descendente es que puede
resultar computacionalmente demandante cuando trabajamos en altas dimen-
siones. Esto es porque debemos calcular las derivadas parciales de la funcion
objetivo sobre todos los ejes del espacio, para asi obtener el gradiente utilizado
en cada paso de la optimizacién. Luego el numero de términos a evaluar crece
con la dimensién. Ademas, requiere conocer la forma analitica de la funcion a

optimizar, lo cual dependiendo del problema a tratar podria no estar disponible.

Complex Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (CSPSA) es
un algoritmo usado en la optimizacién de sistemas con multiples parametros de-
sconocidos [6] que soluciona el problema anterior. Pertenece a la familia de méto-

dos de optimizacién estocasticos de gradiente descendente, y tiene la caracteris-
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tica de estar formulado directamente para funciones f: C" — R , evitdndonos
parametrizar problemas de variable compleja sobre partes real e imaginaria. A
diferencia de otros protocolos (como gradiente descendente) que requieren medi-
ciones directas del gradiente de la funcidén a optimizar, CSPSA solo requiere una
estimacion del gradiente, usando dos mediciones de la funcién objetivo por it-

eracién, independiente de la dimensidn en la que estemos trabajando.

Para optimizar una funcion f(z) : C" — R, debemos encontrar el punto Z donde
la funcion f alcanza un extremo. Asi, los pasos de cada iteracion del método son

los siguientes:

Dado 7k, generamos una direccion aleatoria a buscar, definiendo un vector

complejo A, de la misma dimensién que el espacio.

Calculamos las perturbaciones simultaneas de zy, zx: = zx + ciAr Yy 2k =

zx — c;Ar Y medimos la funcion objetivo con ruido en estas perturbaciones,

Mt = h(zt, 8) Y i = h(z—, ).

Estimamos el gradiente en la direccidon A,

g = —hk;;;lfg“ (4.4)
e Calculamos la préxima iteracion via
Tk 1 = Zk — A 8k- (4.5)
Las funciones a y ¢ controlan la convergencia, y son de la forma
a b (4.6)

ak:—(k—i—l-i—A)S Ck = T
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Las componentes del vector A, € C son generadas aleatoria e independien-
temente. Como vemos en el método, CSPSA no requiere la evaluacién del gra-
diente complejo. En vez de esto, usa un estimado insesgado del gradiente para
generar una secuencia de estimados zx que convergen al punto donde la funcion
alcanza el minimo. Esto es una ventaja cuando la evaluacién del gradiente com-

plejo no es posible.

La convergencia del algoritmo esta garantizada por los siguientes teoremas:

Theorem 2. Consideremos k > K para K < o. E[A; ;o] =0 para todok y o € Q,
el espacio muestral generador de las secuencias 7, ...,Z, de estimaciones. Las
componentes Ay; son independientes e identicamente distribuidas casi segura-
mente. E[A;] =0 = E[e?%], donde Or; es la fase de Ar; en su descomposicion
polar, y E[A,;l.‘] < oy. Para casi todo 2, y Vk > K existe una vecindad abierta, que
no es funcion de k 0 o, donde f € C" x C" y |d,;d.;f| < . Entonces, para casi

fodoweQy
br(2k) = E[8k(Zk) — £(2k)|2] (4.7)

tenemos que
bi(&k) = O(cx). (4.8)

Asumiendo que O(cy) — 0 tenemos que by (3;) — 0 y consecuentemente g,(%;) —
gr(Zx), esto es, g, es asintéticamente un estimado insesgado del gradiente g de la

funcion f a ser minimizada.

En sintesis, este teorema nos entrega las condiciones que debe cumplir el

gradiente para que sea insesgado, hipétesis que necesitaremos en el futuro.
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El siguiente teorema establece la convergencia del algoritmo.

Theorem 3. Asumiendo las condiciones del teorema 1 y las siguientes condi-

ciones:

o ap, ¢ >0V limg e |ag| + | = 0, Tpar = oo, y Yi () < oo.

Existen fo, B1 y Ba tal que E(g +)* < Bo , E[(fZ+city))?] < Bi Y E[A ] < Ba

||2]| < e casi siempre Vk.

Z es una solucién asintéticamente estable del sistema de ecuaciones ;(t) =

9 f(2)-

Dado G(Z) = {zo : lim—z(t|20) = Z} existe un compacto S C G(z*) tal que

Zx € S infinitamente frecuente por casi todos los puntos muestrales.

Entonces,
limy ol = 7, (4.9)
esto es, CSPSA converge a la solucion del problema de optimizacion.

Las ganancias a; y ¢, anteriormente elegidas coinciden con las hipétesis de
los teoremas 1 y 2. Los valores de a, A, s, b y r deben ser ajustados para opti-
mizar la tasa de convergencia y dependen de la funcion objetivo. Para satisfacer
los teoremas, las componentes de A, deben ser generadas independientemente
seleccionando en cada iteracion con igual probabilidad valores en el conjunto
{e*Vr} con p =0,...,3. Una eleccion puede ser v, = {0,7/2,7,37/2}. Con esto

las componentes A, ; toman valores del conjunto {1,—1,i,—i}.



47

El algoritmo SPSA [22] puede ser visto como un caso particular de CSPSA
para funciones reales, f:R" — R. Al igual que en CSPSA, usa una estimacion
del gradiente, en este caso real, para encontrar minimos (0 maximos) de una fun-
cién f(0), con 6 un vector en los reales. Asi, este método iterativo genera una
secuencia de estimados 6 del vector & que minimiza nuestra funcién. El algo-
ritmo 1 es el mismo que en CSPSA, con la particularidad que la funcién objetivo
debe tener pardmetros reales, y que el vector A debe tener componentes elegidas
independientes unas de otras del conjunto {1,—1}, distribuidas de acuerdo a la

distribucidn de Bernoulli simétrica.

Algorithm 1 CSPSA-SPSA
Require:
K, un numero entero;
¢(e C" para CSPSA, y € R" para SPSA ), un vector semilla inicial;
h(¢,&), una medicién con ruido de la funcion a optimizar;
c(k) y a(k), ganancias que cumplan las hipotesis de convergencia;

Ensure: ¢ = ¢(K);

procedure CSPSA- SPSA(y, ¢y,K,N)
fork«+ 1,K do
A < con componentes en {+1,—1,+i,—i} en CSPSA y {+1,—1} en
SPSA
Y (k)1 < h(@o+cid, 84 (k)
Y (K)—  h(do— cxA E_(k))

o(k+1) = (k) — a5 =4

end for

¢ = ¢(K)

end procedure
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SPSA también puede ser usado para optimizar funciones complejas medi-

ante alguna parametrizacién real de los numeros complejos.



Capitulo 5

Tomografia Autoguiada

En este capitulo introduciremos la Tomografia Autoguiada, método en el que
se fundamenta este trabajo. Mostramos resultados de esta aplicando los méto-

dos de optimizacién CSPSA y SPSA.

La tomografia autoguiada (SGQT) usa un algoritmo iterativo para minimizar
una medida de distancia entre el estado del sistema fisico |y), y un estado esti-
mado de este, |¢). La distancia en principio puede ser cualquiera, con la condicion
de que pueda ser medida experimentalmente. En el caso de SGQT buscamos
minimizar la infidelidad entre estados puros, definida por I(y,¢) =1—F(y,¢) =
1 — |{y|9)|?, estimada experimentalmente como 1 —ny/N, con ny el nimero de

veces que el estado |¢) es detectado, y N el nUmero total de detecciones.

Tomando como guia la técnica de optimizacion estocastica CSPSA, usamos
dos estados propuestos |¢.) y dos estimaciones de la infidelidad i(y, ¢1,&), con
¢ el ruido en la medicién, para obtener una aproximacién o estimacién del gradi-

ente, que a su vez nos entrega la direccion del estado del sistema |y).

49
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Supongamos que estamos en una iteracién k, con |¢;) nuestro candidato a
estado del sistema. Primero, debemos generar una direccion aleatoria a buscar
|Ax), para luego perturbar |¢x) en la direccion de |A;). Asi, obtenemos dos estados
|9) i+ = |@)x £ ckAr sobre los que estimamos la infidelidad h(y, ¢+, &), tras lo cual

debemos calcular el gradiente estimado en la direccion A,

’gk) _ h(‘ljv(pk-l-aé)z;kh(lV?(pk—vé)|Ak> (51)

h A —h — kA
= (W>¢k+ck k,é)z(:k (Wa(l)k Ck k,€)|Ak>- (52)

Luego, calculamos la siguiente iteracién via

|Ok1) = [9x) + axlgx)- (5.3)

Asi, debemos utilizar el algoritmo 1, considerando como funcién obijetivo la
infidelidad, y preocupandonos de normalizar los vectores en los que se evalua
esta. Ademas, un punto importante es que cuando medimos experimentalmente
la infidelidad entre un estado cualquiera |¢) y el estado del sistema, realizamos
mediciones proyectivas, por lo cual necesitamos construir una base que contenga
a |¢)y ad—1 estados ortonormales. Esto lo realizamos construyendo un con-
junto de d — 1 vectores aleatorios y linealmente independientes, que junto a |¢)
generan el espacio de estados del sistema. Luego, aplicamos el método de ortog-
onalizacién de Gram-Schmidt para construir una base ortonormal, conservando

en esta el primer estado |¢).

Una buena eleccién para las constantes en el problema de tomografia es

s=1,t=1/6,a=3,A=0y c=0.1, cuyos valores han sido obtenidos mediante



51

Figura 5.1: Grafico de Tomografia Autoguiada usando CSPSA en la esfera de
Bloch para distintas trayectorias. El estado semilla va actualizdndose de forma
iterativa, pasando por estados que estan cada vez mas cerca del 6ptimo, hasta
converger al estado del sistema. Fuente: Elaboracién propia.

ensayo y error. El vector |A;) debe tener la misma dimension que la del espacio
de estados, y todas sus componentes pueden ser elegidas aleatoria e indepen-
dientemente del conjunto {+i,+1}. En total, el método usa un ndmero total de
particulas a medir N,,, = 2Nk. Esto viene de que por iteracién k necesitamos

medir 2 veces la funcion, utilizando en cada evaluacion N particulas.

También podemos realizar tomografia autoguiada utilizando el método en los

reales SPSA. El procedimiento es similar, pero ahora debemos parametrizar el
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estado cuéntico sobre la esfera de Bloch, y optimizar sobre los angulos. En-
tonces, el vector |A;) ahora debe tener como dimensién el nimero de parametros
del estado cuantico, y sus componentes son elegidas aleatoria e independiente-
mente con probabilidad 0.5 del conjunto {1,—1}. Las ganancias apropiadas son

las asintoticas, s=1,r=1/6,A=3,B=0y C=0.1.

Asi, el algoritmo en CSPSA y SPSA va recorriendo distintos estados sobre la
esfera de Bloch, cada uno generalmente con una menor infidelidad que el ante-

rior, hasta llegar a la aproximacién deseada, como vemos en la figura 5.1.

En 5.2 vemos el desemperio del método en dimensién 2. Graficamos la infi-
delidad promedio en el espacio de Hilbert sobre 10* estados desconocidos como
funcién de las iteraciones k. Las lineas continuas representan el desempeno de
CSPSA, y las discontinuas de SPSA. Desde arriba hacia abajo en CSPSA es-
timamos la infidelidad con distintos tamafos de ensemble, 10', 10%, 10° y 10%,
y lo mismo en SPSA. Podemos observar un menor error para todas las cur-
vas de CSPSA comparadas con SPSA, mostrando claramente una mejora en

el rendimiento para un mismo numero de particulas.
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Tnfidelidad promedio

10°°F N\ 5

1078
10" 10" 10?2
k

Figura 5.2: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un qubit usando
CSPSA (curvas continuas) y SPSA (curvas discontinuas), con un distinto numero
de experimentos por evaluacién de la funcién, 10!, 102, 10° y 10* desde arriba
a abajo para cada método. El promedio en cada curva es sobre 10* estados.
Fuente: Elaboracion propia.



Capitulo 6

Tomografia Autoguiada con
Procesamiento Clasico

El desempeno asintético de la tomografia autoguiada de estados puros al-
canza cotas en la infidelidad cercanas a limites teéricos como Cramer-Rao o Gill-
Massar, mejorando entonces por mucho lo logrado con tomografia estandar a
un mismo numero de recursos. Sin embargo, el nimero de iteraciones y medi-
ciones a realizar para alcanzar estos valores es necesariamente muy grande, lo
cual en algunas ocasiones es prohibitivo experimentalmente, y puede desmotivar
su aplicacion practica. En cada iteraciéon k de CSPSA debemos necesariamente
evaluar la infidelidad I(y, ¢) = 1 — F(y, ¢;) dos veces, de manera de aproximar un
gradiente y mejorar el estado guess |¢),, acercadndonos iterativamente al 6ptimo.
Todas estas mediciones generan un gran numero de datos que se usan en una

iteracion, y luego son simplemente descartados.

Asi surge la motivacion para desarrollar un protocolo complementario a CSPSA,
que aproveche el gran nimero de mediciones del método, y que gracias a esto
sea capaz aumentar la tasa de convergencia, para de esta forma utilizar menos

recursos. Podemos lograr esto incorporando procesamiento clasico de datos en
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el algoritmo. MLE es uno de los protocolos mas usados en tomografia estandar
como postprocesamiento, de manera de asegurar la positividad de la matriz den-
sidad y aumentar la ‘coincidencia’ entre el estado del sistema y el obtenido en la
tomografia. En la tomografia adaptativa podemos hacer lo mismo, incorporando
MLE al protocolo de forma iterativa, sin requerir mas mediciones, pero aumen-

tando enormemente la tasa de convergencia.

La gran diferencia de aplicar MLE a tomografia estandar y tomografia adap-
tativa es que en nuestro caso lo hacemos de forma iterativa: En tomografia es-
tandar MLE es aplicado como postprocesamiento, pues es una vez completado
el proceso es cuando tenemos un estado estimado del sistema. En cambio, al
ser CSPSA una tomografia que en cada iteracién entrega un nuevo estimado del

sistema, podemos aplicar MLE en cada paso del algoritmo.

6.1 Algoritmo

En cada iteracién de CSPSA tenemos un estado guess |¢),, el cual es un es-
timado del real estado del sistema |y). A partir de esto, debemos medir la infidel-
idad en bases B4 que contengan perturbaciones del guess, |@)i+ = |@)x £ ckAx.
Cada una de las bases B+ contiene d estados, uno de los cuales es |@)+ y
el resto son estados ortogonales a el. Para construir las bases a medir elegi-
mos d — 1 vectores aleatorios y linealmente independientes, que junto a |¢)+
generen el espacio de estados, y luego utilizamos el método de Gram-Schmidt
para ortonormalizar, preocupandonos de conservar en la base el estado |¢);+ sin

modificar, esto es, Bii = {|0)xr, |02)ks,--s |0a)kr }, y l0 mismo para B;_. Al medir
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Figura 6.1: Diagrama de flujo de CSPSA con MLE. Suponiendo que estamos
en la iteracion k, estimamos la infidelidad en dos bases, actualizamos el guess
mediante CSPSA y con estos datos optimizamos la verosimilitud para obtener un
guess mas cercano al 6ptimo, repitiendo luego el proceso hasta converger a 0.
Fuente: Elaboracion propia.

sobre estas bases obtenemos dos conjuntos F+ de d estimaciones con ruido &
de la infidelidad, Fi+ = {h(|0)+,&),...,A(|0a)r+, &)}, cada uno de estos asocia-
dos a un vector de la base B... Estos resultados los almacenamos, y usando el

gradiente aproximado

o hk+ - hk,

&)k = 2B, (6.1)

calculamos un nuevo estimado del sistema

)1 = |0)k — Ok|8)- (6.2)

Este vector normalizado es el estado inicial en MLE. Como coeficientes de la fun-

cion de verosimilitud usamos los vectores del conjunto { By, Bx—}_; Y {Fi+, Fi—}i_,
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donde n es la iteracidn actual. Esto significa que para ajustar la verosimilitud no
solo usamos los datos obtenidos en esta iteracidn, sino que ademas agregamos

los resultados de todas las mediciones anteriores. Luego minimizamos

min (0 ii fui ¢z’jip|¢i>ji)2' 6.3)
== 2 14 100) 1

El indice j corre para las bases sobre las que hemos medido en las distintas itera-
ciones, mientras que el i etiqueta cada elemento de la base. La verosimilitud nos
entrega un mejor estimado del sistema, p = |¢');11(¢'|x+1, €l cual usamos luego
como guess en la préxima iteracién de CSPSA, )11 = |¢')x11, para nuevamente
repetir el proceso. Es importante parametrizar el estado p en coordenadas n-

esféricas, ya que asi nos aseguramos de que el estado permanezca siendo puro

a medida que iteramos en la optimizacion de la verosimilitud.

Mas ilustrativo para comprender el funcionamiento del método puede resultar

un diagrama de flujo, 6.1 .

En resumen, el procedimiento es el siguiente:

e Dado |¢),, generamos un A, en C".

e Calculamos |¢)i+ = |0)r £ BrAr, construimos las bases B, medimos las
infidelidades F,+ asociadas a cada vector de la base, y guardamos los re-

sultados.

e Estimamos el gradiente g,

hk+ — hk_

g k>': * .
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e Calculamos el guess a usar en el procesamiento clasico,

[O)kr1 = [0)k — Okl|8)k- (6.5)

e Minimizamos el logaritmo de la funcién de Likelihood,

i O fijx = (@il =pl ) j+)?
H})nF(e) B lezj" 2(0iljepl9i) e 69

con p =0 )s1(¢'[rt1-

e Por ultimo, obtenemos el guess a usar en la proxima iteracion de CSPSA a

partir de |[¢)ir1 = |0 )ir1.

Siguiendo este algoritmo hemos realizado experimentos numéricos para esti-
mar su desempefio, utilizando el método de Montecarlo. Nuestra variable aleato-
ria es la infidelidad entre el estado del sistema |y) y nuestro estimado [¢) a un
dado numero de iteraciones K. Esta funcion a su vez depende de las cuen-
tas en los detectores del experimento, que siguen una distribucién multinomial.
Podemos simular la infidelidad para cada guess |¢); a una iteracion k como si hu-
biese sido medida en el laboratorio mediante la funcion 4, I(k) = 1 —ny, /N, para
luego calcular su promedio sobre todos los guess {|9;),-..,|¢n)x}, Obteniendo de
esta forma una infidelidad /(k) estimada promedio. Dependiendo del nimero N
de detecciones tenemos una mejor o peor estimaciéon de la funcién, como nos
indican los teoremas de convergencia del método de Montecarlo. Los n estima-
dos iniciales |¢); del algoritmo son elegidos segun la medida de Haar, esto es,
con coeficientes provenientes al azar de la distribucion normal. Esto nos permite

escoger estados de manera uniforme sobre la esfera de Bloch, y al promediar
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Algorithm 2 CSPSA con MLE
Require:
K, un numero entero;
¢ € C", un vector semilla inicial;
inf(¢,&), una medicién con ruido de la funcién infidelidad:;
c(k) y a(k), ganancias que cumplan las hipétesis de convergencia;
Ensure: ¢ = ¢(K);

procedure CSPSA(y, ¢y,K,N)
fork+ 1,K do
A < vector cuyas componentes son elegidas aleatoriamente de
{+1,—1,+i,—i}
¢i( ) < 0 (k) £ A
¢+ (k) < 9= (k)/||¢+ (k)|
infi (k)  h(9+(k),E4 (k)
0(k-+1) - gl) —ay T
¢(k+1) = o(k+1)/l[o(k+1)|
O(k+1) < argmin[LF (¢p(k+1),0+ (1 :k),infs(1:k)]
gnd for
6= 9(K)

end procedure

A

ponderamos todas las zonas del espacio de estados de la misma forma.

Otra caracteristica de particular importancia en el algoritmo son las ganancias
de CSPSA,

a b
s C = .
(k+1+A) Tkt 1)

ay = (67)

Dependiendo del valor que asociemos a ellas podemos tener distintos niveles de
convergencia. Empiricamente, probamos que para la mayoria de las dimensiones
y aproximaciones de la infidelidad las ganancias apropiadas eran las estandar,
esto es, s =0.606, t =1/6, a =3, A =0, mientras que b varia de acuerdo al error

que tengamos en la infidelidad. Asi, mientras mejor sea la estimacién de la fun-
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Algorithm 3 Funcién de Verosimilitud

Require:
¢ € C", un vector semilla proximo al 6ptimo;
¢+, matriz cuyas columnas son vectores de las bases en que medimos;
inf(¢+,&), un vector de mediciones de la infidelidad asociadas a cada vector

en ¢x;
Ensure: LF, funcién de verosimilitud;

procedure LF(¢, ¢ ,infy)
inft < 1—¢ oo
inft < diag(inft)
LF < \/1)2inft(inft —inf)
LF « ||LF|]?

end procedure

cion, menor debe ser el valor de b. Si calculamos la funcién con 10 particulas,
b =0.3, con 10%, b =0.18, con 103 b = 0.07, con 10* » = 0.05 y por dltimo con 10°
b =0.02. Otras combinaciones en las ganancias también pueden llevarnos a val-
ores de convergencia similares, pero mediante ensayo y error son estas las que

funcionan en la mayor parte de los casos.

El algoritmo que calcula la funcién de verosimilitud es 3. Para encontrar el
minimo de la verosimilitud usamos la funcién fminsearch de Matlab, la cual esta

basada en el método de optimizacién Nelder-Mead.

Como no hemos hecho el experimento, la infidelidad debe ser simulada por el
algoritmo 4. Las variables de entrada son el estado del sistema v, el estado guess
¢, el numero de cuentas en cada estimacion de la infidelidad Nexp, y una matriz
con estados aleatorios M. El algoritmo nos entrega una matriz B cuyas columnas

son los d vectores de la base de medicidn, y que contiene a ¢, y las infidelidades
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Algorithm 4 Infidelidad Simulada

Require:
y € C", el estado del sistema,;
¢ € C", estado sobre el que queremos calcular la infidelidad;
M € C" x C"~! matriz con componentes aleatorias en C;
Nexp, tamarfio del ensemble que queremos medir;

Ensure:
B, base que contiene a ¢ sobre la que medimos;
h, infidelidad simulada para cada elemento de la base B;

procedure h(y,¢,N,,p)

B {9,M}

B < Gram — Schmidt(B)

for k< 1,ndo

h(k) < abs(dot(phi,B(k,:)))?

end for

h(k) <— 1 — multinomial_random_number(Nexp,h(k))/Nexp
end procedure

estimadas asociadas a cada uno de estos vectores, h. Para lograr esto gener-
amos una matriz B cuyas columnas forman un conjunto de d vectores aleatorios
linealmente independientes que contiene a ¢, y luego aplicamos el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt, conservando ¢. Luego, calculamos las prob-
abilidades de transicidn tedricas entre los vectores de la base y el estado del
sistema, para después generar numeros aleatorios con distribucién multinomial
asociados a cada una de las probabilidades tedricas, los que normalizados por el

namero total de experimentos nos entregan una fidelidad simulada.
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Figura 6.2: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un qubit, us-
ando CSPSA con MLE, para un distinto numero de experimentos por evaluacion
de la funcién, 10!, 10%, 10°, 10* y 10° desde arriba a abajo. La infidelidad esta
promediada sobre 10* estados desconocidos, y las zonas sombreadas muestran
la varianza en los datos. Fuente: Elaboracién propia.

6.2 Resultados

En la figura 6.2 vemos la infidelidad promedio en funcién del numero de itera-
ciones para dimension 2, calculada usando CSPSA con MLE. Desde arriba hacia
abajo observamos curvas con distintas aproximaciones en la infidelidad, y por lo

tanto, distintos ensembles de particulas. En la primera curva (azul) aproximamos
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Figura 6.3: Grafico de la Infidelidad Mediana vs lteraciones para un qubit, usando
CSPSA con MLE, para un distinto niumero de experimentos por evaluacién de la
funcion, 10!, 102, 103, 10* y 10° desde arriba a abajo. La infidelidad mediana esta
calculada sobre 10* estados desconocidos, y las zonas sombreadas muestran los
rangos intercuartiles de los datos. Fuente: Elaboracién propia.

la infidelidad con 10 particulas por medicion, en la segunda 102, la tercera 103, la
cuarta 10* y la dltima con 103 detecciones por evaluacion. Todas las simulaciones
estan hechas para 10 iteraciones, y las zonas sombreadas corresponden a la var-

ianza en los datos.

Observamos una mayor convergencia en la infidelidad a medida que el nUmero

de iteraciones aumenta, llegando a valores en la décima iteraciéon que son del
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Figura 6.4: Grafico de la Distribucion de infidelidades para un qubit a la iteracion
10 usando CSPSA con MLE sobre 10* repeticiones. La infidelidad es estimada
con 10° detecciones. Fuente: Elaboracion propia.

orden de 1/N,,, donde N, es el nUmero total de particulas medidas en el ex-
perimento. También observamos que a medida que medimos un mayor nimero
de particulas en la infidelidad la tasa de convergencia aumenta. Esto se explica
porque al tener una funcion estimada con mas particulas, las fluctuaciones de-
bidas a la estadistica son menores, y la precision en aproximar el gradiente y
en aplicar MLE aumenta. Adem@s, la varianza de los datos va haciéndose mas
estrecha con las iteraciones, lo cual es una medida de que los datos se van agru-

pando alrededor del promedio a medida que el algoritmo avanza. Esto también
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Figura 6.5: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para dimensiones
32, 16, 8 , 4 y 2 usando CSPSA con MLE, y estimando la infidelidad con 10*
particulas. El error crece a medida que aumenta la dimension. Fuente: Elabo-
racion propia.

es un signo de que el estado inicial en la aproximacion es de poca importancia

en la convergencia del algoritmo, ya que pasado un numero de iteraciones todos

convergen a aproximadamente el mismo punto.

Enlafigura 6.3 observamos la mediana de la infidelidad en funcién del nimero
de iteraciones para dimension 2, con el area sombreada dada por el rango inter-

cuartil. Se observan las mismas tendencias en los datos que al usar la media,
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N | CSPSAMLE [ CSPSA

2%102 | 3.02%x1072 | 3.04%107!
24107 | 8.94x10~* [ 4.78%1072
2%10% | 7.92%x107° | 1.85%10°2
2%x10° | 6.86%x10°° | 1.54%1072
2%10° | 6.73%x10°7 | 1.51%1072

Tabla 6.1: Infidelidad para un qubit en funcién del tamafio de ensemble para
CSPSA y CSPSA con MLE a las 10 iteraciones. Fuente: Elaboracion propia.

obteniendo resultados del mismo orden para los distintos ensembles de particu-
las medidas. Esto nos dice que las distribuciones de los datos estan relativamente
centradas, y que el método tiene poco sesgo, como vemos en la figura 6.4, donde
apreciamos una distribucién en los datos relativamente simétrica. Ademas, el an-
cho del rango intercuartil es de menos de un orden, lo que nos asegura que al

menos el 75% de las estimaciones son de un nivel similar al de la mediana.

La figura 6.5 representa el comportamiento del método para mayores dimen-
siones. Desde arriba hacia abajo tenemos, respectivamente, dimension 32, 16, 8,
4y 2. En todos estos experimentos usamos el mismo ensemble, N = 10’ particu-
las por evaluacion de la funcién, dandonos un N,,, = 2Nk =2 10°. A medida que
la dimensién aumenta obtenemos infidelidades mayores, por lo que la estimacion
del estado del sistema empeora. Esto puede explicarse porque al ser la dimen-
sibn mayor la calidad de la aproximacién en la infidelidad empeora, al tener que

repartir el recurso en mas salidas del experimento.

Como podemos apreciar en de la tabla 6.1, bajo las mismas condiciones,

esto es, mismo numero de iteraciones y de recurso por estimacion de la funcion,



N,orar | Tomografia Estdndar | CSPSA MLE | SPSA MLE | CSPSA
2%10% 3.48 %1072 3.02%x107% | 1.49%107"

2%10° 8.44x 1073 8.94x10~% | 4781072 | 9.90% 103
2% 10% 2.40%1073 7.92%x107° | 1.72%10°2 [ 1.24%107%
2%10° 7.61x107% 6.86x107°% | 1.32%x10°2 | 1.22%107°
2% 10° 237x107% 6.73x10~7 | 1.12%x1072 | 1.73%10°°
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Tabla 6.2: Infidelidad para un qubit en funcién del tamafio de ensemble para
distintos esquemas tomograficos. Fuente: Elaboracidn propia.

CSPSA con MLE obtiene resultados ordenes mejor que CSPSA en la tomografia
sobre qubits. Esta diferencia aumenta aun mas cuando tenemos un ensemble
mayor, debido a que la convergencia para las primeras iteraciones de CSPSA no
depende mucho de la precision de la funcion estimada, siendo esto relevante en
las iteraciones finales, como podemos ver en la figura 5.2. De la gréafica obser-
vamos que, para al menos las primeras iteraciones, el error en la estimacién es
del mismo orden, independientemente del recurso invertido en obtenerlas. Asi,

es claro el aumento en la tasa de convergencia del algoritmo al aplicar MLE.

En la tabla 6.2 realizamos la comparativa de 4 diferentes métodos de tomo-
grafia. Comparamos las infidelidades promedio en funcién del numero total de
detecciones para dimensién 2. CSPSA con MLE presenta un mejor desempefio
con respecto a tomografia estandar y SPSA con MLE para todo numero de de-
tecciones, obteniendo resultados de al menos un orden mejor que la mejor con-
figuracion encontrada de CSPSA. Este ultimo método tiene la ventaja de no tener
postprocesamiento. Sin embargo, las simulaciones con CSPSA fueron hechas

con 100 iteraciones, lo que implica medir en al menos 200 bases distintas, mien-
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Niotar | CSPSA MLE | Gill-Massar Puro | Gill-Massar | Cramer-Rao
2x10% | 3.02%x1072 5%x1073 1.13x1072 | 37751073
2x10° | 8.94x10~% 5%10~% 1.13x1073 | 3.75%10°%
2x10% | 7.92%107° 5%107° 1.13%x107% | 3.75%107°
2x10° | 6.86%x10°° 5%10°° 1.13%107° | 3.75%10°°
2x10° [ 6.73%x1077 5%10~7 1.13x10°% | 3.75%107

Tabla 6.3: Infidelidad para un qubit en funcién del tamafio de ensemble para
CSPSA con MLE y las cotas tedricas. Fuente: Elaboracion propia.

tras que las de CSPSA con MLE solo necesitaron 10 iteraciones.

En nuestro algoritmo debemos optimizar la funcién de verosimilitud iteracion
tras iteracion, lo cual computacionalmente puede parecer, a priori, mas deman-
dante que otros métodos, que solo deben aplicar MLE una vez como postproce-
samiento. El nimero de términos a evaluar en la verosimilitud de CSPSA con MLE
para una dada iteracion es lineal en la dimension, ya que va como 2dk, con d la
dimensién espacio de estados y k la iteracion. Mientras, en tomografia estandar,
la verosimilitud tiene al menos un total de d? términos. Asi, al aumentar la dimen-
sion en la que trabajamos la complejidad de la verosimilitud crece mas rapido en
tomografia estdndar que en nuestro método, siendo por lo tanto su gasto com-
putacional mayor. Por ejemplo, simular CSPSA con MLE para un solo estado
en dimensién 32 nos tomd6 3 minutos, mucho menos tiempo que el gastado en
tomografia estandar para encontrar el mismo estado. Aparte de la complejidad
computacional, en tomografia estandar debemos medir al menos 4> — 1 observ-
ables, comparado con 2dk de CSPSA con MLE. Luego en altas dimensiones la

complejidad experimental puede llegar a ser mayor, al tener que medir en un
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Figura 6.6: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un qubit us-
ando CSPSA con MLE comparado con la cota de Cramer-Rao cudntica para un
mismo tamafo de ensemble. El promedio es sobre 10* estados desconocidos, y
la infidelidad para cada curva es calculada con 10', 102, 103, 10* y 10 particulas,
desde arriba a abajo, por cada evaluacion de la funcién. Fuente: Elaboracion
propia.

mayor numero de bases.
De los capitulos anteriores vimos que la cota de Cramer-Rao cudntica para el

. . . 2_ . .z
error en estimar matrices densidad es del orden de %, lo que para dimension

d =2 equivale a ﬁ. En la figura 6.6 vemos esta cota comparada con los valores
Oi
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Figura 6.7: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un qubit usando
CSPSA con MLE comparado con la cota de Gill-Massar para un mismo tamano
de ensemble. El promedio es sobre 10* estados desconocidos, y la infidelidad
para cada curva es calculada con 10!, 10%, 10%, 10* y 10° particulas, desde arriba
a abajo, por cada evaluacion de la funcién. Fuente: Elaboracion propia.

promedio de infidelidad alcanzados por el método para los mismos tamanos de

ensemble N,,; en dimensién 2. Podemos ver que nuestros resultados alcanzan

valores del mismo orden que lo impuesto por esta cota tedrica en la infidelidad.

Mientras tanto, la cota de Gill-Massar es ﬁm(d+ 1)2(d — 1), también calcu-

lada considerando matrices densidad. Para d =2 equivale a ﬁ con N, el
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Figura 6.8: Grafico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un qubit usando
CSPSA con MLE comparado con la cota de Gill-Massar de estados puros para un
mismo tamafo de ensemble. El promedio es sobre 10* estados desconocidos, y
la infidelidad para cada curva es calculada con 10', 102, 103, 10* y 10 particulas,
desde arriba a abajo, por cada evaluacion de la funcién. Fuente: Elaboracion
propia.

tamano total del ensemble. En la figura 6.7 observamos esta cota comparada
con los resultados de las simulaciones del método en dimensién 2. Vemos que,

a excepcién de la curva azul, el ensemble mas pequeno, logramos superar este

limite tedrico en todos los demas casos.
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Un aspecto importante acerca de esto es que nuestro método estd formu-
lado solo para estados puros, con 2d — 2 parametros reales a estimar, mientras
que estas cotas tedricas estan calculadas pensando en protocolos tomograficos
estandar, disefiadas para reconstruir matrices densidad con d? — 1 parametros.
Esto puede ayudar a que CSPSA con MLE obtenga mejores resultados, ya que

tenemos a priori la informacién de que el estado del sistema es puro.

Usando la informacion de que el estado es puro, la cota de Gill-Massar esta
dada por

_d-1
Ntol,

& (6.8)

lo cual en dimension d =2 equivale a € = 1/N,,. En la figura 6.8 podemos vemos
la cota y los resultados de CSPSA para el mismo tamano N,,, de detecciones
totales. Asi, el valor de esta cota se hace mas pequefo, permitiendo un menor
error en métodos pensados para estimar estados puros, y por lo tanto alejandose
de los datos obtenidos con CSPSA y MLE, a pesar de estar en el mismo orden.
Sin embargo, esta mejora en las cotas tedricas es valida solo para métodos que
estiman los 2d — 2 parametros de estados puros, no pudiendo por lo tanto ser

alcanzada por métodos tomograficos estandar.

Finalmente, en la figura 6.9 vemos el desempefio del método para estados

puros con ruido blanco. Construimos operadores densidad aleatorios de la forma

1—2
p=Aly) (| +—=L (6.9)

y usamos el método para encontrar el estado |y) del sistema. Con A =0.99 los

estados tienen una pureza del 99.9%, y como vemos en el gréafico la convergencia
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Figura 6.9: Gréfico de la Infidelidad Promedio vs lteraciones para un estado cuasi
puro con pureza 99.9% usando CSPSA con MLE en dimensién 2. El promedio es
sobre 10* estados desconocidos, y la infidelidad para cada curva es calculada
con 10!, 102, 10°, 10* y 10° particulas, desde arriba a abajo, por cada evaluacion
de la funcién. Fuente: Elaboracion propia.

del algoritmo es menor a lo obtenido anteriormente, llegando a resultados en la
infidelidad de alrededor un orden mas altos. Esto se explica porque al ser CSPSA
con MLE un método que estima estados puros, nos quedamos con el autovector
asociado mayor autovalor de la matriz densidad, omitiendo los demas, lo cual

puede aumentar el error en la estimacién. Como hay mayor error es adecuado
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una ganancia b mas grande, reemplazando los valores anteriores en el algoritmo
por b =0.2. A pesar de todo, los resultados son mejores que los obtenidos con

tomografia estandar, como podemos apreciar al comparar con la tabla 6.1.



Capitulo 7

Deteccion de Entrelazamiento

Usando los métodos de optimizacion CSPSA y SPSA podemos determinar
el entrelazamiento de un estado desconocido en un sistema compuesto AB, sin
la necesidad de conocer el estado, y por lo tanto, evitando realizar tomografia.
Para esto, encontramos el mayor autovalor (coeficiente de Schmidt) de la matriz
densidad reducida de uno de los sistemas, py = Z,-)Li2|iA><iA|, usando como fun-
cién objetivo en el método de optimizacion la infidelidad 7(¢,p) = (¢|p|¢) sobre
la matriz densidad reducida de p4 (0 también pg) y maximizando. Luego, si el

resultado es 1 el estado es separable, y si no, entrelazado.

La funcién I(¢) puede ser aproximada midiendo en el laboratorio ensembles
con N copias del mismo estado p, sobre una base que contenga el estado |¢),
esto es, I =1—ny/N. Asi, obtenemos una estimacién de la infidelidad h(¢,§),

con & el error asociado a las mediciones.

El procedimiento a seguir es el mismo que en la tomografia autoguiada, y
por lo tanto usamos el algoritmo 1. La diferencia es que los datos usados en el

protocolo ahora no provienen de estimar infidelidades sobre estados puros, sino

75
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Figura 7.1: Gréafico de |A,uxcspsa(spsa) — Amax| VS Iteraciones para dos qubits. Las
lineas continuas ilustran la diferencia entre el valor propio maximo teérico y el
calculado mediante CSPSA para un distinto nimero de experimentos por evalu-
acion de la funcién, 10', 10%, 10° y 10* desde arriba a abajo. Las lineas punteadas
muestran lo mismo considerando el valor propio maximo calculado con SPSA.
Fuente: Elaboracion propia.

de matrices densidad reducidas en un sistema A de un sistema bipartito AB.

En 7.1 vemos para dimension 2 (2 qubits) la diferencia entre los coeficientes

de Schmidt tedricos y los calculados con CSPSA y SPSA. La infidelidad esta
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promediada sobre un conjunto de 10* estados. Los estados semilla [¢); con los
que comenzamos la optimizacién son elegidos al azar segun la distribucion de
Haar, lo que nos asegura una distribucién 'uniforme’ sobre las matrices densidad.
Esto significa que, al promediar en el método de Montecarlo, no otorgamos mas
importancia a ciertas zonas del espacio de Hilbert por sobre otras. La funcidn
infidelidad 1(¢) es aproximada con 10, 100, 1000 y 10000 particulas idénticas por

iteracion.

A medida que aumenta el numero de iteraciones, vemos en la figura 7.1
que la precision de la estimacion del autovalor mas grande mejora, obteniendo
resultados al menos un orden mejor con CSPSA. También vemos una mejora
apreciable, de entre uno y dos 6rdenes de magnitud, al mejorar la estimacién de

la funcién objetivo I al aumentar el tamano del ensemble al estimar esta.

En la figura 7.1 vemos lo mismo para mayores dimensiones, 2, 4, 8, 16 y 32.
En esta simulacion en todas las curvas tenemos 10* detecciones por evaluacién
de la funcion infidelidad, y el promedio es sobre 10* estados iniciales. Notamos
que el error depende de la dimensién en la que trabajamos, siendo |A,,.xcspsa —

Amax| de peor calidad a medida que aumenta la dimension.

Estos resultados coinciden con los de la Medida Geométrica de Entrelaza-

miento para 2 qudits, que esta dada por

lmax =max¢\<¢|‘l’>| (71)
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Figura 7.2: Grafico de |A,,4ccspsa(spsa) — Amax| VS Iteraciones para dimensiones 32,

16, 8 , 4 y 2, estimando la infidelidad con 10* particulas. El error crece a medida
que aumenta la dimensién. Fuente: Elaboracién del autor.

donde (¢| es un estado separable y |y) el estado del sistema. Esto significa que

buscamos el estado separable mas préoximo al estado del sistema. Este es un

problema de autovalores, que para sistemas bipartitos es lineal, y se reduce a

encontrar la descomposicion de Schmidt

) :Z)Li|iA>|iB>

(7.2)

del estado. Mas aun, el autovalor de entrelazamiento A4,,,, es igual al coeficiente

de Schmidt mas grande. Asi, encontrar el mayor autovalor de la matriz densi-
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dad reducida para un estado bipartito es equivalente a encontrar la Medida Ge-
ométrica de Entrelazamiento, ya que usando CSPSA el estado separable |¢) con-
verge al estado |is)|ip) asociado al mayor coeficiente de Schmidt, con el mérito
de no necesitar conocer el estado del sistema. Por lo tanto, el método, ademas

de ser un test de entrelazamiento nos entrega una medida de este.

La ventaja de este algoritmo con respecto a realizar tomografia para estimar
el estado, y luego calcular el mayor autovalor, es que no necesitamos realizar
postprocesamiento a los datos obtenidos, lo que ahorra tiempo y recursos com-
putacionales. Asi, si Unicamente estamos interesados en obtener una medida de
entrelazamiento para estados bipartitos, solo necesitamos iterar para obtener el

resultado con la certeza deseada.



Capitulo 8

Conclusion

El desarrollo de nuevos métodos de optimizacion es hoy un area intensiva
de investigacién. Estos han encontrado recientemente en la Mecanica Cuéntica
un area fértil de aplicacion. El problema de la determinacién de estados cuan-
ticos desconocidos juega un rol fundamental en la Mecanica Cuéantica, dada la
necesidad de contar con métodos confiables para asignar estados a sistemas
cuanticos. Ademas, con el advenimiento de la Teoria Cuantica de la Informa-
cion, la estimacién de estados cuanticos desconocidos cobra un interés practico,
puesto que la implementacion de algoritmos cuanticos, los protocolos de comu-
nicaciones cuanticas, y los dispositivos cuanticos requieren de la determinacién

precisa de estados cudnticos para un adecuado benchmarking.

En trabajos previos, la estimacion de estados cuanticos desconocidos ha sido
formulada como un problema de optimizacion, en la llamada tomografia autogu-
iada. Para el caso especifico de estados puros desconocidos, estos pueden ser
caracterizados como soluciones de la minimizacion de la infidelidad 1 — |(y/|¢)|?,
donde |y) es el estado del sistema y |¢) un estimado de este. La infidelidad

coincide en su limite infinitesimal con la distancia de Bures. No es un problema

80
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de optimizacion trivial, puesto que la funcién a minimizar contiene parametros
desconocidos, por lo que su gradiente no puede ser evaluado. Esto impide el
uso de los tradicionales métodos de descenso. No obstante, es posible recurrir a
métodos de optimizacion estocastica, los cuales al solo requerir un estimado del

gradiente si pueden ser empleados.

En este tesis hemos presentado una modificacion del método de optimizacion
Complex Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (CSPSA), desti-
nada a aumentar su tasa de convergencia. Este método, disefiado para funcionar
dentro del campo de los complejos, requiere de dos evaluaciones de la funcion a
optimizar por iteracion. En el caso de la determinacién de estados cuanticos de-
sconocidos, la funcidén objetivo es la infidelidad, la cual puede ser estimada para
cada iteracion por medio de proyectar el sistema sobre dos bases de medicidn dis-
tintas. Se obtienen asi dos distribuciones de las cuales sélo dos probabilidades
son empleadas. En el caso de un sistema de dimension d, este hecho implica
que 2d — 2 probabilidades son descartadas por el algoritmo. Nuestra propuesta
es simple: en lugar de descartar dichas probabilidades, podemos aprovechar la
informacion que contienen aplicando en cada iteracion k del algoritmo Estimacion
via Maxima Verosimilitud (MLE) sobre el estimado |¢),. Este proceso nos entrega
un estado |¢’), mas cercano a la solucién del problema de optimizacion, es decir,
del estado cuantico desconocido. Luego, repetimos el proceso aplicando Esti-
macién via Maxima Verosimilitud de forma acumulativa, es decir, usando todo el

conjunto de probabilidades obtenidas en las iteraciones previas.
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Por medio de simulaciones numéricas de Monte Carlo mostramos que, cuando
aplicamos el algoritmo modificado CSPSA/MLE al problema de la determinacion
de estados cuanticos puros la tasa de convergencia es aumentada notablemente.
Por ejemplo, en dimensidon d =2 y para un ensemble de tamafio N = 2 x 10° obten-
emos después de so6lo 10 iteraciones una infidelidad, promediada sobre todo el
espacio de Hilbert correspondiente, del orden 6.5 x 10~". Sin el uso de Estimacion
por Maxima Verosimilitud se obtiene una infidelidad del orden de 1.5 x 1072, Un
algoritmo clésico alcanzaria con los mismo recursos una infidelidad del orden de
10~2. La ventaja comparativa de CSPSA con MLE se mantiene en dimensiones
mayores. Ademas, CSPSA con MLE conduce a histogramas altamente simétri-

cos de modo que media y mediana no difieren significativamente.

También hemos analizado el método desde el punto de vista de las cotas
Optimas relevantes para la estimacién cuantica en el caso de d =2. La cota de
Gill-Massar describe el 6ptimo tedrico alcanzable en la estimacion de la infidel-
idad para un estado mixto, por medio de un estimador que no presente sesgo.
Nuestro algoritmo entrega una infidelidad ligeramente menor que la cota. Esto se
debe a que el algoritmo ha sido desarrollado especificamente para estados puros,
los cuales estan caracterizados por 2d — 2 parametros, lejos de los d?> — 1 que car-
acterizan un estado mixto. En el caso de la cota de Gill-Massar para estados
puros, CSPSA con MLE entrega infidelidades en el mismo orden pero superiores.
Este punto es interesante, puesto que aun es posible intentar menores infideli-
dades via CSPSA/MLE por medio de optimizar con respecto a las ganancias del

algoritmo.
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En este trabajo también mostramos otra aplicacion del método de optimizacion
CSPSA, relacionada con el entrelazamiento cuantico . Esta es una de las propiedades
mas fascinantes de la Mecanica Cuantica. Es un fendmeno sin equivalente clasico,
que involucra correlaciones entre las propiedades fisicas observables de sistemas
compuestos, aun cuando los objetos estén separados espacialmente. Esto puede
ser visto como un recurso, y usado en procesos como teleportacion cuantica y

criptografia cuantica, entre otros.

Utilizando CSPSA podemos obtener una medida de la cantidad de entrelaza-
miento para estados puros |y) en sistemas bipartitos AB, haciendo uso de la
descomposicién de Schmidt. Esta ultima nos permite escribir el estado cuantico
como una suma de estados puros |is)|ip), ortogonales entre si, multiplicados por
respectivos coeficientes reales A;, llamados coeficientes de Schmidt. El valor del
A; mas grande nos entrega una medida en el entrelazamiento. Con CSPSA pode-
mos encontrar el valor de este parametro maximizando sobre la matriz densidad
reducida de cualquiera de los dos sistemas. En si, el protocolo a seguir es el
mismo que en tomografia autoguiada, pero ahora estamos estimando la infideli-
dad a partir de datos provenientes de un estado mixto, y buscando el estado puro
mas cercano a este. Es importante destacar que el método no requiere conocer
el estado del sistema, lo que puede ahorrarnos recursos al no tener que realizar

tomografia para conocer este.

Las simulaciones numéricas han mostrado la convergencia del método, al

disminuir la distancia entre el coeficiente de Schmidt teérico y el calculado medi-
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ante CSPSA. Asi, con el suficiente numero de mediciones e iteraciones podemos

disminuir el error hasta hacerlo arbitrariamente pequero.
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Capitulo 9
Apeéndice

function [SFID M] = FID(psi, psil, Nexp) %infidelidad simulada

dim = length(psil1);

M = rand(dim)«exp (i *2«pixrandn(dim)) ;

M(:,1) = psil;

M = GS(M) ;

prob = M’xKron(psi,psi’)*M;

prob = diag(prob);

prob = prob/sum(prob);

SFID = 1— mnrnd(Nexp, prob) /Nexp; % distribucion multinomial
end

function [ LF,M3] = LF_Reall( t,n,vec) %funcion de verosimilitud
% vec — estados sobre los que se calculo infidelidad.

% n — valores de infidelidad asociados a vec.

% t — semilla

rho=itrans (t(:,1), t(:,2)); % transformacion de coordenadas.
rho = kron(rho,rho’); % variable en MLE

M= 1— vec’xrhoxvec; % infidelidad teorica

M2=diag (M) ’;

M3=sqrt(0.5) x(M2-n) ./ sqrt (M2) ;

LF=norm(M3) *2; % funcion de verosimilitud
end
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function [valor_optimo, rho] = CSPSASLD1(K,ESTADO, rho, dim, Nexp)
%CSPSA con MLE para estados puros.

% K— numero de iteraciones.

% ESTADO- estado sobre el que realizamos tomografia.

% rho— semilla

% dim— dimension del estado

% Nexp— numero de particulas por medicion de infidelidad

s=0.606; t=1/6; a=3; A=0; b=0.02;

f= @(dens) (1 — abs(dot(dens, ESTADO))"2); %Infidelidad teorica
valor_optimo (1) = f(rho(:,1));

for k=0:K-2

alfa = a/(10xk+1+A)"s; %ganancias

beta = b/(k+1)"t; %ganancias

delta = (1i).*(randi(4,dim,1)); %vector delta

smas(:,k+1)= rho(:,k+1) + betaxdelta;

smenos (:,k+1) = rho(:,k+1) — betaxdelta;

smas (:,k+1) = smas(:,k+1)/norm(smas(:,k+1));

smenos (:,k+1) = smenos(:,k+1)/norm(smenos(:,k+1)); %vectores sobre
los que evaluamos infidelidad

[fmas (:,dimxk+1:dim«k+dim) sma(:,dim«k+1:dim«k+dim) ]= FID (ESTADO,
smas(:,k+1), Nexp ); % Infidelidad simulada

[fmenos (:,dimxk+1:dimxk+dim) sme(:,dimxk+1:dim«k+dim)]= FID (ESTADO,
smenos (:,k+1), Nexp); % Infidelidad simulada

% smas smenos — bases en las que se mide.

% fmas fmenos— infidelidad en las bases medidas.

gra = ( fmas(:,dimxk+1)— fmenos(:,dimxk+1))./(2+betaxconj(delta)); %
evaluacion gradiente.

rho(:,k+2) = (rho(:,k+1) — alfaxgra)/norm(rho (:,k+1) — alfaxgra); %
guess para MLE

% MLE

ss = [sma sme]; % array con estados.

ff = [fmas fmenos]; % array con mediciones de infidelidad .

[theta phi] = trans(rho(:,k+2)); % cambio a coordenadas esfericas.

t_ re = [theta phi]; % guess MLE

options = optimset(’TolFun’,10e-8);

fun = @(x)LF_Reall(x, ff ,ss);

t_matlab = fminsearch(fun,t_re, options); % minimizacion funcion de
verosimilitud

rho (:,k+2)=itrans (t_matlab(:,1), t_matlab(:,2)); % vuelta a coordenadas
normales. Guess para la proxima iteracion

valor_optimo (k+2) = f(rho(:,k+2));

end
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