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Introduccion

A lo largo de la historia, los procesos fisicos siempre han sido interpretados sobre un
sistema de coordenadas en nimeros reales, como por ejemplo el espacio euclideano tridi-
mensional R?. Pero al momento de realizar mediciones ocurre una cierta particularidad:
se pueden hacer mediciones tan grandes y tan pequenas como se deseen, pero para la
fisica, las distancias menores a la longitud de Planck (que es aproximadamente 10733cm)
no son fiables. Por ello, debemos considerar al espacio euclideano tridimensional R? solo
como un modelo matematico para la representacién del espacio fisico real.

Desde un punto de vista geométrico, en la geometria Euclideana existe el llamado axio-
ma de Arquimedes. Este nos dice que cualquier segmento dado sobre una linea recta tan
largo como se desee, se puede sobrepasar anadiendo segmentos pequenos sobre la misma
recta. De la misma forma, podemos encontrar segmentos tan pequenios como queramos.
Pero para distancias menores a la longitud de Planck, se sugiere dejar de lado el axioma
de Arquimedes y trabajar con una geometria no-Euclideana. Por esto tltimo, tampoco se
sugiere trabajar sobre el campo de los nimeros reales y la pregunta obvia que surge es
sobre qué campo numérico tendremos que trabajar.

En la practica, para mediciones en general solo se tiene uso de los niimeros racionales
(Q) y no de los irracionales (ntimeros con decimales infinitos no periédicos). Los irracio-
nales se podrian obtener, pero a partir de un proceso de infinitas mediciones cada vez mas
y mas precisas, por ello, la interpretacién de resultados siempre se hace por medio de un
nimero racional. En el contexto matematico, se sabe que el campo de los niimeros reales
R es la completacion de Q como espacio métrico con respecto a la métrica inducida por el
valor absoluto usual. De manera analoga, el mateméatico K. Hensel a fines del siglo XIX,
tomd un nimero primo p fijo, construyé una valuaciéon p—adica y defini6 el campo Q, de
los niimeros p—adicos como la completacion de Q como espacio métrico con respecto a
esta valuacion. Si bien, @Q, nace en conexién con la teorfa de nimeros, posteriormente se
propone aplicar un nuevo modelo a la fisica mediante este campo numérico. La propiedad
més importante de @, que lo hace distinto a los niimeros reales, es la condicién de arqui-
medeanidad de este 1ultimo, razén por la cual, a los niimeros p-adicos se les suele también
llamar campo no-Arquimedeano (o espacio ultramétrico).

La estructura topoldgica de los p-adicos, inducida por la métrica p-adica, tiene ciertas
particularidades que hacen posible el estudio de ciertas situaciones fisicas. Para empezar,
dos bolas en Q, son disjuntas o bien una contiene a la otra, es decir, el unico tipo de
interseccién es la contencion total. Esto se asemeja al comportamiento de dos gotas de
mercurio. Ademds, Q, tiene una estructura jerdrquica, es decir, cada bola consiste de la
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union finita de bolas mas pequenas. Este modelo, més el hecho de que Q,, es homeomorfo al
conjunto de Cantor sobre la recta real, son favorables al momento de plantear situaciones
en fisica, como por ejemplo, para uno de los problemas méas excitantes dentro de la fisica
moderna, el de combinar consistentemente la mecdnica cuantica y la gravedad. También
se encuentra relacién con la fisica estatica, en particular, la conexién con modelos que des-
criben la relajacién de cristales, macromoléculas y proteinas, como consecuencia también
de la estructura jerarquica del campo p—adico. Ademads, a mediados de los ochenta, surge
la idea de usar espacios no-Arquimedeanos para describir modelos de sistemas biolégicos
complejos y de fisica de proteinas (Ver [6],[7],[9],[11] y [12]).

Tanto en Q, como en copias Q) de Q,, se ha desarrollado todo el andlisis, siguiendo
la misma ruta del analisis cldsico o analisis real. Uno de estos desarrollos es la teoria
de operadores pseudo-diferenciales p—adicos. Dados f(&) € Q,[&1, .., &,] un polinomio no
constante y 8 > 0 un operador pseudo-diferencial con simbolo \f(é’)\g es una extension
de un operador de la forma

(f0,8)¢) (@) = Fesu (| (€) ) Famsesp),

para ¢ € D, donde D es el espacio Bruhat-Schwartz y F es la transformada de Fourier.
A f(0,B) le asociamos la ecuacién pseudo-diferencial

f0,B)u=¢, con ¢ €D (1)

y decimos que Eg € D' es una solucion fundamental para (1) si uw = Ez* ¢ es una solucién
de (1), donde D’ corresponde al espacio de distribuciones en D.
El operador pseudo-diferencial bésico en Q, es el operador de Vladimirov (o derivada
p-adica fraccionaria):

(D)) = F o ([l Fanep),
con ¢ € D. La existencia de soluciones fundamentales para D? fue establecida en [11]. A
partir del operador mencionado, se define la ecuacion p-adica del calor

u
ot

que ha sido usada en modelos jerarquicos complejos, como proteinas y cristales (Ver [11],
[6] v [15]). También existen conexiones con teoria de nimeros, especialmente con funcio-
nes zeta, ver [14], [15] y [6].

Otro ejemplo de un operador pseudo-diferencial p-adico fue dado por A. Kochubei. El
muestra la existencia de soluciones fundamentales para ecuaciones de la forma (1), con
simbolos de la forma |f (&, ...,§n)|§7 g > 0, donde f(&,...,&,) es una forma cuadrética
que satisface f(&1,...,&,) # 0si|&1]p+- -+ |&nlp # 0 (Ver [8]). La existencia de soluciones
fundamentales para operadores con simbolo polinomial arbitrario fue establecido por el
Co-tutor de la tesis, W. Zuniga-Galindo en [12] (Ver también [15]).

(z,t) + DPu(x,t) =0, z € Qp, t>0,

Sean f(z) € Qp[x1,...,7,] un polinomio no constante y ¢ : Q7 — C una funcién
localmente constante con soporte compacto. La potencia p-adica compleja |f|f, asociada
a f o la funcién zeta local de Igusa asociada al par (f, ) es la distribucién:

(flpr= [ elallf@lids, s e CoRe(s) >0
! Q\F10) ’
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(ver [5]).

Las funciones zeta locales tienen su origen en la relacion que surge entre ellas y las
series de Poincaré. Estas tltimas pretenden estudiar el comportamiento asintotico de su-
cesiones definidas a partir del nimero de soluciones de congruencias polinomiales modp™.
Borevich y Shafarievich conjeturaron a mediados de los sesenta que la serie de Poincaré,
en algunos casos particulares, resulta ser una funcion racional.

Las funciones zeta locales fueron introducidas por A. Weil en los anos sesenta y una
teoria general de estas fue desarrollada por J. Igusa en los setenta. Las funciones zeta lo-
cales de Igusa estan conectadas con el niimero de soluciones de congruencias polinomiales
modp™ y con sumas exponenciales modp™. Ademas existen importantes conjeturas que
relacionan estas funciones con la teoria de singularidades complejas. Por otro lado las
funciones zeta locales pueden definirse sobre cualquier cuerpo local, es decir, sobre R, C,

Qp o Fp((2))-

En el contexto Arquimediano, es decir en R o C, el estudio de las funciones zeta locales
fue iniciado por Gel’fand y Shilov a mediados de los cincuenta. La principal motivacion
fue la construcciéon de soluciones fundamentales para operadores diferenciales parciales
con coeficientes constantes, ya que la continuacién meromorfa de las funciones zeta lo-
cales implica la existencia de soluciones fundamentales para tales operadores. Esto fue
desarrollado simultaneamente por M. Atiyah y S. Bernstein.

En analogia al caso Arquimediano, la idea anterior también funciona en el caso p-
adico. Més exactamente, la racionalidad de las funciones zeta locales de Igusa implica la
existencia de soluciones fundamentales para operadores pseudodiferenciales. Este hecho
fue probado por W. Zuniga-Galindo (Ver [12]). La funcién zeta local de Igusa en principio
existe sobre el semiplano Re(s) > 0. Sin embargo, ella admite una continuacién meromorfa
a todo el plano complejo como una funcién racional de p~°. Esto quiere decir que existe
una funcion de la forma

Ly(p~?)
[Ticr (1 — pri=his)

con L, un polinomio en p~*, T' un conjunto finito, (v;, N;) € N\ {0} x N'\ {0} para todo
i € T, tal que Z,(s) = (|fl;,¢) para Re(s) > 0. La racionalidad de las funciones zeta
de Igusa, fue probado por J.I.Igusa en los setenta usando el teorema de resolucion de
singularidades de Hironaka. J. Denef probo este mismo resultado una década después sin
usar resolucién de sigularidades, sino que por medio de descomposicién celular p-adica. La
ausencia de un teorema de resolucién de singularidades en caracteristica positiva implica
que la racionalidad de las funciones zeta sea atin un problema abierto (ver [5]).

Z¢(3) =

En este trabajo de tesis, se estudiarad la solucién fundamental para una ecuacién
pseudo-diferencial p-adica de la forma (1), donde el polinomio asociado al simbolo | f(€)[?
del operador es un polinomio semi-quasieliptico. Como la racionalidad de las funciones
zeta locales de Igusa implica la existencia de soluciones fundamentales para operadores
pseudo-diferenciales, el problema se nos reduce a encontrar la expresion racional de la
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funcién zeta de Igusa

Zf(s):/Q |f(z)]; d"r Re(s) >0, s€C

1
P

donde f es un polinomio semiquasieliptico.

El primer capitulo estd enfocado en introducir la construccién del campo de los niime-
ros p-adicos, su topologia como espacio no-Arquimedeano, la teoria de integracién, una
introducciéon al andlisis de Fourier en @, y los previos de la teorfa de variedades p-adi-
cas. En el segundo capitulo, estudiaremos las funciones zeta de Igusa, su conexion con
las series de Poincaré y se introduce la técnica del Poliedro de Newton para el cédlculo
explicito de funciones zeta locales. El ultimo capitulo esta dedicado a presentar la teoria
de operadores pseudo-diferenciales p-adicos, el problema principal que conlleva la tesis y
se presenta otro tipo de operadores pseudodiferenciales, definidos a partir de polinomios
elipticos no-degenerado con respecto a su poliedro de Newton, para finalmente encontrar
la solucion fundamental ayudado por la funcién zeta de Igusa asociada.



Capitulo 1

Introducciéon al Analisis p-adico

En este primer capitulo estudiaremos los preliminares correspondientes al andlisis p-adico y los re-
sultados necesarios para el desarrollo posterior del presente trabajo. En la primera seccién, veremos la
construccién de la valuacion p-ddica, sus propiedades en relacién a la no-Arquimedeanidad de esta vy,
presentaremos al campo numérico p-adico como completacién de Q con respecto a | - |,. En la seccién
dos, estudiamos las propiedades topoldgicas fundamentales de @,,. En la seccién siguiente, desarrollamos
parte de la teoria de integracién en QQ,, pasando por la existencia de una medida de Haar hasta el teorema
del cambio de variables. Enunciaremos en la cuarta seccion el teorema de funcién implicita en su versién
p-adica. En la seccién cinco introducimos los previos al andlisis de Fourier en QQ,, y en la seis presentamos
los conceptos elementales sobre variedades p-ddicas. Trabajaremos usando las referencias [1], [5], [7], [8],
[15], 9], [10] y [11].

1.1. El Campo de los Nimeros p-adicos

Es conocido que para un ntimero primo p fijo, el valor absoluto p-ddico de un x € Q se define como
pfordp(w) " 7& 0
2|, =
0 ;7 x=0
donde
ordy(z) = méx{a : p® divide a z}

corresponde al orden p—adico. Por convencién, se denota ord,(0) = +oc.

El valor absoluto p—4&dico | - |, definido sobre Q se dice que es no-Arquimedeano en el sentido que

|z + ylp < max{|z|p, [y[,}- (1.1)

Equivalentemente, se cumple que si |z, # |y|,, entonces |z + y|, = max{|z|,, |y|,}, ¥y como consecuencia
de esto todo tridngulo es isésceles. Ademas, si p y ¢ son dos niimeros primos distintos, los correspondientes

valores absolutos son no equivalentes.

Por el teorema de Ostrowski (ver [1] o [7]), cualquier valor absoluto no trivial definido en Q es equi-

valente a | - |, o al valor absoluto estandar | - |o.
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La métrica d, definida por el valor absoluto p-adico satisface la desigualdad triangular fuerte

dp(z,2) < méx{d,(z,y),dy(y,2)},

para cada z,y, z € Q. Luego a (Q, d,,) se le llama espacio ultramétrico, pero este no es completo como es-

pacio métrico. La completacién se denota por @, y se conoce como el campo de los ntimeros p-adicos.
Todo nimero p-ddico x # 0 tiene una representacién tnica de la forma
o0 o0
i=—N j=0
donde z;,y; € {0,1,...,p— 1}, yo # 0y v = v(z) = ordp(x).

En el espacio ultramétrico (Q,, d,), se tiene lo siguiente:

oo
Zxk converge si y solo si lim zj = 0, (1.3)
k—o0
k=1
y si ka xp = x # 0, entonces |zk|, = |x|, desde un k suficientemente grande. (1.4)
bde el

Como consecuencia de (1.3), la serie (1.2) estd bien definida porque |y;p’|, = ﬁ — 0 cuando j — oo.
Observacién 1.1.1.

= La bola unitaria en Q, es lo que se conoce por
Zy={z€Qp: |z, <1} ={z€Qy:z=3, x;pt, ig > 0}.

Z, es un anillo (llamado anillo de los enteros p-ddicos), mds precisamente, es un dominio de

ideales principales, donde cualquier ideal de Z,, tiene la forma
Py ={r€Ly:x=3 5, '}, meN

» Desde otro punto de vista, los ideales p™Z,, con m € N, constituyen un sistema fundamental de
vecindades alrededor del origen en Q,, i.e., tenemos una cadena de inclusiones Z, D pZ, D p*Z, D

...meng...g{o}.

= El grupo de unidades de Z, se denota
Zy ={z €Zy: x|, =1}

que también es llamado como la esfera unitaria de Q,. Es fdcil ver que x = EiZO zpt € Zy siy

solo si xg # 0. Ademds, si x € Qp, x # 0, se tiene que x =p™z, param € Z y z € L, .

v Bl campo residual de Q,, se define como el campo finito Z,/pZ, = F, con p elementos.
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Observacién 1.1.2 (Extensién del campo Q,). En Qs @;’2 corresponde al subgrupo de todas las raices
cuadradas. Para un € ¢ Q;’Q, adjuntamos al campo Q, el nimero dado por el simbolo /€ y definimos la

extension cuadrdtica de Q, como el conjunto de elementos X = x + y/€, x,y € Qp, y la denotamos por

Qp(Ve).-

Presentaremos ahora una importante herramienta para hallar soluciones de polinomios médulo p.

Una consecuencia directa de este resultado serd utilizada més adelante.

Lema 1.1.1 (Lema de Hensel, ver [7]). Sea f un polinomio en Zy[x] y sea k € N\ {0}. Sea a € Z,, tal

que
fla) =0 mod(p*) y f'(a)# 0 mod(p).
Entonces existe un tnico £ € Z,, tal que
f&) =0 y &=amod(p").
Como consecuencia del Lema de Hensel tenemos lo siguiente.

Corolario 1.1.1. Sean f € Zy[z] y k € N\ {0}. Sia € Z, es tal que
f(a) =0 mod(p) and f'(a) # 0 mod(p),
se tiene que existe un § € Zy tal que
E+pZ, ={r €a+pZ,| f(x)=0mod(p*)}

El proximo corolario es una generalizacién a mas variables del corolario anterior, y sera de utilidad

mas adelante.

Corolario 1.1.2. Sean f € Zy[z1,...,xn] y k € N\ {0}. Sea a € Z; tal que f(a) = 0 mod(p) y
%(Q) # 0 mod(p). Sean &a,..,&, € Zy con & = a; mod(p) para i = 2,...,n. Entonces existe un & =
&1(&2,.,&n) € Zy tal que para todo xa, ...,z € Z, con

x; =& mod(p®) parai=2,...,n se tiene que & +p*7Z, = {x € a1 +pZ, | f(z) =0 mod(p*)}.

Observacion 1.1.3. Esto implica que

(@10 20) € at (Z)" | F(@1,esn) = 0 mod(pF)} = | (&1, s &n) + (BVZ,)"

donde la union estd tomada sobre todas las (n — 1)-tuplas (§a + p*Zy, ..., &n + P*7Zy), con & = a; mod(p)
para t=2,...,n.
Esto también se puede realizar sobre cada componente independientemente tomando las hipdtesis adecua-

das.
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1.2. La Topologia de Q,

Definimos
Br(a)={zecQp:lzr—al,<p™"}, rek

T

como la bola con centro a y radio p™", y

Sp(a)={reQp:lx—al,=p7"}, reZ

como la esfera con centro a y radio p~". Como la aplicacién |- [, : Q, \ {0} = {p™ | m € Z} es a

valores discretos, tenemos que
Bi(a)={z€Q:lz—al, <p}={z€Q:lz—al, <p~"'}=B_,(a). (1.5)

Esto quiere decir que no es relevante la eleccién de < o < para definir una bola. Nos remitiremos a usar
la primera notacion.

Denotamos e identificamos las bolas y las esferas de la siguente manera:
B(a)=a+p"Zy, y Sr(a)=a+pZ,.

Estos conjuntos son abiertos y cerrados (conjuntos clopen) en la topologia de Q,. El hecho de que B, (a)
sea abierto viene de (1.5), y cerrado viene de que su complemento es abierto. Que S,.(a) sea abierto viene
de

ZX = L] i+ pZyp.
i€{1,2,...,p—1}

Por otro lado, para ver que es cerrado tomamos una sucesién de puntos z,, = a +p"uy,, con u, € Z; para

cada n € N. La sucesién {x, }nen es también de Cauchy, es decir, existe un N € N tal que
|Zm — Znlp =07 [tm — Unlp — 0, Vm,n > N.

Por la completitud de Qp, u, — ug # 0y, por (1.4), |un|p, = |uo|, para n suficientemente grande, luego
ug € Z,; . Finalmente, por unicidad del limite, se tiene que x,, — 2o = a + p"ug € S;(a).
Las bolas B, (a) forman una base de clopen para la topologia de Q,, es decir, se dice que la topologia de

Qy es cero dimensional.

En la topologia de Q, es muy importante mencionar que todo punto de una bola B,(a) es su centro
y que, ademds, cualquier par de bolas en @, son disjuntas, o bien, una contiene a la otra. A partir de

esto ultimo, @, es un espacio topolégico totalmente disconexo.

Otro aspecto topolégico de Q, es que tiene la propiedad de Heine-Borel (Ver [1] o [11]), y como

consecuencia de esto tenemos los siguientes:

= Z, es compacto.
= @, es un espacio topolégico localmente compacto.

» Todo compacto en QQ, se puede cubrir por un nimero finito de bolas disjuntas con radio fijo.
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1.2.1. El espacio Q)

Qp = Qp x Qp x -+ xQy es el espacio de los puntos z = (1,22, ...,2,), donde z; € Q, para cada

i=1,..,n, con n > 2. Se define la norma p-ddica en Q) como
— 2. . n
l|lz||, = méx; |z, =€ Qy-
Esta norma es claramente no-Arquimediana, esto es, || - ||, satisface que

|z + yllpleq méx{][z[|,, [lyll,}, para z,y € Q.

Con esto, (Qy,]|-|[p) es un espacio ultramétrico completo y, con la topologfa inducida por tal norma, Qp

es un espacio topolégico localmente compacto totalmente disconexo.
Parar € Zy a = (a1, ...,a,) € Qp denotamos por
Bl(a) ={zx € Q| |lz—allp <p™"}
a la bola n-dimensional de radio p~" y centro a, y por
Sp(a) ={x e Q| [z —all, =p~"} = B(a) \ B}},(a)

a la esfera n-dimensional de radio p~" y centro a.

Denotamos B[*(0) := B y notemos que
B'(a) = By(a1) X --- x By(an)

donde B,(a;) :=={z € Q, | |z —a;|, <p "} es la bola 1-dimensional de radio p~" con centro en a; € Q,.

La bola B es igual al producto de n copias de Z,, esto es,
Zy ={z € Qy | lz|[p <1}

Por otro lado, denotamos a la esfera centrada en el origen por S(0) := S” y, como Z, es la esfera
unidimensional, (Z,)" es el producto n-dimensional de la misma.

Por la condicién de no-Arquimedianidad de Q7, se verifica también que las bolas y las esferas son

n
p )
abiertos y cerrados a la vez (clopen), la propiedad de Heine-Borel y todas sus consecuencias.

1.3. Integracion en Q,

En esta seccién introducimos la teoria de integracién sobre Q, y el cdlculo de algunas integrales

dentro del mismo contexto.
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1.3.1. Q, como grupo topoldgico localmente compacto

(Qp, +), y respectivamente (Q,,-), son grupos topoldgicos localmente compactos. En efecto, sabe-

X
D

métricos, la continuidad de la suma, respectivamente la del producto, estdn garantizadas.

mos que @, es espacio topolégico localmente compacto, y como Q,,, respectivamente Q.°, son espacios

El siguiente teorema asegura que existe una medida de Haar sobre un grupo topoldgico localmente

compacto.

Teorema 1.3.1 (Ver [4]). Sea (X,-) un grupo topoldgico localmente compacto. Existe una medida de

Borel dx, unica salvo multiplicacion por una constante positiva, tal que

/Uda:>0
/zde:/de (1.6)

para todo abierto de Borel U no vacio y

para todo conjunto de Borel E.

Como (Qp,+) v ( o -) son grupos topoldgicos localmente compactos, tenemos que existe una medida
de Haar en (Q,,+), denotada por dz, invariante por traslaciones respecto de la adicién, esto es, d(a +
r) = dx. De la misma manera, tenemos que existe una medida de Haar en (Q,-), denotada por d*(x),
invariante por traslacién con respecto a la multiplicacién, es decir, d*(ax) = d*z. Estas medidas se

relacionan de la siguiente manera:
d*x = |a:|;1da; (1.7)
luego
d(za) = [val,d*(xa) = [a],lal,d" (@) = lellal, |2l do = lal,dz,a € Q) (1.8)

que corresponde a la formula del Cambio de Variables. Este ltimo resultado mencionado sera revi-

sado en profundidad maés adelante.

Observacién 1.3.1. Como consecuencia de la relacion (1.7), trabajaremos de ahora en adelante solo
con la medida de Haar dx definida sobre (Qp,+), excepto si se menciona otra situacidn. Como Z, es un
abierto compacto y como dx es una medida regular, tenemos que dx(Z,) < co. Asi, podemos normalizar

esta medida por dz(Z,) = 1.

La medida de Haar dx en Q, se define sobre la o-algebra de Borel, ¥,, generada por todos los

subconjuntos abiertos compactos de Qp y que tienen la forma a + p™Z,. En suma

dx : 3, — R, dac(U):/dx
U
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y se satisface
o0
/ dx = Z/ dx
Uz, Ui i=1"Ui
oo

para toda coleccion {U;}ien de abiertos compactos disjuntos dos a dos, tales que U U; sea también un

i=1
/ dx:/dx.
zo+U U

Observacién 1.3.2. Para cualquier compacto K en Q, la medida dx define una funcion

compacto. Ademds,

C(K) — R; fb—>/Kf(x)dx

la cual es lineal, continua y donde C(K) es el espacio de funciones continuas sobre K provisto de la

norma

fller) = més /(@)

1.3.2. Cambio de Variables

Proposicién 1.3.1. Sea d(za) definida por d(za)(U) = dz(al), se tiene que d(xa) es una medida de
Haar y

d(za) = |alpdz, a € QF,

/ dx = |a|p/ dz,
alU U

Demostracion. Sea a un nimero en Q fijo y, consideremos

lo que significa que

para todo conjunto de Borel U.

T, :Qp — Qp; z+— ax.

T, es un isomorfismo algebraico y, como T, es la restriccién a {a} x Q, de la operacién de multiplicacién,
se tiene que T, es continua. T, ! es también continua porque es la operacién multiplicativa inversa. Luego

T, es un homeomorfismo. Ademads, para cada y € Q,, y para todo conjunto de Borel U
d(za)(y+U) =dzx(a(y + U)) = dz(ay + aU) = dx(al) = d(za)(U)

i.e., d(za) es invariante por traslaciones. Asi, por el Teorema 1.3.1, d(xa) es una medida de Haar para

(Qp,+) y por la unicidad de esta medida, existe una constante positiva C(a) tal que [, dz = C(a) [, dx.

/ de = C(a)/ dz = |alp.
aZy Zp

p'-1
Z,= | | b+1'2,
b=0

Para calcular C(a) basta probar que

Esto resulta de considerar

una:plueZp,conueZ;,y
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p'—1 p'—1
lz/dx: / dzx = / dx:pl/ dzé/ de =p~' = |al,.
Z ZO b+plZy Z Pl Zyp plZ, p'Zy :

P b= b=0
Por tanto,
/ de=lal, ¥y / dx:C(a)/ dz
aZliyp aZy Ly
lo que implica que C(a) = |alp. El caso en que a ¢ Z,, es similar. O

Como consecuencia de lo anterior, tenemos lo siguiente.

Corolario 1.3.1. Sea ¢ : U — C, donde U es un conjunto de Borel, es decir, un abierto compacto. Se

tiene que
[ ez =lal, [ play+ vy
U a—1U+b
para cualquier a € Q) y b € Q.

Mostraremos ahora algunos ejemplos clasicos e importantes del calculo de integrales p—&adicas usando

el cambio de variables mencionado. Algunos de estos resultados serdn utilizados posteriormente.

Ejemplo 1.3.1. Para cualquier r € Z

/ dx = / dy = p"’/ dy=p "
BT‘(O) pTZp 7

P

donde el cambio de variables es x = p"y con y € Z,, se tiene que dx = d(p"y) = |p"|,dy = p~"dy.

Ejemplo 1.3.2. Para cualquier r € Z, como S, (0) = B,-(0) \ B;+1(0), tenemos que

/ dl':/ dw_/ dx:pfr_p—r—l :pfr(l_pfl)_
Sr(0) B, (0) B,+1(0)

En particular, para Z; =Zp \ pZyp,

/dxz/dm—/ de=1-p .
Zy Zp PLyp

Ejemplo 1.3.3. Tomemos U = Z, \ {0}. Se afirma que U no es compacto y que

/dx:/ dr = 1.
U Z,

Para la primera afirmacion, consideramos la sucesion {p"}nen en U. Como 11’r_~r_1 p" =0, se tiene que
n—-+o0
cualquier subsucesion {p™* }ren converge a 0 ¢ U, luego U no es compacto en Q,.

Para la seqgunda afirmacion, consideramos

+oo
Zp\ {0} = |_] 5;(0)

j=0

y tenemos que (tomando x = p'y, con y € Zy)

= 1 1
dr = p_j/ dy = 7/ dy :()(1—])_1):1.
/Z,,\{o} jgo Zy L—pt Jzx 1—pt
Esto muestra que U tiene medida de Haar 1 y luego, {0} tiene medida de Haar 0. Para darle sentido a

esto ultimo, se puede ver que U es una union contable disjunta de abiertos compactos, luego U es también

un conjunto de Borel.
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1.3.3. Funciones localmente constantes

Definicién 1.3.1. Una funcion ¢ : Q, — C se dice que es localmente constante si para cada x € Q,

existe un subconjunto abierto compacto de U, x € U, tal que o(x) = p(u) para todo u € U.

Observacién 1.3.3. Cualquier funcion localmente constante ¢ : Q, — C se puede expresar como una

combinacion lineal de funciones caracteristicas de la forma:

—+o00
p(z) =Y enly, (2), (1.9)

donde ¢, € C,

0 U,
1U,,L<x>={ P

donde los U, C Q, son abiertos compactos disjuntos dos a dos y que cubren a Q,.

Sea ¢ : Q, — C una funcién localmente constante como en la Definicién 1.3.1 y sea A un abierto
compacto. Como cada abierto compacto se puede cubrir por un ntimero finito de bolas disjuntas, podemos
asumir que A = uleUi donde cada U; es un abierto compacto. Entonces, de la observacién anterior,

podemos escribir
k
ola(@) =) cily,(z)
i=1
y definimos

/ p(z)der = ¢ dx + co dr + -+ ci dx.
A U, Us Uy

Definicién 1.3.2. Llamaremos funcién Bruhat-Schwartz a las funciones localmente constantes con
soporte compacto. Estas funciones forman un C-espacio vectorial que denotaremos D(Q,,) := D (espacio

Bruhat-Schwartz).
Las funciones 1p, (q) € D, con a € Q, y r € Z.

Proposicién 1.3.2. Si ¢ : Q, — C es una funcidn localmente constante, entonces esta funcion es

continua.

Demostracion. Sea V un abierto en C. Como ¢ es localmente constante, para cada y € V existe un

abierto U, en Q, tal que ¢|y, = y. Entonces, e (V) = U Uy, el cual es un abierto en Q. O
yeVv

El siguiente lema es una consecuencia del Teorema Stone-Weierstrass.

Lema 1.3.1 (Ver [10]). D es un subespacio denso de C, donde C es el espacio de las funciones continuas

con soporte compacto provisto de la norma del supremo.
A partir del lema anterior tenemos que D = C, lo que nos permite extender el funcional

F:D—R, ¢+ o(x)dz
Qp
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F:C—R; goi—>/ o(z)dz
Qp
de manera Unica.
Lema 1.3.2. Sea K un compacto en Q,. El espacio D(K) es denso en C(K).

Demostracion. Sea f € C(K) y sea e > 0 arbitrario. Por la continuidad de f, para cada a € K, existe

v € Z tal que si x € By(a) N K, entonces |f(x) — f(a)] < e. Como K es compacto, se puede cubrir por

una niimero finito de bolas disjuntas B, (a;), con a; € K. Como cada 1 (4;)() € D, construimos una
; (@

sucesion de funciones en D donde sus elementos son de la forma
Foy (@) = 3 F(a)1, ay) (2),
J

Ademaés, como

Zle(“J)(Jj) =1 z€K,
J

tenemos

If = Fyilley = méx|f(z) = fr, ()]
< méx|> (f(@) - fyy (@;))1B, (a;)(x)

zeK =
J

< GZ 13” (aj)(x) = €.
J

Definicién 1.3.3. Un funcion ¢ : Q, — C se dice que es localmente integrable si

/K p(z)dz

existe para todo K compacto. El espacio de las funciones localmente integrables se denota por o € L}

loc*

1
loc

Definicién 1.3.4. (Integral impropia) Una funcion ¢ € L;, . se dice integrable en Q,, si

N
lim p(zr)dr = 1lim / o(z)dx
N—+oo BN(O) N*>+OO]:2_:OO SJ‘(O)

existe. Si el limite existe, se denota como / p(x)dx, y decimos que la integral impropia existe.

p

“+ o0
Observacién 1.3.4. Notar que como Q, \ {0} = |_| S;(0),

j=—oc0

/@p o(z)dz = i" /S o(z)dz.

j=—o0”5i(0)
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Ejemplo 1.3.4. Mostraremos que la funcion |z|, es localmente integrable pero no integrable.
Para mostrar el primer hecho, sea K un compacto en Q,. {x+p"*Z, | x € K} es un cubrimiento abierto
de K y como K es compacto, existen x1, ...,x, € K tales que

K C |i| T; +pm“in,

i=1

luego por monotonia de la integral y aplicando un cambio de variables, tenemos que

n n n
[ el < Z / ol do=Y" [ el de=>p [ falyde < 3opm [ de<o
er"L‘L? Z =1 p?nmi ZP i1 Zp i1 Zp

donde la dltima desigualdad es cierta porque |z|, <1 para x € Zj.

Por otro lado, considerando ¢(x) = |x|, como en la observacién previa,

el o = f/ wpe= 3 7 [ am 30

j=—o0 j=—00 3(0) ]——oo
donde se tiene que la dltima suma no tiene sentido (diverge). Por ello |x|, no es integrable.

+o00
Ejemplo 1.3.5. Asumimos que Z f(P)p? < +oo donde f: R — C ya f(|-],): Q, — C sele
j=—o0
llama funcion radial. Usando la Observacion 1.3.4, tenemos que

|, Ftelp)an= Z/ Hlalts == 3 16

j=—00 Jj=—o0

+oo

. . [ P In(p)
Ejemplo 1.3.6. Considerando jp~? = ———, mostraremos que / In(|x|,)dzr = — .
jgo (p . 1)2 7, (| |P) p— 1
En efecto,
+oo
In(|z|,)dz = / n(|z|,)dx = / n(|z|p)
/Zp ! e Z '
+00 ] +00 ]
= Zln(p‘J)/ dr =" " —jln(p)p(1-p")
§=0 5;5(0) §=0

“+oo
= —In()(1-p ) i’
=0

i (P 7p __In(p)
a Hp)( p )(p1)2 p—1

1.3.4. Cambio de Variables (Caso General)

Introduciremos el caso general del cambio de variables, como consecuencia del teorema de la funcién

inversa en su versién analitica en el caso p-adico.

Definicién 1.3.5. Una funcion h : U — Q,, se dice analitica sobre un abierto U de Qp, st existe una

serie de potencias convergente Zazx para x € U C U, con U abierto, tal que h(z Zazx para

[

zeU.
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En este caso, h/(xz) = g ia;x'"" es una serie de potencias convergente. Una funcién f se dice

1
bianalitica si f y f~! son analiticas.

Teorema 1.3.2 (Cambio de variables, caso general). Sean K,K; C Q, dos abiertos compactos. Sea
o : K1 — K una funcidn bianalitica tal que o’ (y) # 0, y € K. Entonces, si f es una funcion continua

sobre K, se tiene que
[ t@e= [ How)le' Wy, == otw)
K K

Demostracion. Como f +— [, f(x)dz es un funcional lineal continuo sobre C'(K) (Observacién 1.3.2)
tenemos que f es integrable y, como D(K) es denso en C(K) (Lema 1.3.2), es suficiente probar la férmula

sobre D(K). Sin pérdida de generalidad, se puede probar para f(x) = 1, z € K, es decir, probaremos que

Jotm= [ 1oy

Como K; es compacto se puede cubrir por un nimero finito de bolas disjuntas de la forma B;(y;) de

radio p' suficientemente pequefio tal que

lo"(W)|p = lo"(yi)lp =™,y € Bi(wi),

y por el Corolario 1.4.1, para el caso n = 1 aplicado a o, tenemos que B;(y;) = y; + plZp es mapeada

sobre By, (z;) = x; + p't7i Zp, con z; = o(y;). Entonces

de = / dxr = plpr
/K ; Bigr, (zi) zz:

=Y [ (ol
Zi:/Bl(yi) ZZ: Bi(yi) o
> [ e whdy= [ 1oy
i/ Bi(yi) Ky

1.3.5. Integracién en Q)

Ya sabemos que ( 5> +) es un grupo topoldgico localmente compacto. Luego, existe una medida de

Haar d"x en Qj, que, en este caso, es justamente la medida producto de dz, ..., dz,, donde cada dx;

es la medida de Haar de (Q,,+) normalizada. En particular, si A = 4y x --- x A,,, donde cada A; es

M — .
/Ad a:—il:[l/Aidxz.

De esta forma, como Zj = Zj, X - -+ X Zyp, se tiene

d"z = dz; = 1.
T il:[l/sz 1

Teorema 1.3.3 (Teorema de Fubini). i f : Q;}‘H" — C es una funcion tal que la integral iterada

medible con respecto a dz;, se tiene

Zy
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/ ( f(z.y) d’"y) e
o \Joy

existe, entonces f es integrable en QZ“"” y se satisfacen las siguientes igualdades:

/ ( f(z,y) dmy> & = / fla,y) & (e, y) = / ( f(z,y) d”x) dmy.
o \Jop Qg o \Joy

El siguiente teorema es el andlogo n-dimensional para el Teorema 1.3.2 del Cambio de variables (caso

n
P

general).

Teorema 1.3.4 (Cambio de variables (caso general n-dimensional)). Sean K, K, C Qp dos abiertos
compactos. Sea 0 : K1 — K, o(y) = o(y1,-.,yn) = (01(Yy),...,on(y)) = x una funcidn bianalitica

(analitica en cada variable) tal que

det {80(;/)} = det [801'(31)

— #0 ye K
Jy Jy; :|1§i,j§n

. Entonces, si f es una funcion continua sobre K, se tiene que

flx) d®z = [ [f(o(y)) |det
K K1

P
Ejemplo 1.3.7. Para cualquier r € Z

B2(0) przy zn
donde el cambio de variables n-dimensional es x = p"y con y € Zy y por el teorema anterior d"x =

d*(p"y) = |p"|,d"y = p~""d"y.

Ejemplo 1.3.8. Andlogo al Ejemplo 1.3.2, para cualquier v € Z, como S;'(0) = B'(0)\ B}’ 1(0), tenemos

que

/ dnl':/ dn(E—/ dnm:p—rn_p—rn—n :p—rn(l_p—n)'
S7(0) B (0) By4(0)

En particular, para la esfera unitaria n-dimensional S7'(0) = Zy \ pZy,

/ d”x:/ d”x—/ d'z=1—p ™.
57(0) z PZ,

P P

Por otro lado, es claro que

/ dnw:(l—p_l)n
)"

Como d"z es una medida no-negativa, toda la teoria de la medida es vélida sobre el espacio Q.
Ciertos resultados (como por ejemplo, el teorema de convergencia dominada) los utilizaremos méas ade-

lante.
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1.4. Teorema de la Funcién Implicita en Q,

Denotamos por Q,[[z1, ..., Z,]] al anillo de las series formales de potencias con coeficientes en

Qp. Un elemento de este anillo es de la forma
i i in
E G = E Ciryizyerin®y' Ty
(il,iz,...,in)eN"
Definicién 1.4.1. Una serie formal E c;x' se dice convergente si existe r € 7 tal que g c;a' converge
para cualquier a = (a1, az, ...,an) € Q) que satisfaga |lal|, < p".

Las series formales convergentes forman un subanillo de Q,[[z1, ..., 2, ]], que se denotard Q, ({1, ..., T )).

Definicién 1.4.2. Si para Z cix' existe Z cgo)xi € R{{(21, ..., Tn)) tal que |¢;]p < 01(0) para todo ¢ € N™,

decimos que g cl(» )2? es una serie dominante para g cx' y escribimos

Z rt << Z gt
Lema 1.4.1. Una serie formal de potencias es convergente si y solo si tiene una serie dominante.

Demostracion. (<) Sea |i| := i1+~ -+iy, parai = (iq, ..., i) € N". Asumimos que Zcixi << cho)xi,
es decir, |¢;|p < cgo) para todo ¢ € N. Con esto tenemos que

© _g

lim e, < lim ¢’ =

|| ——+o0 || =400

y luego Z ¢;x es convergente.
(=) Supongamos que Zcz-xi € Qp({m1,...,zp)), es decir, existe r € Z tal que Zciai converge para
todo a € Q, con ||a||, < p". Elegimos ry € ZT tal que 0 < p™ < p". Entonces para todo a € Q, tal que

llal|, < p™, se tiene que
|cia’lp < |cilppli™
y asi
Luego |¢;|,p!!1™ < M para algtin M > 0. Por lo tanto
Zcixi << Z (plzylro) xi.

O

Definicién 1.4.3. Decimos que f(z) = Zcizi € Qpl[z1, ..., xn]] es una serie de potencias especial

restringida (SRP), si f(0) =0, es decir, co =0 y ¢; = 0 mod(p!"'=1), para cualquier i € N, i # 0.
Observacién 1.4.1. Supongamos que f(x) es una SRP.
1. Comoc¢; =0 mod(p'i‘_l) con i # 0, existe k € Z tal que ¢; = kpl''=t. Entonces
leilp = ‘k|p|p17|i‘|p <1

Luego f(x) € Zp[[x1, ..., xn]]-
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2. f(x) es convergente para todo a € Zy,. En efecto, para a = (ay, ...,an) € Zy, se tiene que le;a’|, =

D’
10 in , 1 y i i
leilplat - air |, < leilp < - Luego \i|1~l>r£oo |cia*], =0 y, por tanto, g cia’ converge.
3. Denotamos f(a) = g cia'. Por la observaciones 1 y 2, tal serie es una sucesidn convergente en

Z,. Como Z, es compacto, se tiene que f(a) € Zy.
Teorema 1.4.1 (Teorema de la Funcién Implicita, primera version).

1. Sea F(z,y) = (Fi(z,y),.... Fm(z,y)), con Fi(z,y) € Qp[lz,y]] := Qplz1, ..., Tn, Y1, ..., Ym]| tal que
Fi(0,0) =0 y

oF,

det
{52/3‘

(0, 0)] £0.

1<ij<m

Entonces existe una unica funcion f(x) = (f1(z), ..., fu(z)) con fi(x) € Qpllz1,...,xx]], fi:(0) =0,
que satisface F(z, f(x)) =0, es decir, F;(z, f(x)) = 0 para todo i.

2. Si cada Fi(x,y) es una serie de potencias convergente, se tiene que cada f; es también una serie
de potencias convergente. Mds aiun, si a es cercano a 0, entonces f(a) serd cercano a 0 en Qv
F(a, f(a)) =0 y, si (a,b) es cercano a (0,0) en Q) x Q' y F(a,b) =0, entonces f(a) =b.

Corolario 1.4.1.
1. Sigi(z) € Qpllr1, -, xn]], 9:(0) =0 para 1 <i<ny

dg;
8$j

det{ (0)} £0

entonces existe una unica f(x) = (fi(z),..., fo(x)) con fi(x) € Qp[lx1, ..., z,]], fi(0) =0 para todo
i, tal que g(f(z)) = x.

2. 81 gi(x) € Qu{{z1, ..., Tn)), entonces fi(z) € Qp((®1,...,z,)) para todo i. Ademds, si b estd cerca
de 0 en Qp y a = g(b), se tiene que a estd también cercano a 0 en Qp y f(a) = b. Por lo tanto

y = f(z) es un homemorfismo entre pequenas vecindades de 0 en Qj.

Observacién 1.4.2. Sean Uy C Q y Uy C Q)" abiertos que contienen a 0. Asumamos que cada
Fi(z,y) : Uy x Uy — Q,
es una serie de potencias convergente. Un conjunto de la forma
Vi={(z,y) e Uy x Uy | Fi(z,y)=0, i1 =1,...,m}

se llama conjunto analitico. En el caso en que todos los F;(x,y) sean polinomios y Uy = Qp, U2 =Qp,
V' se denomina un conjunto algebraico. Si todos los Fi(z,y) € Qu{{z,y)) satisfacen la hipdtesis del
teorema de la funcion implicita, tenemos que V' posee una parametrizacion, que es posible definir después
de ajustar los abiertos Uy y Us, es decir, existen subconjuntos abiertos que contienen a 0, U1 cU y

Uy C Us, tales que
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V::{(xay)€(]1XUv2| Fz(xvy):O, izla"'am}:{(xvy)eleXU2| f(l’):y}

Observacién 1.4.3. A partir del cambio de coordenadas x1, ..., T, 721 =y1— f1(Z), sy Zm = Ym — fm ()
se tiene
Vi={(z,2) €Uy x Uy | 21 =...= 2, =0}.

Decimos que V' es una subvariedad analitica cerrada de Uy x Uy C Q) x Q' de codimension m.

La palabra cerrada quiere decir que V' es cerrado en la topologia producto p-ddica.

En la siguiente version del teorema de la funcién implicita podemos controlar el radio de las bolas

que comprende el teorema.
Teorema 1.4.2 (Teorema de la Funcién Implicita, segunda versién).
1. Supongamos que Fi(z,y) € Zp|[z,y]] == Zp[[z1, ..., Tn, Y1, -, Ym]], Fi(0,0) =0 para todo i y

det [aFi
3yj

(0, 0)] £ 0 mod(p).

1<ij<m

Entonces existe una unica solucion f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), con fi(x) € Zy[[x1, ..., z,]], f:(0) =0
de la ecuacion F(x, f(x)) =0, es decir, Fi(x, f(x)) = 0 para todo .

2. Si cada Fi(x,y) es una SRP en X1, ..., Tpn, Y1, .. Ym, S€ tiene que todo f;(x) es también una SRP
en x1,...,T,. Mds ain, si a € Zy, entonces f(a) € Zy' y F(a, f(a)) = 0y, si (a,b) € Zy x Ly
satisface que F(a,b) =0, entonces f(a) = b.

Corolario 1.4.2.
1. Sigi(z) € Zp[[x1, ..., zx]], 9:(0) = 0 para todo i y si ademds

det [%(o, 0)} Z 0 mod(p),

Iz 1<i,j<n

se tiene que todo f;(x) es la dnica solucion de g;(fi(z),..., fn(x)) = x que satisface que f;(0) =0
donde cada f;(x) € Zp|[[1, ..., x,]].

2. St cada gi(z) es una SRP en x1,...,x,, entonces cada f;(x) es también una SRP en las mismas

variables, y f(x) =y da lugar a un homeomorfismo de Loy en Zy,.
Observacién 1.4.4. Asumamos que cada F;(z,y) es una SRP en las variables (x,y). Sea
V={(v,y) € Zy x L' | Fi(z,y)=0, i=1,..,m}.

Como se cumple las hipdtesis de las sequnda versidn del teorema de la funcidn implicita (punto 2),

tenemos
V=A(z,y) € Zy x Z" | f(z) =y}

A partir del sistema de coordenadas x1,...,%n, 21 =y1 — f1(X), o Zm = Ym — fm(x), V toma la forma
Vi={(z,y) €Zy XL | z1 = ... = zp, = 0}.

Decimos que V' es una subvariedad analitica cerrada de Zy x Z" de codimension m.
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1.5. Analisis de Fourier en Q,

En esta seccién presentamos los preliminares elementales que se usaran méas adelante en el desarrollo
de la teoria de operadores pseudo-diferenciales p—éadicos.

Recordemos que todo nimero p—&ddico x # 0 tiene una representacién tnica de la forma:

oo

i

T = E Zip
i=—N

donde los z; € {0,1,2,...,p — 1} y zo # 0. Con esto, se define la parte fraccionaria de 2 € Q, como el

numero racional

{z}p = ronp N+ npp V4 b aop?

En el caso que = € Zj, se define {z}, = 0.

Ademas, cada nimero p—adico x # 0 se puede representar inicamente de la forma

+oo
x = pord@) Zyjp] = p” @ ac(z) con y; € {0,1,2,...,p— 1}
i=0

donde ac(z) es la componente angular de z, con |ac(z)|, = 1.

1.5.1. Caracteres Aditivos

La funcién x,(y) := exp(2wi{y},), paray € Q,, se llama caracter aditivo estdndar de Q,. Notemos
que

Xp + (Q@py ) — (S)

es una aplicacién continua del grupo aditivo de @, sobre la circunferencia unitaria en C considerada como

un grupo multiplicativo que satisface

Xp(@1 + 22) = Xp(21) - Xp(22), 21,22 € Q.
Notar ademas que el caracter aditivo cumple las siguientes propiedades:

L xp(0) =1

2. xp(—7) = xp(x) = (Xp(x))_l

3. xp(nz) = xp(z), neZ.

Los caracteres aditivos de Q, forman un grupo Abeliano que es isomorfo a (Q,, +), dado por el isomorfismo

&= xp(&a).

Ejemplo 1.5.1. Veremos que

T . < -r
/ Xp(&x) dx = { P el sp para r € 7.
B..(0) 0 5 [lp>p7"
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En efecto, si |€], < p~ 7, tenemos que |x|, < 1, luego xp(§x) =1y

/ Xp(€x) dx = / dr =p".
Br(0) B..(0)

En un sequndo caso, supongamos que |&|, > p~", es decir, |{|, > p~ "t Si tomamos un xo tal que

|zolp = p", tenemos que |xoélp, > p y luego xp(Exo) # 1. Ast

/ xpléx) dz = / o(E(zo+ ) dy (x =20 +y; do = d(wo +y) = dy)
B..(0) B, (—xo)

/ Xp(&x0)Xp(§y) dy  (pues|zo +ylp = [ylp)
B.(0)

= xp(fxo)/B o Xp(&y) dy

y como xp(Exo) # 1, se tiene que

| xalex) da=o.
B,.(0)

Ejemplo 1.5.2. Del ejemplo anterior y considerando que S,.(0) = B,.(0) \ B,_1(0), se tiene que

pr—pt 5 € <pTT
/ Xp(€x) dx = — el |p = p=" parar € 7.
$.(0) A
0 5 |'f‘p >p

Ejemplo 1.5.3. Siz = (21,22, ...,Zn), § = (1,82, --,&n) € Qp, definimos

=) @i
i=1

Con lo anterior, se generalizan a Q) los ejemplos previos de la forma:

TN . < —-r
/ Xp(§x) d"z = { s [l < pi parar € Z
By (0) 0 5 KEllp>p"
Y
prt=pmm el <p7"
/ x(§z) d"x = = |l =p'T" parareZ.
S7.(0) .-
0 ; ||£||p >p
+oo
Ejemplo 1.5.4. Si Z [F(p™")|p~" < oo, entonces para € # 0
r=0

+oo
/Q Fllel)xp(€x) do = (1= p Ve S pf €)= 1€ Fplel ),

r=0
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donde f :RTU{0} — C ya f(|]p) : Qyp — C se le llama funcion radial.
En efecto,

/ Flzlp)xp(Ex) d / Flzlp)xp(&x) dx ({0} tiene medida cero)
Qp Q,\{0}

Z f |2]p)xp(€2) dx

leZ
/ xo(€a) da.
Bi(0)\Bi-1 (0)

de donde si fijamos |£|, = pV, para algin N € Z, tenemos por el Ejemplo 1.5.2 que

/ Flel)xp(€n) do =3 £ / o) do=(1—p7) 3 £ p V)N,

ez Bz(o)\Bl—l(O) I<—N

leZ

luego haciendo el cambio de variable r = —l — N y considerando la hipdtesis, se cumple la afirmacion.

Ejemplo 1.5.5. El ejemplo anterior se puede extender sobre Qp de la forma:

+oo
Flellp)xo (€ - @) de = (1= p DIl Y p~ " F 11l ™) = €l N FpllEl; ™).

Q3 r=0
Observacion 1.5.1. A partir del Ejemplo 1.5.4, con f =1, tenemos que

) +oo ;5 §=0
/prp(ffﬂ)dx—{ 0 g =0

Con esto, se tiene que la transformada de Fourier (que se definird posteriormente) de la funcion constante

f =1 esla funcion Delta de Dirac 6.

1.5.2. Caracteres Multiplicativos
Un caracter multiplicativo de (Q,,-), o simplemente de Q,;, es una aplicacién continua

pr) — (C7)

7 ( 4

que satisface m(z122) = 7(z1)m(22), con x1,x2 € Q). Todo caracter multiplicativo de Q, se puede

representar como

m(x) = ms(x) = |z, mi(ac(x)),
donde s € C y m; es la restriccién de 7 a Z; sobre S.

Ejemplo 1.5.6. Sim(x) # 1 es un caracter multiplicativo normalizado (|m(z)|, = 1) en Q) se tiene que
/ 7(z) dz = 0; conr € Z.
7%

En efecto, podemos elegir un a € Q) tal que |al, =1 y m(a) # 1. Luego

I = / m(x) dz
Py

= ldl, / r(ay) dy (¢ = ay; de = d(ay) = |alydy; |ayl, = lyl,)
prZy

D

= wl0) [ w) dy=n(a)-1

y como 7(a) # 1, se tiene que I = 0.



24 1. INTRODUCCION AL ANALISIS P-ADICO

1.5.3. El Espacio Bruhat-Schwartz

Una funcién ¢ : Q) — C es localmente constante si para cualquier z € Q} existe un [, € Z tal que
o(x +a") = ¢(x) para 2’ € B’ (1.10)

Las funciones localmente constantes forman un C-espacio vectorial que serd denotado por £(Qp) := €.
Las funciones localmente constantes ¢ en las cuales [, depende solo de ¢, forman un C-subespacio vec-
torial de &, denotado por E.

Recordemos que el espacio D(Qg’) := D corresponde al espacio Bruhat-Schwartz de las funciones local-
mente constantes con soporte compacto (también se les llama funciones test o funciones de prueba) (ver
Capitulo I).

Para una ¢ € D, el nimero mas grande [ = [, que satisface 1.10 se llama exponente de constancia
local (o pardmetro de constancia) de ¢.

La convergencia en el espacio D, se define de la siguiente manera:

¢r — 0 cuando k — oo en D si y solo si

1. existe un natural N, y un real [, tales que supp(¢r) C B y l,, > 1, para todo k € N,

2. ¢y converge uniformemente a 0 en Q.

Con esto, D es un espacio localmente convexo completo y es denso en Cy. Donde Cy es el C—espacio
vectorial de las funciones continuas en @) que se anulan en el infinito provisto de la norma || - || (f se
anula en el infinito, quiere decir que, para todo ¢ > 0 existe un compacto K C Qp tal que |f(z)| < e
para todo z € Qp \ K). Si U es un abierto en Qp, D(U) denota al espacio de las funciones localmente

constantes con soporte contenido en U, luego D(U) es denso en

L= 1o(U) = {sﬁ =€ lell, = ([ |¢<x>|ﬂd%); < oo}

con 1 < p < oo.

1.5.4. Transformada de Fourier

Dados z = (71,22, ..., Tn), & = (€1, &2, -+, §n) € Qp, definimos

rE= @i
i=1

La transformada de Fourier de una funcién ¢ € D se define como
Fo©) = [ xle D@ parat Q)
La transformada de Fourier es un isomorfismo lineal de D en si mismo que satisface (F(F¢))(§) = o(=£).

También usaremos F,_,¢p y ¢ para denotar la transformada de Fourier de ¢.

La transformada inversa de Fourier de una funcién ¢ € D se define como
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F0)w) = [ xalt-m)oled'e para s Q)

También usaremos F; ' ¢y gzvb para denotar la transformada inversa de Fourier de ¢.

E—x

Ejemplo 1.5.7. Ya vimos que la transformada de Fourier de la funcion constante f =1 es la funcion
delta de Dirac 8. A partir del Ejemplo 1.5.5, podemos obtener transformadas de Fourier de mds funciones.
Por ejemplo, considerando la funcion radial g = f(|| - ||p) : Q) — C, con f(z) = In(x), la transformada

de Fourier de g es

Fo©) = [ el (e ) ae = EEBg

De aqui, la transformada inversa de Fourier de |||, serd

-1 ~1 —71_‘”” n(||x
(el @) = et mlally)

1.5.5. Distribuciones

Denotamos por D'(Q}) := D" al C-espacio vectorial de todas los funcionales continuos (distribuciones)

definidos sobre D(Q}). La operacién binaria natural
D'(Q) xD(Q) = C
la denotaremos por (T, ), para T € D'(Qp) vy v € D(Qp).

La convergencia en el espacio D’ (QZ) corresponde a la convergencia débil:
Ty — 0 cuando k — oo en D’ si (Tg,¢) — 0 cuando k — oo

para todo ¢ € D.

El espacio D’ se corresponde con el dual algebraico de D, es decir, todos los funcionales definidos en

D son continuos. Sumado a esto, se tiene que D’ es completo, es decir,

si T, —T; = 0 cuando k,j — oo, entonces existe un funcional 7€ D’ tal que

T, —T — 0 cuando k& — oo en D'.

Sea U un abierto en Q. Una distribuciéon 7' € D'(U) se anula en V' C U si (T, ) = 0 para todo
p € D(V). Sea Up C U el abierto maximal sobre el cual se anula la distribucién T'. El soporte de T es el

complemento de Ur en U y lo denotamos por supp(T).

Dadas 6 € D fijay T € D', se define la distribucién 6T por la férmula

(0T, ) = (T,0) parap € D.
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Se dice que una distribucién T' € D’ (Qg) tiene soporte compacto si existe k € Z tal que AT =T en
D/(QZ)7 donde Ak(x) = 132(0) (JT)

1

1oe; define una distribucién f € D’ de la forma

Toda funcién f € £(Qy), o mds generalmente en L

(fip) = - f(x)p(x) d"x con p € D

y ademas, esta correspondencia es uno a uno.

Observacién 1.5.2. La distribucion Delta de Dirac 6 € D'(Qp) se define

(6,¢) = ¢(0), »€DQy).

Es claro que supp(6) = {0}. Reciprocamente, toda distribucion T' € D'(Qy) con soporte compacto en el
punto 0 es proporcional a la funcion delta de Dirac. En efecto, supongamos que @ € D(QZ) es tal que
¢(x) = ¢(0) para v € BR(0) y sea ny cualquier funcion en D(Qy) tal que ny(z) = 1 para los z € B (0).
Luego,

(T ¢) = (T, nve) = p(0)(T, ) = Cn (6, )
donde Cn = (T, nn) es constante y no depende de N, pues
Cn = Cu = (T,nn) — (T;nm) = (T,nn = 1) =0
y porque supp(T) = {0}.

Observacién 1.5.3. La sucesion de funciones o (x) = p”leg(O)(:r) = p"*Ay(x) converge al delta de
Dirac §, cuando k — oo en D'(Qyp). En efecto, sea ¢ € D(Q}) y sea N > 1 tal que supp(dx) C B} (0)
(con N independiente de k). Entonces para k > N tenemos que

(55, 0) =/Q

1.5.6. Transformada de Fourier de una Distribuciéon

) P Ay (z)p(z)d” = p™* /Bn(o) p(z)d "z — p(0) = (4, ).

La transformada de Fourier F[T] de una distribuciéon T' € D’ se define por

(FIT],9) = (T, F(9))

para todo ¢ € D. La transformada de Fourier de distribuciones T" — F[T] es un isomorfismo lineal (y

continuo) de D’ en D’ y ademas satisface la férmula
T = FIFITI(=E)].
La transformada inversa de Fourier 7 ![T] de una distribucién 7' € D’ se define como:
(FHT), ) = (T, F ()

para todo ¢ € D.



1.5. Anélisis de Fourier en Q, 27

Observacién 1.5.4. Si T € D', entonces supp(T) C B¥%(0) si, y solo si, F[T] € &, donde el exponente

de constancia local de F[T] es > —N. Anadiendo a esto,

FITNE) = (T(), AnW)xp(& - y))-

Ejemplo 1.5.8. Como 1 € &, se define una distribucion 1 € D’ y, por la Observacién 1.5.1, tenemos

que F[1] = 4. Por otro lado tenemos que

(FI8], ) = (6, Flg]) = Fll(0) = / o(@)d"z = (1,p) para g €D,

n
P

es decir, F[§] = 1.

Ejemplo 1.5.9. Se define la distribucion P||z||;" = [|z]|;1 — p~(z) como

(PHLEH;I,@):/ Mdnx _|_/Q Sﬁ(ﬂi)dnx

zp |zl mzp 17l
para ¢ € D (Ver [11]). Vemos que
-1 -1 i il —17-1 L—p -1
F(PleEl, ™) = F(IEl, ™) —p= F(6(€) PTn) n(||z]lp) = p

Ejemplo 1.5.10. Para el caracter multiplicativo w5 (como distribucidn) tal que w1 = 1 para todo x € Qs

se tiene que
1— ps—l

. s—1 .
(Frs,0) = (2|, Fop) = T

(1€1,%5 %),

con s # —fn’z)) , k €Z, para todo ¢ € D. A la funcion

1— pa—l
INa) = ——— conaeR\{0}
1—p«
se le llama funcion Gamma p-ddica.
Se define la familia de distribuciones
_ =

fa(z) =

T(a) para o« € R\ {0,1}.

Con lo anterior, podemos observar que (F fa)(§) = [§], <.

Ejemplo 1.5.11. Nuevamente, por medio del Ejemplo 1.5.5, para la forma binaria h(x,y) = 22 — 79>

donde T no es una raiz cuadrada en Q, y tal que |z|, + |y|p # 0, se tiene que

1 — p2(B-1)
(FIRG ) 6.6) = — 5 Ih(n. &I,

Definicién 1.5.1. (Producto Directo de Distribuciones) Dadas dos distribuciones F' € D'(Qy) y G €
D'(Qy'), su producto directo F' x G se define como

(F(z) x G(y), e(z,9)) = (F(x), (G(y),(2,y)))  para o(z,y) € DQy+™).

El producto directo es conmutativo, F' x G = G x F'. Ademds, ' x G es continuo para ambos factores,

luego F' x G es una distribucién en D'(Qp+™).
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Definicién 1.5.2. (Convolucion de Distribuciones) Dadas F,G € D'(Qp), su convolucion FxG se define

como

(FxG,p)= lim (F(y) x G(z), Ag(x)p(x +y))

k—oc0

st el limite existe para todo ¢ € D(@;).
Cabe mencionar que si F'x G existe en D’(QZ), se tiene que G * F' también es una distribucion y F xG =

GxF.

Observacién 1.5.5. Si F,G € D' y supp(G) C By (0), entonces la convolucion F x G eziste y estd dada

por la formula
(F*G, )= (F(y) x G(z), An(z)p(z +y)) para g €D.

En el caso que G =1 € D, Fx¢ € £ (es funcion localmente constante) y estd definida por

(F * ) (y) = (F(@); by = 2)) = /Q F@W(y - o) d°s.

n
y2J

Definicién 1.5.3. (Multiplicacion de Distribuciones) Dados F,G € D', el producto F -G se define como
(F-G,p) = lim (G, (F  0k)p)
k—o0

si el limite existe para todo ¢ € D.

Si F - G existe, entonces G - F también existe y son iguales.

Observacién 1.5.6. La existencia del producto F' - G equivale a la existencia de F[F|* F|G] y ademds

se cumplen:
FIF-G)=F[F]*F|G] y F[F=*G|=F[F| F[G]
Ejemplo 1.5.12. Para f € D'(Q}), se tiene que
fxo=dxf=f.
En efecto,

(f*d,0) = lm (f(y) xd(z), Ax(z)p(z +y))

k—oc0

= lim (f(y), (6(x), Ap(z)p(z +y)))

k—o0

= (fy), o) = (f )

para ¢ € D(Qp).
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1.6. Variedades Analiticas p—adicas

Dentro de esta seccién, abordaremos los preliminares esenciales sobre variedades analiticas que se

usaran en el préximo capitulo.

Definicién 1.6.1. Sea U C Qp un abierto no vacio y sea f : U — Qp una funcion. Si en cada
punto a = (a1, ...,a,) € U exziste un elemento fo(x) € Qu{{z —a)) = Qp{(x1 — a1, ....,Tn — an)) tal que

f(z) = fo(x) para cualquier x cerca de a, decimos que f es una funcién analitica sobre U.

De la definicién, se tiene que todas las derivadas parciales de f también son funciones analiticas en
U.

Definicién 1.6.2. Sea U un abierto no vacio en Qp y sea h = (h, cirh) U — Q' una funcion. Si

cada h; es funcion analitica sobre U, decimos que h es una aplicaciéon analitica sobre U.

Definicién 1.6.3. Sean X un espacio Hausdorff y n un entero no negativo fijo. Un par (U, ¢y ), donde
U es un abierto no vacio de X y ¢y : U — ¢y (U) es un homeomorfismo de U sobre un abierto ¢y (U)
de Qp, se le llama una carta. Las imdgenes ¢y (z) = (21, ..., ), para cada x € U, se denominan las
coordenadas locales of x. Un conjunto de cartas {(U,¢y)} se denomina un atlas si la unién de todos

los U es justamente X y si para todo U, U’ tales que U NU' # ), la aplicacion
pu o by : pu(UNU') — ¢ (UNT’)

es analitica. Dos atlas se consideran equivalentes si su union es también un atlas. Esta es una relacion
de equivalencia donde a cualquier clase de equivalencia se le denomina estructura analitica p—ddica
n-dimensional sobre X. Si {(U,¢y)} es un atlas en una clase de equivalencia, decimos que X es una

variedad analitica p—ddica n—dimensional y, dim(X) = n.

Cualquier subconjunto no vacio U € Q) es una variedad analitica p—adica n—dimensional donde su

atlas posee una tnica carta que es la identidad sobre U.

Definicién 1.6.4. Supongamos que X,Y son varitedades analiticas p—ddicas definidas respectivamente
por {(U, ov)}, {(V,0y)} y sea f: X — Y es una aplicacion. Si para todo U,V tal que UN f=1(V) # 0,

la aplicacion

by o fodyt:ouUN fFHV)) — QpmY)

es analitica, entonces decimos que f es una aplicacion analitica. Esta nocion no depende de la eleccion

de las cartas.

Observacién 1.6.1. Supongamos que X es una variedad analitica p—ddica definida por el atlas { (U, ¢v)}
y supongamos que Y es un subconjunto abierto no vacio en X. Si para todo U' =Y NU # O denotamos
our = oulur, entonces {(U',¢y/)} define un atlas sobre Y y que hace a Y una subvariedad analitica
abierta p—ddica de X, donde dim(X) = dim(Y).

Observacion 1.6.2. Supongamos que Y es un subconjunto cerrado no vacio de X, donde X es variedad
analitica p—ddica n—dimensional y sea 0 < m < n tal que elegimos un atlas {(U, ¢v)} que define X con
la siguiente propiedad:

Sidu(z) = (21, .cszy) yU' :=Ul;, =Y NU # 0, entonces existen funciones analiticas p—ddicas F1, ..., Fy,

en U tales que en primer lugar
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U={zeU| F(z)=" = Fy(z) =0}

y en sequndo

det[g?} (a) #0 con 1<i<m;1<j<n paracadaacU.
RN

Por el Corolario 1.4.1 del Teorema de la Funcidn Implicita (Primera versidn), la aplicacion

PO RO
x — (F(2), e, (@), g1y ooey Tn)
es analitica donde U es una vecindad de a en U.
Ahora, si denotamos por V=Y NU y Yy (z) = (Tmi1, ..., Tn) para cada x € V, tenemos que {(V,¥y)}

define un atlas sobre Y. Luego, se dice que Y es en una variedad analitica p—ddica con dim(Y) = n—m.

Llamamos a 'Y una subvariedad cerrada de X de codimensién m.
Introduciremos ahora el concepto de forma diferencial sobre una variedad analitica p-adica.

Definicién 1.6.5. Si U,V son vecindades de un punto a € X arbitrario y si f,g son funciones analiticas
p—ddica respectivamente sobre U,V tal que flw = glw para alguna vecindad W C UNV de a, decimos que
f, g son equivalentes en a. La anterior es una relacion de equivalencia, donde una clase de equivalencia

se denomina como un germen de funciones analiticas en a.

El conjunto de gérmenes de funciones analiticas en a forman un anillo local denotado por Ox 4, 0

simplemente O,.

Definicién 1.6.6. Si X es una variedad analitica p-ddica, el espacio tangente en a € X, denotado por

To(X), es el Qp-espacio vectorial de las aplicaciones lineales (derivaciones) 0 : O, — Q,, que satisfacen

9(fg) = (9f)g(a) + f(a)(8g)  para todo f,g € Oa,

y su espacio dual lo denotamos por Q,(X) (el espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales de T, (X)

en Q).

Observacién 1.6.3. Si (U, ¢y) es una carta local alrededor de a con ¢y (x) = (x1, ..., 2,), los elementos

en Qq(X) son de la forma

@ =3 (2) @ias.,

i=1

donde (dz1)a, ..., (dxy)a forman una base para Q,(X). De aqui observamos que f (é%) (a) define a

un elemento en To(X) denotado por (%) , por lo que todo elemento del espacio tangente T,(X) se
*Ja

5 Ox; ),

(3

puede escribir como
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Ademds, si f1,..., fn € Oy son linealmente independientes, por el Corolario 1.4.1 del Teorema de la
Funcidn Implicita (primera version), para (df1)a, .-, (dfn)a, existe una vecindad V' de a contenida en U
tal que Yy = (f1, ..., fn) define una aplicacion analitica p-ddica de V' en Q. Anadiendo la carta (v, V) a
un atlas dado {(U, ¢v)} de X, se producird un atlas equivalente. A (f1, ..., fn) las llamaremos coordenadas

locales de X alrededor de a.

Observacién 1.6.4. Si E y E’ son espacios vectoriales sobre Q,, E N E' es el Qy-espacio vectorial

generado por las imdgenes de la aplicacion bilineal

(v, 0y~ vAv veE, vVeF,
que satisface

vAv=0 y vAV +v Av=0.

S elegimos bases para E y E’', el conjunto del producto de sus miembros forman una base para EANE’ y
dim(E A\ E') = dim(E)dim(E").

De la misma manera, si vi,vs,...,v,. € E, podemos definir un producto
(V1,02 ey Up) =2 V1 AV A -+ A0y
y el Qp-espacio generado por estos elementos lo denotaremos por A"E, donde 0 <1 < n, si dim(E) =n.

Si tomamos a ,(X) de la Definicién 1.6.6 como el espacio E de la observacién previa y, si ¢y (z) =

(x1,...,2y) con a € U, tenemos que A"(£2,(X)) es el espacio donde sus elementos son de la forma
Z Z(dl’il)a A=A (dxir)a, z € Qp,

para 0 <r < n.

Definicién 1.6.7. Sean X y {(U, ¢y )} como antes y denotemos p, a la medida de Haar normalizada en
Qp - Decimos que o es una forma diferencial de grado r sobre X si a(a) € A"(Q24(X)) para todo a € X. Si
reemplazamos a por una variable x € U, escribiremos dx; en vez de (dx;),. Luego, una forma diferencial

a de grado 7 tiene una representacion local de la forma
@)= D fv,i (@)dzi A Ada,

donde las funciones fu, van de U en Qp. Si estas funciones son todas analiticas, se dice que o

----- ir

es una forma diferencial analitica p-ddica de grado r. Como caso particular, si a es una forma

diferencial de grado n sobre X, a|y tiene una representacidn local de la forma
aly(z) = fu(x)dzy A -+ ANdxy,

donde fy es una funcion analitica sobre U. Si A es un abierto compacto de X contenido en U, se define

la medida de A como

pa(A) /A\fU(ﬂf)lpun(be(x)) (Pu(z) = (21, .. 7)) (1.11)

> 7 n (ou (f50'Z5) N A)) (1.12)

IeZ
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Notamos que la serie en (1.12) converge porque fy(A) es un compacto y se puede escribir como una unidn
finita de conjuntos de la forma plZ;. Las preimdgenes de las coordenadas locales ¢y (x) = (21, ..., n) que

definen la integral (1.11) deben ser tomadas sobre f[jl(plZZf) N A, para finitos l € Z.

Observacién 1.6.5. (Cambio de coordenadas locales) Si (U, ¢y) es otra carta y A C U’, entonces

tendremos la misma medida p1o(A) relativa a esa carta. De hecho, si ¢y (z) = (24, ..., z,) =2 y pu(z) =
(77, . T7) = F, entonces dyr o 65 (F) = dur () = @'

/

alg(x') = fur(2")day A+ Adal, Ju(ou: (z))det {gi’] dzy A -+ Ndxy,

= fu@dai A Ada, = alp(@).

Esto se puede entender como

fu(@) = fu (v (z))det [

ox!,
01‘7;

(90 (@) = |det [52]] o (60 ().

A,

lo cual se corresponde con la regla del cambio de variables para (1.11):

det[a}
ox; »

Notamos que si X = U C Q;‘ ya=dzxy A---Ndzx,, entonces o, es la medida de Haar normalizada de

Q-

/ 0 (@)lphin (D0 (2 / o (B @)y (b0 (2).




Capitulo 2

Introduccion a las Funciones Zeta
Locales de Igusa

Dentro del presente capitulo introduciremos algunos resultados esenciales acerca de las funciones zeta
locales de Igusa. Para ello, en la primera seccién comenzamos presentando sus principales caracteristicas,
enunciando el teorema de Igusa sobre la racionalidad de las funciones zeta y daremos un bosquejo de
la prueba del teorema de Igusa a partir de la resoluciéon de singularidades de Hironaka. En la segunda
seccién mostramos la relacién que existe entre las Series de Poincaré y las Funciones Zeta Locales de
Igusa, y en la tercera seccién, introducimos la técnica del Poliedro de Newton para calcular funciones

zeta de manera especifica. Utilizaremos las referencias [3], [5] y [15].

2.1. Funciones Zeta Locales de Igusa

Definicién 2.1.1. Sea f(x) € Qplr1,....,2n] \ Qp y sea ¢ : Q) — C una funcion localmente constante
con soporte compacto, es decir, p € D(Qp). La funcién zeta local (también llamada funcién zeta

local de Igusa) asociada al par (f, o) es
Zo(sd) = | P@f @5z, 5 €C, Re(s) > 0.
Qp\f=1(0)

Observacién 2.1.1. La funcidn Z,(s, f) estd bien definida sobre el semi-plano Re(s) > 0, puesto que

1Zo(s, F)| =

IN

Lo @it
Qp\f1(0)

[ le@lif@leeas,
supp(p)

[ @l
Qp\f=1(0)

Como supp(p) es compacto y, |o(z)| y |f(z) 56(5) son funciones continuas, existe un Ky > 0 tal que

lo(z)]|f(x) fe(s) < K, para todo z € supp(yp). Luego

1Z (s, )] =

J eI < [ el
Qp\f~1(0) supp(p)

IN

K, d"x < +o0.
supp(p)

33
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Para estudiar la analiticidad de la funcién Z,(s, f), presentamos el siguiente lema necesario.

Lema 2.1.1. Sean D un abierto no vacio de C y h: Qp x D — C una funcién continua y medible tal

que:

1. Si E es cualquier compacto en D, existe una funcion integrable no negativa ¢ g definida sobre Qy

que satisface
|h(z,8)| <Yp(z) V(z,s)e€Qp x E;

2. Para cada x € Q) fijo, h(z,-) es analitica para todo s € D.

Entonces la funcion

g:D—C; g(s)= / h(z,s)d"z

n

es analitica en D.

Demostracion. Solo debemos probar que la restriccion de g a cada disco abierto en D es analitica.

Asumiendo que D es conexo y simple conexo, tenemos que g es una funcién continua en D. En efecto,
dado sp € D arbitrario,

lim g(s) = lim h(zx,s)d"x z/

Q

S5— S0 S5— S0 Qn
P

(h’m h(z, s)> d"v = [ h(z,s0)d"x = g(so)
;]L S5—rS0 Q;L

como consecuencia del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. Ahora, si C' es cualquier curva

cerrada en D, por Teorema de Fubini y por Teorema de Cauchy se tiene que

/cg(s)ds = /C (/@ h(x,s)d”x) ds = /Qn (/C h(m,s)ds) d"z =0.

Luego por el Teorema de Morera, se puede concluir que g es una funcién analitica en D. O

n
P

Proposicién 2.1.1.

Zs(s, f) es una funcion analitica sobre el semi-plano Re(s) > 0.

Demostracion. Sean fy ¢ fijos. Definimos la funcién 1y : Q) — C que toma el valor 1 paraz € Qg\f’l(O)
y vale 0 en cualquier otro caso. Tomamos X = Qp, h(z,s) = lg(z)p(x)|f(2)]; y D = {s € C |
Re(s) > 0}. La funcién h es continua y medible. Sea F un compacto en D, llamamos A = supp(p),

mo = méxsep (Re(s)), M = max{1,sup,c 4 |f(z)|p} v definimos
Ve :Qp — R, ¥p(@) = ||l MM L4(x)
que es una funcion integrable y que satisface

|h(z,s)] <¢p(z) paratodox e @Qy\ f71({0})ysekFE.

Ademds, para cualquier » € Qp fijo, h(z,s) = 1y(x)p(x)e’ In([f(#)l») es una funcién analitica de s € D,
porque e*, z € C, es una funcién analitica. Luego aplicando el Lema 2.1.1 se concluye que Z, (s, f) es

una funcién analitica para Re(s) > 0.

O



2.1. Funciones Zeta Locales de Igusa 35

El teorema de Igusa es uno de los méas importantes e influyentes en el presente trabajo. La prueba
fue dada por J.I. Igusa y depende de un resultado profundo en geometria algebraica conocido como

Teorema de Resolucién de Singularidades de Hironaka que enunciamos a continuacién.

Teorema 2.1.1 (Hironaka, Ver [5]). Tomemos f(z) € Qp[x1, ..., 2,] \Q, y fijlemos X = Qp. Se tiene que
existen una variedad analitica p—ddica n—dimensional Y, un conjunto finito T = {E} de subvariedades
cerradas de Y de codimension 1 con un par de enteros positivos (Ng,vg) asociados a cada E y una

aplicacion analitica p—ddica propia h : Y — X que satisface las siguientes condiciones:

1. h es la composicion de un numero finito de transformaciones monoidales, cada una con un centro

suave,

2. (foh)~X0) = U E y h induce una aplicacion bianalitica p—ddica
EeT

Y\ B (Sing(Qp)) — X\ Singy(Qp),

3. En cada punto b de la variedad Y, si E1,...,E,, son todas las subvariedades cerradas en T que
contienen a b con ecuaciones locales yi, ..., Y alrededor deb y (N;j,v;) = (Ng,vg) paralos E = E;,
entonces existen coordenadas locales de Y alrededor de b de la forma (Y1, .., Ym, Ym+1, ---, Yn) tales

que

m

(foh)w=ew) [[v," v * </\ dwz) =n) | [Ty ) N\ dwi
i=1 i=1

Jj=1

sobre una vecindad de b, donde €(y) y n(y) son las unidades del anillo local Op de Y en b. En

particular, UgeTE tiene cruzamientos normales.

Teorema 2.1.2 (Igusa, Ver [5]). Sean f un polinomio no constante en Qplz1,...,xn] y ¢ una funcion
localmente constante con soporte compacto (p € D). Existe un nidmero finito de pares (Ng,vg) € (N'\
{0}) x (N\ {0}), E €T, donde T es un conjunto finito de indices, tal que

L(p~*)

[I (1=p=me7)

EeT

Zw(&f) =

S

donde L(p~*®) es un polinomio en la variable p~° con coeficientes racionales.

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.1, Z, (s, f) esta bien definida y, por la Proposicién 2.1.1, Z,(s, f)

es una funcién analitica sobre Re(s) > 0.
n

/\ dx;| la medida inducida por la forma diferencial /\ dz; sobre Qp, la cual coincide
i=1 i=1
con la medida de Haar d"x en Q) (ver Definicién 1.6.7 y Observacién 1.6.5). Entonces, reescribimos

i=1

n

Denotemos por

Zosh) = | o (@)|f (@)l
Qp\S~1(0)
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Por el Teorema 2.1.1, existe una variedad analitica p-ddica n-dimensional Y, un conjunto finito 7 de
subvariedades cerradas de Y de codimensién 1 y, una aplicacién analitica p-ddica propia h : Y — Q.

Por el Teorema de Hironaka tenemos que

Y\RTHfTH0)) — Q3 \ f7H(0)

es una aplicacién bianalitica p—adica propia, es decir, es como un cambio de coordenadas analitico propio:

Zw(s’f):/y\hl(fl(o)) ( ( ))|f </\ dzz)

En cada punto b € Y \ h=1(f~1(0)) podemos escoger una carta (U, ¢y) tal que b € U, ¢ (y) = (Y1, .-, Yn)
y

(fom)w=ew) ]y v (/\ dwz> =n(y H v N\ dyi (2.1)
j=1 i=1

en la cual (N;,v;) = (Ng,vg) donde j corresponde a la subvariedad cerrada E que contiene b y, €, n son
las unidades del anillo local Oy de Y en b.
Llamamos A = supp(¢). Como h es una aplicacién propia y A es compacto, vemos que h™1(A) := B es

un compacto en Y \ A=1(f71(0)). Asi, para finitos a tenemos que

B:UBQ tales que B, C U,

para algin U como antes, donde B, son bolas abiertas y compactas. Como ¢, |e(-)|, ¥ |n(-)|p son lo-
calmente constantes, podemos asumir que ¢ o hlg, = ¢(h(b)), [€(y)[pB, = [€()lp ¥ [1(W)|p|B. = N(0)p
y, ademds que, ¢y(Ba) = ¢+ (p°Zy)" para algin ¢ = (c1,...,¢,) € Q) y e € N ya que ¢y es un

Zetod) = [ )l (/\«m)
i)

| el iaty)

Z/qb " )w(h(b))le(b)li; HyJN n(b)], Hyj” /\dyz (por (1.12) y (2.1))

p

SOl | EZ)"H|y|N€+w—1/\dyl
Z@ (®)l5In(® |pH/ Iyz

i+peZ

homeomorfismo. Luego

donde se entiende que N; =0y v; =1 param < i < n.

Finalmente, para la ultima integral, donde 1 < ¢ < m, tenemos dos casos:
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v Sic¢ € p°Zy,, entonces

/ lysl ot Ty = / il ot dys
ci+pLy peL

P

_ pfe(Nis+l/i71)pfe/ |Uz
P
oo
_ pfe(Nierui) Z/ |
m=0 |us|[p=p~™
oo

pfe(Nis+ui) Z pfm(Nis+uifl)/ duz

m=0 |ui|p=p=™

;Vis+yi71dui (i = P wi, ui € Zyp, dy; = p~“duy)

(17 I])Vis+yi71dui

p—e(Nis-‘rui) i p_7”(N'L5+Vi_1)p_m (1 _p_l)

m=0

s3]
— p—e(Nqﬂ,s-&-ui) (1 _p—l) p—m(Nis-&-l/i)

— ( —e(NiS+Vi)) - p_l
- p 1 7p7N157l/7;

= Por otro lado, si ¢ € p°Zy, entonces |c;|, > |p°y;|, para y; € Z, y, por la condicién de no-

Arquimedeanidad en 1.1
|ci + p°yilp = |cilp,

asi,

Nistvi—1
/ |Yil,» ity
Ci+PEZp

p‘e/ lci + pPus Yo duy (y = pPus, ug € Ly, dy; = p~Cdu;)

P

p—e / ]Ci|gis+ui71dui
Z

P

— p—elci|11)\i,¢s+u1;—1.
Por lo tanto, podemos concluir que
L(p~)
Z@ (57 f) = m
H (1 o pl/jfij)
j=1
donde L(p~*) es un polinomio en la variable p~® con coeficientes racionales. O

Observacién 2.1.2. Del Teorema 2.1.2, los polos de Z(s, f) son de la forma

Vi 2mil

— leZ
Nj N]lnp <

donde (v;, N;) corresponden a los datos numéricos asociados con la resolucion de singularidades de la

hipersuperficie definida por el polinomio f (los j’s se corresponden biyectivamente con los E’s).

El siguiente, es un primer ejemplo del calculo de una funcién zeta de Igusa usando solo métodos de

integracién vistos en el capitulo anterior.
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Ejemplo 2.1.1. Se define

Z(s) :z/ |z|ydz, s€C con Re(s)> —1.
ZP

Probaremos que Z(s) tiene una continuacion meromorfa sobre todo el plano complejo como una funcidn

racional de p~*°. En efecto,

Z(s) = /|x|;dx:/
Zp Zp\{
—+oo
S |
=0 Si

donde en la dltima serie usamos la hipdtesis Re(s) > —1 para la convergencia. La dltima expresion es

+oo
|| dx = / ||2dx
op " J;J s,

L “+o0 4 . 1_p_1
dr = (1-p~ )ZP_J(SJF ) = P —
i=0 b

(0)

una continuacion meromorfa de Z(s) sobre todo el plano complejo.

2.2. Series de Poincaré y Funciones Zeta Locales de
Igusa

Sea p un numero primo fijo. Definimos a
Ap :=7Z/p"Z, m € N\ {0}

como el anillo de los enteros mdédulo p™. Recordemos que cualquier entero se puede escribir de
manera tnica como ag + a1p + --- + app®, a; € {0,1,...,p — 1}. Luego podemos identificar A,, con el

conjunto
{ao +ap+---+ am_lpm* | a; € {07 1,....,p— 1}}

Dado f(x) € Z[z1, ...,zn] \ Z, definimos

o[ #r e @ f@) =0 modpm)) para m> 1
" 1 para m =0

Un problema elemental es estudiar el comportamiento de las sucesién N, cuando m — +4o00. De forma
mds general, podemos tomar f(z) € Zy[z1,...,z,] \ Z, (recordar que Z C Z,, y que Z/p™Z ~ Z,/p"Z,),

luego la sucesién se define como

N, — { #{x € (Zy/p™Zy)™ | f(z)=0mod(p™)}) para m>1 (2.9)

1 para m =10

Definicién 2.2.1. La serie de Poincaré asociada a (2.2) se define como:

+oo
P(t, f) = Z Np(p~ ™)™, t e C con |t| < 1.

m=0
Observaciéon 2.2.1. Para todo m € N tenemos que N, < p™™, esto implica que

“+oo

+oo “+oo
STNnT )™ < Y pm ™ =Y |
m=0

m=0 m=0
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Luego P(t, f) es absolutamente convergente en |t| < 1.

Se espera que las propiedades analiticas de la serie de Poincaré P(t) nos den informacién acerca del
comportamiento asintético de la sucesion { Ny, }men. Ahora, la pregunta clave a responder es si la serie
de Poincaré P(t, f) es una funcién racional en t.

La siguiente proposicién es la que relaciona directamente la serie de Poincaré con la funcién zeta local de

Igusa.

Dada f(z) € Zp[z1, ..., Zn] \ Zp, denotamos

Z(s, f):=Z(s) = / |f(z)|;d"z, s€C, Re(s)>0.
Zp\f~1(0)
Proposicién 2.2.1. Con la notacidn anterior
1—-t7
P(t, f) = 7(3) t=p~*%, para Re(s) > 0,

1—¢t 7

donde P(t, f) es la serie de Poincaré asociada a f.

Demostracion. Primero notamos que

+0o0 +oo
2(s) = / (@) sdmz = / f@Bds =Y p [ ae
N Jzzjo s, : ;o 0y

donde
Cy {zeZy| |f@), =p7} ={z €Zy| ord(f(z)) = j}
{zeZy| fx)=0 modpj}\{xGZZ | f(z)=0mod pP '}
= || z+pzp\ || 2+ 2
TEA; TEA ;11
y
Aj={x € (Zp/pZy)"™ | f(z) =0 mod p’}.
Vemos que
d"r = / d"z — d"z
\/Cf w;j z+ij;L w€;+1 z+pj+lzg,
= > / pndy — Y / pUTndry
weAj ;L weAj+1 Zg
= ij_j" — Njﬂp_(j"’l)", para todo entero j > 0.
Luego

—+oo
Z(s) = Zp_js/ d"z
§=0 Cy
—+oo
= > (ijfjn*NjHP*(jH)”) t=p"")
=0

+oo +o00
= > Ni(pty —t7' > N;(pty
§=0 j=1

= P(t7f)_t_1(P(t7f)_1)
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lo que implica
Z(s) =ttt =Pt /)1 —t71)

y por lo tanto

O

Como consecuencia directa de la proposicién anterior y del teorema de Igusa, tenemos el siguiente

corolario:
Corolario 2.2.1. La serie de Poincaré P(t, f) es una funcién racional en t.

La racionalidad de la serie de Poincaré fue conjeturada en los sesenta por Borevich y Shafarevich
(ver [2]). La Proposicién 2.2.1 establece la relacién entre la serie de Poincaré y las funciones zeta locales
de Igusa. A mediados de los setenta, Igusa establece el Teorema 2.1.2 y con ello prueba la racionalidad
de la serie de Poincaré. A partir de la racionalidad de la funcién zeta local de Igusa podemos identificar
explicitamente sus posibles polos. Ahora, usando la Proposicién 2.2.1 podemos hallar cotas para los N,,,’s,

como se muestra en la proxima proposicién.

Proposicién 2.2.2. Dada la sucesion {Np, }m definida en 2.2, se tiene que

lfm sup (N,,)"/™ < prte

m—o0

donde o = méx{Re(s) : s es polo de Z(s, f)}.

Demostracion. A partir del Teorema de Igusa y la Proposicién 2.2.1, tenemos

P(p=*.f) = Nup " (p™)" = o) (2:3)
m=0 (1—p—) H (1- ij—SNj)

s con coeficientes racionales. Cada factor de la forma

1
1 _pl/j—ij

donde L(p~*) es un polinomio en la variable p~

puede ser identificado como una serie geométrica que converge uniforme y absolutamente cuando

p—Re(s) < p:TJJ ,

de modo que la serie que se obtiene a la derecha de la igualdad en (2.3) converge uniforme y absolutamente
si

p—Re(s) < pml’n{uj/Nj: j=1,...,m} =p méx{—v;/N;: j=1,...m} _ p—a.

Por otro lado, para la serie en (2.3), el criterio de la raiz nos dice que el radio de convergencia es

—

1
>p ",
limsup Y/ N,p~™n(p=s)™

m—o0

R =
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por lo que

limsup /N, < p"te.

m—r o0

O

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos que si m es un niimero natural suficientemen-

te grande, entonces N,,, < p™(te),

Como ya se menciond, la funcién zeta local de Igusa es una funcién racional. Se han desarrollado
varias técnicas para calcular funciones zeta locales de Igusa para polinomios explicitos. Una de ellas es la
Férmula Fase Estacionaria introducida por J.I. Igusa en [5]. El conjeturd que aplicando recursivamente
la Férmula Fase Estacionaria es posible establecer la racionalidad de integrales del tipo / |f(z)|5d"z,
en el caso en que el polinomio f tiene coeficientes en el anillo de enteros R} de un cﬁﬁlpo local K

no-arquimediano de caracteristica arbitraria (ver Observacién 3.3.2).

2.3. Poliedro de Newton

En esta seccién presentaremos una técnica que fue desarrollada en este contexto por J. Denef y K.
Hoolnaert (ver [3]), e independientemente por W.A. Zuniga-Galindo (ver [13]), para calcular funciones

zeta locales de Igusa de manera especifica bajo ciertas condiciones.

2.3.1. Poliedro de Newton

Antes de dar la primera definicién, recordemos que la envolvente (cdpsula) convexa de un conjunto
X es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a X. De aqui en adelante denotaremos
Rt ={zeR: z >0}

Definicién 2.3.1. Sea f(z) = Z a,x” un polinomio con coeficientes en Z,, tal que f(0) = 0. Definimos

weNn
el soporte de f al conjunto

sop(f) = {w € N | a,, #0}.

El poliedro de Newton global de f, Ty (f), se define como la envolvente conveza en (RT)"™ de sop(f). El

poliedro de Newton de f, T(f), se define como la envolvente convexa en (RT)™ del conjunto

U w+®H

wesop(f)

Se puede ver que I'(f) =Ty (f) + (RT)™.

Observacién 2.3.1. Dados a = (ay,..,an), * = (21, ...,2,) € R, a-x denota al producto interno usual
en R™. El hiperplano a - x = b divide a R™ en dos semi-espacios abiertos disjuntos. Un hiperplano H
es un hiperplano soporte de T'(f) si HNT(f) # 0 y T(f) estd completamente contenido en uno de los

semi-espacios determinados por H.

Definicién 2.3.2. A HNT(f) se le llama una cara propia de T'(f) donde H es hiperplano soporte. Una

cara de codimension 1 se denomina faceta de I'(f).
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La cara impropia de T'(f) es justamente el poliedro I'(f). Entendemos como caras del poliedro I'(f)

a todas las caras propias y al poliedro total.

Definicién 2.3.3. Sea f un polinomio como en la Definicion 2.8.1. Para toda cara T del poliedro de
Newton T'(f) de f, definimos

frl@) = aua®, (2.4)

weET

y denotamos por f.(z) la reduccién en mddulo p de f.

Definicién 2.3.4. Se dice que un polinomio f es no-degenerado sobre IF,, con respecto a todas las caras
de su poliedro de Newton T'(f), si para toda cara T de T'(f) el polinomio f, tiene la propiedad de que no
hay solucion en (Z, )" para el sistema de congruencias
_Ofr

_ 9f )= = (£)=0 mod p. (2.5)

fT(x) - 8£E1( ) 8£Un

Definicién 2.3.5. Sea f un polinomio como en la Definicion 2.53.1. Para a € R}, definimos
m(a) = fIlfxeF(f){a -x}

Observacion 2.3.2. Veamos que el infimo de la definicion anterior se alcanza. En efecto, la funcion
z—=a-x (cona#0) es continua y alcanza un minimo sobre I'gi(f) (que es un compacto en R™). Como

todo elemento del poliedro T'(f) se puede escribir de la forma
y+n, donde y€Tg(f), neRM)"
tenemos también un minimo sobre todo el poliedro T'(f) y se tiene
a-(y+n)=a-y+a-n>a-y.

para a € (RT)™. De este modo, considerando a m(a) como el minimo, se concluye que la ecuacion

a -z =m(a) define al hiperplano soporte y, donde T'(f) estd contenido en {a -z > m(a)}, esto es

m(a) = wg&){a cx} = werggl(f){a w}.

Definicién 2.3.6. Sea f un polinomio como en la Definicion 2.3.1. Definimos el primer lugar de en-

cuentro de a como
Fla)={ze€T(f)| a-z=m(a)}.
Se observa que F'(a) es una cara propia de I'(f) si a # 0y F(0) = I'(f). Notar ademds que cada F(a)

es compacta si a # 0.

Un vector a € (RT)™ se llama primitivo si todas las componentes de a son todos enteros tales que su

méximo comun divisor es 1.

Definicién 2.3.7. En la coleccion de los vectores a € (RT)™, definimos la siguiente relacion de equiva-

lencia en (RT)™ por
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a~a < F(a)=F(d).
Si T es una cara de T'(f), definimos el cono asociado a T como
Ar={ae RN | F(a)=1}.

Como F(0) = T'(f), Ar¢sy = {0}.
Toda cara propia 7 de T'(f) estd contenida en una faceta v de T'(f). Cada cara propia 7 de I'(f) es una
interseccién finita de facetas de I'(f) que contienen a 7. Para cada faceta de I'(f), existe un tnico vector

primitivo en N \ {0} (salvo clases de equivalencias) que es perpendicular a tal faceta.

Lema 2.3.1 (ver Lema 2.6, [3]). Sea f un polinomio como en la Definicion 2.3.1. Sean T una cara propia
de T(f) y v1,..-, W las facetas de T'(f) que contienen a 7. Sean ai,...,a; € N*\ {0} los dnicos vectores

primitivos perpendiculares a cada faceta 1, ...,7;, respectivamente. Se tiene que
AT:{)\lal—i—-n—i—)\lal ‘ N ER, N >0}
es el cono convezro asociado a T y su dimensidn es igual a n — dim(T).

Observemos que,
A;={aeR}| 1CF(a)} ={Mar+ -+ Na | \eR, )\, >0}
Definicién 2.3.8. Sean aq,...,a; € R™\ {0}, el conjunto
A={Na+ -+ Na | N eR, A\ >0}

lo llamaremos cono estrictamente positivamente generado por los vectores ay, ..., a;.
Si ay,...,a; son linealmente independientes, A se llama cono simplicial. Si ay,...,a; € Z™ \ {0}, decimos
que A es un cono simplicial racional. Si {a1,...,a;} es un subconjunto de una base de Z™ como un

Z—mddulo, llamamos a A un cono simple.

Lema 2.3.2 (ver Lema 2.8, [3]). Sea A un cono estrictamente positivamente generado por los vectores
ay,...,a; € R™\ {0}. Eziste una particion finita de A en conos A;, tales que cada A; es estrictamente
positivamente generado por algunos vectores del conjunto {ay,...,a;}, los cuales son linealmente indepen-
dientes sobre R. Ademds, si A un cono simplicial racional, entonces existe una particion finita en conos

simples.

Sea 7 una cara propia de I'(f) y sea aq,...,a; como en el Lema 2.3.1. De este lema y del Lema 2.3.2,
podemos particionar el cono A, en un nimero finito de conos simpliciales racionales tales que cada A;
es generado por vectores del conjunto {ai,...,a;}. A esto lo llamaremos una descomposicion simplicial
racional de A, sin introducir nuevos rayos. Segun el siguiente lema, se puede a menudo encontrar una

particiéon de A, en conos simples, pero en general es necesario agregar nuevos generadores.

Definicién 2.3.9. Sean aq, ..., a, vectores en Z™ linealmente independientes sobre R. Definimos la mul-

tiplicidad de a1, ...,a, como el indice del reticulo Zay + - - - + Za,
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De manera mas clara, la multiplicidad de ay, ..., a, es igual al nimero de puntos contenidos en el conjunto

J:ZHQ{Z)\Z'CLIL'| OS/\Z‘<1fOTi=1,...,T}

i=1
Si aq, ..., a, vectores en Z" linealmente independientes sobre R, entonces la multiplicidad de aq, ..., a, es
igual al maximo comun divisor de los determinantes de todas las r x r—matrices obtenidas omitiendo
columnas de la matriz con filas aq, ..., a,. Ademds, la multiplicidad de a4, ..., a, es 1 si y solo si {a1,...,a,}

es un subconjunto de una base de Z™, visto como un Z-mddulo.

2.3.2. Funcion Zeta Local de Igusa de un Polinomio no-degenerado
por su Poliedro de Newton

Proposicién 2.3.1. Sean f € Zy[z1,...,x,] y a € Zyy. Supongamos que

f(x)z%(x)z---z%(x)zo mod p
no tiene soluciones en a + pZ,. Entonces para s € C con Re(s) >0
/ o) p" si f(a) # 0 mod(p)
flo)pd r = —(s+1) .
at+(pZp)" P P (p— 1)110_W st f(a) =0 mod(p)

Demostracion.

= Caso 1: Supongamos que f(a) # 0 mod(p). Para cada « € a + (pZ,)™ se tiene que f(z) = f(a) #

0 mod(p), luego ord,(f(x)) = 0, es decir, |f(z)|, =1 Vz € a+ (pZp)". Por lo tanto

/ |f(x)|;d”$ = / d'z =p "
a-‘,—(pr)" a+(pr)"

= Caso 2: Por otro lado, supongamos ahora que f(a) = 0 mod(p). Para cada x € a+ (pZp)™, se tiene

que f(z) = f(a) = 0 mod(p). Luego ord,(f(xz)) >1 Yz € a+ (pZ,)"™. Si denotamos
Cyp:={x€a+ pZy)" | ord,(f(z)) = k}

tenemos

[ epee =3 [ f@hre=Y s [ @
a+(pZp)™ b—1YCx =1 C

x

donde afirmamos que
/ A" = p7k7n+1 _pflcfn.
C.

Con esto,

/ If(z)[pd"z = Zp—ks (ph=mtt — pmhm)
ot ply)" k=1

p(p—1)) p et

k=1

—n( 'Y .

—(s+1)

Re(s) > 0.
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Probamos ahora la afirmacién del Caso 2. Primero vemos que

Cr = {wea+ L))" | ord(f(x) > k}\{z €a+ (pL,)" | ord(f(z)) >k+1}
= {zeat@Z)"| f(x)=0modp")}\{z +a€ L))" | f(x)=0mod(p*)},

por lo que es suficiente hallar la medida del primer conjunto de esta tultima iguaaldad.
Por la hipétesis de no-degeneracién y porque f(a) = 0 mod(p), se tiene que 8f (a) # 0 mod(p) para
x;
of

algin i € {1,...,n}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 8—((1) # 0 mod(p) y aplicando el
T

Corolario 1.1.2 tenemos que

{z€a+ (L))" | f(z)=0modp*)} =| (&, ...&n) + (P¥Zp)"

donde la unién estd tomada sobre todas las (n — 1)-tuplas (&; + p*Z,, ..., &, + p*Z,), con & = a; mod(p)

k

para i = 2, ...,n. Luego, como la medida de cada & + (p*Z,)" es p~*", se tiene

/ dnm = p(k_l)(n_l)p—kn — p_k_n+1,
{z€a+(pZy)™| f(x)=0 mod(p*)}

O

Corolario 2.3.1. Sea f(x) € Zp[z1,...,Ts] Y sea £ el polinomio con coeficientes en F), que es reduccion
mod(p) de f. Denotamos N = # ({a € (F})" | f(a) = 0}). Supongamos que

flz) = g—i(x) %(w) =0 mod(p)

no tiene soluciones en (Z,)". Entonces para s € C con Re(s) >0

3 p’—1
S _n = n _1 'n._ N X
L e == (=1 <o 2oy )

Ahora estamos en condiciones de calcular la continuacién meromorfa de la funcién zeta local de Igusa

asociada a un polinomio no-degenerado con respecto a las caras de su poliedro de Newton.

Para k = (ki, ..., k,) € R", definimos o(k) = > k;.

i=1
Teorema 2.3.1 (ver Teorema 4.2, [3]). Sea f un polinomio como en la Definicion 2.5.1. Supongamos

que f es no-degenerado sobre F), con respecto a las caras de su poliedro de Newton I'(f). Denotemos
Ny =# ({a € (Fy)"| f.(a)=0})

para cada cara T de T'(f). Sea ademds s € C con Re(s) > 0. Entonces

26.0)= [ 1f@hde=Legy+ Y LeSa,
Zy T cara propia de I'(f)
con

—-n n (ps _ 1) —o(k)—m(k)s
keN~NA -

para cada cara T de T'(f) (incluyendo T =T(f)).
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Observacién 2.3.3. La expresion Sa, se puede calcular de la siguiente manera. Tomamos una particion
del cono A, asociado a la cara propia T, en conos simpliciales racionales A;, i € I, donde cada i € 1

identifica a cada cono de la descomposicion. Entonces

SAT = ZSAl Yy SAi = Z p_U(k)—m(k)s'

i€l kEN™NA,

Sea A; el cono estrictamente positivamente generado por vectores linealmente independientes aq, ..., a; €
N™\ {0}, luego

Z pa(k)er(k)s

keJ

Sa; =
prf(aj)er(aj)S -1
j=1

i

l
donde J=7"N4> Naj | 0< X <1, j=1,..,1

Jj=1

Demostracién. Como los conos asociados a las caras de I'(f) forman una particién de (R*)", podemos

escribir
(RT)" ={0}u] |A,

donde 7 recorre las caras propias de I'(f) y cada A, corresponde al cono asociado a 7 como en la Definicién
2.3.7.
Por otro lado, si denotamos ord(z) = k donde componente a componente ord(z;) = k; para todo

j=1,...,n, podemos escribir

Zy = |_| {reZy| ord(x) =k} ={0}U(Z;)"U (U U {reZy| ord(z) = k})

keNm 7T keEN"NAL

y, como {0} tiene medida de Haar cero, se tiene que

260 = [ If@hae= 3 F@)lpd (26)

keNn

UGS DS

T keN"NA,

/{IEZ;‘ ,ord(z)=k}

/ f(@)[sdm. (2.7)
{z€Zy ord(x)=k}

donde 7 recorre las caras propias de I'(f).
Supongamos que T es una cara propia de I'(f) y k € N* N A,. Como z; = pFiuj, con u; € Zy,

tenemos
d'e =p=oR®dry y z¥ =t aln = ptiu

donde k- w = m(k) para cada w € sop(f) N7y k-w > m(k) para cada w € sop(f) \ 7, porque F(k) = 7.

Se sigue que

7@ = pm® (frw) + pfri(u))
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donde ffyk € Zplua, ..., u,) (la que depende de 7,k y f). Luego de (2.7), tenemos que
26.0)= [ W@lre+ Y Y 5@ [ (@)
@y T keEN"NA, @z

Llamemos

Legr) = /@x) F@lds ¥ L= /(m () + pFrs )™

P

Por hipdtesis sabemos que

_of, . _ _of | _
fla) = 87:51(3:) == %(95) =0 mod(p)
no tiene soluciones en (Z,)". Entonces
fT(U) +pf~7—,k(u) = 8(f7'(u);;jff7',k(u)) (SC) = ... = 8(f7'(u);jlff7,k(u)) (SC) =0 mod(p)

no tiene soluciones en (Z,; )™ y por el Corolario 2.3.1 se tiene que

“n n (p° —1) - n (r°—1)
Lrgy=p <(p—1) —pMmm y L=p (-1 —pNTpsﬂi_1

para cada cara propia 7 de T'(f). Observar que en (2.8), L, no depende de k. Asi, podemos escribir
Z(s,f) =Lrpy+ Y Lr - Sa, (2.9)

donde 7 recorre las caras propias de I'(f), con
Sa. = Z p—a(k)—m(k)s.
kEN"NA,
Ahora debemos dar una férmula para Sa_, donde 7 es una cara propia fija. Por los Lemas 2.3.1 y 2.3.2,
sabemos que existe una particién finita de A, en conos simpliciales racionales A;. Entonces
Sa, = Z Sa, Yy Sa, = Z po(R)=—m(k)s
il kEEN"NA;
Sea A; el cono estrictamente positivamente generado por los vectores linealmente independientes ay, ..., a; €
N™\ {0}. Si fijamos un elemento x, € T, se tiene que m(k) = k - 2, para cada k € A,. Luego
SA, = Z p—a(k)—k-ITs.
kEEN"NA,;

Hasta aqui, reconocemos dos formas de calcular Sa;:

= Si A; es un cono simple, i.e., N*NA; = N\ {0}a; +---+ N\ {0}q;, donde ay, ..., a; son linealmente

independientes, tenemos

Sa, = Z p_"(Alal+~-+>\zal)—(A1a1+"‘+Alal)C”TS
A1, M EN\{0}
oo o0
= Z (p—a(cu)—alwrs))\l o Z <p—<7(al)—a1$r$))\1
=1 A=1

Como Re(s) > 0, |p~2(%)=%5| < 1 para todo j = 1, ..., 1, tenemos que
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! —o(aj)—a;rrs ! 1 !

R _ B 1
SA@ - H 1— p—a(aj)—aj;st - H pU(aj)-&-ajw.rs —1 - 1_{ po(aj)-‘rm(aj)s -1

Jj=1 J=1 Jj=

donde la tltima igualdad resulta de que a; - ©, = m(a;) para cada j = 1,...,1, porque a; € A, =
{acRY | 7C F(a)}.

= Vemos que

A;NN"=| |g+Nay + -+ Na
g

1
donde g recorre J = Z™ N Zujaj | 0<p; <1, j=1,..,1p. Asi
j=1

SAi = E p—o(g)—ngs . § p—U()\lal-i-'“-i-)\zaz)—()\la]+~~~+/\lal)~z7s
ged Aty EN

L o(aj)+a;-z-s
— —o(g)—g-xrs | . p
o Zp H pa(aj)+r1,j~:t,.s L | (Re(s) > O)

geJ j=1
Z po(a1+~~~az—g)+(a1 +-a—g)-xrs
ged

l

H(pa(aj)—i-aj»wTs - 1)

j=1
Z po(h)+m(h)s
heJ’

l
H(pa(ame(aj)s =
j=1

donde la dltima igualdad resulta de que a;-x, = m(a;) paracadaj=1,..,ly (a1+- - -+a;—g)-x, =

m(a1 + - +a; — g), porque a;, (a1 + - +a,—g) € A, ={a € R? | 7 C F(a)}, y donde

l

J =708 pa; | 0<p; <1, j=1,..,1
j=1

O

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el polinomio f(x,y) = P(x,y)—px3y> en Z,[z,y] tal que P(z,y) = 2*+y?
es un polinomio quasieliptico de grado d = 2 con respecto a w = (1,1), y u es una unidad.
Para el polinomio f, tenemos que sop(f) = {(2,0),(0,2),(3,3)}.

w La cara 11 es la faceta descrita por el hiperplano {(0,y) | y > 2} y el vector generador del cono
asociado A;, es {(1,0)}.

» La cara 1o corresponde al punto {(0,2)} que es interseccion de la faceta que describe a 71 con el

hiperplano {(z,y) | x4y = 2}. Los vectores generadores del cono asociado A, son {(1,0),(1,1)}.
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w La cara 13 estd contenida en el hiperplano soporte {(xz,y) | =+ y = 2} y el vector generador del

cono asociado A, es {(1,1)}.

» La cara 14 del poliedro es el punto {(2,0)} que es interseccion de la faceta que describe a 75 con el

hiperplano {(z,y) | x4y = 2}. Los vectores generadores del cono asociado A,, son {(0,1),(1,1)}.

» La cara 75 es la faceta descrita por el hiperplano {(x,0) | x > 2} y el vector generador del cono
asociado A, es {(0,1)}

» Identificaremos a la cara 76 = I'(f), donde el vector que genera a A, es {(0,0)}.

Los polinomios asociados a cada cara del poliedro son

f‘rl = y2’ sz = y2’ fT;; =a? +y27 f‘r4 = £C2, f‘rs =z? Y fﬂ'@ = f(wvy);

donde para cada polinomio, el conjunto de ceros bajo reduccion en mddulo en (]sz)2 es vacio, es decir,
N, =0i=1,...,6 (luego L;, =p~2(p—1)2, i=1,..,6).

Por el teorema anterior, ya sabemos que la funcion zeta de Igusa asociada al polinomio f(x,y) =

22 +y? — pady3 tiene la forma:

Z(s,f)=p2(p—-1)* [ 1+ > Sa,

Tcara propia del’(f)

Para calcular los Sa._, recordemos que o((x1,22)) = 1 + T2 Yy que

m((z1,22)) = keg}ig(f){(ﬂﬂhmﬂ -k}

Con esto

» A, estd generado por {(1,0)}, luego J; = Z> N {p(1,0) | 0 < p <1} ={(0,0)}, asi

= A,, estd generado por {(1,0),(2,3)}, luego J5 = Z?> N {pu1(1,0) + pa(1,1) | 0 < py,pe < 1} =
{(0,0)}, as?

1
58 = oD S 1)

s A, estd generado por {(1,1)}, luego J5 =Z> N {p(1,1) | 0 < p <1} ={(0,0)}, asi

1
[N ——
Afs p2+25 —1

= A, estd generado por {(2,3),(0,1)}, luego Jj = Z?> N {pu1(1,1) + p2(0,1) | 0 < py,pe < 1} =

{(0,0)}, as?
1

S = .
Br T (P 1) (p—1)
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» A, estd generado por {(0,1)}, luego J: =Z> N {p(0,1) | 0 < p <1} ={(0,0)}, asi

= A, estd generado por {(0,0)}, luego Jg = {(0,0)}, y Sa, = 1.

Con toda esta informacion, la continuacion meromorfa de la funcion zeta local de Igusa asociada al

polinomio f estd dada por:

Z(s.f) = p‘Z(p—1)2+<1+ZSA”>
i=1

Li(p™?)
p2+25 _ 1

donde Ly es un polinomio con coeficientes racionales en la variable p=°.



Capitulo 3

Operadores Pseudo-diferenciales
sobre Campos p-adicos

El principal problema de este trabajo es encontrar soluciones fundamentales de operadores pseu-
dodiferenciales p-adicos a partir de la racionalidad de la funcién zeta local de Igusa. En este capitulo
revisaremos algunos elementos de la teoria de operadores pseudodiferenciales p-adicos necesarios para
entender tal problema y mostraremos los respectivos resultados. A lo largo del capitulo, utilizaremos

principalmente las referencias [1], [6], [8], [15], [10] y [11].

3.1. Operadores Pseudodiferenciales

El principal objetivo de esta seccidén es mostrar una técnica para obtener soluciones fundamentales
asociadas a operadores respectivos con simbolos de tipo polinomial, usando la continuacién meromorfa

de funciones zeta locales de Igusa.

3.1.1. Meétodo de Continuacion Analitica de Gel’fald-Shilov

Revisaremos el método de continuacién analitica de Gel’fand-Shilov para distribuciones en D’. Ver
[15].

Sea U un abierto no vacio de C. Asumimos que

u — 7D

s — T

es una funcién D’-valuada sobre U. Decimos que Ty es continua, respectivamente holomorfa, sobre U si
(Ts, ) es continua, respectivamente holomorfa, sobre U para cada ¢ en D. Sea X una curva continua de

longitud finita en C (la curva X contenida en U), entonces

(R.p) = /X Ty, o) ds

se define para cada ¢ € D y define un elemento de D’. Esta distribucién la denotamos como

R:/ Ts ds.
X

51
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Supongamos que T es holomorfa en U y, que el disco punteado {s € C| 0 < |s—sg| < r} estd contenido
en U para algin sy € C (no necesariamente en U) y algin r > 0. Entonces (T, ) se puede expandir en

serie de Laurent:
(TS7 QO) = Z(aka gﬁ) (S - So)kv
keZ
donde

1 T

- s g
278 (s — s0)k+1 §

ag
|s—so|="r

pertenece D', para todo k € Z. Ahora, como D’ es completo,

To=> ar(s — s0)"

keZ

esté bien definida y es un elemento en D', que es la serie de Laurent de T, en sg. Decimos que sy es un

polo de Ty si ar, # 0 solo para un numero finito de k < 0.

3.1.2. Soluciones Fundamentales para Operadores Pseudodife-
renciales

Definicién 3.1.1. Sea f € Z,[&1, ..., & un polinomio no constante. Para 8> 0, un operador pseudodi-

ferencial con simbolo |f(§)|g es una extension de un operador
(0, B)9)(@) = Feo (I1()]5 Fased)
para ¢ € D.

Definicién 3.1.2. Se dice que Eg € D' es una solucion fundamental para la ecuacion pseudodiferencial

f0,B)u=¢, con ¢eD, (3.1)
siu= Eg*¢ es una solucion de (3.1) en D' para cualquier ¢ € D.

Es importante mencionar aqui que no podemos usar la definicién estandar de una solucién funda-
mental (en general, hallar una solucién para (3.1) corresponde a encontrar una solucién fundamental), es
decir, f(9, 8)u = J, porque D no es invariante bajo la accién de f(9, §). Ver la Observacién 1.5.5.

Daremos ahora una detallada técnica para obtener soluciones fundamentales de ecuaciones pseudo-

diferenciales de la forma (3.1). Esta se basa en [Teorema 1.1,[12]] y en [Teorema 134,[15], pag.130].

Teorema 3.1.1 (W.A. Zidiga-Galindo, ver [12], [14] o [15]). Eziste una solucién fundamental para la
ecuacién f(0, f)u = ¢ con ¢ € D

Demostracion. Primero debemos notar que la existencia de una solucién fundamental para f(9, 8)u = ¢,

con ¢ € D, es equivalente a la existencia de una distribucién T = FEj3 que satisface
FORTs =1 en D (3.2)

En efecto, como f(0,8)u=¢ y u= Es* ¢, tomando transformadas de Fourier se obtiene,
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(1f(©)zTs —1) F$=0 en D

Reciprocamente, asumimos que (3.2) es vilido. Entonces, para cualquier F¢ € D, |f(§)[;TpF ¢ = F¢ en

D'. El producto |f(& )|ZT5]: ¢ esta bien definido como producto conmutativo y asociativo, luego

(FOLTsFo =1 (TsF¢) = [f () F(Es x ¢) = |f(§)[;Fu=Fo en D’

ie., f0,8)u=¢enD.

Afirmacién 1:

FIH7 = 1£1 1

en D', para cualquier s € C.

(3.3)

Probamos ahora la existencia de soluciones para el problema de divisién (3.2). Por el Teorema 2.1.2 (de

Igusa) |f |; tiene una continuacién meromorfa sobre todo el plano complejo. Luego,

If15 = an(s+ )"

keZ

es la expansion de Laurent de |f[5 en —f3, con a;, € D'. Como las partes reales de los polos de |f[5 son

numeros racionales negativos, tenemos que | f |;+5 = |flplf |g es una distribucién holomorfa en s = —p.

Por ello | f|fa, = 0 para todo k < 0 (notar que |f|Par € D)y

I =115 a0+ Y | flpan(s + ).

k=1

Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue en (3.4),

<|f|gs)+ﬁ7¢> — <1’¢> = |f‘£a07

lim
s——0
luego T = ap y Eg = F tao.
Notar que si —3 no es un polo de |f|5, entonces T = | f|;7 vy Eg = F~'Tp.

Prueba de la Afirmacién 1: El producto de distribuciones |f[5]f|5 en D’ se define como:

(1715117, ) = Y (If[5, (117 +0k) @) para Re(s) >0

si el limite existe para todo ¢ € D. Considerando los z € Q} \ f ~1(0), tenemos

s ¢18 1 s B —)d"™ dm
(|f|p|f|p780) ki)H;O 1) @(z)|f(x)\p (/@g\fl(o)|f(y)|p (z—vy) y) x

k=00 Jou\r-1(0)

lim eI @) ( /
—ooJap\f-1(0) Zy

/ P @5 dz Re(s) > 0
Qr\f=1(0)

i P 1) <p"k | klf(y)ffd”y> a
Y=ZllpSP—

(3.4)

|f(z +pkz)|§d"z> d'z (y—ax=p'z z€Z})

pues |f(x + p*z)|, = |f(z)|, para un k suficientemente grande. La existencia de la tltima integral se

verifica a partir de la continuacién meromorfa de |f(z) f,"‘ﬁ a todo el plano complejo.

O
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3.2. Funciones Zeta Locales de Igusa y Soluciones
Fundamentales

En la presente seccién presentaremos algunos resultados originales sobre soluciones fundamentales

asociadas a ciertos operadores pseudo-diferenciales.

Definicién 3.2.1. Sea f € Z[&1, ..., &n] un polinomio no constante. Decimos que f es eliptico si f(§) =
0= E&=0.

A partir del Teorema de Igusa 2.1.2, sabemos que

ZoGou 1) = [ Ar©fane = )

m
P I I l/J 5NJ

donde L es un polinomio a coeficientes racionales en la variable p~® y donde (N;,v;) son como en el

Teorema 2.1.2.

Lema 3.2.1. Sea f un polinomio eliptico. La distribucion p = (|fl5,»), con Re(s) > 0, admite una

continuacion meromorfa a todo el plano complejo de la forma

1139) = [ (6(©) ~ OO +(0) T
Zz H l/7—sN

4 / PO )5, (3.6)
Q2

@ € D, donde L(p~*) es el polinomio con coeficientes racionales definido en (3.5).

Demostracion. La distribucién | f |;, la podemos escribir de la forma

1£15:9) = | (0 = O)F©fae +o0) [ O+ [ s@lrefae

Qp\zy

Por el Lema 2.1.1 las integrales
[ w@-eolr©kae v [ w@irohe
v Qp\Z3
son funciones analiticas en la variable s. Luego, el resultado se obtiene de 3.5. O

Observacion 3.2.1. Los posibles polos de la continuacién meromorfa de |f\§ son de la forma

Vj 27l

— leZ
Nj +Njh’1p} <

Sj = —
para cada j =1,...,m.

Teorema 3.2.1. Sea f un polinomio eliptico. Una solucion fundamental para la ecuacion pseudo-

diferencial

fo,)u=¢, con ¢eD

estd dada por:
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L SiB# %,

(F o)) — (F'9)(0) ., 1 L(p”)
Eg, ¢) = d"z+ (F 0)—
(£5:9) / f(@)lp R )H (1 — prs o)

Fo)@) .
+/@g\Z;} fop "

para ¢ € D.

Vi

2. Sifp= ﬁ, para algin jo,
Jo

JO

N,

<Ev70,¢) :/ (f*l(b)(x) - Sf71¢)(0) dn:ZZ+ (ffld))(o) '{a0,jo}+/ (}—7179%)”57?) d"r.
. ; f(@)]p BN ()]

para ¢ € D, donde ag j, es el término constante de la expansion de Laurent de la funcion zeta de

Igusa Z (s, f) alrededor de un polo sq tal que Re(sg) = _K/]TO
Demostracion.

1. Si g # %, como consecuencia del resultado anterior y de la técnica desarrollada en el Teorema
J

3.1.1, tenemos que

Ts=|fl,? y Epg=F 'Tp

en D'.

2. Sip= X/J‘; es un polo de orden e, para algin jo € {1,...,m}, sabemos que Tg es el término

., . .2 121
constante de la expansién de Laurent de la continuacién meromorfa de |f|5 en s = -3 = —F%.
Jo
Primero vemos que la expansién de Laurent de la funcién zeta de Igusa alrededor de s = — =
Y30 ag
—~- es
Nio
oo U k
— jo
Z(s, f) = E ak,jo (S + N) , con ayj, € C para todo k, a—; j, # 0.
k=—ej, Jo

Luego T'v;, = ao,j, y a partir de la Proposicién 3.2.1 se tiene que
NjO

(T%7¢) :/Z M d"z + ¢(0) - {ao,j0}+/ % e

N

; Qp\zy :
Lf(@)]p " | f(x)]p”

Nig

y By =F Ty, .

Nio Njo
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3.2.1. Funciones Zeta Locales para Polinomios Semi-quasielipti-
cos

Aqui el objetivo principal es encontrar la continuacién meromorfa de la funcién zeta local de Igusa
asociada a un polinomio semi-quasieliptico (que definiremos posteriormente) con coeficientes en Z,. Este
es el resultado mads relevante del presente trabajo y que nos permite encontrar la solucién fundamental

para un operador con este tipo de polinomios como simbolos.

Definicién 3.2.2. Sea f un polinomio eliptico y sea w = (w1, ...,w,) € (N\ {0})™. Se dice que f es un

polinomio quasieliptico de grado d con respecto a w si

f()‘wlfla (33} )\wn,gn) = )‘df(x)a
para cualquier X € Q

Para w := (w1, ...,wy) € (N\ {0})", denotamos |w| := w1 +wa + - - - + w,.

Definicién 3.2.3. Un polinomio h € Zy[&1, ..., &) se dice que es semi-quasieliptico con respecto a

w si tiene la forma
donde f es un polinomio quasieliptico de grado d con respecto a w y cada & = fil ;2 - & satisface que

Z?:l ijw; > d. Adicionalmente h(€) =0 si y solo st & = 0.

Llamaremos a f la parte quasieliptica del polinomio h. Todo polinomio quasieliptico es también un

polinomio semi-quasieliptico, donde los coeficientes ¢; son todos cero.
Observacién 3.2.2. De la Definicidn 3.2.3, para i,w € (N\ {0})™, denotamos
(t,w) = Z;L:1 ijwj=d+r>d+1, ide,r>1.
El siguiente resultado sera usado mas adelante.

Lema 3.2.2 (ver [15]). Sea f un polinomio eliptico. Sea K C Qp un compacto tal que 0 ¢ K. Se tiene

que

1. Eziste M = M(K, f) € N\ {0} tal que |f(§)], >p~™ para cualquier € € K.

2. Euziste una constante R € N y un nimero finito de puntos & € K con B]?/HHR(EZ-) =& +

(pMHIHRZ A" tales que

K= |_|BX4+1+R(51‘) y | flgn =|f(&)], para cadai.

M+1+R(éﬂ7) P

Demostracion.

1. Usando un argumento de contradiccién, suponemos la existencia de una sucesién de puntos {&, }»
en K tal que |f(&,)|, < p~" para todo n € N. Como K es compacto, existe una subsucesién &)
que converge a un §, € K, con §, # 0. Pero por continuidad de f, se tiene que f(£) = 0, lo que

es una contradiccién.
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2. Sea éz € K dado. Por el punto anterior se tiene que

FE+pM ) = £(&) + M gi(n),

donde g; € Qp[m, ..., nn] satisface que g;(0) = 0. Como ¢ es continua, existe R; € N tal que
sin € (pRZ,)", entonces |gi(n)|, < 1. Luego, para cualquier nimero natural R > R; por la

desigualdad ultramétrica tenemos que

&+ pM ), = 1£(E) + M ai(n)l, = | £

para cualquier n € (pRZp)” C (pR"'Zp)”. Como K es compacto, existen finitos él € K tales que
las bolas B}\‘4+1+R(é) =& + (pMTITRZ)" con i = 1, ..., k forman un cubrimiento de K. Podemos

tomar

R:=max{R;| i=1,...,k}

y se completa la demostracién.

Observacién 3.2.3. Para un w € (N\ {0})", definimos
A, ={x € Zy| ordy(z;) 2wy, j=1,...,n}
y A¢, como su complemento en Zy. Podemos escribir Z; = A, L A,.
Como consecuencia del lema anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1. Sea f un polinomio eliptico, entonces
| i@l =r07)
Ag

S

donde Ly(p~*®) es un polinomio en p~° con coeficientes racionales.

Demostracion. Primero hacemos una descomposicién del subconjunto A¢,. Para esto, sea I un subcon-
junto propio de {1,...,n} y fijemos a = (ay, ..., a,) € N tal que 0 < o; < w; — 1 < i & I. Definimos
Al o) == {(&1, . &n) €Zy | ordy(&) > wi i€l and ordy(§) = ;< i € 1}
De aqui, cada A(I, a) es abierto compacto en Z; y como
Ag = | | A(L,e)
(I,OL)
es union finita, tenemos que Ag, es también un abierto compacto en Zy. Con esto, vemos que
JRUIGIZRTD S BN O
A¢ A(I,a)
@ (I,)

M4ds ain, como 0 no pertenece a A(I,«), por el lema anterior se tiene que existe un cubrimiento finito
por bolas del tipo B, (&) == & + (pMZ,)™ con M := M(I,a) y & € A(I, @) tal que

S ~
[ Hlye|, = 7@l para cada t = 1(1,0)
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y esto, sobre cada abierto compacto A(I, «). Asi,

frore= 3 [, nie= T[S [ voped

(1)

- |zven ),

(I,o) t

dne] ¥ [zpwf(ém;] p—
l

(1)

O

Teorema 3.2.2. Sea h € Zy[t, ..., &) un polinomo semiquasieliptico con respecto a w. Entonces la

funcion zeta local de Igusa
Z(s.m) = [ MRS, Rels) >0

tiene una continuacion meromorfa a todo el plano complejo de la forma:

Ln(p™?)
1— p—\w\—ds ’

S

donde Ly, es un polinomio en la variable p=° con coeficientes racionales y tal que Lh(p%) #0.

Demostracion. Usando la descomposicién Zy = A, LI Af, obtenemos que

2. = [ m@pees [ mohae (3.7

w

Para la primera integral a la derecha de la igualdad, tenemos

[ menars = [ o+ Tee]
p*‘“"/zn pdf(5)+zcip<i’“’>§~i;
p—\w /n df( d+r1 Zc 151
= p“““ds/n f(5)+p“2ci,15i;

y Hamamos hy(§) = f(£) +p™ > cinéf conry > 1y Fi(§) = cin€' € Zy[€].

e

(gj :p(AJjéTj ] = 1,..,TL)

d"f

dre

Ahora, la ecuacién (3.7) se puede escribir como
Z(s.h)=p o [l [ @ (33)
Zp\{0} A

y luego iterando el proceso anterior en (3.8), tenemos

h) = = k(—|w|—ds) h s qn h s qn 3.9
=3 [, @i [ mnae (3.9

donde hi (&) = f(&) + P Fr(€) y Frp(€) = ci k€' € Z,[€], con r, — 0o cuando k — oo.
Como f es un polinomio quasieliptico, por el Lema 3.2.2 existe My € N\ {0} tal que |f(¢)|, > p~*° para
todo & € AS. Ademds, como r, — oo cuando k — 00, se tiene que existe un ko € N\ {0} tal que para

todo k > ko |p"*Fy(€)|, — 0. Luego, por la desigualdad ultramétrica,
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e ()]p = |F(E) +p™ Fi(§)lp = [/(€)]p  para todo k> ko

[ @pare= [ 1@l para todo k> ko (310)
A A
Si llamamos h(§) = ho(€), simplificamos la ecuacién (3.9) a la expresién:

Z(s. h) = = k(—|w|—ds) h s e,
1 =3 ], terare

o]
La serie anterior es absolutamente convergente porque Z pF19l=49) converge para Re(s) > —% y
k=0
porque las integrales / | (§)|;d”§ son acotadas para todo k > kg y para todo k < kg, respectivamente,
Ag,
por la continuidad de los hy y la compacidad de AS,. Ahora, Z(s) se puede escribir como

ko—1

2. = 32 ) [ @l + 3o o
k=0 &

|hi(§)[5d™¢, (3.11)
) . A,

de (3.10) y (3.11) tenemos

ko—1

s h) = k(—|w|—ds) h s qm s " — k(—|w|—ds)
2= X p /Ag| Ll “(/A& O s) :Zp

ko—1

k(—|w|—ds) s qn s qn pkO(i‘w‘idS)
Y | m@pares ([ s (1—w—d> . (3.12)
k=0 Ae Ac -p

Observemos que hy € Zy[1, ..., &) satisface la condicién hy(€) = 0 si y solo si £ = 0, para cada
1 <k < ko — 1. En efecto, supongamos por el contrario que existe n € Z;, 1 # 0, tal que hy(n) = 0. Esto

quiere decir que

fn) =—=p™ Y ciwn'
y para A € Q' tenemos
FO&L, X9 y) = —=p™ 3 e p At = A (ATp) S e en® = AT f(n)

lo que es una contradiccién porque f es un polinomio quasieliptico de grado d con respecto a w =

(wl,...,wn).

Ahora, aplicando la Observacién 3.2.1 a f y a cada polinomio hg, con k € {0, ..., kg — 1}, tenemos que

/ PO = L) / (€307 = Li(p)
A, A,

S

donde Ly y Ly para 0 < k < ky — 1 son polinomios en la variable p~® con coeficientes racionales. Asf,

para (3.12), se tiene que

s Fo(— el —ds) L (=
- Z k(—|w|—ds) - sy (P _ Lp(p™®)
Zlerh) = =0 LT+ L) (1 —p|w|d8> 1 —plwl—ds
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donde Ly, es un polinomio en la variable p~° con coeficientes racionales tales que Ly (p%) #0ys= f%
es un polo de Z(s, h). O

Observacion 3.2.4. Los posibles polos de la continuacién meromorfa de |h|; tienen la forma

s __M_ 2mil’
T4 dlnp’

para | € Z.

3.2.2. Operadores Pseudodiferenciales Semiquasielipticos

Encontraremos aqui la solucién fundamental para la ecuacién pseudodiferencial asociada al operador
pseudodiferencial con simbolo |h(§)|£ , para un 3 > 0, donde h es un polinomio semiquasieliptico definido
en la seccién anterior. Este resultado corresponde a una situacion particular de lo planteado en el Teorema
3.2.1.

Definicién 3.2.4. Sea h € Z,[¢1, ...,&n] un polinomio semiquasieliptico de grado d con respecto a w.

Para > 0, un operador pseudodiferencial semiquasieliptico es una extension de un operador

(R0, B)9)(x) = Fi3, ()5 Foed)
para ¢ € D.

La solucién fundamental para este tipo de operadores se define de igual manera a la dada anterior-
mente. Calcularemos ahora la solucién fundamental para el operador pseudodiferencial semiquasieliptico

como un caso particular de lo dado en el Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.3. Sea h(0,5) un operador pseudodiferencial semiquasieliptico y sea Eg una solucion

fundamental para la ecuacion h(d, B)u = ¢, con ¢ € D.
1. Sig# Ll

Li(p?)

F1)(@) — (F1¢)(0
(Es, ) :/n( )(|f3(x)|(£ )(0)

(F1)(x)
+/Q;;\z; i O

D

para ¢ € D y Ly es un polinomio en la variable p~—° definido como en el Teorema 3.2.2.

2. Sig=L
[ FO@ - FO0) Lo bt
o) - [ =0 s 00 { g 0T + 5 L)

|w]

(F o) (@) .,
+ — = d"x.
/‘@Z\Zg |h(@)lp*

para ¢ € D, donde Ly es un polinomio en la variable p~*° definido como en el Teorema 3.2.2, y

donde L} es su derwada.

Demostracion.
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1. Sig# ‘%‘, tenemos que T = ‘M;ﬂ’ luego B = F~1Tp.

2. Sip= %, se sabe que T es el término constante de la expansién de Laurent de la continuacién

meromorfa de |h[; en s = —3 = f%. Notamos que
Ln(p™) Ll Ll ] ]
m = (Lh(p d )+L;1(p <) (s + %) +P ((5+ %)2)) X

(M +ao+Q((s+'§))>

donde los coeficientes a_1 y ag son los primeros términos de la expansiéon de Laurent de W

en s = —% y, P ((s + |%)2) y Q ((s + |%)) denotan funciones holomorfas. Luego, el término
constante de la expansién de Laurent de % esta dado por

{LZ(P%) a1+ Lu(p'?) 'ao}~

Calculamos los coeficientes a_1 y ag:

— 1 lwl) . 2 |w| 1 — plw|+ds
a-1 = Res (oo It ) o= i, <”7 s (=P
In(z) =z 1

= lim

z—1dln(p) z — 1 R dIn(p)

y por otro lado,

1 1 1
ap = 5 o ds = =
270 J |t 1elj= (5 + Eha - plwl—ds) 2
Asi, tenemos que
(100) = [ HO=G o or0)- {dhf(p) ThT) 45 Lh<p:;')}
% [h(@)]p
% [h(a)ly"
y E. = .F_lT\M -

3.3. Una nueva clase de Operadores Pseudodiferen-
ciales
En la presente seccién definiremos una nueva clase de operadores pseudodiferenciales con simbolo un

polinomio eliptico no-degenerado con respecto a su poliedro de Newton y posteriormente hallaremos la

solucién fundamental asociada.
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3.3.1. Polinomios Elipticos no-degenerados por su Poliedro de
Newton

Definicién 3.3.1. Sea f € Z,[x1,..., 2] \ pZy[r1, ..., 2] un polinomio eliptico. Decimos que f es un
polinomio eliptico no degenerado sobre Fy, con respecto a I'(f), si para toda cara T de T'(f) el polinomio

fr satisface que

{a e (®F)": fr(a) =0} = 0.

Al polinomio f recién definido también lo llamaremos eliptico no-degenerado con respecto a su poliedro

de Newton.

Teorema 3.3.1. Sea f € Zy[x1, ..., x0] \ DZp[21, ..., Tn] un polinomio eliptico no-degenerado con respecto

a su poliedro de Newton. La funcion zeta de Igusa asociada a f,
Z(s, f) = / |f(z)|;d"z, Re(s) >0, s€C

tiene una continuacion meromorfa dada por

Z(s, f)=p"(p-1)" (1 + ZSA,>

donde T recorre las caras propias de I'(f) y donde Sa_ es tal como se describié en la Observacidn 2.3.5.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, fijemos un polinomio f(x) = P(x)" — ua™", donde P(z) =
> b;r* es un polinomio quasieliptico de grado d con respecto a w € (N\ {0})" y, donde p € Ly,
m € N\ {0} y r € N\ {0}. Queremos calcular la funcién zeta de Igusa asociada a f a partir del método

visto previamente.

Primero, ya sabemos que

26.) = [ If@hda (313)

p)pdz+> > / | f@)sd e (3.14)

/(Z;f " T keEN"NA, {z€Zy ord(z

p

donde 7 recorre las caras propias de I'(f).
Supongamos ahora que 7 es una cara propia fija de I'(f) y k € N*N A, es también fijo. Como x; = pFiu;,

con u; € ), tenemos que
dr = pfa'(k)dnu v Tt = :C'il ce x':LTL = p<k’i>ul

donde (k, i) = m(k) para cada i € sop(f) N7, m(w) = (w,?) = d para cada i € sop(P)NTy (k,i) > m(k)
para cada i € sop(f) \ 7, porque F(k) = 7. Se sigue que

frrug, o pFrug) = pm T [P (u)” — pp ™|
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donde Pr i € Zy[uq, ..., un] (la que depende de 7,k y f, mas atn, P, ;(u) = fr(u) para estos 7, k).
Luego de (3.14) tenemos que
Z(s, f) = / |f($)|;dn$ + Z Z p—a(k)—m(k)rs/ Py ()" — uprquy-';dnu (3.15)
Zz)" T kEN"NA, (Z5 )"
donde T recorre las caras propias de I'(f).

Por hipétesis, f(z) = 0 mod(p) no tiene soluciones en (Z,)" (i.e., Nr(y) = 0), entonces

P p(uw)” — pp"u™ =0 mod(p)

X

tampoco tiene soluciones en (Z,

)" (i.e., N, = 0 para toda cara propia 7 de I'(f)). Con esto, tenemos
[ @l ==y [P - e = - D

(Z5 )™ (Z5 )"

Luego, para (3.15) se tiene

Z(s,f)=p "(p—1)" <1 +y > p“’“”‘”“””) : (3.16)

T kENNA,
Vemos que ocurre con
Sad= Z p B =mE)rs.
kEN"NA,
Por los Lemas 2.3.1 y 2.3.2, sabemos que existe una particién finita de A, en conos simpliciales racionales
A;. Sea A; el cono estrictamente positivamente generado por los vectores linealmente independientes
ai,...,a; € N*\ {0}. Como k € N™ \ {0} tenemos que

N \{0}NA; =a1(N\{0}) + -+ a;(N\{0})

luego cada A; es un cono simple. Si fijamos un elemento i, € 7, entonces m(k) = d = (i,, k) para cada
k € A,. Luego, siguiendo la misma técnica de la demostracién anterior, tenemos que
Sa, =Y Sa,

iel

donde I representa la descomposicién de A, entonces
Z pa(h)+m(h)rs
S Z pfa(k:)fm(k)rs _ heJ’
i 1
kEN"\{0}NA; H (pa(aj)+m(aj)rs _ 1)
j=1

donde

l
J =200 pia; | 0<py; <1, j=1,..,1
j=1

Finalmente, de (3.16) se tiene que

Z po(h)+m(h)7's
n n heJ’
Z(s, f)=pp—1" [14+Y > =
T i€l H <p0'(llj)+m(aj)TS _ 1)

Jj=1

donde 7 recorre las caras propias de I'(f). O
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3.3.2. Operador Pseudodiferencial Elipticos no-degenerado

En esta parte definiremos la nueva clase de operadores pseudodiferenciales elipticos no-degenerados
con respecto a su poliedro de Newton y encontraremos la solucién fundamental para tales operadores.

Este resultado corresponde a una situacion particular de lo planteado en el Teorema 3.2.3.

Definicién 3.3.2. Sea f € Zp[&1, ..., ]\ PZLp6a, ..., &) un polinomio eliptico no-degenerado con respecto
a su poliedro de Newton. Para B > 0, un operador pseudodiferencial eliptico no-degenerado serd

una extension de un operador

(f(0,8)9)(x) = Fe o (1F(E)|5Famsed)

para ¢ € D.

Recordemos que la funcién zeta local de Igusa para un polinomio semiquasieliptico no-degenerado

por su poliedro de Newton tiene la siguiente expresion:

Z pa(h)+7n(h)'r's

o N heJ’
Z(s,f)=pp-1)" |1+ 28 >
7 cara propia de I'(f) i€l H ( o(aj)+m(aj)rs _ 1)
p
=i

y que la podemos reducir a

Z(s, f) = Ly(™) , s€C, Re(s) >0,

l
H <pa(aj)+m(aj)'rs P 1)
j=1

donde los j's dependen de 7 y de i (los vectores linealmente independientes a;, con j = 1,...,{, generan
esctrictamente positivamente al cono A;, para algin i € I, de la descomposicién del cono A, asociado a
la respectiva cara 7 del poliedro de Newton), r € N\ {0} y L; es un polinomio en la variable p~° con

coeficientes racionales.

Observacién 3.3.1. Los polos de la continuacion meromorfa de Z(s, f) son de la forma

o(ay) 2mik

— keZ
r-m(a;) r-m(a;)Inp’ <

Sj =
para cada j = j(1,4) como se detalld en el parrafo anterior.

Calcularemos ahora la solucién fundamental para el operador pseudodiferencial eliptico no-degenerado

usando la misma técnica del Teorema 3.2.1.

Teorema 3.3.2. Sea f(0,8) un operador pseudodiferencial eliptico no-degenerado y sea Eg una solucion

fundamental para la ecuacion f(0, 8)u = ¢, con ¢ € D.

1. SiB# :(‘Zfli), con j := j(7,1), se tiene
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—1 _ —1 L 3
P z)lp H ( o(aj)—m(az)rf _ 1)
j=1
—1
e,
opvzg [f(@)lp
para ¢ € D y Ly es un polinomio en la variable p~*°.
2. 8518 = T:(:Zg‘;)), para algin jo := jo(7o,70) como los detallados anteriormente, se tiene
(E "(ajo) 7¢):
mmiagy)
(F'o)(@) = (F1'9)(0) ., 1 N
/. o @ (P00 g - PO + - Fo )

’ ()] "

]:—1
o 0
RAH ey
|f(@)]p "

para ¢ € D, donde f es una funcion holomorfa en un disco suficientemente pequeno en la variable

p~® y donde f’ es su derivada.

Demostracion.

L Sig#:2 rom(ay) Para todo j := j(7,1), tenemos que T = |f|, 7, luego Eg = F ' Tp.

2. Sipg= r:ga;“)), para algin jo := jo(70, %), se sabe que T es el término constante de la expansién
de Laurent de la continuacién meromorfa de |f|} en s = —3 = —Tigzio‘)). Notamos que
J0

Li(p™) . 1 B Fo)
t o(aj)+m(aj)rs o(aj m(ajo)rs _ 1 nola; m(a; )rs _
Hj:l, J#3do (p (a5)+mfas) _1) po(@i0)tmias) 1 polas)tmlas) 1
~ & 7o) ola e
7 % e )
a— o(a;
oty taot 25+ )
(5 + Fontasy))

donde f, P ((s + 2%0) )2) y Q (( o(asy) )) son funciones holomorfas sobre un disco suficien-

r-m(aj,) r-m(aj,)
~ ola
temente pequeno centrado en s = LGN y, los coeficientes a_1 y ag son los primeros términos
r-m(aj,)
.2 ola
de la expansién de Laurent de ———m-—— €n § = — ( ’0_) . Luego, el término constante de
pf’(ajo)-*—m(am)m_l r-m(ajg) ’

la expansion de Laurent de estd dado por

p_°)
pa(aj0)+m(aj0)7‘571

_ o _olagg) _ o _2lage)
{f’(p“"““ﬂ‘o) ) a1+ f(pmmto)) - ao}

Los coeficientes a_; = ﬁ@ y ap = 3 se calculan de igual forma que en el Teorema 3.2.3. Asi,

se tiene
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o 5 a(azg) N o(azy)
(zwmo;) , ¢>> = / ) M "z + ¢(0) { dh}(p) T ) + % - Fpm) >}
" " f )l

+/ (é(i./{j?ab) dnl'
Qr\zZn r-m(ij y
@)y

y FE oay) =F-1iT o(a;

i) -
7'~7n(aj0) r~m(aj0)

O

En [8], A. Kochubei muestra mediante otro método que si h € Qp[&1, ..., &) es una forma cuadratica
con p # 2 tal que h(&,....&,) # 0 cuando |&1|, + - + [&u]p # 0, se tiene que existe una solucién
fundamental Ez € D' para h(0,8)u = ¢; ¢ € D. Las posibles formas cuadrdticas que satisfacen la
condicién dada, se reducen a tres. Trabajaremos con una de ellas, la forma binaria h(&;, &) = & — 73,
donde 7 € Q, no es una rafz cuadrada en Q, y |7|, = 1 . Consideramos el campo Q,(/7), donde para
cada X = x + y/7 € Q,(1/7), se tiene que ||X|| = |z% — 7y?|, (ver Observacién 1.1.2).

Corolario 3.3.1. Sea h(0, ) el operador pseudodiferencial con simbolo h una forma binaria como se

describid anteriormente. La solucion fundamental para la ecuacion pseudodiferencial asociada estd dada

por
1—p 28
—— P ||X||P" para B#1
]_—p2(5*1)
Eﬂ = 1 _p2
. bl ] X =1
S 0XID e 8

Demostracion. Primero vemos que la continuacién meromorfa de la funcién zeta de Igusa asociada a la

2o = (L) 521 (el=a-),

y donde ap = % ya_1 = ﬁ(m (coeficientes de la serie de Laurent alrededor de s = —1).

funcion h es:

Encontremos ahora la solucién fundamental. Para 8 # 1, del teorema previo tenemos que

1 —p_2'8 B-1
S,

Ep = .7:_1(|h(§1,§2)|;’8) = 120D

(ver Ejemplo 1.5.11).

Para el caso § = 1, la solucién fundamental estd dada por:

(Br.0) = /Z FOX0) = (F0)O) 4y /Q FOX) oy @220+ )

2 |22 = 792, 2\zz |22 — Ty 2p%(p—1)
Por el Ejemplo 1.5.7, tenemos que

2p?1
Fuxie &) = L2 g,

Escribimos

(1X117 ) =

Q

2 [ — 2, sz [27 — 72,
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donde usando lo anterior, tenemos

-1 -1y _ 1—]92 n
FHIXI = gy MU

Como (F~1¢)(0) = (6, F~1¢) = (F15,¢) = (1, ¢), luego

1—p? (r—2)>%(p+1)
Fi=——I(||X||)+ ——F=
2p? In(p) (11D 2p%(p—1)
Ademds, si Ej es solucién de h(0, 8), Es + ¢ para algin ¢ € Q, también es solucién para h(9, 3). Asi, el
segundo caso se completa para ¢ = 7%. O

Observacién 3.3.2. Si un campo no-arquimedeano K es completo con respecto a su valor absoluto |- |k
y su campo residual finito, se dice que K es un campo local no-Arquimedeano. El anillo de los enteros
de K es Rk = {x € K : |x|g < 1}, su tdnico ideal maximal es Px = {x € K : |z|x < 1}, su dnico
ideal maximal es Px = {x € K : |z|x < 1} = 7Rk, donde 7 es el generador de Pk llamado pardmetro
de uniformizacion. Ry = {zx € K : |z|g = 1} denota al grupo de unidades de Rk y el campo residual

Ry /Px = F, corresponde al campo finito de q elementos, donde g es una potencia de un nimero primo p.

Como observacidn final, debemos mencionar que toda la teoria desarrollada durante el presente traba-
jo es wvalida directamente sobre un campo local K no-Arquimedeano de caracteristica cero. Esto es posible
ya que todo campo local no-Arquimedeano de caracteristica cero es isomorfo (como un campo topoldgico)

a una extension finita del campo de los niumero p — adicos.

Ademds, todo campo local no-Arquimedeano de caracteristica positiva p es isomorfo (como un campo
topoldgico) a el campo de las series formales de Laurent F,((T)) sobre un campo finito Fy, donde g es una
potencia de un numero primo p. En este ultimo caso, debido a la ausencia de un teorema de resolucion de

singularidades en caracteristica positiva, la racionalidad de funciones zeta locales es un problema abierto.
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