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Resumen

Se utilizan simulaciones unidimensionales del sistema de Vlasov-Poisson para
estudiar el crecimiento oscilatorio de la energia eléctrica en plasmas electrostaticos
no magnetizados compuestos por corrientes contrapropagantes de electrones. Una
explicacién para esta modulacién es propuesta en base a la formacién de ondas
estacionarias, debido a la excitacién de modos simétricos en el espacio de fases.

Mediante teoria cinética se describe la dindmica de la inestabilidad en el régimen
lineal y, por comparacién con los resultados obtenidos de las simulaciones, se concluye
que el crecimiento oscilatorio puede, en efecto, ser explicado por la existencia de ondas

estacionarias de frecuencia cero o distinta de cero.
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Abstract

One-dimensional simulations of the Vlassov-Poisson system of equations are used
to study the oscillatory growth behavior of the electric energy in electrostatic and un-
magnetized counter-streaming plasmas. An explanation for this modulation is propo-
sed based on the formation of standing waves, because of the excitation of symmetric
modes on the phase-space.

By using kinetic theory, the instability process is described in the linear regime
and, by comparison with the simulation results, it is concluded that the oscillatory
growth can be explained by the presence of counterpropagating waves with frequency

zero or different from zero.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteamiento del problema

Las inestabilidades por multiples corrientes son un fenémeno de gran relevancia
en la fisica de plasmas. Estas, por ejemplo, constituyen el mecanismo de formacién
de estructuras coherentes detectadas en la ionosfera auroral [1], y son utilizadas para
generar shocks electrostaticos a partir de plasmas producidos por ldaser en laborato-
rios [2]. Asi, es claro que resulta crucial conocer los mecanismos que forman parte

de esta inestabilidad.

En un reciente reporte de Hou et. al. [3], se utilizé simulaciones de Vlasov-Poisson
con condiciones de borde periddicas para estudiar casos con 3, 4 y 5 corrientes con-
trapropagantes, respectivamente. A partir de los estudios mencionados, se concluyé
que las inestabilidades pasaban por un periodo de crecimiento exponencial, y luego
llegaban a un estado de saturacion no lineal. Mas atn, se reporté que el crecimiento
de la energia total de la onda, ademés de ser exponencial, es oscilatorio cuando la
funcién de distribucion inicial tiene un ntimero impar de corrientes. Es importante
mencionar que en su trabajo no se da explicacion al fenémeno de crecimiento os-

cilatorio. En vista de lo anterior, el propdsito de este trabajo es el de responder la
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pregunta: ;Cudl es el mecanismo que origina la modulaciéon de la energia eléctrica
en la inestabilidad producida por plasmas electrostaticos consistentes en multiples

corrientes contrapropagantes?.

1.2. Hipbtesis

El comportamiento oscilatorio durante la evolucion electrostatica de plasmas no
magnetizados en presencia de multiples corrientes se debe a la formacion de ondas

estacionarias.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Comprobar que el comportamiento oscilatorio durante el crecimiento electrostati-
co en plasmas no magnetizados consistentes de un ntimero imppar de corrientes con-
trapropagantes, puede ser explicado mediante la formaciéon de ondas estacionarias

predichas por la teoria cinética lineal.

1.3.2. Objetivos especificos

= Escribir un cédigo de Vlasov-Poisson que permita realizar simulaciones de plas-

mas electrostaticos no magnetizados.

» Reproducir casos de crecimiento oscilatorio de la energia en plasmas de multi-

ples corrientes.
» Caracterizar el crecimiento oscilatorio en cada uno de los casos.

= Proponer qué mecanismo fisico origina el crecimiento oscilatorio de la energia

electrostatica.
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= Emplear el mecanismo propuesto en conjunto con la teoria cinética lineal para

predecir el comportamiento de los casos presentados.

= Contrastar las predicciones tedricas con los datos obtenidos de las simulaciones.

1.4. Metodologia y organizacion

Se escribird una libreria de cédigo computacional que permita resolver directa-
mente el sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson utilizando condiciones de borde
periddicas, esquemas de integracion simpléctica e interpolacion por métodos espec-
trales.

Este cédigo estard escrito en el lenguaje de programacién Julia [4], debido a que
estd registrado bajo licencia MIT (abierta), utiliza instrucciones de alto nivel, es in-
teractivo, rapido, y posee un ecosistema lo suficientemente amplio para realizar las

simulaciones propuestas y analizar sus resultados con relativa facilidad.

El cédigo mencionado correra en una computadora portatil de marca DELL, mo-
delo Latitude 7470 de 8 Gb de memoria RAM, procesador Intel i7-6600U de 3,4 GHz
y 4 hilos, y sistema operativo Linux de 64 bits con versién de kernel 5.5.13-archl1-1.
Adicionalmente, la libreria sera ejecutada utilizando los binarios de la versién 1.3.1

del lenguaje de programacion.

Se reproducird los casos reportados por Hou et. al. [3] de plasmas con corrientes

contrapropagantes en que existe crecimiento oscilatorio de la energia electrostatica.

Se propondra un mecanismo fisico que explique la ocurrencia del crecimiento
oscilatorio, y se utilizard elementos basicos de la teoria cinética lineal para predecir
el comportamiento de las simulaciones realizadas. Finalmente, se contrastaran las

predicciones de la teoria lineal con los resultados de las simulaciones, y se mostrara
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evidencia de la formacién de ondas estacionarias.

Debido al modelo que se utiliza, el estudio realizado en este trabajo sélo seréd
valido para plasmas no colisionales. Adicionalmente, estos se restringiran a aquellos
en déonde la dinamica producida por la presencia de campos magnéticos sea despre-
ciable, como lo que ocurre a lo largo de las lineas de campo magnético en plasmas
electrostaticos. Ejemplos concretos pueden ser plasmas ionosféricos [1], o algunos

plasmas inducidos por ldser de alta energfa [2].

El documento se organiza de la siguiente manera: En el Capitulo [2se introducira
el modelo de estudio, se repasaran conceptos basicos de teoria lineal hasta llegar al
concepto de inestabilidad bump-on-tail y se propondra un mecanismo que explique el
crecimiento oscilatorio en plasmas electrostaticos consistentes en multiples corrientes
de electrones contrapropagantes. Ademas, se mostrara la construccién de los métodos
utilizados para realizar simulaciones de Vlasov-Poisson. En el Capitulo [3| se presen-
taran los resultados de las simulaciones realizadas, se caracterizara la inestabilidad
observada y se comparara con las predicciones teédricas. Finalmente, en el Capitulo

se resumird los hallazgos y cémo estos responden a la hipotesis planteada.
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Marco Teoérico Conceptual

En este capitulo se dard la informacién necesaria para comprender la hipdtesis
de trabajo, y los métodos utilizados para estudiarla. Primero, se especificard el mo-
delo analitico utilizado para estudiar plasmas no-magnetizados. Luego, se mostrara
como utilizar el modelo descrito para estudiar las ondas que pueden propagarse en
el plasma. Asi mismo, se mencionara efectos importantes, como el de crecimiento
oscilatorio de la energia electrostdtica, el cual es medular en este trabajo, y se intro-
ducird un posible mecanismo que lo explique. Por tltimo, se expondra el algoritmo

utilizado para poder resolver el modelo numéricamente.

2.1. Sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson

La ecuacién de Vlasov es una ecuacion de conservacién que nace de la teoria
cinética, dando la descripcion estadistica de una coleccién de particulas en donde no
existe interaccién directa entre ellas; cada particula es afectada solo por los campos
producidos colectivamente por el sistema.

Esta ecuacion, propuesta por Anatoli Vlasov en un pionero estudio de las propie-
dades vibracionales de un gas de electrones en 1937[5], es a veces también llamada

ecuacion de Boltzmann no colisional, y viene dada para cada especie de particulas
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donde f; es la funcién de distribucién de especie j, sujeta a la fuerza conservativa Fj.

0, (2.1)

Para modelar la evolucion electrostdtica de plasmas no magnetizados, en este
trabajo se utilizara el sistema de Vlasov-Poisson, lo que significa que el término de

forzamiento, F}, correspondera a la fuerza de Lorentz sin campo magnético,
, (2.2)

donde el campo eléctrico es fijado autoconsistentemente de acuerdo a la ecuacion de

Faraday (2.3)) sin induccién magnética y la ley de Gauss (2.4)), respectivamente,

—

V x E =0, (2.3)
V- E = 4mp, (2.4)

con la densidad de carga total, p, dada por

p=§:%/ﬁfv (2.5)

Vale la pena mencionar otros acoples famosos de la ecuacion de Vlasov, como
el sistema de Vlasov-Maxwell, utilizado para modelar plasmas no colisionales cuan-
do existe inducciéon magnética, cuyo término de forzamiento es calculado median-
te solucién del set completo de las ecuaciones de Maxwell [6], o el sistema de
Vlasov-Einstein, que modela sistemas gravitantes con efectos relativistas, y obtie-
ne su término de forzamiento a partir de las ecuaciones de Einstein de la relatividad

general [7].
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2.2. Ondas en un plasma no magnetizado

2.2.1. Teoria Lineal

Si se asume que el plasma se encuentra en torno a un un estado homogéneo de

equilibrio, y sélo se permiten desviaciones lineales

fj(fagat) :ff(ﬁ)—i_afj(fvat)? (26>
E(% (2.7)

\.&F
N—
=g
=
—~
~
SN—

donde las funciones de distribucién en equilibrio, f](-) , satisfacen cuasineutralidad,

P’ = Z%’ / fidv =0, (2.8)

el sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson — , puede ser linealizado para

obtener la relacién de dispersién electrostatica lineal [§],

1+Z / 9” ) d%_o (2.9)

En este punto es interesante mencionar que la ultima integral es singular cuando
w=Fk-: U, y por tanto no estd bien definida si se exige que tanto la frecuencia, w,
como el nimero de onda, E, de la perturbacién tengan valores reales. Esto trajo
problemas a Vlasov [5], y fue posteriormente resuelto por Landau |9] al considerar
esta derivacion como un problema de valor inicial.

En la practica, usualmente se considera el nimero de onda, E, como un vector

real y la frecuencia, w, como un escalar complejo,
W = Wy + 1,

donde w, corresponde a la frecuencia de la oscilacién y v corresponde a la tasa de

crecimiento de la onda.
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Es bastante comun considerar funciones de distribucién de forma Maxwelliana,

— > 2
! (7-75)
exp -

3 3 o 2
VT Utj Y5

filv) =
con las cuales es posible reescribir la relacién de dispersion como

2 — —
Wpi [ w—Fk-Vy
A =1 2.10
2 ( o , (2.10)

donde ‘7dj, vty wp; son la velocidad de drift, velocidad térmica, y frecuencia de
plasmas de la especie j, respectivamente.
Ag = (w — k- ‘th) /kvy; se le llama factor de resonancia de la especie j, y Z(§)

es la llamada funcion de dispersion de plasmas, o funcion Zeta de Fried y Conte [10],

1 [® et

Puede ser notado que la relacién de dispersion lineal solo considera la con-
tribucién de las particulas paralelas a la perturbacién del sistema. Esto es, que la
dindmica de las perturbaciones electrostaticas en el régimen lineal es inherentemente
unidimensional. En vista de lo anterior, y por simplicidad, todos los casos desarro-

llados a continuacion serdn unidimensionales.

Equilibrio Maxwelliano

Para un plasma electron-protén se puede utilizar la aproximacién de protones
masivos, es decir, que dada la diferencia de masas entre los protones y electrones,
en ocasiones es posible despreciar la dinamica de los protones. Haciendo esta apro-
ximacién, al introducir la funcién de distribucion Maxwelliana sin drift para los

electrones,
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en la relacién de dispersién (2.10]), se obtiene

2
wre o w
A =1 2.11
k2v2, (kvte> ’ ( )

donde vy es la velocidad térmica de los electrones y wy, es la frecuencia de plasma
electronico.

Si se considera k como la variable independiente real, entonces la Ecuacion (12.11))
presenta soluciones complejas w = w(k). Algunas de estas soluciones son mostradas

en la Figura [2.1]

3 0.0 _—
2 -
-0.5¢
g ! g
3 39“
~ 0 <3 A0t
3 <
1.5}
_2 -
8 01 0.2 0.3 0.4 0.5 20 01 0.2 0.3 0.4 0.5
kEAp kAp
(a) Frecuencia de oscilacién. (b) Tasa de crecimiento.

Figura 2.1: Parte real (a) e imaginaria (b) de la frecuencia, w, en funcién del nimero
de onda, k, de perturbaciones permitidas en un plasma de electrones Maxwelliano,
segun relacién de dispersién (2.11]). Lineas negras representan modos de Langmuir y

lineas grises representan modos pseudo-acusticos.

De la figura [2.Ta], donde wy, es la frecuencia de plasma electrénico, y Ap. es la

longitud de Debye electrénica, se destaca la existencia de dos tipos de soluciones:

(i) Ramas que cruzan el origen y tienen velocidad de fase aproximadamente cons-
tante. Estas frecuencias son ondas llamadas pseudo-actsticas, debido a la simi-

laridad de sus formas con las soluciones de la relacién de dispersion de ondas

9
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actsticas. De la Figura se observa que los modos pseudo-actsticos son

altamente amortiguados para todo valor de k.

(ii) Ramas que cortan el eje de frecuencias en fw,,, cuyas frecuencias corresponden
a ondas de Langmuir. Los modos de Langmuir, son aproximadamente estables

para k < 1.

En ningtin caso estas soluciones tienen una tasa de crecimiento positiva, v > 0,

cuando el sistema se encuentra en un equilibrio Maxwelliano sin corrientes.

Este decaimiento de las perturbaciones que se pueden propagar en el plasma es
llamado Landau Damping, o amortiguamiento de Landau, debido a que fue encon-
trado analiticamente por Lev Landau en 1946 [9], y tiene un rol muy significativo en
la fisica de plasmas, pues corresponde a un fenémeno de amortiguamiento y permite
crear regiones de estabilidad en el espacio de parametros ain en sistemas conserva-

tivos.

Equilibrio Bump-on-tail

Es posible anadir al caso anterior un haz (beam, también llamado stream, o co-

rriente) de electrones con cierta velocidad relativa, V;,

1- 2 — V)’
., = 3 ‘ exp (_0_2) + 63 exp —u ,
Nt Ute N U

donde € controla la intensidad del haz, y vy su ancho térmico.

Introduciendo nuevamente la funcién de distribucién dada en la ecuacion ([2.10)),

se obtiene
w? w w2 w—kV,
1—e ”Z( )+6WZ( d):L 2.12
( ) k22 ke k2v2 kg, (212)
Como en el caso anterior, existen soluciones complejas w = w(k) a la ecua-

cion (2.12)), las cuales se muestran en la Figura considerando v, = vy v Vg = Svye.

10
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3 -
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2 / \\
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3 39“
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8 01 0.2 0.3 0.4 0.5 20 01 0.2 0.3 0.4 0.5
EAp kAp
(a) Frecuencia de oscilacién. (b) Tasa de crecimiento.

Figura 2.2: Parte real (a) e imaginaria (b) de la frecuencia, w, en funcién del nimero
de onda, k, de perturbaciones permitidas en una distribucién de electrones tipo

bump-on-tail segun relacion de dispersion ([2.12]).

En la figura se observan los mismos tipos de solucién que en la figura
pero con una clara perdida de simetria en torno a w, = 0 debido a la presencia del
haz. Por otro lado, de la figura [2.2b| se observa una solucion de tipo pseudo-acistico
que para cierto rango del nimero de onda tiene una tasa de crecimiento positivo.
Esto significa que la presencia del beam aporta energia libre que puede volver inesta-
bles a algunas soluciones. A este crecimiento se le llama inestabilidad bump-on-tail,

y predice un aumento exponencial de la amplitud de la onda.

De la teoria lineal es sabido que los factores determinantes en cuanto a la es-
tabilidad de una perturbacién son su velocidad de fase, vy = w,/k, y la pendiente
de la funcién de distribucién en ese punto, g—f e De hecho, haciendo uso de la
condicién de amortiguacién/inestabilidad lenta, |y/w,| < 1, es posible mostrar que
en un plasma de electrones [11]

Ak

v=wy [k

La explicacién fisica es que la interaccion entre una particula de la distribucion y

11
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una onda que se propague en el plasma serd rapidamente fluctuante, de modo que su
esta no serd significativa a menos que tengan una velocidad relativa lo suficientemente
baja. Cumpliéndose lo anterior, las particulas levemente mas lentas que la onda seran
aceleradas, y las particulas levemente mas réapidas que la onda perderan velocidad.
Considerando una onda con velocidad de fase positiva, del argumento anterior se
entiende que si hay mas particulas rapidas que lentas en la vecindad de la velocidad de
la onda, % vmofk > 0, entonces la distribucion perdera energia cinética y aumentara
la amplitud de la onda. Por el contrario, si hay mas particulas lentas que réapidas en

la vecindad de la onda, entonces esta perdera energia neta acelerando las particulas.

2.2.2. Formacion de ondas estacionarias

Al estudiar una funcién de distribucién simétrica en velocidades, es de esperar
que si existen inestabilidades, estas sean excitadas también de manera simétrica.

En base al argumento anterior, considérese la excitacion de dos modos idénticos
pero con velocidades opuestas, (w, £k). En el régimen lineal, se tendréa dos ondas pla-
nas asociadas a un campo eléctrico de la forma E, = Eye'b*=«t) y [ = Fyel(-ke=wt)
respectivamente, donde Ej es la amplitud constante de la onda.

Recordando que la frecuencia caracteristica es en general compleja, w = w, + 7,

el campo eléctrico observado serd dado por

E - 9‘{6 {E+ + E_}
= 2Eye" cos(w,t) cos(kx). (2.13)
De la ultima expresion es claro que se obtiene una onda estacionaria, modulada
en el espacio como cos(kx) y cuya amplitud, ademds de crecer o decrecer exponen-

cialmente en el tiempo dependiendo del signo de +, oscila con la misma frecuencia

que los modos inicialmente excitados.
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Mas aun, la energia electrostatica estara dada por

1
V = — | B’z
8
1
= 5 2e2 COS2(wrt)/COSQ(]CZL‘)dZL‘, (2.14)
T

donde, en caso de que los modos excitados sean inestables, v > 0, el término e?”
dard cuenta de un crecimiento exponencial de la energia con el doble de la tasa de
crecimiento de los modos originales, y el término cos®(w,t) modulard el crecimiento

con el doble de la frecuencia de los modos originales.

En caso de que los modos originales no sean simétricos, es de esperarse que uno
de ellos tenga mayor tasa de crecimiento y que domine, de forma que la energia

electrostatica no muestre un crecimiento oscilatorio considerable.

2.2.3. Efectos no-lineales

Hasta ahora todos los fenémenos han sido tratados linealmente, es decir, se ha
considerado una distribucién con muy pequenas desviaciones de su equilibrio y ondas
con amplitud infinitesimal. Esto ha permitido predecir el inicio de inestabilidades,
pero el tratamiento utilizado se vuelve eventualmente inapropiado cuando la ampli-
tud de las ondas electrostaticas aumenta lo suficiente como para afectar el estado de
equilibrio e incluso acoplarse a otras ondas. Cuando esto ocurre, normalmente se lle-
ga a un estado de saturacién debido a efectos no lineales, como la formacion de platés
en las regiones de resonancia de la distribucién con la inestabilidad, lo que permite
anular el intercambio energético neto propio del amortiguamiento de Landau [11].
Es posible que la deformacion de la distribucién en equilibrio origine también la ex-
citacién de muchas longitudes de onda, lo cual puede llevar a estocasticidad en el

espacio de fases [12].
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2.3. Simulaciones de Vlasov-Poisson

El sistema de ecuaciones de Vlasov-Poisson presenta un niimero de caracteristicas
que hacen de su resolucién un problema no trivial. Algunos de estos problemas son,
por ejemplo, que la ecuacion de Vlasov presenta una propiedad matematica deno-
minada stiffness, lo que significa que es inestable ante ciertos esquemas numéricos a
menos que el paso temporal con que se resuelva sea lo suficientemente pequeno para
cumplir la condicién de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) [13].

Mas atn, el acople con las ecuaciones de Maxwell hace que el sistema sea no-
lineal, ademas del hecho de que la funcién de distribucion dependa tanto del espacio
de posiciones como velocidades hace que la cantidad de recursos computacionales
requeridos para estudiar el sistema, crezcan muy rapidamente.

Con estas dificultades en mente, el autor del presente trabajo desarrollé una
libreria de codigo abierto para el lenguaje de programacion Julia con el objetivo de
ofrecer un entorno de trabajo sencillo que permita resolver el sistema de Vlasov-
Poisson considerando casos de 1 o 2 dimensiones espaciales, asi como casos con
multiples especies cargadas. Otro objetivo principal es el de proveer de herramientas
que permitan estudiar los resultados de las simulaciones de forma genérica.

El nombre de esta libreria es “Vlasova.jl”, y a la fecha de escritura de este do-
cumento cuenta con una pagina Welﬂ donde se provee de documentacién (en inglés)
para su uso.

En esta seccion se explicara en términos generales como es que la libreria puede
resolver el sistema de Vlasov-Poisson. Para esto se mostrara como queda el sistema al
ser adimensionalizado, se vera que es posible aproximar la solucién de este mediante
una serie de ecuaciones mas sencillas, y se abordara la forma de resolverlas. Final-
mente, se mencionard de forma breve la existencia de cantidades conservadas, y de

como estas pueden ser utilizadas como un control de la validez de las simulaciones.

"https://jgidi.gitlab.io/Vlasova.j1/ (en desarrollo)
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2.3.1. Sistema de ecuaciones adimensionalizado

La ecuacién de Vlasov para la especie j, (2.1), y las ecuaciones (2.2)-(2.5) son

adimensionalizadas en base a las variables

1 = twpe, (2.15a)
7' = Z/Ape, (2.15b)
E = ﬂﬁ, (2.15¢)

MeVteWpe
T = Tuy, (2.15d)
fi = fi/njv, (2.15¢)

donde m, es la masa del electréon, ¢. la carga del electron, wy. la frecuencia de
plasma electrénico, Ap. la longitud de Debye electrénica, vy la velocidad térmica de
la especie 7, y n; la densidad de la especie j. De esta forma se obtiene el sistema de

ecuaciones de Vlasov-Poisson adimensionalizado,

0F; 0 08 sy s O,

¥ + VU - 57 T v 50" = 0, (2.16)
ﬁaf/ B = Zm]/f]' d*vl, (2.17)
J
con,
Vi = Vgj/Vte (2.18a)
ki = /14l (2.18b)
= myfme. (2180

Si bien en esta pagina se utilizaron cantidades primadas para denotar variables
adimensionalizadas y asi evitar ambigiiedades, a partir de este punto todas las can-

tidades del capitulo seran adimensionales, y por tanto, ya no seran primadas.
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Plasma de electrones y protones

A modo de ejemplo, un plasma de electrones (j = e) y protones (j = p), seria

representado por el sistema de ecuaciones adimensionalizado,

afe — 8fe = afe o
ot Tz Fan T 0
Oy o O 15 O

or  ppv, 0,

0
9F - /fd% —/fd%
81_" p ) e €

con fi, = m,/m, la relacion entre las masas del protén y el electrén, y v, = vy, /vt

la relacién entre las velocidades térmicas de los protones y electrones.

Notar que, a diferencia de lo usualmente encontrado en la literatura, se ha anadido
un grado de libertad al adimensionalizar la velocidad para cada especie con respecto
a su propia velocidad térmica. Esto sirve para evitar errores numéricos al considerar
especies con temperaturas muy diferentes, como es comtn que ocurra entre electrones

y protones.

2.3.2. Integradores simplécticos

Los integradores simplécticos son esquemas de integracion numérica disenados
para resolver sistemas Hamiltonianos, de modo que una caracteristica principal de
estos esquemas es que son construidos teniendo en consideracién que la energia debe
conservarse. De hecho, estos acotan el error de la misma en el tiempo[l14], lo cual
resulta particularmente 1til en la integracién (sobre todo a intervalos largos) de
sistemas conservativos.

A continuacién se mostrara el modo de construir esquemas de integracion simplécti-
cos para el caso de la ecuacién de Vlasov: La ecuaciéon de Vlasov puede ser
reescrita como

OF:
Ui = (14 N)) £ (2.19)
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donde L; y N; son operadores diferenciales dados por

L 0
Lj = —VjUj'%,,
N, = —fig. o

7J )
pvi 0V

pero dado que la ecuacién de Vlasov define las curvas caracteristicas a lo largo de

las cuales se conserva la funcién de distribucién, entonces

d(L; + N;) dN;

dt dt
ON; df
of dt
= 07

y al ser (L; + N;) una constante, la ecuacién (2.19)) puede ser integrada directamente
para obtener

£i(@, T, t + At) = eAUEND (7,05, 1). (2.20)

Mas atn, es posible utilizar utilizar la formula de Baker-Campbell-Hausdorff

(BCH) para factorizar y aproximar el propagador e2*Zi*Ni) como un producto de

operadores, donde cada uno cuenta con solucion analitica exacta.
Dependiendo de la factorizacién escogida se generara entonces diferentes esque-

mas de integracion simpléctica.

Integrador de segundo orden

Por ejemplo, aproximando el propagador como

N N3N NN
eAt(LJ+NJ) + O(Atg) — e N]eAtL]e 5 Nj
es posible expresar la ecuacion (2.20) como

Fi(@, 0t + Al) m €3N TN f(F, 7, 1), (2.21)
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L

dénde aplicar un propagador e** con a un escalar constante sobre la funcién de

distribucion f; es equivalente a integrar la ecuacién de adveccion

a,
8_J::_Ljfj:07

por un intervalo de tiempo a, y lo mismo es valido para N;. De esta forma, la ecua-
cién provee un algoritmo para aproximar f;(Z, v;, t+At) mediante la integracion
por medio paso temporal, At/2, de una ecuacién de adveccion en velocidades

ofi | K = 0f
et} E. 2
825 + ,ujl/j 6773

=0, (2.22)
luego integrando por un paso temporal, At, una ecuacién de adveccién en posiciones
=23 —, (2.23)

y finalmente integrando la ecuacién de adveccién de velocidades, (2.22), por otro
medio paso de tiempo, At/2. Notar que esto corresponde al bien conocido esquema

de integracion de Verlet de velocidad [15].

Este esquema de integracion es notable no sélo por su simplicidad, sino también
porque fue el primer método de splitting propuesto para resolver el sistema de ecua-
ciones de Vlasov-Poisson en el extraordinario articulo de Cheng y Knorr [16], y atin
sigue siendo el esquema mas comun para integrar sistemas conservativos, incluyendo

la ecuacién de Vlasov.

Integradores de mas alto orden

Es posible construir aproximaciones de més alto orden [17], pero pueden aparecer
pasos de tiempo negativos, lo cual es indeseable pues moverse hacia atras y adelante
en el tiempo introduce mayores errores numéricos y aumenta la entropia artificial-

mente.
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De todos modos, es posible evitar la integracion de pasos de tiempo negativos al

retener el conmutador

k2 QE2 0
N [L:,Nj]] = ——2 - —
[ J [ J? JH ,U]2Vj 8f 81_);

en la expansién del propagador exponencial de la ecuacion ([2.20]).

Adicionalmente, dado que el conmutador de este ultimo operador con N; es nulo,
[Nj, [N, [Lj, Ns]]] = 0,

entonces es posible incorporarlo como una simple correccion al término forzante

al realizar adveccién de velocidad.

Un ejemplo de integrador construido con el método indicado es el denominado
Chin A [18], que consiste en la resolucién de 5 ecuaciones de adveccion: Primero una
adveccién de velocidad por un sexto de paso temporal, At/6. Luego una adveccién
de posicién por medio paso temporal, At/2, seguida de una adveccién de velocidad
con término de forzamiento corregido, E'=FE+ %%8'6—@2, durante dos tercios de

paso temporal, 2At/3, una adveccién de posicién de medio paso temporal, At/2 y

finalmente una adveccién de velocidad por otro sexto de paso temporal, At/6.

2.3.3. Solucién de las ecuaciones de adveccién

Como fue visto en la seccién anterior, existen métodos de splitting que permiten
aproximar la solucién a la ecuacién de Vlasov mediante la solucién de una secuencia

combinada de las dos ecuaciones de adveccion,

% + I/jUj : % = 0, (224&)
T
Ofi , ki g 0f

ot v 0

— 0, (2.24D)

las cuales pueden ser facilmente resueltas por medio de transformadas de Fourier.
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Por un lado, transformando la ecuacion 1} en la variable espacial, ¥ — k,

con la transformada de Fourier definida como

fj(kaﬁj'?t) = f{f]} (k’ajvt%
— / e_ig.ffj (f, ﬁj, t)dgl’,
y utilizando la propiedad de la transformada de Fourier aplicada a la derivada de

una funcion se obtiene la ecuacién diferencial

of;(k, 7;,1)

815 — iVjE . 1_13' fj(];, 17]', t) = 0,

que tiene solucién
T, 3.t + A) = exp (it - ;) F(F, 1), (2.25)

y puede ser transformada de vuelta al espacio real usando la transformada de Fourier

inversa, definida por

@ s = F{E} @0,

1 A 7 -
= eF ik, U, t)dPk,

21 Joo
para proveer la solucién analitica a la ecuacion ([2.24a)),

.fj (fvﬁjat_}'At) :fj (f+6jyjAt76}7t)' (226>

De manera andloga es posible mostrar que la ecuacion ([2.24b|) tiene solucion en

el espacio de Fourier para las velocidades dada por

Fi(@ Pt + At) = exp (z’At;i E- ﬁ) F@,p01), (2.27)
7177

donde f(Z,p,t) = F{f;} (&, 0;,t). Expresién que transformada de vuelta al espacio

real equivale a

i (& 7,t+ At) = f; (:mj + iﬁm,t) . (2.28)

HiV;
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Las ecuaciones de adveccién pueden, por tanto, ser solucionadas utilizando in-
) 7
terpolacion espectral, de Galerkin, polinomial, o el método que se considere mas

adecuado.

Notar que para que la expansién del propagador exponencial en (2.20) tenga
sentido, cada adveccién de velocidad debe realizarse habiendo recalculado el término

forzante a partir de la funcién de distribucién actualizada.

2.3.4. Calculo de la fuerza electrostatica

A partir de la ecuacién (2.17)), y utilizando la definicién de la trasformada de

Fourier ([A.1a)), es directo mostrar que el término forzante puede ser calculado como

E=F" {@'kﬁ;;f{p}} . (2.29)

Es importante recordar que la fuerza depende del espacio, y por tanto, debe ser
recalculada cada vez que se resuelva una ecuacion de adveccién espacial. Lo anterior

no es cierto para ecuaciones de adveccién en velocidad.

2.3.5. Control de validez de las simulaciones

La ecuacion de Vlasov puede ser representada de manera implicita como

ar
dt

lo que implica que cualquier funcién bien portada que sélo dependa de la distribucién,

0,

C(f), debe ser también una constante en el tiempo. Asi, un modo de verificar que
una simulacion de Vlasov sea capaz de resolver el sistema es justamente verificar que
estas cantidades sean conservadas.

Multitud de cantidades conservadas importantes pueden ser construidas, pero las

que mas comunmente se utilizan son la energia total,
1 1 —
Eir = 5 / |2 fdPx dPv + 3 / |E|*d*x, (2.30)
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v la cantidad de particulas de la simulacion,

N:/fd?’xd?’v.
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Casos simulados

3.1.1. Parametros de las simulaciones

La libreria desarrollada por el autor fue utilizada para reproducir los casos es-
tudiados por Hou et. al. [3]. Estos casos, que corresponden a la superposicién de
un nimero de haces Maxwellianos de electrones sobre un fondo de iones inméviles

neutralizantes, son los siguientes:

(i) 3 corrientes: Los grupos de electrones tienen densidades 0,3n., 0,4n. y 0,3n., y

velocidades —5v;e, Ovge v Dy, respectivamente.

(ii) 4 corrientes: Con densidades 0,2n., 0,3n., 0,3n. y 0,2n., y velocidades —buvy,,

—2Vte, 2Vte, ¥ DUte.

(iii) 5 corrientes: Cada uno con densidad 0,2n., y con velocidades —6vs, —3vye, Ovge,

3’Ute y 6Ut6.

En el trabajo original se utilizé un cédigo de Vlasov-Poisson basado en el método de
splitting desarrollado por Cheng y Knorr |16], donde las ecuaciones de adveccién son

resueltas usando el método de Lax-Wendroff. Resolvieron la ecuacién de Poisson con
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diferencias centradas usando el algoritmo de matriz tridiagonal e integracion por el
método de Simpson. Su discretizacién utilizé una resoluciéon de Nx = 1024 puntos
en el espacio y Nv = 3000 puntos en velocidad, con un espacio de fases dado por una
caja de largo L, = 20w Ap en la dimension espacial, y con velocidades desde —16wy,
a 16v.

En este trabajo, en cambio, se utilizé un cédigo pseudoespectral y una resolucion
de Nx = 512 puntos en el espacio y Nv = 2048, la cual mostré ser suficiente en
pruebas de convergencia de los resultados. Adicionalmente, se utilizo6 el algoritmo de

splitting de Verlet de velocidad [15], un paso temporal de dt = 0,1w;e1

, v se incluyo
una distribucién uniforme de ruido con intensidad del orden de 1071¢ para permitir

la excitacion de las inestabilidades.

3.1.2. Confirmacion del fendmeno de crecimiento oscilatorio

En la Figura [3.1] se muestra la energia total de la onda, V', en cada uno de los
casos simulados. En la Figura[3.1h] puede observarse el crecimiento exponencial tipico
levantado por funciones de distribucion con beams, mientras que en las Figuras
y se observa, ademas del crecimiento exponencial, la modulacién reportada por
Hou et. al. [3]. En todos los casos, la energia electrostética parte de un transiente al
nivel de ruido numérico, pasa una etapa de crecimiento exponencial, y luego satura.
Si bien los tiempos de saturacién son diferentes a los mostrados por Hou et. al. 3],
las tasas de crecimiento son coincidentes, lo que se explica sencillamente por el orden

de magnitud del ruido inicial, que en el caso de ellos es mayor.

3.1.3. Modos dominantes en el espacio

En la Figura se muestra una descomposicién espectral del campo eléctrico
como funcién del tiempo, resultante de las simulaciones (i), (ii) y (iii). De ella, se

observa que los modos dominantes en cada una tienen nimeros de onda 0,2)\5;
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0,2/\52 y 0,1)\;, respectivamente, y que estos dominan toda la fase de crecimiento
exponencial.

Es importante mencionar que si bien las Figuras y coinciden cuali-
tativamente con sus andlogas en el trabajo de Hou et. al. |3], la Figura difiere
significativamente lo que ellos muestran, pues en su trabajo se observa que el niimero
de onda correspondiente a 0,2)\]516 domina la primera mitad de la fase de crecimiento
de la simulacién (i), hasta que el primer arménico, de 0,1A5., lo supera en inten-
sidad. Mas aun, la descomposicion espectral del campo eléctrico que ellos muestran
revela que su segundo arménico comienza la simulacién (iii) con un nivel de energia
mas alto que el resto de los modos, aun cuando el primer arménico presenta una
mayor tasa de crecimiento desde el principio. De esta manera, el cambio de modo
dominante puede ser explicado simplemente por la presencia de ruido numérico que

no obedece a una distribucién aleatoria plana al construir la funcién de distribucién

inicial, de forma que esta comienza con modos preferencialmente excitados.

3.1.4. Caracterizacion de la inestabilidad

A partir de los datos mostrados en la Figura |3.1] se estim6 los rangos temporales
que definen la fase de crecimiento exponencial en cada uno de los casos. En este
rango de tiempo, T,eq, se midi6 la frecuencia de oscilacion de la energia, wenergia;
y ademas se midié su tasa de crecimiento, Yepergia, mediante un ajuste exponencial.

Esta informacién, junto al nimero de onda mas excitado, k, se resume en la Tabla[3.1]

3.2. Predicciones de la teoria lineal

Buscando las raices complejas w = w(k) que satistacen la Ecuacién (2.10), se
determind los modos mas inestables en cada uno de los casos estudiados. Esto se

hizo considerando que al imponer condiciones de borde periddicas se restringen las
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(c) Simulacién (iii)

Figura 3.1: Energias electrostaticas obtenidas para cada caso simulado. Dado que se

excita inestabilidades con diferentes tasas de crecimiento, cada imagen se muestra

con su propia escala temporal.

soluciones a nimeros de onda que quepan una cantidad entera de veces en el espacio.

En las Figuras v [3.5] se muestran soluciones encontradas para los casos

con 3, 4 y 5 corrientes, respectivamente, donde se indica en color rojo la rama mas
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(c) Simulacién (iii)

Figura 3.2: Descomposicion espectral del campo eléctrico en funcién del tiempo.

Se muestran los primeros 5 modos espaciales. Cada imagen tiene su propia escala
temporal.

excitada con velocidad de fase no negativa, y con un rombo del mismo color el modo

mas excitado. Ademads, se muestra en gris las ramas pseudo-acusticas y en negro las
ramas de Langmuir.
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Trned/Wpe | Wenergia/Wpe | Yenergia/Wpe | KADe
Simulacién (i) | 50 — 150 1.091 0.429 0.2
Simulacién (i) | 80 — 220 0.0 0.326 0.2
Simulacién (iii) | 200 — 550 0.302 0.118 0.1

Tabla 3.1: Caracterizacion del crecimiento de la energia electrostatica.

La informacién de los modos mas excitados se resume en la Tabla 3.2

w/wWpe | V/Wpe | kADe
Simulacion (1) 0.545 | 0.215 0.2

Simulacién (i) | 0.0 | 0.163 | 0.2

Simulacién (iii) | 0.151 | 0.059 | 0.1

Tabla 3.2: Modos més excitados segin ecuacién ([2.10)).

3.3. Comparacion entre predicciéon lineal y simu-

laciones

De la informacién dada en la Seccién es claro que si el fenémeno de cre-
cimiento oscilatorio se debe a la formacion de ondas estacionarias formadas por
excitacién de modos contrapropagantes, entonces la frecuencia de oscilacion y ta-
sa de crecimiento de esos modos corresponde a la mitad de la frecuencia y tasa de
crecimiento de la energia electrostatica.

Considerando esto, se construy6 la Tabla[3.3|en la que se resumen las propiedades
de los modos predichos por la teoria lineal, y las propiedades medidas de la energia
electrostatica en fase de crecimiento en las simulaciones.

De esta ultima tabla, es claro que el fenémeno de crecimiento oscilatorio coincide

completamente con lo predicho por la teoria cinética lineal, y que sus propiedades
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Prediccién teoria lineal Simulacién

kEApe | wr/wpe | V/Wpe | EADe | Wenergia/2Wpe | Yenergia/2Wpe
Simulacién (i) 0.2 0.545 0.215 0.2 0.546 0.215
Simulacién (ii) | 0.2 0.0 0.163 0.2 0.0 0.163
Simulacién (iii) | 0.1 0.151 0.059 0.1 0.151 0.059

Tabla 3.3: Comparacién de los modos inestables predichos por teoria lineal y la inesta-

bilidad observada en la energia electrostatica en simulaciones. Se resume informacién

de las Tablas y .

son heredadas de los modos mas excitados.

Mas atn, en la Figura|3.6|se observa que el desarrollo de la energia electrostatica
en las simulaciones sigue de forma idéntica lo prescrito por la ecuacién (2.14]) durante

la fase de crecimiento.

3.4. Observacion del mecanismo fisico

Uno de los efectos no lineales que pueden ocurrir en un plasma es el de atrapa-
miento (trapping) de particulas, lo cual es el componente principal en un tipo de
soluciones no lineales y exactas del sistema de Vlasov-Poisson denominados modos
Bernstein-Greene-Kruskal (BGK) [19]. Los modos BGK pueden sostener diferentes
tipos de potenciales, y son comunmente observados como vortices que encierran zo-
nas de baja densidad de particulas. Por ello, en plasmas electronicos es comun que
se les llame electron holes, donde un potencial viajero positivo mantiene un grupo
de particulas atrapadas viajando junto a él [20].

Aun cuando la teoria lineal deja de ser véalida cuando las ondas planas aumentan
demasiado su amplitud y pasan a ser estados tipo BGK con atrapamiento de elec-

trones, aun es posible observar, poco antes de la saturacién no lineal, como estas se
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superponen de forma similar a cémo lo hacian en su etapa de ondas planas.

En la Figura se observa como los maximos de energia electrostatica se dan
en el momento en que dos ondas contrapropagantes coinciden en el espacio, y co-
mo los minimos de energia electrostatica se dan cuando estas ondas se encuentran
completamente desfasadas.

Llegado a este punto es de esperar que los fenémenos no lineales deformen las
ondas viajeras, y con ello, que rompan la onda estacionaria, lo que explica el cambio
de comportamiento de las energias electrostaticas al saturarse, como se observa en

las Figuras [3.1] De todos modos, ese andlisis se escapa del alcance de este trabajo.

30



CAPITULO 3. RESULTADOS

3 -
2 L
o 1
3&4 /
)
~
3
-2 -
-3
01 0.2 0.3 0.4 0.5
kEAp
(a) Frecuencia de oscilacién
0.2¢
0.0
g 02t
3
~ -04r¢
?\
06
08}
10 01 0.2 0.3 0.4 0.5
kAD
(b) Tasa de crecimiento
5.0
2.5 ‘
L
2 00
<
>
25
=0 01 0.2 0.3 04 05
kAD

(¢) Velocidad de fase

Figura 3.3: Soluciones de la relacion de dispersién lineal para la simulacién (i). Rom-

bos rojos denotan la configuracion de la onda més excitada.
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Figura 3.4: Soluciones de la relacion de dispersién lineal para la simulacién (ii).
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Rombos rojos denotan la configuracion de la onda maés excitada.
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Figura 3.5: Soluciones de la relacion de dispersién lineal para la simulacién (iii).

Rombos rojos denotan la configuracion de la onda maés excitada.
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