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Resumen

En la presente tesis se muestra como se puede usar un arreglo de relojes ade-
cuadamente preparado para extraer informaciéon sobre el campo gravitacional en el
contexto de la Relatividad General, extendiendo el marco de lo que se conoce como
“brajula gravitacional de relojes” (o “gravitational clock compass”). Se destacan las
diferencias conceptuales entre la version estandar y esta version extendida de dicho
arreglo, mostrando las nuevas soluciones obtenidas que permiten determinar tanto al
propiedades cinemaéticas del sistema de referencia (aceleracion y velocidad angular)
como las propiedades del espaciotiempo (curvatura) a partir de mediciones de relojes.
Ademés, se presentan resultados de simulaciones del proceso de inferencia para la
aceleracion y las componentes de la curvatura, utilizando herramientas estadisticas.
En particular, se discuten varios ejemplos de diferentes estrategias para el céalculo
de las distribuciones de probabilidad de las componentes de curvatura. Esto permite
anticipar la precision con la que se pueden determinar las cantidades fisicas en un
proceso de medicion realista.

Los resultados de esta tesis pueden encontrarse en el articulo asociado “Eztended
gravitational clock compass: new exact solutions and simulations”, G. Neumann, D.
Puetzfeld and G. F. Rubilar, Physicar Review D, 2020, submitted, que puede ser
encontrado en https://arxiv.org/abs/2006.09716.


https://arxiv.org/abs/2006.09716

Capitulo 1

Introduccion

La pregunta sobre como el campo gravitacional puede se determinado en una
forma operacional es de fundamental importancia en Fisica. Esto, en el contexto de la
Relatividad General, significa explorar de manera experimental las propiedades de la
geometria del espaciotiempo. En particular, se puede obtener el tensor de curvatura
de Riemann midiendo el desvio geodésico (es decir, la aceleracion relativa) que la
curvatura produce entre las lineas de mundo de un conjunto de cuerpos de prueba
vecinos (lo que se muestra en la ecuacion (2.7)). Esto condujo a la composicion de
un dispositivo llamado “gravitational compass” ! [1]. El esquema de este dispositivo
puede ser visto en la figura 1.1.

Desde el punto de vista experimental, los relojes modernos han alcanzado nive-
les de precision y estabilidad sin precedentes [?—7]. La aplicacién de relojes para
la determinacion del campo gravitacional representa entonces un tema de interés.
Una propuesta particular que ha recibido atencion es el llamado “gravitational clock
compass”’ (GCC) ? [4], que adapta la idea original presentada en [!], reemplazando
los cuerpos de prueba por relojes. En este caso, se usan las mediciones de tiempo
relativas entre dichos relojes para determinar la curvatura del espaciotiempo. Este
método para obtener la curvatua ha sido profundizado en |9, 10].

Mientras los trabajos antes mencionados lograron establecer los fundamentos del
GCC, el objetivo de este trabajo es ampliar lo ya realizado en ||, centrandose en
métodos que ayuden a manifestar su uso practico en futuros experimentos. Para ello,
se extenderd el marco del GCC de dos maneras.

En primer lugar, se obtendran nuevas expresiones analiticas que permitan deter-

'Esto puede ser traducido como “brijula gravitacional”. Este es un nombre adecuado pues este
dispositivo permitiria medir el campo gravitacional, y ademas orientarse en él.

2Cuya traduccion al espaiiol seria “brijjula gravitacional de relojes”. En el cuerpo de la tesis, se
usard su nombre original en inglés.



Figura 1.1: “Gravitational compass”. Las flechas indican las direcciones principales
del tensor de marea K, := Rgpequlu?, definido a partir del tensor de curvatura de
Riemann completamente covariante Rgpeq. Figura original de [1].

minar la aceleracion y velocidad angular del sistema de referencia en el que el proceso
se realiza. Lo mismo es llevado a cabo para las 20 componentes independientes del
tensor de curvatura, en el contexto de Relatividad General. Se remarcaran las dife-
rencias entre lo enunciado en [] y lo aca propuesto. ademés, se hara énfasis en las
configuraciones 6ptimas para los relojes usados.

En segundo lugar, se analizara la forma en la cual las cantidades fisicas (en par-
ticular, aceleracion y curvatura) pueden ser efectivamente medidas a partir de datos
obtenidos por una configuraciéon de relojes. Esto se hara a partir de la generacion
de datos sintéticos, los cuales seran usados para simular el proceso de determinacién
de parametros, a través de métodos estadisticos. Se prestara especial atenciéon en la
discucién sobre las distintas estrategias en que estos datos pueden ser usados para el
calculo de cada componente de la curvatura.

La estructura de esta tesis es como sigue: en el capitulo 2 se mostraran aquellos
aspectos de la teoria de la Relatividad General que seran relevantes para el desarrollo
de los capitulos futuros. En el capitulo 3 se mostrardn detalladamente los aspectos
teoricos del GCC. Se explicara como un arreglo de relojes puede ser usado para de-
terminar el estado de movimiento (aceleracion y velocidad angular) de un sistema de
referencia con respecto a otro en caida libre. Luego, se ilustrard cémo un arreglo de
relojes puede permitir la medicién del campo gravitacional, mostrando una solucion
analitica general para las componentes de la curvatura en términos de razones de
tiempo medidas por relojes, asi como de sus posiciones y velocidades en un sistema
de referencia dado. A continuacion, en el capitulo 4 se discutird como, y con qué
precision, se pueden determinar los distintos parametros, simulando el proceso de
estimacion usando datos sintéticos. Se mostraran primero las herramientas a utili-
zar, por medio de ejemplos simples. Luego, se discutird como estos datos sintéticos



son generados, incorporando posibles errores de medicion. Finalmente, se mostraran
ejemplos de la estimacion tanto de la aceleracién como de las componentes de la
curvatura. Se discutird la influencia en los resultados tanto de ciertos valores medi-
dos, como de la estrategia usada para computar los datos. Las conclusiones de este
trabajo serdn mostradas en el capitulo 5. Informacién complementaria util puede ser
encontrada en los apéndices A — C.



Capitulo 2

Relatividad General como teoria de
la gravedad

En esta tesis se considerard como base la teoria de la Relatividad General (RG),
que es la teoria que mejor describe actualmente la interacciéon gravitacional. En este
capitulo se mencionaran los aspectos de esta Teoria mas relevantes para el desarrollo
de esta tesis. Para un analisis méas detallado, se sugiere revisar || |—15]. Las notaciones
y convenciones utilizadas pueden ser vistas en el apéndice A.

2.1. Gravedad como curvatura del espaciotiempo

La teoria de la Relatividad General (RG) describe un campo gravitacional gene-
ral como un espaciotiempo cuadridimensional curvo (tensor de curvatura no nulo,
métrica no constante), geometrizando de esta forma la interaccion gravitacional.
Por esto, en esta teoria se ocupan las herramientas matematicas de la geometria
pseudo-riemanniana, siendo el campo dindmico fundamental el tensor métrico del
espaciotiempo, o métrica, g..

El tensor métrico permite definir cantidades observables en el espaciotiempo. Por
ejemplo, como extension natural de lo que ocurre en Relatividad Especial, en RG se
asume que los cuerpos masivos y los observadores “puntuales” describen trayectorias
en el espaciotiempo, o lineas de mundo Y“(7), que pueden ser parametrizadas a
través del tiempo propio 7, definido de tal forma que

ds 1

dr := — = —\/ga(x)dxtdx®, (2.1)
c c

donde ds es el elemento de linea definido a partir de la métrica gq, ver (A.1).

Este tiempo propio se interpreta como el tiempo que un reloj comdovil con el obser-

4



vador mide entre los eventos con coordenadas x* y x* + dxz®. De la igualdad (2.1) se
espera que el tiempo propio medido por un reloj dependa tanto de su posiciéon en el
espaciotiempo (mediado por los valores de la métrica g,,) como por su movimiento
(o velocidad, a través de los valores que pueda tomar dz®).

En esta teoria, la linea de mundo Y“(7) de una particula libre de fuerzas no-
gravitacionales estd dada por la ecuacién de la geodésica

Du®

dr

= u'Vyu" =0, (2.2)

donde u* = dY*/dr es su 4-velocidad, Du®/dr es la derivada covariante total a lo
largo de la linea de mundo, y V,u® es la derivada covariante del vector u®, ver (A.6)
y (A.4), respectivamente. Ambas derivadas se definen usando la conexion dada por
los simbolos de Christoffel, ver (A.3). Para una particula sobre la cual actian fuerzas
externas no-gravitacionales, el lado derecho de (2.2) ya no es cero'. En este caso, se
define la 4-aceleracién como

Du®

o= . 2.4
a = (2.4)

De esta manera, este vector a® cuantifica cudnto se desvia dicha particula de las
curvas geodesicas.

La geometria del espaciotiempo se relaciona con la fuente de la gravedad de acuer-
do a la ecuacion de campo de Einstein (sin constante cosmologica):

Ra— 30k = 0Ty, (2.5)
c

donde R, es el tensor de Ricci definido a partir del tensor de curvatura de Riemann
R..,°, R es el escalar de curvatura, ver seccion A.2, GG es la constante de gravitaciéon
universal, ¢ la rapidez de la luz en el vacio, y Ty, es el tensor de energia-momentum
de la materia (que describe su distribucion de energia, momentum, y sus flujos), y
es la fuente de campo gravitacional. Fl hecho de que el tensor de Riemann R..;,° sea
no nulo es el que nos indica la existencia de un campo gravitacional.

Se debe destacar que, si bien la curvatura estd bien definida en cada punto, ésta
se manifiesta solamente al estudiar propiedades no locales del espaciotiempo. Esto
puede entenderse recordando el principio de equivalencia |/ (], que establece que

'Por ejemplo, para una particula con carga ¢ y masa m moviéndose bajo la accién de un campo
electromagnético externo, su ecuaciéon de movimiento se escribe

Du® q b
_ 4 pa 2.3
dr mo o (2.3)

donde F'“; es el tensor de Faraday asociado a dicho campo.



en una vecindad de un evento siempre es posible encontrar coordenadas en las que
la métrica del espaciotiempo adopta aproximadamente su forma plana, es decir,

Gab = Nab = diag(17_17_17_1>a (26)

como si no hubiese gravedad. Desde un punto de vista fisico, esto se corresponde
con los sistemas de referencia en caida libre, también conocidos como sistemas de
referencia localmente inerciales (SRLI’s). En estos sistemas de referencia es en los
que son validas todas las leyes validas en el contexto de la Relatividad Especial.

Una de estas manifestaciones de la curvatura se encuentra en la ecuacién de
desvio geodésico. Considérense dos geodésicas infinitesimalmente cercanas en el
espaciotiempo, Y%(7) y Y%(7), descritas con el mismo parametro afin 7, y un vector
desplazamiento 0x® que va desde un punto de una geodésica a un punto de la otra,
caracterizados por el mismo valor del parametro 7, de tal forma que Y%(7) = Y(7)+
dz(T) (ver figura 2.1). La evolucién de este vector diferencia viene dada por

2
%5&5“ = —Rpeq®0ztuul, (2.7)
lo que describe como y cuanto se van acercando (o alejando) dos geodésicas cercanas
en un espaciotiempo con curvatura no nula. Si existiesen dos particulas que siguen
dichas geodésicas, este efecto se manifiesta como una fuerza de atraccion (o repulsion)
entre dichas particulas.

Como caso particular de espaciotiempo, en esta tesis se usara la solucién de Sch-
warzschild [17], o métrica de Schwarzschild, la cual describe el campo gravitacional
producido por un cuerpo esféricamente simétrico en reposo de masa M, fuera de
dicha distribucion de masa. Esta métrica, escrita en coordenadas de Schwarzschild
x® = (ct,r,0,p), tales que 0 € [0, 7] v p € [0, 27[, tiene elemento de linea

9 2
i = (1222 p - {2 0, ey
r —_ &'s

donde 2r, := 2GM/c? es el radio de Schwarzschild. Las componentes no nulas de la
curvatura, para esta métrica y en estas coordenadas, son

2r
Rr rt =2R 'r‘re =2R 7"7'%0 - —87
t b v r2(2rg — 1)
2r,
2Rgie" = 2Rg0" = Rype” = .

2r, sin?(f
2R<pwt = 2Ry = _R«J@we = T()’
2ry(2ry — 1
thtT = _2R9tt9 = —2tht¢ = 62(7’—4). (29)



/ M \
Figura 2.1: Bosquejo de dos geodésicas Y y }:/ y el vector diferencia dz% que une
dos eventos en estas lineas de mundo, Y%(7) y Y*(7) respectivamente, que verifican

Y1) = Y1) + d2%(7). La evolucién en el tiempo de este vector diferencia esta
dado por (2.7).

2.2. Campo gravitacional débil y redshift gravita-
cional

Cuando se comenzo6 a estudiar la teoria de RG, uno de los primeros efectos estu-
diados fue el de redshift gravitacional, el cual nos dice que exiten diferencias en
el tiempo (propio) medido por dos observadores ubicados en distintos lugares de un
campo gravitacional.

Por ejemplo, un campo gravitacional débil, como el producido por nuestro
planeta, en RG se describe por un espacio “ligeramente curvado”. La métrica de este
espacio se puede describir como una perturbacion de la métrica de Minkowski:

Gab = Tab + haba con ’habl < 1. (210)

Suponiendo ademas que los cuerpos se mueven muy lentamente, es decir, |[dY®/d7| <
¢, « = 1,2,3 (ver apéndice A para mas detalles respecto a la notacion), la tunica com-
ponente relevante de hy, en nuestra expansion (2.10) sera la componente puramente
temporal, hgg. Si ademés consideramos que el campo gravitacional es estacionario,
es decir, 0;hy, = 0, se puede encontrar que la componente 00 de la perturbacion hg
se puede escribir como

2
hoo ~ ggﬁ, (211)



donde

o=——— (2.12)

es el potencial gravitacional newtoniano producido por un cuerpo de masa M. De
esta forma, con las consideraciones mencionadas se obtiene que, a primer orden en

hOOJ
2

A esta aproximacion se le conoce como limite newtoniano.

La consistencia de la aproximacion (2.13) con la relacion (2.10) requiere que
|¢/c*| < 1. Considerando (2.12), esta condicion implica que GM/c*r < 1. Para
la suerficie del Sol’, GM/c*re ~ 107 mientras que en la superficie de la Tie-
rra®, GMg/c?re, ~ 107°. Esto confirma que, en estos casos, (2.13) es una buena
aproximacion.

Con esto en mente, considérese un emisor de senales en reposo en el punto de
coordenadas z¢ y un receptor en el punto z¢. Los respectivos tiempos propios de
emision y recepcion de dos senales estan dados, en esta aproximacion, por

dr, :%\/goo(xe) cdt2 = \[1+ 2¢C(;Ee) dte ~ (1 + gb(xe)) dt., (2.14)

2
]. 2 T r

dry ==/ goo(x:) 2 dt2 = /1 + ¢(2x ) dt, ~ (1 + @) dt,. (2.15)
c c c

En este caso, se puede demostrar que dt, = dt,, por lo que

dr 1425 (1 + ‘b(xr)) (1 - ch)) NGO P

dr, 14 2@ T 2 2 2 2
por lo que
dr, JANO)
~1+—. 2.17
dte + c2 ( )
Definiendo el redshift z como
dr,
= -1, 2.18
: dt, ( )
esto queda simplemente
Ag

2My = 1.989 x 10%0 kg, ro, = 6.957 x 10° km.
3Mg = 5.972 x 10%* kg, rg = 6.371 x 10® km.



Este efecto fue discutido inicialmente por el mismo Einstein |10, 12|, y confirmado
posteriormente por diversos experimentos [|9-25]. En efecto, es necesario tomar en
cuenta este efecto en los satélites que conforman el Sistema de Posicionamiento
Global (GPS) para su correcto funcionamiento (ver, por ejemplo, [20]).

2.3. Observadores acelerados y tetrada asociada

Considérese un observador que se mueve a lo largo de una curva de referencia en
el espaciotiempo (no necesariamente geodésica) Y *(7), parametrizada con su tiempo
propio 7. Este observador tendré asociado un marco de referencia definido por una
tetrada A“(;y ortonormal en todo tiempo, es decir,

X oA ) gab = NGy, VT (2.20)

donde 7;(j) = diag(1,—1, -1, 1), de modo que la condicién (2.20) significa que el
vector A%q) es tipo tiempo y de médulo 1, que cada vector A%q) (o = 1,2,3) es
tipo espacio y modulo -1, y que estos vectores son ortogonales entre si. Se usara esta
tetrada para describir un sistema de referencia comévil respecto del observador, esto
es, que para todo 7 su vector temporal serd la 4-velocidad del sistema de referencia
asociado a la tetrada, es decir, A%y = u®/c.

Este observador puede tener una 4-aceleracion como la definida en (2.4). Debido
a esta definicion, y a que la magnitud de la 4-velocidad es constante pues verifica
que uu, = ¢, la 4-velocidad y la 4-aceleracion del observador verifican

a’u, =0, (2.21)
es decir, son ortogonales. Ademas, las direcciones espaciales de la tetrada pueden
rotar en el espacio con un vector velocidad angular w®, definido de tal manera que

1 ,
w® = 3 —g €qpeati®Q, 0% =\

D)\a(i)

2.22
0, (222

donde €404 €s el simbolo de Levi-Civita 4-dimensional totalmente antisimétrico, y
@ = Xy gap nPO (2.23)
es la tetrada inversa, que satisface

)\a(i))\a(j) = 5@

G AN =4 (2.24)

Como consecuencia de (2.22a), w® también es ortogonal a la 4-velocidad, es decir,

wu, = 0. (2.25)
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abed

_ a,b b, a 1
= (a u’ — a’u® + Weris ucwd) Ab (i)

Figura 2.2: Evolucion de la tetrada A(; a lo largo de la curva de referencia Y (7).
Esta evolucion estd dada por (2.26).

Dadas estas definiciones, un dlgebra sencilla muestra que la derivada covariante
de la tetrada a lo largo de la linea de mundo considerada se puede escribir en funcion
de a*, u®, y w* como

DA% ( b__ _bya 1 bed )
= | a"u’ — a’u" + —— " ucwq | My, (2.26)
dr V=9
con g := det(gap). La evolucion de esta tetrada a lo largo de la curva se grafica

esquematicamente en la figura 2.2.

Se puede identificar a® como la 4-aceleracion de la tetrada ¢/r a una que se mueva
en una geodésica (tal y como se dijo al definir (2.4)), es decir, como la aceleracion
¢/r a un SRLI. Por su parte, podemos identificar a w® como la 4-velocidad angular
de la tetrada c¢/r a una que no rote espacialmente o, dicho de otra forma, como la
velocidad angular de rotacion de los vectores base espaciales A%y ¢/r a giréscopos
guia inerciales. Si w® = 0 se dice que la tetrada satisface el transporte de Fermi-
Walker, y es la trayectoria que sigue, por ejemplo, el vector de spin con rotacion
que acelera, pero sobre el cual no se ejerce ningin torque externo (ver, por ejemplo,
[12]). Por otro lado, si tanto a* como w® son cero, el observador se encuentra en caida
libre, es decir, define un SRLI.



Capitulo 3

Gravitational Clock Compass

En este capitulo se describirdn las caracteristicas principales del “gravitational
clock compass” (GCC) descrito originalmente en [¢], empezando por el sistema coor-
denado que se usard en los calculos respectivos. Luego, se mostrara el detalle del
modelo propuesto, haciendo énfasis en las diferencias entre lo descrito en este traba-
jo y lo mostrado en [3].

Durante este capitulo se usara la convenciéon en la que ¢ = 1.

3.1. Coordenadas de Fermi

Si bien es cierto que las cantidades fisicas son independientes de las coordenadas
usadas para describir un fenémeno o realizar algin calculo, la relacién explicita en-
tre dichas cantidades directamente medibles y las coordenadas puede ser no-trivial,
adoptando formas distintas en distintos sistemas coordenados, y complicando el ané-
lisis. Ademas, la ejecuciéon operacional de estas coordenadas es crucial cuando se trata
de mediciones.

Para los calculos de esta tesis se usarén las llamadas coordenadas de Fermi
o coordenadas normales (ver [17] y las citas alli para méas detalles, también puede
verse [27]). Estas coordenadas tienen la ventaja de que son las “méas parecidas” a
las cartesianas que podemos construir para un sistema de referencia que no sigue
una geodésica, como puede ser un laboratorio que no se encuentre en caida libre. En
efecto, las coordenadas de Fermi se reducen a las cartesianas, en el espacio plano,
para observadores no acelerados ni rotantes.

Estas coordenadas se construyen a partir de un observador que lleva asociada
una tetrada con las caracteristicas discutidas en la seccion 2.3. Ademas, se impon-

11
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dra la condicion de que las lineas coordenadas de las coordenadas de Fermi sean
paralelas a los vectores de la tetrada cuando se evaliian sobre la curva de referencia.
Matematicamente, esto equivale a que se cumpla que

= 0%, vT. (3.1)
En particular esto implica que, en coordenadas de Fermi,
u” = X = (1,0,0,0). (3.2)

Las expresiones (3.2), (2.21) y (2.25) implican que la 4-aceleracion y la 4-velocidad
angular, en estas coordenadas, son de la forma

a® = (0,a%), y w*=(0,w”). (3.3)

Ahora, consideremos un punto X en las vecindades de la curva de referencia Y, y
una tnica geodésica que los una. Definimos las coordenadas del punto X como

XY=, X% = s, (3.4)

donde £ es un vector tangente a la geodésica considerada, v s es la distancia propia
entre Y y X a lo largo de esta geodésica.

Si la tetrada \(® usada en (3.4) verifica (2.26), las coordenadas definidas en (3.4)
son llamadas coordenadas de Fermi o coordenadas normales. Un esquema de
la construccion de estas coordenadas puede ser visto en la figura 3.1.

Las coordenadas de Fermi, por construccion, no pueden cubrir toda la variedad.
En primera instancia, la region de validez de las coordenadas depende del movimiento
del observador, en particular, de la magnitud de la aceleracion |a®| y de la velocidad
angular |w®|. Si estas magnitudes son muy altas, a medida que la tetrada evolucione
en el tiempo habran regiones del espaciotiempo cubiertas por mas de un sistema
coordenado, en distintos tiempos, mientras que otras regiones no estaran cubiertas
por ninguna (para mas detalles, puede verse la seccion 6.3 de [12], v [27]). Asi,
estas magnitudes definen dos escalas de longitud caracteristicas, loccq = ¢2/|a%|, y
lror = ¢/|w®|. Las coordenadas de Fermi proveen una buena descripcion para la region
| X < ¢, para ambas distancias. Para un observador en reposo sobre la superficie de
la Tierra, laccel = /] 0% iemal = 101m (= un ano luz), y liot = ¢/|Q%i0mal = 4% 10m
(~ 27 UA'). Esto muestra que, en las cercanfas de nuestro planeta, las coordenadas
de Fermi son adecuadas para describir fenémenos gravitatorios.

Ademés, la region de validez de las coordenadas de Fermi también estd dada
por la intensidad del campo gravitacional en la regién de interés, es decir, por el

!La unidad astronémica (o UA) es una unidad de longitud que equivale aproximadamente a la
distancia media entre la Tierra y el Sol. 1UA ~ 1.5 x 10 m.



13

Xo — Sgb)\b(a)

Figura 3.1: Construccion de las coordenadas de Fermi alrededor de la curva de
referencia Y. Podemos ver las coordenadas X® de un punto X en las vecindades de
Y. Sus coordenadas espaciales estan construidas por medio de los vectores espaciales
de la tetrada )\b(a), que se ven en azul, mientras que en rojo se ve el vector £ tangente
a la (nica) geodésica que une Y con X. Ademas, se muestra la hipersuperficie a 7
constante, que define la coordenada temporal X° del punto X.

valor de las componentes de la curvatura en la vecindad de la curva de referen-
cia. Esto, pues se espera que la curvatura no cause que las geodésicas se crucen
(debido a la ecuacion de desvio geodésico (2.7), dos geodésicas inicialmente dife-
rentes podrian cruzarse), para que se cumpla que la geodésica que une los puntos
Y y X sea tnica, como nos pide la definicion (3.4). Esto define otra escala de dis-
tancias, leray = Min{|Rapea| ™%, | Rabed|/|0c Rabeal} [27]- En general, para un campo
gravitacional producido por una masa M descrito por la métrica de Schwarzschild
(2.8), tendremos aproximadamente que (g, = min{|r,/r3|~1/2, r/3}, donde r es
la coordenada radial donde se estd midiendo, que puede ser aproximada a la dis-
tancia desde el centro del objeto en consideracion. Para la superficie de la Tierra,
g /13 12 R 341 x 1072 m™2|71/2 & 1.71 x 10" m, ¥ Trierra/3 & 2.12 x 10°m,
por lo que lgay ~ TTierra/3 ~ 10°m. Asi, se concluye que las coordenadas de Fermi
son adecuadas para describir experimentos en las cercanias de la Tierra, incluyendo
satélites artificiales que la orbiten.

Reemplazando las tetradas (3.1) y los valores de la aceleracion y la velocidad
(3.3) en (2.26), se pueden encontrar las componentes de la conexion. Al hacer esto,
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se obtiene que estas componentes, evaluadas sobre la curva y en estas coordenadas?,
valen

Lo’ =0, (3.5a)
[.s¢ =0, (3.5b)
Loo® = a®, (3.5¢)
Lo’ = aq, (3.5d)
Log® = —€“p,w7. (3.5e)

De aqui en adelante, €,3, es el simbolo de Levi-Civita 3-dimensional, y se usara la
métrica euclidiana 3-dimensional 0,3 para subir y bajar indices espaciales (griegos)
de cantidades puramente espaciales. En particular, a, = d,pa°, y €%g, = (5‘156557.

Las derivadas temporales de la conexion sobre la curva se encuentran simplemente
derivando (3.5) con respecto al tiempo, y adoptan la forma

OoT00” = 0, (3.6a)
BoLns = 0, (3.6b)
Lo = Opa®™ =: b°, (3.6¢)
00T 00" = ba, (3.6d)
OpLop® = —€“3,00w” =: —€“3yn". (3.6e)

De la definicion de curvatura (A.7) se pueden obtener las derivadas espaciales de
la conexién en términos de dicha curvatura, las cuales son

9.0’ = b, — aﬁeﬂwuﬂ, (3.7a)

9alo0” = — Rono” — GanV + aga’ — 5£w7w7 + waw?, (3.7b)

8QF050 = — ROQBO — Qnag, (37C)

O0ul'0s” = — Roug” + Eva(swéaﬁ, (3.7d)
1 2

8a1“57d = § (Rag'yd + Ra,ﬂgd) =: gRa(Bv)d' (3.76)

3.1.1. Forma explicita de la métrica

Para determinar la métrica en el punto X (en la vecindad de la curva de referencia
Y (7)) con coordenadas y“, se considerara la expansion de la métrica alrededor de
nuestra curva de referencia hasta segundo orden en las coordenadas y*:

C 1 C
gab’X = gab|Y + (acgab)’Y Yy + 5 (acadgab)|y Yy yd +e (3'8)

2En adelante, omitiremos la notacién |y para indicar cantidades evaluadas sobre la curva Y, ya
que todas las cantidades seran expandidas en torno a esa curva de referencia.
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En coordenadas de Fermi, dada la eleccion de los vectores de la tetrada (3.1) y a sus
propiedades de ortonormalidad (2.20), se tiene que

gab|y = Nab, (39)

mientras que las derivadas de la métrica deben ser calculadas. FEn este caso, las
derivadas de la métrica pueden ser obtenidas considerando la condicién de metricidad
(A.5) y sucesivas derivadas de ésta, esto es,
acgab = 29d(arb)cd7
acadgab =2 [(adge(a>rb)ce + (adrc(ae>gb)e] ) (310)

etc. Combinando (3.10) con (3.5), las derivadas de primer orden de la métrica quedan

dogoo = dgoa = 09as = Oygas = 0, (3.11a)
aagoo = 2aa7 (311b)
08900 = €apyw’ (3.11c)

Para las derivadas de segundo orden de la métrica se usa nuevamente (3.10), combi-
nandola con (3.6), (3.7), y (3.11) obteniendo

9000900 = 9o0ogoa = 9000gap = 00vgas = 0, (3.12a)

9090900 = 2ba, (3.12b)

80869001 = _67[357759047 = 6(1,867767 (312C)

9500900 = — 2Ropa’ + 2aaa5 — 26a4pw,w” + 2wawp, (3.12d)
2 4

0y05900 = —3 (Ramo + RWO) = — gRa(BV)O, (3.12¢)
1 2

050190 = —g(Rmm + R'yﬁaé) = —gR'y(ag)(;, (3.12f)

donde, y de aqui en adelante, se recurrira a la convencién usual para bajar el altimo
indice de la curvatura, usando la métrica completa.

La ecuacion (3.12f) es distinta a la correspondiente en el set de ecuaciones (15) del
articulo original [¢]. Esto es debido a que, en esta tesis, se baja el indice contravariante
de la curvatura usando la métrica completa g., en lugar de bajarlo con la métrica
euclidiana 3-dimensional d,5 como se hace, por ejemplo, en (3.5), y como se hizo en
[%] con dicha ecuacion en (15).

Reemplazando (3.9), (3.11) y (3.12) en (3.8), se obtiene que el elemento de linea
en coordenadas de Fermi para un punto en la vecindad de la curva de referencia,
hasta segundo orden en las coordenadas y“, se escribe como

ds2}X = (dy®)*[1 + 2a,y" + 2bay"y" + (@aas — Sapwyw” + Waws — Roaﬁg)yo‘yﬂ
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+ 2dy°dy [€ap, Wy’ + €asyn Yy’ — gRamoyﬁy”}
— du®d B l v, ,0

y“dy [(5a/3 + 3Rw55y Y } + 0(3) (3.13)
Es importante destacar que, al escribir el elemento de linea como en (3.13), se ob-
tienen en los relojes efectos que dependen de la aceleracion y la velocidad angular,
es decir, de cantidades puramente cineméticas asociadas al sistema de referencia en
el que estamos observando. Esto se debe a la eleccion de un observador general, que
puede ser no-inercial. Ademas, podemos ver que en los términos a primer orden solo
aparecen estos efectos cinematicos, mientras que en los términos a segundo orden
aparecen ademas los efectos de la curvatura en el elemento de linea.

Este resultado serd usado para describir el comportamiento de relojes en la vecin-
dad de la linea de mundo de referencia, en las coordenadas que se estan usando.

3.1.2. Comportamiento aparente de relojes

Usando (3.13) se puede ver que, en el espacio curvo y en coordenadas de Fermi, la
razén entre tiempos propios de dos relojes, ubicados uno sobre la curva de referencia
Y y el otro sobre un punto X de coordenadas y*, en las vecindades de Y, viene dada
por

dS|X ? dyO 2 o, B o a, B
= [ — 0ap0 0" + 20,y + Y'Y’ (aqas — dapww” + Waws — Roapo)
d8|y dS|y

4 1
+ 2’()0[6&/371/’80)7 — gvay’gy”Rag,yo — gv%ﬁgﬂy‘sRmm + 1| + O(3),
(3.14)

donde v* := dy®/dy" es la velocidad (coordenada) del reloj ubicado en el punto
X. Se definiré la cantidad adimensional C' de tal manera que

_ d 2
C'(yOZ’yO’,Ua’aoz’wa’ba?na’Rade) + 1:= <ﬁ) . (315)
d8|y

Esta definicion es diferente a definicion de la cantidad C' mostrada en la ecuacion
(23) de [|%], y serda mas til pues simplficara los célculos y las expresiones venideras.

Esta razon de tiempos C' esta relacionada con el redshift z (de X con respecto a
Y). En efecto, dada la definicion usual del redshift

14 2= (d5|y>, (3.16)

dS|X
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se tiene que

C+1= (dle)Q = (1+2)2 (3.17)

Notese que, si z < 1, entonces

C~ —2z. (3.18)

Para este trabajo, se supondra que el reloj ubicado en la curva de referencia, que
serd llamado reloj de referencia, esta siempre en reposo respecto de dicha curva.
Con esto, (dy")/(ds|y) = 1, por lo que (3.14), usando ademas (3.15), queda

C' = — 8apv™0” + 2a,y" + 2003°Y° + y*Y® (a0as — Jupw,w” + waws — Roapo)

4 1
+ 20%€agy (YW + 30y ) — gv“yﬁ Y Rago — gv"vﬁ Y'Y’ Ryaps + O(3).
(3.19)

Esta suposicion es diferente a la usada en el trabajo original %], donde el reloj de
referencia tenia la misma velocidad (coordenada) que el reloj ubicado en el punto X,
por lo que la ecuacion (3.19) es diferente a la ecuacion (24) de [], la cual es su simil.
Ademas, y por simplicidad, se considerara el caso en que las cantidades involucradas
son independientes del tiempo, es decir, b, = 1, = 0, por lo que el elemento de linea
queda escrito finalmente como

C = — > 4+ 2a,y" + Yy’ (04ats — Sapw,w? + Waws — Roaso)

4 1
+ 20%€ap Yy w? — gvayﬁvaagvo — gvavﬂyvyéme + O(3), (3.20)

donde se ha ocupado v? = d,5v"0”. Esta sera la llamada “ecuacién maestra”, la
igualdad mas importante para el desarrollo de esta tesis. Es la que méas se usara,
pues relaciona una cantidad medible (lado izquierdo) con las propiedades del sistema
de referencia y del campo gravitacional (lado derecho).

3.2. Gravitational Clock Compass: idea central

Cémo determinar el campo gravitacional en una forma operacional ha sido de
suma importancia en area de la gravitacion. En 1956, Pirani sugiere que las compo-
nentes fisicas (es decir, las linealmente independientes) del tensor de Riemann pueden
ser determinados por un experimento donde se dispone de una nube de particulas
de prueba y se miden sus aceleraciones relativas las cuales, considerando (2.7), son
proporcionales al tensor de Riemann [28]. Inspirado en esto, en [!]| se introduce el
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concepto de “gravitational compass”, un arreglo de particulas de prueba conectadas
por resortes (como se muestra en la figura 1.1). La curvatura se manifiesta en forma
de tension sobre los resortes.

Inspirandose en esta idea es que es postulado el GCC [¢] el cual, en vez de conside-
rar la aceleracion relativa entre particulas, toma en cuenta los efectos gravitacionales
en la medicion de tiempo propio de relojes estandar, descrito en la seccion 2.2. De
esta manera, la idea principal del GCC es considerar diferentes configuraciones de
relojes, es decir, cierta cantidad de relojes con posiciones y velocidades diferentes
entre ellos, y medir sus tiempos propios relativos respecto de un reloj de referencia,
como sugiere el resultado de la seccion 3.1.2. Realizando esto con varios relojes con
diferentes configuraciones iniciales, se obtienen varias copias de (3.20), con distintos
valores medidos para las razones de tiempos en sus lados izquierdos, y una combina-
cion entre los valores para las posiciones y velocidades de dichas configuraciones y
las incognitas en el lado derecho, las que seran la aceleracion a®, la velocidad angular
w®, y/o las componentes del tensor de Riemann R,g.5, segin corresponda al caso en
cuestion. En otras palabras, se obtiene un sistema de ecuaciones que usaremos para
encontrar las cantidades fisicas deseadas. Notar que este sistema de ecuaciones sera,
en general, cuadrdtico en las variables a® y w®, y lineal en R..p5 (ver (3.20)).

Se comenzara etiquetando las posibles configuraciones de posicion y velocidad
para los relojes. Para la posicion, se etiquetaran estas posibles configuraciones como:

Y11 0 0
Wyr=1 0 |, @y =1y |, @yr=1 0 |,
0 0 Y33
Ya1 0 Ye1
Wy = v |, Oy = v |, ©ye—| 0 |, (3.21)
0 Ys3 Y63
(Mo — _(Wya ©)y — _@a Oy — _ @0

Esta forma difiere ligeramente a la definida en (25) de [¢], con la intencion de que
aparezcan las distancias de manera explicita. Estas condiciones iniciales pueden ser
vistas esqueméaticamente en la figura 3.2.

Para la velocidad se considerara, a menos que se indique lo contrario, el caso mas
general en el que cada reloj puede tener una velocidad general, es decir, en que cada
una de sus componentes sean no nulas. Se escribira la configuracion general para la
velocidad como

My = | v |, (3.22)
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Figura 3.2: Esquema de las posiciones (3.21) usadas como condiciones iniciales para
los relojes. Figura adaptada a partir de esta figura original.

donde n denota el n-ésimo reloj considerado (o la n-ésima condicién general consi-
darada, en caso que éstas se especifiquen). Si bien es cierto que esta definicion es
méas general, durante la tesis se mencionaran algunas configuraciones particulares
similares a las definidas en las ecuaciones (26) de [%].

Por su parte, la aceleracion y la velocidad angular son propiedades del sistema
de referencia, por lo que los vectores a® y w® son tnicos dada la definicion de dicho
sistema. Estas cantidades se denotaran como

ai w1
ao=1\ a |, yv wa=1| we |. (3.23)
as w3

3.3. Determinacion de la aceleracion lineal y veloci-
dad angular, a primer orden

Se comenzard viendo como se pueden encontrar configuraciones de relojes que
permitan determinar las componentes de las cantidades cinematicas relacionadas al
sistema de referencia, es decir, como se puede determinar la aceleracion lineal a® y la
velocidad angular w®, considerando s6lamente los términos a primer orden de (3.20),
esto es, considerando sélo

C = —v 4+ 2a,y" + 20%€ap,y W + O(2). (3.24)


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Coord_system_CA_0.svg
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Este andlisis no aparece en [3|. Fue realizado para esta tesis, para poder compararlo
con el caso clasico.

3.3.1. Determinacion de la aceleracion lineal

Para la determinacion de la aceleracion lineal, se reescribe (3.24) como
20,y = A1<éa ye, v, wa)’ (325)

donde la razén de tiempo medida C, asi como el resto de las cantidades involucra-
das, como la posicion y velocidad del reloj y la velocidad angular del sistema, son
recolectadas en la cantidad A; del lado derecho de (3.25), de tal forma que

A (CLy* v w®) = C 40 — 20%a,5°W7. (3.26)

Cabe notar que, para despejar la aceleracion del sistema, todas las cantidades in-
volucradas en la definicion de A; se asumiran conocidas, pues nuestros resultados
dependeran de ellas.

Para este caso, considerando (3.21) y (3.22), se tendra el sistema

200y = Ay (WO, My My )
B AP (3.27)

donde ™ es el valor de C' dado por la expresién (3.25) evaluada para un reloj en la
posicion My con velocidad ™v®. Esto representa n ecuaciones con n configuraciones
diferentes. Para determinar las componentes de la aceleracion se usaréan 3 relojes, en
las posiciones My, Py y Blye donde cada reloj poseerd una velocidad general
(3.22). Esto puede elegirse de esta forma ya que, viendo el lado izquierdo de (3.27),
se puede notar que en el término donde aparece la aceleraciéon no depende de la
velocidad lineal del sistema.

Esta eleccion lleva a un set de ecuaciones que puede ser usado para resolver las

componentes de a,. Esta solucion, en términos de los C’s, queda

1 _
ay :ﬁ ((I)C — 2wau13Y11 + 2wW3v12Y11 + (1)?12) ;
11

1 _
(g =-— ((2)0 + 2wW1023Y22 — 2w3V21Y22 + (2)712) ;
2122
1 _
as =2y (BC — 2wiv30y33 + 2wov31y33 + P0?) . (3.28)
33

Estas expresiones pueden ser usadas para obtener la aceleraciéon a partir de medicio-
nes de un arreglo con 3 relojes distintos.
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Como caso particular de interés, si se fija la velocidad de cada reloj como cero, se
obtiene

1) 2 3)
ay = E, g = 2, as = 2 (329)
2y11 2y22 2y33
Es importante notar que esta tltima solucion (3.29) no depende de la velocidad an-
gular del sistema, por lo que no requiere otro conocimiento previo sobre el sistema
de referencia para determinar su aceleracion, sino que sélo se requiere conocer canti-
dades medidas directamente, que son las distancias y;; y las razones de tiempo )C
de los relojes utilizados.

Ademaés, notese que este resultado es consistente con el obtenido en (2.19). En
efecto, usando (3.18) se puede escribir alguno de los resultados obtenidos en (3.29),
considerando el caso en que la aceleracion es paralela a uno de los ejes, como

p= - (3.30)

c2

Esta expresion es compatible con (2.19) pues, en este caso, Ap ~ —aqyi;.

3.3.2. Determinaciéon de la velocidad angular

Para determinar la velocidad angular del sistema se procedera de manera analoga
a la seccion anterior, reescribiendo (3.24) como

20% s,y WY = Ay(C, Yy, v®, a®), (3.31)
donde, al igual que en la definicion (3.26), se define
As(y®, 0%, a%) = C+v® = 2a,y" (3.32)

En esta funcion A, se han incluido todas las otras cantidades involucradas que, una
vez mas, se supondran conocidas.

Considerado (3.21) y (3.22), queda el sistema
9 (n)vaﬁam(n)yﬁwv — A2((n)c_v’ (e (Mger @)
= W4, (3.33)
el cual, al igual que en la seccion anterior, representa un sistema de n ecuaciones, que
necesita n configuraciones diferentes para ser resuelto. Para este caso, se usaran relo-

jes en las posiciones Ny®, @y v Gy los cuales tendran las siguientes condiciones
para la velocidad:

0 0 V31
vis |, @Ape=1|( 0 |, Gpe=1|( 0 |, (3.34)
0 V23 0

(1) o —
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es decir, se usaran 3 relojes en total. Notese que estas velocidades se han elegido de tal
manera que sean ortogonales a su correspondiente posicion pues, del lado izquierdo
de (3.33), se ve que solo las componentes perpendiculares a la posicion contribuyen
a dicho término, mientras que las paralelas se anulan, por lo que es méas simple que
la velocidad sélo tenga componentes perpendiculares.

Considerando estas condiciones iniciales, la solucion explicita de este sistema ser4

1 —C + 205150 — 03

w g
2122023
w2 _ —(3)0 + 2a3y33 — Ugl
2Y33V31
M 4+2 — 2
W o Ot 2y — vy (3.35)
2y11012

3.4. Determinacioén de la aceleracion lineal y veloci-
dad angular, a segundo orden

Se continuarad viendo como se puede determinar las propiedades del sistema de
referencia, considerando ahora los términos de la expansion (3.20) hasta segundo
orden en las coordenadas. En esta seccién se considerara que la contribucion de las
componentes de la curvatura a la cantidad C' es despreciable.

Los resultados de esta seccion, y de la siguiente, estan basados en lo hecho en [], y
son muy similares, aunque no iguales. Las diferencias entre ambos seran comentadas
a medida que vayan apareciendo.

3.4.1. Determinacion de la aceleracion lineal: solucion con 3
relojes

En este caso, para la determinacion de la aceleracion lineal se reescribira (3.20)
como

2a,y" + aaaﬁyayﬂ = B1(C,y"~, v, w®), (3.36)

donde todas las razones de tiempo medidas, asi como el resto de las cantidades
involucradas, son recolectadas en la cantidad B; del lado derecho de (3.36):

B (C,y*,v*,w®) = C+v*—y™yf (wawg — 5a5w2) — 2v°‘eamy6w7. (3.37)
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Al igual que en la seccion 3.3 cuando se definieron las cantidades A; en (3.26) y
Ay en (3.32), todas las cantidades involucradas en la definicion de B; se asumiran
conocidas, pues nuestros resultados dependeran de ellas.

Para este caso, considerando (3.21) y (3.22), se obtiene el sistema de ecuaciones

200y + anas Myt Myt — By ((E, My (e o)
= "B, (3.38)

donde ™C es el valor de C' dada por (3.20) evaluada en la posicion ™y y la
velocidad (v®. Esto define un sistema de n ecuaciones con n configuraciones iniciales
diferentes.

Es posible resolver el sistema (3.38) y determinar las componentes de la aceleracion
con solo 3 relojes, en las posiciones My, Py y Glye donde cada reloj poseera una
velocidad general (3.22), es decir, la misma configuracion usada en la seccion 3.3.1.

Con esta configuracion, se puede resolver el set de ecuaciones obtenido para las
componentes de a®. Si bien es cierto que, al ser ecuaciones cuadraticas, se tienen dos
soluciones para las componentes de la aceleracion, sélo una de ellas es fisicamente
admisible. Asi, la solucién del sistema de ecuaciones, en términos de los C’s, resulta

1 -
ay = y_ (\/(1)0 + 2w3v19y11 — 2waviayi1 + WiV + wiyd + W2 41 — 1) |
11
1 -
ap = y_ (\/(2)6’ + 2w V3o — 2w3Va1Yao + WY, + Wiy, + P02 + 1 — 1) |
22
1 -
as = y_ (\/(3)0 + 2waU31Y33 — 2W1V32Y33 + WiYs + wiyds + P2 + 1 — 1) . (3.39)
33

(Recordar que los indices de estas cantidades puramente espaciales se bajan con la
métrica euclidiana 3-dimensional 0,45, como fue hecho en (3.5).) Estas expresiones
pueden ser usadas para obtener la aceleracion a partir de mediciones de un arreglo
con 3 relojes distintos.

Como caso particular, si se ubican los relojes en reposo, esta solucion queda escrita
como

1 —
ay = — (\/(1)0 +wiyt +wiyh +1- 1) 5
Y
1 —
ay = — (\/(Q)C +wiys, +wiys, +1— 1) ;
Y22
1 —
“ = <\/(3)C +wiyds +wiyis +1— 1) : (3.40)
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3.4.2. Determinacion de la aceleracion lineal: solucién con 6
relojes

La cantidad de relojes en la solucién anterior no es la tinica posible. En efecto,
es posible obtener las componentes de la aceleracion utilizando 6 ecuaciones que
provengan del uso de 6 relojes, las cuales permiten cancelar los términos cuadraticos
que aparecen en el lado izquierdo de (3.38), de forma que no aparezca una raiz en
el resultado. De esta manera, para determinar las componentes de la aceleracion se
usaran relojes en las posiciones My, 2y Ggya (Mya E)ya v Oy de (3.21), donde
cada reloj posee una velocidad general (3.22). Esta velocidad puede elegirse asi pues,
viendo el lado izquierdo de (3.38), y de la misma manera a lo ocurrido en la seccion
3.3.1, se puede notar que en los términos donde aparece la aceleraciéon no aparece la
velocidad lineal del sistema.

Esta eleccion lleva a un set de ecuaciones que puede ser usado para resolver las
componentes de a,. Esta solucion, en términos de los C’s, es

ay :K ((1)0 — (7)0 — 2w2y11 (’013 =5 U73) -+ 2w3y11 (?}12 + ’U72) + (1)U2 — (7)2}2) ,
11
1 _ _

a2 ~lum @0 — BC + 2w1ynn (vas + vss) — 2wsyaz (var + vs1) + Po? — (8)U2) ;
22
1 _ _

@ = BIC — OC — 2wiyss (vsz + vg2) + 2wayss (vs1 + ver) + Po® — Op?) .
33

(3.41)

Asi, estas expresiones pueden ser usadas para obtener la aceleracion a partir de
mediciones de un arreglo con 6 relojes distintos.

Si se considera que cada reloj tiene la misma velocidad, es decir, que Mv® =
(v1,v9,v3) para todo n, se obtiene

a] = —— <(1)C_' — (7)0 — 4&12113911 + 4W3U2?Jll> )
4y11
1 _ _
ay = —— (D0 — OC + dwiv3y2n — dwzviyas)
4y2o
1 _ _
az = T (BIC — OC — dwivayss + dwrvryss) - (3.42)
33

Como caso particular de interés, si se fija la velocidad de cada reloj como cero, se
obtiene
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az=— (WC -90). (3.43)

Esta tltima solucion (3.43), igual a lo ocurrido para la solucion (3.29), y a dife-
rencia de las demaés soluciones mostradas en esta seccién, no depende de la velocidad
angular del sistema, sino que sélo depende de cantidades medibles (las distancias y;;
y las razones de tiempo (j)é) por los relojes.

3.4.3. Determinaciéon de la velocidad angular: relojes en mo-
vimiento

Para determinar la velocidad angular del sistema procederemeos de manera anélo-
ga a la seccion anterior, reescribiendo (3.20) como

20%€ap,y WY — Yy’ (Sapw? — waws) = Ba(C,y*, v, a%), (3.44)
donde, al igual que en la definicion (3.37), definimos
By(Cry* v, a%) = O+ 0% —2a,y" — anasy®y’, (3.45)

donde incluimos en la funcion B, todas las otras cantidades involucradas que, una
vez mas, supondremos conocidas.

Considerado (3.21) y (3.22), nos quedamos con el sistema
2y, 5 MyBiy — Wyayd (5002 — wowg) = By(WmC, My (mya )
=: ("M B, (3.46)

donde hemos introducido una nueva notacién, en la que aparecen 2 indices en la
funciéon Bs, los cuales representan el indice n para condicion inicial de la posicién, y
el indice m para la condicion inicial de la velocidad, respectivamente, de manera que
(mm) ' es el valor de la cantidad C' dado por (3.20) evaluada en la posicion ™y y la
velocidad (™v®. Este cambio de notacion serd usado de aqui en adelante. Al igual que
en las secciones anteriores, la expresion (3.46) define un sistema de ecuaciones, que
necesita cierta cantidad de combinaciones diferentes de los posibles valores iniciales
de los relojes para ser resuelto.

A diferencia de lo mostrado en la seccién 3.4.1, en este caso es dificil encontar
una solucion simple usando sélo 3 relojes. Por esto, se usaran 6 relojes en total para
encontrar una solucion, en las posiciones My, Py v Gy con 2 relojes en cada
posicion, los cuales tendran una de las siguientes posibles velocidades:

0 0 U3
Wy = | vy |, @y — 0 : @y = 0 :

0 Va3 0
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0 0 — V61
Wy = | —vgp |, O = 0o |, = 0 |. (347
0 —7Us3 0

Notar que se han escogido estas velocidades de forma que sean ortogonales a su
correspondiente posicion, igual a como fue hecho en la secciéon 3.3.2, lo que permite
que las soluciones tengas formas mas simples.

Considerando estas configuraciones para los relojes, la solucion explicita de este
sistema sera

i TICHCIC — iy +
2122 (V23 + Vs3)

s, —GIC4+GHC -2+
2y33(v31 + V1)

g —EUC 4+ N0 — o) +0f,

w” = , 3.48
2911 (V12 + V42) ( )

donde aparecen los dos indices en la razén de tiempos, el primero para una de las
posibles posiciones iniciales definidas en (3.21), y el segundo para la condicion inicial
de la velocidad, definidas en (3.47). Esta solucion puede ser simplificada considerando
que, de los dos relojes en la misma posiciéon, uno tiene una velocidad determinada,
y el otro se encuentra en reposo. Asi, la solucion obtenida es

_(2’2)6 + (2’0)0 — /U§3

Y

?

w = ,
2Y22V23
o —BICLEIC
2Y33V31 ’
AN 4 MO g2
W= i "2 (3.49)
2y11012

donde el indice 0 para la velocidad denota relojes quietos con respecto al sistema
de referencia (v* = (0,0,0)). Finalmente, la solucion puede quedar escrita de mane-
ra més simplificada, configurando los relojes en la misma posicion con velocidades
iguales y opuestas, de tal manera que la soluciéon queda escrita como

_(2’2)6_' _|_ (27_2)0

1
w g
429023
w2 _ _(3’3)0 + (37_3)0
433031
_(171)0 (17_1)0
w? = i : (3.50)
4y11012

donde el signo (—) en el indice de velocidad indica una velocidad opuesta a la definida
en (3.47).
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3.4.4. Determinacion de la velocidad angular: relojes en re-
poso

Viendo (3.44) se puede notar que las componentes de la velocidad angular sélo
aparecen linealmente multiplicadas por la velocidad, mientras que aparece cuadrati-
camente multiplicada por la posicién. Por esto, no se pueden encontrar los valores de
cada componente de la velocidad angular usando sélo relojes en reposo. Sin embargo,
si es posible encontrar los valores absolutos de dichas componentes. En efecto, usando
tres relojes con velocidad nula en las posiciones My®, Py y Gy v reemplazando
en (3.20) se obtiene un sistema de ecuaciones para las incognitas w?, w3 y w2, cuya
solucion es

o COg  GOC 4?2 @2 a2 a1 ay  as

2
wi = — — i e e
! 29%1 29%2 29%3 2 2 2 Y11 Y22 Y33
2 (1’0)0 i (Q’O)C’ (3’0)0 a% a% n CL% i aq a9 I as
w, = — — —_— =4+ =4+ —— —+ —
2 2yt 2y3, 2035 2 2 2 yn Yo Yss

w2:_(170)é_(270)64_(370)04_&_%_‘_&_%_&_%4_24_2_2 (351)
s 2y%, 2y3, 4 3 2 2 2 yn Y2 Y33

Si posicionamos los 3 relojes a la misma distancia del reloj de referencia, es decir,
Y11 = Y22 = Y33 = Y, esto se reduce a

1 _ _ _

wi =5 (POC - COC - BOC — afy? + ady® + aly® — 2a1y + 2a0y + 2a3y) ,
1 _ _ _

w? :2y2 (_(1,0)6Y + @OC _BOC 4 a2? — a2y® + ay? + 2a1y — 2a0y + 2a3y) ;
1 _ _ _

w? :2y2 (_(1,0)0 — @O0 4L GOC 4 aly? + azy® — azy® + 2a1y + 2a0y — 2a3y) .

(3.52)

3.4.5. Determinacién simultanea de la aceleraciéon lineal y la
velocidad angular

Las soluciones presentadas en las secciones 3.4.1-3.4.4 tienen la particularidad de
que, para encontar la cantidad fisica buscada, en algunas situaciones es necesario
conocer la otra de antemano, por algin otro método (por ejemplo, en la soluciéon
(3.41) mostrada en la seccion 3.4.1 es necesario conocer los valores de la velocidad
angular para encontar los valores de la aceleracion). En esta seccion, se extendera
el andlisis para encontrar configuraciones que nos permitan obtener la aceleracion
lineal y la velocidad angular del sistema de referencia de manera simultinea, esto es,
calcular las seis componentes de a® y w® usando una tinica configuracion de relojes.
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Figura 3.3: Configuracion de los relojes usada en la determinaciéon simultdnea de
la velocidad angular (3.54) y la aceleracion lineal (3.56) del sistema de referencia. Al
igual que la figura 3.2, esta figura fue adaptada a partir de esta figura original.

Luego de analizar la ecuacion maestra (3.20), se encontr6 una configuracion de 6
relojes que entrega una solucion analitica relativamente simple. Se ubica un par de re-
lojes en la misma posicion a lo largo de cada eje, y para cada par se eligen velocidades
con sentido opuesto, perpendicular a su vector posicion. Con estas consideraciones,
la configuracion para los relojes se escoje de tal manera que los 3 primeros estén en
las posiciones Ny, Py y Gy como en (3.21), con velocidades perpendiculares a
su posicion, esto es,

0 Vo1 V31
W= vy |, @ = 0 R I (3.53)
V13 Vo3 0

mientras que los 3 relojes restantes estaran ubicados en la misma posicién, pero con
velocidades opuestas al correspondiente del primer grupo. Esta situaciéon se ilustra
en la figura 3.3.

Para esta configuracion de relojes, se obtienen las siguientes expresiones para la
velocidad angular y la aceleracion del sistema de referencia:

_ U21U31Y22Y33 AWC + V12V31Y11Y33 ADC + V13V21Y11Y22 A®C

4y11Y22Y33 (U12U23U31 - U13U21U32)

W1 = )


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Coord_system_CA_0.svg
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V21V32Y22Y33 AWC + V12V32Y11Y33 ADC + V12V23Y11Y22 A®C

Wy = — , 3.54
? 411922933 (U12U23U31 - U13U21’032) ( )
e — _ U23U31Y22Y33 AWC + vizvy11933 ADC + vi3003911520 APC
3 — = )
4Y11Y22Y33 (U12U23U31 - U13U21U32)
donde se ha definido
AVC =0 - G0 =1,2,3; (3.55)
y
1
1
=g (\/2@2 C +2@-2C 4 4uy2, + dodyd, +4@02 1 4 — 1) (3.56)
1
a3 = 5 (\/2(33C’+23 3C’+4w1y33+4w2y33+4()112—1-4—1)

Es posible reemplazar las expresiones (3.54) en (3.56) para obtener explicitamente el
resultado final. Recordar que el signo menos (—) en el indice de la velocidad indica
velocidad opuesta a la mostrada en (3.53).

3.5. Determinaciéon de la curvatura

Hasta ahora, se ha centrado la discucién en la obtencion de cantidades cinematicas,
es decir, aquellas que son propias del sistema de referencia. En esta seccion se vera
como se pueden determinar propiedades no-cinematias, aquellas que son propias del
espacio-tiempo, es decir, como determinar las componentes del tensor de curvatura
de Riemann R,p.q.

Para determinar las componentes de la curvatura, se reescribe (3.20) como

4 1
(n)ya(n)yg (_ROaBO o §(m)/U’YR'yaﬂO _ 5( )7 (m) g, Rayéﬁ) = Bs((n)ya7 (m)7ﬂ7 a®, w®)

= (nm) B, (3.57)
donde ahora se ha definido B3 como

() By (G )2 9, My 90, o (B
— oMb (aha5 — Sapwyw! + Wawp) - (3.58)
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Para resolverlo, se eligen para las posiciones las condiciones ™My (n = 1,...,6
definidas en (3.21), estableciendo para este caso que 11 = Y22 = Y33 = Ya1 = Yao =
Yso = Ys2 = Ys1 = Ys3 =: ¥, es decir, todos los relojes estan en la misma distancia
en cada eje. Esto, a modo de simplificar la soluciéon obtenida. Mientras que, para las
velocidades, se establecen las siguientes posibles configuraciones:

V11 0 0
Wy — 0 ’ (2) o — Voo 7 Gy = 0 ’
0 0 V33
V41 0 Ue1
W = | vy Clpe = vy |, 6) g = 0 . (3.59)
0 Ys3 V63

Para la solucion que serd mostrada, las componentes de la curvatura se obtienen
usando ciertas combinaciones de posiciones y velocidades tales que, en cada caso que
el reloj tenga una velocidad no nula, esta velocidad sea perpendicular a la posicion
del reloj, tal como se hizo en secciones anteriores. En este caso, esto esta motivado
pues esta eleccion es equivalente al caso en que dicho reloj esta (instantaneamente
hablando) en rotacion alrededor del reloj de referencia o, dicho de otra forma, es
el sistema el que rota, lo cual tiene una importancia experimental, pues es més
realizable operacionalmente.

Las primeras seis componentes a obtener son aquellas que corresponden al “cons-
trained clock compass” (ver seccion IV.F de [¢]), es decir, con una configuracion de
6 relojes en reposo:

01: Rono = —(1’(:233, (3.60)
02 : Rosap = —(2’223 : (3.61)
03 : Roggo = —(B’ZQB . (3.62)
04 : Ry1o0 = —2%/2 <(470)Bs + yz(Rono + R0220)), (3.63)
05 : Ro130 = —2%;2 <(6’0)Bs + y*(Ro11o + Ro330)>7 (3.64)
06 : Rozs0 = —2Ly2 <(5’O)Ba + 4 (Rozzo + R0330)>' (3.65)

Aqui, el indice 0 usado en los términos ("9 By y similares denota el caso en que el

reloj esta en reposo (en esta seccion se indican también los indices de posicion y
velocidad).



Las componentes faltantes pueden ser obtenidas como

3
07 : R1210 = <(1’2)B3 - (1’_2)B3)7

8uagy?
3 _
08 : Ruzo = o 5 <(1,3)B3 _ 3)33,),
33
3 -
09 Ry = o " <(2,3)B3 e 3)33),
33
3 _
10 : Ryg12 = SR <(1’2)B3 + =By ¢ 2y2Ro110>7
22
3 _
11: Ry313 = 902 y2 <(1’3)B3 + @, 3)83 + 2y2R0110>,
33
3 _
12 : Rogo3 = SR <(2’3)Bs + @3B, 2y230220>a
33
1
13+ Rigz0 = Tony? ( — 33U By — 3y* Rygap + U%1?JQR1212>,
11
1
14+ Rigso = oy < — 3GV By — 32 Ry330 + v%1y2R1313>,
11
1
15 : Rosg0 = Tom? ( — 362 B; — 3y Rys30 + ’ngyQRzgzs),
22
1 (1,5) 2 2
16 : Rigiz = —2<3 Y By 4 3y" Roi10 — vs2y~ (4R1210 + vs2 R1212)
2052053y
— vs3y” (4Ry310 + UssRizi3) >>
1
171 Rigag = 5 B < —339B; — 3y* Rozzo — ve1y” (4R1220 — ve1 R1212)
V61V63Y
+ vesy” (4 Ras0 + Vg3 Ras03) >7
1
18 : Rigo3 = CY— (3(3’4) Bj + 3y* Rogao + vary” (4Rizz0 — va Ruzia)
Ug1V42Y
+ v42y? (4Ra330 — Vaz Ras03) >>
1
19 : Rigzo = Tomy? < — 3% By — 3y*(Ro10 + 2Ro120 + Roz20)
33
+ 4v33y° (Ri310 + Rasz)
+ 035y° (Risis + 2Ras03 + R2323)> ;
1
20 : Raz10 = oy (3(5’1)33 + 3y*(Rozz0 + 2Ro230 + Rosso)
11

+ 4v11y* (Ri290 + Rizzo)
— v}, (Rig1z + 2Ri913 + R1313)>-

31

(3.66)
(3.67)
(3.68)
(3.69)
(3.70)
(3.71)
(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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donde el signo (—) en el indice de velocidad indica una velocidad opuesta a la definida
en (3.59). Notar que es posible usar la identidad (A.11) para escribir

Ri320 = Raz10 + Ri230, (3.80)
y asi obtener la componente R399, no listada en el set de expresiones anterior.

De esta manera, es posible determinar las 20 componentes independientes de la
curvatura, usando 20 mediciones de reloj independientes.

La solucion mostrada en (3.60)—(3.79) relaciona mediciones que necesitan ser rea-
lizadas con parametros fisicos (las componentes de la curvatura) de una forma je-
rarquica. Esto pues se muestran las expresiones obtenidas para las componentes
en términos de aquellas componentes previamente determinadas, mas el resultado
de valores nuevos para " B, (que representan mediciones). Como se discutira méas
adelante, esta jerarquia puede ser usada como una posible estrategia para determinar
experimentalmente el valor de cada componente de la curvatura. Alternativamente,
es posible escribir expresiones para determinar cada componente de la curvatura de
manera directa a partir de mediciones, las cuales pueden ser obtenidas reemplazan-
do las correspondientes componentes previamente calculadas. Estas expresiones son
mostradas en el apéndice B.

La solucion (3.60) muestra que la componente Ro;19 puede ser determinada usando
un 1nico reloj en reposo ubicado a lo largo del eje x. Se denotaré esta configuracion
como (1,0). Las componentes Ry ¥ Rozzo pueden ser determinadas de manera
analoga, por medio de las configuraciones (2,0) y (3,0), ubicadas a lo largo de los
ejes y y z, respectivamente. Estas tres definen un primer grupo de componentes que
comparten la forma en la que pueden ser obtenidas.

Para poder determinar Ryjo es necesario tener mediciones de mas de un reloj.
Como es evidente de (3.63), ademéas de conocer Ro119 y Ro220, se necesitan datos de
mediciones de un reloj en reposo ubicado en el plano x — y a 45 grados de los ejes
x e y (configuracion que denotaremos como (4,0), ver también Dy en (3.21), con
Ys1 = Ya2 = y). Esto establece una forma “jerarquica” de obtener dichas componen-
tes. Equivalentemente, Ry129 puede ser determinada directamente con los datos de
mediciones de tiempo propio de relojes en tres configuraciones: (1,0), (2,0) y (4,0),
ver Eq. (B.4). Es importante hacer notar que, adicionalmente, es posible una deter-
minaciéon “simultanea” de Rgi119, Ro220 ¥ Ro120 €n un tnico procedimiento, a partir de
datos de las mismas configuraciones (1,0), (2,0) y (4,0). La determinacion de Roi30 ¥
Ro230 puede ser hecha de manera andloga a la de Ryi99 (es decir, se puede determinar
Ro130 junto a las componentes Ry119 ¥ Ro330, mientras que Rgo3g se puede determinar
junto a las componentes Rosoo ¥ Rosso, ya sea de manera jerarquica o simulténea),
ver Eqs. (3.64) y (3.65) respectivamente y/o (B.5) y (B.6). Esto define un segundo
grupo de componentes que comparten su forma de determinacién. Notese ademas
que, como puede ser deducido de (3.20), al considerar una situacién mas general con
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relojes con posiciones genéricas en el plano x — y, se necesitan mediciones de relojes
en al menos tres posiciones diferentes para poder desacoplar las contribuciones de
las componentes Ryi10, Ro220 v Ro120 @ la cantidad C.

Un tercer grupo de componentes esta dado por las expresiones (3.66)—(3.68). Cada
una de estas tres componentes puede ser determinada con datos de relojes en dos
diferentes configuraciones. En el caso de Rjs19, por mediciones de relojes en las
configuraciones (1,2) y (1, —2), y de manera similar para R310 con las configuraciones
(1,3) v (1,-3), y para Rasg con las configuraciones (2,3) y (2, —3).

Un cuarto grupo esta dado por (3.69)—(3.71). Estas expresiones muestan que, por
ejemplo, Ri212 puede ser determinada a partir de informacion sobre Ryjio y el re-
sultado de las mediciones de relojes en las configuraciones (1,2) y (1, —2). Por otro
lado, la determinacion directa de esta componente necesita tres configuraciones de
reloj: (1,0), (1,2) v (1, —2) (ver Eq. (B.10)), lo que corresponde a una combinacion
de datos del primer y el tercer grupo antes mencionado. Esto significa que las con-
figuraciones (1,0), (1,2) y (1, —2) permiten ademas la determinacion “simultanea”
de las componentes Rgy110, 1210 ¥ R1212. Existe una relaciéon similar para las compo-
nentes Roi10, Ri310 y Riz13 v las configuraciones (1,0), (1,3) and (1, —3), asi como
para Roago, Rogoo ¥ Rases v las configuraciones (2,0), (2,3) v (2, —3), ver Egs. (3.67)
y (3.70), asi como (3.68) y (3.71), respectivamente.

Un quinto grupo de componentes de la curvatura, representado por las ecuaciones
(3.72)—(3.74), pueden ser obtenidas usando dos componentes previamente determina-
das, méas datos de una configuracion de reloj adicional. Por su parte, la determinacion
directa requiere de un total de 5 configuraciones, como muestran las Eqs. (B.13)—
(B.15). Alternativamente, es posible realizar una determinacion simultanea de R0,
Ro220, Ri210, R1212 Y Ri220 con la ayuda de las 5 configuraciones (1,0), (1,2), (1, —2),
(2,0) y (2,1). Estas determinaciones simultaneas son también posibles para Roiio,
Ro3s0, Riz10, Ri1313 ¥ Ris30, usando datos de las configuraciones (1,0), (1,3), (1, —3),
(3, 0) y (3, ].), asi como para }%03307 R02207 R23207 R2323 y R23307 utilizando (27 0)7 (2, 3)7
(27 _3>= (37 0) y (3’ 2)'

Un sexto grupo esta dado por (3.75)—(3.77), en las cuales la curvatura puede ser
obtenida desde datos previos daemas de datos de un reloj adicional. En otras pala-
bras, la componente Ri913 requiere mediciones adicionales de la configuracion (1,5),
Rig3 de (2,6), vy Rises de (3,4), respectivamente. Las expresiones “directas” comple-
tamente reemplazadas se muestran en Eqgs. (B.16)—(B.18). De la misma manera que a
los grupos previos, se puede realizar una determinacion simultanea de la curvatura a
partir de mediciones de un grupo de relojes elegidos adecuadamente. Como ejemplo,
las configuraciones (1,0), (1,2), (1,-2), (1,3), (1,—3) y (1,5) permiten determinar
simultaneamente Ri213, Ro110, L1210, Ri212, Rizi0 ¥ Rizis.

Finalmente, un séptimo grupo esta dado por (3.78) y (3.79). La determinacion
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Tabla 3.1: Grupos de componentes de la curvatura, y nimero de configuraciones de
reloj necesarias para medir cada una de ellas. La “asimetria” que puede verse en las
componentes del grupo 6 viene a consecuencia de la asimetria en las configuraciones
elegidas para los relojes. Esto puede verse en las configuraciones que poseen velocidad
negativa, (1,—2), (1,—3) y (2,—3). Es decir, se definieron dos configuraciones con
velocidad negativa en la posicion My®, una en la posicién Py®, y cero en las demaés
posiciones.

Componentes de la curvatura Grupo # de configuraciones
Ro110, Ro220, Ross0 1
Ro120, Ro130, Ro230
Ri210, Ri310, Ra320
Ri212, Riz13, Razos

R12207 R1330 ) R2330
R1213
R1223

Ri323
Ri230, Ra310

=1 OO O O U = W N
o Oy Ot W N W

[ —
Do O

de Ri230 ¥ Ra3109 requiere mediciones de s6lamente una tnica configuracion de reloj
adicional, ademés de la informacion ya conocida. Como ejemplo, la determinacion
de Ris30 requiere datos de la configuracion adicional (4, 3). De nuevo, las expresiones
completamente reemplazadas de estas componentes pueden ser encontradas en el
apéndice B.

La tabla 3.1 resume las propiedades de las 20 componentes de la curvatura mos-
tradas, donde se lista el grupo al que pertenecen (segtn la discusioén anterior), asi
como el nimero total de mediciones necesarias para estimarlas segin el esquema
mostrado.

La elecciéon de determinar las componentes de la curvatura de manera jerarquica
o simultdnea jugard un rol importante en la discusiéon que se hara en el capitulo
siguiente.



Capitulo 4

Estimacion simulada de parametros

En este capitulo, se realizard un breve andlisis sobre la precision con la que se
pueden estimar las cantidades fisicas de interés, como lo son la aceleracion, la ve-
locidad angular del sistema de referencia, y las componentes de la curvatura del
espacio-tiempo, usando mediciones de relojes en las configuraciones presentadas en
el capitulo 3. Esto serd hecho por medio de la creacion de datos sintéticos, con los
cuéles se simulard el proceso de estimacion.

Primero, se mostrara una breve descripcion de las herramientas utilizadas, tanto
matemaéticas como informaéticas, para luego dar paso a mostrar el procedimiento
usado y los resultados obtenidos.

4.1. Inferencia bayesiana

En estadistca, existen dos interpretaciones sobre la probabilidad. La primera, y
mas usada, es la interpretaciéon frecuentista. En esta interpretacion, las proba-
bilidades obtenidas se entienden como el resultado de varios experimentos (u ob-
servaciones), a partir de los cuales se obtiene una distribucion de probabilidad. La
segunda es la interpretaciéon bayesiana. En esta interpretacion, la probabilidad
se entiende como el grado de creencia o credibilidad de una hipotesis, ya sea de algo
que pueda ocurrir, o del valor que puede tener algiin parametro.

En esta tesis, para derivar informacion sobre los valores que pueden adoptar las
variables fisicas, se trabajara en el marco de la inferencia bayesiana (para més de-
talles, se puede consultar [29]). En la inferencia bayesiana se aplica el teorema de
Bayes [10)] para calcular la probabilidad de una hipdétesis dada la evidencia dispo-
nible. El teorema de Bayes dice que la probabilidad condicional de que ocurra un

35
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evento A dado un evento B viene dada por la expresion

P(B]A)P(A)

P(AIB) = =g

(4.1)
donde P(B|A) es la probabilidad de que ocurra el evento B dado que ocurre el evento
A, mientras que P(A) y P(B) son las probabilidades de que ocurran el evento A como
el B, de manera individual, respectivamente. Se puede usar este teorema para inferir
la probabilidad de alguna hip6tesis dados ciertos datos, con cierta probabilidad. Para
entender esto, se reescribe (4.1) en lenguaje de distribuciones de probabilidad, como

P(D‘Ftrue)P(Erue)

P(Ftrue|D) = P(D) )

(4.2)

donde:

» P(Fie|D) es la probabilidad a posteriori o posterior, es decir, la proba-
bilidad condicional de que sean ciertos el conjunto de parametros, o hipotesis,
Fiwe dado un set de datos medidos, o evidencia, D. En términos simples, es la
distribucion de probabilidad para los parametros Fi,,. dados los datos D.

» P(D|Fie) es la verosimilitud o likelthood, esto es, la probabilidad de que
se obtenga el set de datos D dados algunos valores especificos para los parame-
tros Fie. Es esta la cantidad que se ocupa para modelar los datos obtenidos,
incluyendo errores asociados a la medicion, dados posibles valores para los pa-
rametros (reales o fisicos) del sistema.

s P(Fire) es la probabilidad a priori o prior, que guarda la informacion
conocida o supuesta sobre el sistema previo a considerar los datos. Por ejemplo,
en esta probabilidad a priori se incluyen restricciones sobre los pardmetros del
modelo, como pueden ser el signo positivo de la masa de un cuerpo, o el valor
positivo de una distancia, etc.

» P(D) es la probabilidad marginal o evidencia, que representa la probabi-
lidad de obtener los datos D bajo todas las hipo6tesis posibles.

En la préictica, P(D) funciona como un factor de normalizaciéon', de modo que la
suma de las probabilidades de (4.2), para todas las posibles P(Fie|D), sea 1. Asi,
se ocupara

P(Ftrue’D) X P(D’Ftrue)P<Ftrue)- (43)

IEsto ocurre pues este trabajo consiste en ajustar pardmetros, para un modelo elegido. Cuando
se trata de seleccion entre modelos, este factor se vuelve fundamental. Ver, por ejemplo, [29]




37
4.2. Procedimiento general

Obtener las probabilidades dadas por (4.3) puede ser muy dificil. Por ejemplo,
cuando no es posible calcular estas distribuciones de manera analitica. Sin embargo,
existen métodos que nos permiten muestrear la distribucion a posteriori y extraer la
distribuciéon de probabilidad de los parametros a estimar. Un conjunto de estos mé-
todos son los llamados Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (para més detalle,
ver por ejemplo [11]). Estos métodos consisten en realizar un muestreo de la distribu-
cion de probabilidad de los parametros a ajustar de un modelo, calculando una alta
cantidad de valores al azar para obtener en forma aproximada dicha distribucion. Si
bien cada muestra se calcula al azar, la elecciéon de cada valor esté limitada por el va-
lor actual del parametro y la distribucion asumida para éstos. Asi, MCMC puede ser
considerado un caminante aleatorio (o random walker) que converge gradualmente
a la distribucion real.

Para estimar las distribuciones a posteriori P(Fiue|D) usando un esquema MCMC
se usara la libreria emcee [32], que es un moédulo de Python que implementa los
algoritmos presentados en [13]. Para este trabajo, el uso de este modulo consiste en
los siguientes pasos:

= Primero, se generaran una serie de datos sintéticos suponiendo algin valor
(esperado o de prueba) para el parametro a buscar.

= Luego, se agregara a estos datos simulados una variacion, que modela los errores
que puedan aparecer en los procesos de medida.

= Ademas, se debe definir la distribucién que sera usada como posterior.

Con todo esto, se ejecuta un programa usando el paquete emcee, con las funciones
que éste incluye, obteniéndose una distribucién de probabilidad para los parametros
estimados.

Se ilustrara el funcionamiento de la libreria por medio de dos ejemplos.

4.2.1. Ejemplo 1: ajustanto un tinico parametro

El primer ejemplo que se mostrara es el caso en el que se ajusta un tnico parame-
tro. En este caso, se desea ajustar un valor real de una magnitud fisica a partir de
mediciones de dicha magnitud, las cuales incluyen error. Este ejemplo esta adaptado
de [31], donde se ejemplifica el uso de emcee a partir de la medicion del conteo de fo-
tones en un telescopio, pero el mismo ejemplo se puede aplicar a la determinacion de
una tnica cantidad fisica, cuya medicién pueda tener un error asociado, como puede
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ser la determinacion del largo de una mesa con una regla, la masa de un objeto con
una balanza, etc.

Imaginese que se tiene una magnitud fisica que queremos observar, con algin
instrumento de medida. Se supondra, para este ejemplo, que dicha magnitud es
constante, y su valor es Fi.. Se supondra, ademas, que se realizardn N medidas
con el instrumento, donde F; y e;, con ¢ = 1,..., N, son la medida reportada para
el valor observado y el error de la i-ésima medida, respectivamente.

El problema es, dado un conjunto de mediciones D = {F}, e;}, jcuél es la mejor
estimacion para Fi,...7 En otras palabras, lo que se desea es obtener la probabilidad a
posteriori P(Fiue|D). Usando (4.3), y suponiendo P(Fiye) o< 1 (es decir, un a priori
plano), queda que

P(Ftrue|D) X P<D|F1tru9)' (44)

Notar que esta eleccion del “prior” no entrega ninguna informacion adicional. Incluso,
el “posterior” resultante puede incluir valores negativos, lo que puede ser fisicamente
imposible segin el caso (por ejemplo, si se estd midiendo una distancia). De esta
manera, y dado que se necesita ajustar un tnico parametro, basta con encontrar la
distribucion de probabilidad P(Fie|D), o su proporcional P(D|F.), como funciéon
de Firye.

Para esto se supondra que, dada la i-ésima observacion D; = (Fj, e;), se modela
la distribucion de probabilidad de la medicion dado el valor real Fi,, como una
Gaussiana centrada en Fi., con desviacion estandar e;:

1 —(F; — Firue)?
P(D;|Firue) = = exp [ ‘ 5.2 /1.

Te; i

(4.5)

Suponiendo que una medicion no afecta las probabilidades de las otras (es decir,
que son eventos independientes), se construira la funcion de verosimilitud, esto es,
la funcion de probabilidad de obtener el conjunto de datos D = {D;} al realizar N
mediciones, como el producto de las probabilidades para cada par de datos:

L(D|Fiue) = P(D|Firue) = [ [ P(Dil Firue)- (4.6)

i=1

Dada esta forma para esta funciéon, y dado que puede tener valores muy pequenos,
se prefiere trabajar con su logaritmo:

N - 9
I L(D|Fiue) = =5 Y [m (2me?) M} (4.7)

2
=1

N)I}—l

[on

(2

Esta informacion es ingresada al paquete emcee con un cédigo como el siguiente:



39

50 4 .
e . °
) ':
40 1 ° *
c ® @
pel ® ®
[v] ® @
£l o
3 30 e *
£ ® o
® L
[
o @
° P
£ 20 e
[} ® e
£ o Y
=4 ® @
10 - e © °
® @
® @
e ¢
0 * e

9(I)0 950 10‘00 10‘50 11‘00
Valor a medir

Figura 4.1: Datos simulados para el ejemplo de la seccion 4.2.1. Cada punto in-
dica el valor medido simulado del pardmetro, incluyendo su barra de error. La linea
vertical gris representa el valor supuesto para Fi ye.

def log_prior(theta):
return 1 # a priore plano

def log_likelihood(theta, F, e):
return -0.5*np.sum(np.log(2 * np.pi * e ** 2)
+ (F - thetal0]) **x 2 / e *x 2)

def log_posterior(theta, F, e):

#Notar que esta definicion del posterior viene dada por el producto

#de las dos funciones anteriores, las cuales, en logaritmo, se suman
return log_prior(theta) + log_likelihood(theta, F, e)

Para hacer este ejemplo via MCMC con emcee, se crearan N = 50 datos usando
la distribucion de Poisson, con un valor de Fi.,. = 1000, y cuyo error estad dado por
la desviacion estandar de dicha distribucién, esto es, e; = /F;. Estos datos pueden
verse en la figura 4.1. Con estos datos, se ejecuta un programa ocupando emcee,
obteniéndose una distribucion de probabilidad para Fi,.. mostrada en la figura 4.2.
Como se puede ver, la simulaciéon recupera bastante bien el valor de prueba original,
el cual se encuentra dentro del intervalo 1o de la distribucion.
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P(F)

9é0 9é0 10‘00 10‘10 10‘20
F

Figura 4.2: Resultado de la simulacion MCMC usando emcee para el ejemplo de
la seccion 4.2.1. El histograma representa la distribucién de probabilidad para el
parametro Fi.... El contorno negro representa un ajuste Gaussiano al histograma,
con media igual a la media de la distribucién obtenida, y desviacion estandar igual
a la desviacion estandar de esta distribucion. La linea vertical solida azul representa
el percentil 50 del resultado, que coincide muy bien con el valor medio. Las lineas
verticales punteadas azules muestran lo percentiles 16 y 84. Para esta distribucion,
este intervalo coindice muy bien con el intervalo 1o. La linea vertical punteada negra
muestra el valor de prueba con que se crearon los datos sintéticos.

4.2.2. Ejemplo 2: ajustando dos parametros en un modelo
lineal

Un segundo ejemplo que se dard de la implementacién de la inferencia bayesiana
serd el ajuste de dos pardmetros de un modelo a los datos que tengamos. El ejemplo
més simple de esto es el de la regresion lineal.

Supoéngase que se tiene un conjunto de N datos apareados {(z1,v1), (z2,y2),- - -,
(xn,yn)}, que pueden tener algin error, a los cuales se quiere ajustar una recta

y =mx +b. (4.8)

Para hacer este ajuste, se necesitan determinar dos parametros: la pendiente de la
recta m y el coeficiente de posicion b.

Para este ejemplo, se modelara la distribuciéon de probabilidad para los datos de
la forma
y~N(up=mz+bo0), (4.9)

es decir, una distribucion de probabilidad normal (o gaussiana) con media mx; + b
y desviacion estandar o, que representa el error en la medicion de la variable y (por
simplicidad, se considerara solo el error en y). Asi, el problema sera encontrar la
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Figura 4.3: Datos simulados para el ejemplo de la secciéon 4.2.2. Cada punto indica
el valor considerado de los datos, incluyendo su barra de error. La recta gris representa
la recta y = max + b, con los valores supuestos m = 3.5y b = 1.5.

distribucion de probabilidad para m y b tales que la variable y verifique (4.9), y que
mejor ajusten los datos.

Siguiendo lo hecho en la seccién 4.2.1, en este caso se tiene que, dada una obser-
vacion D; = (x;,y;,0;), la distribucion de probabilidad de esta medicion dados los
valores de m y b, es

P(Dz|m, b) — —(yz——uz)? ,

2
207

exp { (4.10)

2102

con
Wi = mx; + b. (4.11)

Para este caso, se simularan N = 100 datos, donde los z; estaran uniformemente
distribuidos entre 3 y 7. Por su parte, los valores y; se obtendran usando la ecuaciéon
de la recta, con m = 3.5y b = 1.5. A cada dato y; se le agregard un error aleatorio
obtenido a partir de una distribuciéon gaussiana, con o, = 1. Estos datos se pueden
ver en la figura 4.3, mientras que los resultados pueden ser vistos en las figuras 4.4
vy 4.5. En estas dos figuras se puede ver que las distribuciones de probabilidad obte-
nidas concuerdan bastante bien con el valor de prueba inicial para los parametros.
En efecto, el valor medio de las distribuciones es muy cercano al valor de prueba
inicial, mientras que las desviaciones estandar de dichas distribuciones son de apro-
ximadamente 0.1 en ambas variables, lo que es bastante aceptable pues es un orden
de magnitud menos a sus valores medios.
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Figura 4.4: Resultado de la simulacion MCMC usando emcee para el ejemplo de la
seccion 4.2.2, para la pendiente de la recta m. El histograma representa la distribu-
cion de probabilidad para este parametro. El grafico sigue la misma estructura que
la figura 4.2.

P(b)

Figura 4.5: Resultado de la simulacion MCMC usando emcee para el ejemplo de
la seccion 4.2.2, para coeficiente de posicion de la recta b. El histograma represen-
ta la distribucion de probabilidad para este pardmetro. El grafico sigue la misma
estructura que las figuras 4.2 y 4.4.

4.3. Estimacion de parametros gravitacionales usan-
do el GCC

Una vez mostrado como se implementan las herramientas que se ocuparén en los
ejemplos 4.2.1 y 4.2.2, en esta secciéon se ocupara el modulo emcee para obtener la
distribuciéon de probabilidad de las variables fisicas de nuestro interés, en el contexto
del GCC. Esto se hara usando datos de observaciones simuladas.
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4.3.1. Generacion de datos

Para realizar las simulaciones, se necesitan crear datos de posicion y velocidad
para cada medicion de reloj, ademas de un modelo para la variable C' asociada a la
razon de tiempos propios medidos.

Por un lado, se deben suponer valores de prueba para las cantidades fisicas que
se desean determinar (como la aceleracion lineal y la velocidad angular del sistema
de referencia, asi como las componentes de la curvatura). Para los datos simulados
se generan, para cada configuraciéon de reloj, una cantidad N de valores para su
respectiva posicion y velocidad en cada eje, siguiendo una distribucion normal para
dichas variables, esto es, y ~ N (7,07), v ~ N(0,07), donde y y v serdn la posicion
y velocidad del reloj en el eje que sea requerido. Con estos datos, y los valores de
prueba supuestos, se obtienen los correspondientes valores para la cantidad C para
cada una de las N mediciones, por medio de las ecuacion maestra (3.20). En un paso
siguiente, se agrega ruido a estos valores obtenidos de C, con la intencién de modelar
la incerteza introducida en el proceso de medida de estos tiempos propios. Para este
ruido 6C' se asume una distribucion Gaussiana 6C' ~ N(0,0%), con media nula y
desviacion estandar dada por la inestabilidad intrinseca del reloj, como la reportada
por ejemplo en [27]. Se asumira que los errores en la razones de tiempo, posicion y
velocidad son independientes entre si.

Estos datos seran los que se utilizaran en el proceso de estimaciéon de parametros.
Las particularidades de cada caso se detallaran a continuacion.

4.3.2. Estimacion de la aceleracion lineal

Primero se realizaran simulaciones a fin de poder mostrar como puede determi-
narse la aceleracion del sistema de referencia. Se considerara un sistema de referencia
moviéndose con una aceleracion a® constante (independiente del tiempo) en la direc-
cion del eje x, suponiendo un valor de prueba de a; = —9.8 m/s?. Para la velocidad
angular del sistema, se supondra la misma orientacion que la aceleracion, de tal ma-
nera que w; = 7.3 X 107° rad/s (valor que corresponde a la velocidad angular local
debida a la rotaciéon de la Tierra en el polo norte).

Tomando en cuenta el actual estado del arte de los resultados experimentales para
las estabilidades de relojes mostradas en |2, 27|, se trabajara con la inestabilidad para
la medicién de la razon de frecuencias C' medidas por estos relojes. En [2] se reporta
una incerteza para la variacion fraccional en la frecuencia (redshift) de relojes 6pticos
de 8.6 x 1078, mientras que en [27] se reporta un error de 1.6 x 107!7 para el redshift
debido a efectos relativistas de relojes 6pticos con una diferencia en altitud de 33 cm.
Notese que, debido a (3.18), el error absoluto en la variable C' es aproximadamente
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dos veces el valor del error absoluto del redshift. Para esta seccidon, se usara este
ultimo valor como la desviaciéon estandar de nuestra distribucion normal para el
error en la medicion del reloj, es decir, oq = 3.2 x 1077,

Considerando lo anterior, se realizaran simulaciones usando datos sintéticos, ge-
nerados como fue explicado en la seccion 4.3.1, para un arreglo de relojes en reposo
con respecto a uno de referencia, como fue discutido en la seccién 3.4.1, con dis-
tancias medias § que van desde 0.37m (la distancia minima para detectar efectos
relativistas en relojes debidos a la gravedad reportada en [27]) hasta 10.5m, con
o, = lcm, considerando N = 100 datos para cada par de mediciones (ver secciéon
3.4.2). Por simplicidad, no se consideraran los efectos de la velocidad del reloj para
este caso. Usando los datos generados de esta forma se determina la distribucion de
probabilidad para la componente no nula de la aceleracion a;, usando (MCMC) im-
plementado en emcee. Para la inferencia de a; usamos una funcién de verosimilitud
gaussiano con un prior plano, en combinacién con la ecuacion maestra (3.20). Con
esto, se espera ver el efecto que tiene la distancia de los relojes en la estimacion de
la aceleracion del sistema.

Los resultados de estas estimaciones son mostrados en la figura 4.6. Como era
esperado, al aumentar la separacion de los relojes la varianza en el valor inferido
de a; disminuye, y el valor medio de la distribucion se acerca al valor de prueba
considerado. Explicitamente, aumentar la distancia media de los relojes desde §y =
1m a ¢ = 10m reduce el error de estimacion desde +0.10m/s? a +0.011 m/s?.

En segunda instancia, se realizara el calculo variando la cantidad de mediciones
N de cada configuracion de relojes, con los mismos valores iniciales que en el caso
anterior, fijando la distancia media de los relojes a y = 1 m. El resultado es mostrado
en la figura 4.7. Como es esperado, la precision en la determinacion de a; aumenta
con el nimero de mediciones. Por ejemplo, con N = 100 mediciones, se obtiene un
valor para la distribucion estandar de la aceleracion o, del orden de 0.1 m/ 8%,

4.3.3. Estimacion de las componentes de la curvatura: modelo
de espaciotiempo

En esta seccidon se mostraran resultados similares a lo mostrado en la seccion 4.3.2,
destinados a ilustrar posibles estrategias para la determinacion de las componentes
de la curvatura, y la precision con la que esto se puede hacer.

Se usard la métrica de Schwarzschild como guia para la estimacion de valores de
prueba para la curvatura. Las componentes no nulas de la curvatura de Riemann para
esta métrica estan dadas, en coordenadas de Schwarzschild, por (2.9). Considerando
una base ortonormal, como la usada en los capitulos anteriores de este trabajo, cuyos
vectores tipo espacio ey, e5 and es estén alineados a lo largo de las direcciones r, 6 y
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Figura 4.6: Resultado de la estimacion de la aceleracion a; para diferentes valores
de la distancia media de los relojes. Panel superior: distribucion de probabilidad
obtenida para algunos valores representativos de esta distancia, expresada en metros.
La linea negra vertical representa el valor de prueba a; = —9.8m/s2. Aqui, se puede
apreciar como la media de la distribucion se acerca al valor de prueba a medida
que aumenta la distancia con la que se simulan los datos. Panel inferior: desviacion
estandar de las distribuciones de probabilidad obtenidas para a; para un arreglo
de distancias. Ac4, se puede ver como esta desviacion estandar disminuye a medida
que el valor de la distancia aumenta. Para ambos paneles, se ha usado que o5 =
32x 107", o, =1cm, y N = 100.

¢, las componentes no nulas de esta curvatura son (para méas detalle, ver por ejemplo

[12, 55D

TS
r3’
TS

R0220 = R0330 = R1212 = R1313 = _ﬁ- (413)

Ro110 = Rases = (4.12)
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Figura 4.7: Resultado de la estimacion de la aceleraciéon a; para diferente niimero
de mediciones N. Panel superior: distribucion de probabilidad obtenida para algu-
nos valores representativos de esta cantidad de mediciones. La linea negra vertical
representa el valor de prueba a; = —9.8II1/82. Aqui se puede apreciar como, a medida
que aumenta el nimero de mediciones, la media de la distribucion se acerca al valor
de prueba inicial. Panel inferior: desviacion estdndar de las distribuciones de pro-
babilidad obtenidas para a; para un arreglo de N. Se aprecia como esta desviacion
estandar disminuye a medida que la cantidad de mediciones aumenta. Para ambos

paneles, se ha usado que 05 =3.2x 107, y =1m, y 0, = L cm.

En nuestras simulaciones, sin embargo, se considerard la componente Rgio9 como
no nula, con la intencion de lidiar con cantidades no triviales en nuestros ejemplos,
y poder comparar distintas estrategias. Por esto, se asignard un valor para esta
componente a mano de Rpao0 = Rp110/3. De esta forma, en las simulaciones se
usaran los siguientes valores no nulos de prueba:

Roio = +3.415 x 107 m™2, (4.14)
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Rygoo = —1.708 x 107% m 2, (4.15)
Roi20 = +1.138 x 1072 m~2. (4.16)

Notese que se ha elegido r igual al radio de la Tierra, de manera que estos valores
de la curvatura son del orden de la curvatura producida por nuestro planeta en
su superficie. Como simplificacion, se supondra que el sistema de referencia esta
completamente en caida libre en todo momento, esto es, a® =0y w* = 0.

4.3.4. Estimaciéon de las componentes de la curvatura: obte-
niendo una tinica componente

Se comenzara con el caso més simple en el cual se determinard una tnica compo-
nente del tensor de curvatura de Riemann, usando una tnica configuraciéon de reloj,
como en el primer grupo discutido en la secciéon 3.5, por ejemplo Ryi19. En este caso,
esta componente estd determinada por el valor e incerteza de la distancia y, asi como
de la cantidad C.

Asi, se realizara una simulaciéon con N = 100 mediciones de razones de tiempo
propios simulados, con posiciones y ~ N (j = 10km, 02 = 10*m?); y con un ruido 6C
caracterizado por una desviaciéon estandar de os = 10714, la cual se ha considerado
como un valor moderadamente optimista para este tipo de mediciones, siendo cerca
de tres ordenes de magnitud més alto que el valor reportado en [27] para experimentos
en condiciones idealmente controladas. El resultado para algunos conjuntos repre-
sentativos de datos es mostrado en la figura 4.8. La distribucion de valores obtenida
para la curvatura esta caracterizada por un valor medio de Ry119 = 3.06 x 1072 m~2,
y una desviacion estandar de op = 0.99 x 1072 m—2.

4.3.5. Estimacion de las componentes de la curvatura: varian-
do parametros

Aqui se determinara cémo la distribucion de probabilidad estimada para la com-
ponente de la curvatura Ry;10 cambia cuando se modifican algunos de los parametros
de nuestras simulaciones. Algunos resultados representativos son mostrados en las
figuras 4.9 — 4.11.

Se puede ver de las figuras 4.9 y 4.10 que la precision en la determinaciéon de la
curvatura aumenta, como era esperado a la luz de lo mostrado en 4.3.2, a medida
que aumentan tanto el ntimero de mediciones N como la distancia de los relojes al
origen, mientras que las medias de estas distribuciones se van acercando al valor de
prueba. Por ejemplo, para las simulaciones en las que se varia N, mostradas en la
figura 4.9, se observa que la desviacion estandar del posterior obtenido para Rpi1o
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Ropo test = 3.41x107 3 m~2
Ry = 3.06x10" % m~2
op=0.99x10"%m2

P(R(HIU)

2 . 4
Ro110 [107‘2311172]

Figura 4.8: Distribucion obtenida para la componente de la curvatura Rgi19. La
linea roja vertical representa la media de la distribucion. Las lineas grises discon-
tinuas verticales representan los percentiles 16 y 84 de la distribucion (lo que para
una distribucion gaussiana es equivalente a los valores +10). La linea verde vertical
representa el valor de prueba (4.14). Para esta estimacion se consider6 N = 100, con

y ~N(g=10km,o; =10*m*) y o5 = 10714
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disminuye desde ~ 3 x 1072m~2 para N = 10 hasta ~ 1 x 1072*m~2 para N = 100,
y finalmente hasta ~ 3 x 1072*m~2 para N = 1000. Estos valores son consistentes
con un decaimiento del tipo og ~ N~1/2, lo que es un resultado estandar para este
tipo de andlisis (ver, por ejemplo, capitulo 2 de [29]). De manera similar, se observa
en la figura 4.10 como og disminuye a medida que y aumenta. Por ejemplo, para
7 = 10km, 20km, y 40km, se obtiene op ~ 9x 10" *m=2,2x10"*m 2y 7x10"%m2,
respectivamente. Esto es consistente con el comportamiento esperado de op ~ 772,
que puede inferirse a partir de la ecuacion (C.1).

En la figura 4.11 se ve la influencia que tiene el error de medicion de la razén
de tiempos en los resultados. Como era de esperar, datos obtenidos con relojes mas
precisos permiten obtener distribuciones de probabilidad més estrechas, con desvia-
ciones estandar menores.

4.3.6. Estimacién de las componentes de la curvatura: obte-
niendo miultiples componentes

En esta seccion se compararan estrategias para determinar los valores de las com-
ponentes de la curvatura pertenecientes a los siguientes grupos discutidos en la sec-
cion 3.5.

Primero, se determinard una componente perteneciente al segundo grupo (ver
tabla 3.1), por ejemplo Rgjo0. Para este caso, se necesita tener datos de tres relojes en
total, con tres configuraciones diferentes. Esto se hara simulando una determinaciéon
simultanea de las componentes Roi19, o220, ¥ Ro120, & partir de mediciones simuladas
de razones de tiempos propios de relojes en reposo con las posiciones discutidas en
la seccion. La determinacién de estas componentes estd afectada entonces por los
valores de la distancia y y de las cantidades auxiliares (10 C, @0C y 40y de sus
respectivas incertezas.

Se simularon las componentes de la curvatura usando los valores de prueba (4.14)—
(4.16), mientras las otras componentes fueron elegidas como cero. Se usaron los
mismos parametros para los relojes que los ocupados en la seccion 4.3.4, estos son,
N = 100 (por cada arreglo de 3 relojes) y § = 10km. Las desviaciones estandar
usadas fueron elegidas como o, = 100m y o5 = 107'*. Se ha despreciado la influencia
de la velocidad de los relojes para este caso. El resultado es mostrado en la figura
4.12, donde se puede ver que la desviacion estandar de las distribuciones obtenidas
son del orden de 10723 m~2 para cada componente, mientras que los valores de prueba
se encuentran dentro del intervalo 2o.

Ahora, se mostrara otro ejemplo de una inferencia simultanea, como lo es la deter-
minaciéon de las componentes Rg119, Ri210 ¥ Ri212, partiendo de datos de 3 configu-
raciones de relojes. Este caso es cualitativamente distinto al discutido previamente,
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Figura 4.9: FEstimaciéon de la componente de la curvatura Ryjio para diferente
nimero N de mediciones. Panel superior: distribucién de probabilidad obtenida para
algunos valores representativos de esta cantidad de mediciones. La linea negra vertical
representa el valor de prueba (4.14). Se apreciar como la media de la distribucion se
acerca al valor de prueba inicial, a medida que aumenta el nimero de mediciones,
mientras que la distribucién se va volviendo més estrecha. Panel inferior: desviacion
estandar de las distribuciones de probabilidad obtenidas para Ry119 para un arreglo de
N, mostrado en escala logaritmica para ambos ejes. Se aprecia como esta desviacion
estandar disminuye a medida que la cantidad de mediciones aumenta. Para ambos
paneles, se ha usado y = 10km, o, = 100 m, y oz = 107'* como parametros iniciales.
Este resultado es analogo al mostrado en la figura 4.7.

pues ahora dos de los relojes (aquellos que corresponden a las configuraciones (1,2)
y (1, —2)) estan necesariamente moviéndose con respecto al reloj central, lo que per-
mite inferir el valor de Ri210 ¥ Ri212, como fue discutido en detalle en la seccion 3.5.
Para esta simulacion se us6 N = 100 (para cada arreglo de 3 relojes), § = 10km,
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Figura 4.10: Estimacion de la componente de la curvatura Rg19 para diferentes
valores de la distancia media de los relojes. Panel superior: distribuciéon de probabi-
lidad obtenida para algunos valores representativos de esta distancia, expresada en
metros. La linea negra vertical representa el valor de prueba (4.14). Panel inferior:
desviacion estandar de las distribuciones de probabilidad obtenidas para Rgi19 para
distintas distancias, en escala logaritmica para ambos ejes. Para ambos paneles, se
ha usado N = 100, 0, = 100m, y o5 = 107'*. Este resultado presenta el mismo
comportamiento que el mostrado en la figura 4.6.

o, = 100m, v = 107 %, o, = 10~%¢, ambos para aquellos relojes con velocidad no
nula, y o = 107!, El resultado es mostrado en la figura 4.13. Una caracteristica
importante que puede ser vista a partir de esta figura es que, a pesar que los va-
lores de prueba (4.14)—(4.16) son de hecho recuperados dentro de los intervalos 20
correspondientes, cada componente de la curvatura ha sido determinada con una
precision diferente: las desviaciones estandar de las distribuciones de probabilidad
de R01107 Ri210 y Ri219 son del orden de 10723 m’z, 107" m—2 y 10~1 HliQ7 respec-
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Figura 4.11: Desviacion estandar de la distribucion de probabilidad de la compo-
nente Ry119 para diferentes valores del error s en la medicion de la razén de tiempos
C. El cuadro exterior muestra la evolucién de o en el intervalo de 107" a 10713
para og, en escala logaritmica para el eje z. El cuadro interior muestra lo mismo,
para el intervalo de o5 desde 10~ 1% hasta 107!, en escala lineal. Para este resultado,
se han usado N =100 , y = 10km, y o, = 100m.

tivamente. Esto es consecuencia del efecto adicional de la velocidad involucrada en
este analisis, la cual disminuye la contribucién a la variable C' de las componentes de
la cuvatura “con mas indices espaciales”, lo que reduce la precision con la que estas
componentes son determinadas en una manera jerarquica, es decir, aquellos con més
indices espaciales son determinados con una desviacién estandar mas alta, de apro-
ximadamente 6 6rdenes de magnitud adicionales por indice espacial adicional, para
los valores con los que fue realizada la simulaciéon. Esto puede ser entendido viendo
la ecuacion maestra (3.20), donde la componente Rjs19 contribuye a la variable C
en una cantidad que es suprimida por un factor lineal en la velocidad v/c (~ 1076
en este caso) comparada con la contribucion de Rpiq9, mientras que la componente
Ri212 es suprimida por un término cuadratico en v/c.

Ademas, se mostraran los resultados de una inferencia simultanea similar a la ya
discutida, pero ahora estimando 5 componentes de la curvatura, Ry119, Rg220, R1210,
Ri212 ¥ Ri290, usando datos de 5 mediciones de relojes (ver la discucion en la sec-
cion 3.5). Usando de nuevo N = 100 (para cada arreglo de 5 relojes), ¥ = 10km,
o, = 100m, v = 10~ % para aquellos relojes con velocidad no nula, o, = 107%¢, y
oc = 1071, el resultado obtenido es mostrado en la figura 4.14. El comportamiento
de este caso mas complejo es similar al discutido previamente, en el sentido que la
velocidad define una jerarquia de precisiones en la determinacion de cada componen-
te: las distribuciones de Ry119 v Ro220 tiene una desviacion estandar, para los valores
ocupados en este ejemplo, del orden de 1072 m~2, mientras que para Ris10 ¥ Ri220
se obtuvieron valores del orden de 107'"m™2, y finalmente Ri512 es la componente
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Ro110 [1072°m2] = 4.6679-33
1

Ro220 [1072m2] = —2.23+9:33

Ro220 [10722m~2]
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Figura 4.12: Distribucién de probabilidad obtenida para las componentes Roi1o,
Ro220 y Roi20, obtenidas de manera simultdnea. Se ha usado y = 10km, o,, =
oy, = 100m, o5 = 107", y N = 100 mediciones de reloj para cada una de las
configuraciones involucradas (1,0), (2,0) y (4,0) (es decir, 3 x 100 relojes, con sus
posiciones y razon de tiempos). Esta figura, y similares, fueron hechas con el paquete
corner [0

con el error més alto, del orden de 1071 m=2.

Si se compara cémo la componente Ryi19 es determinada en esta tltima simulacién
con el resultado del caso simultdneo mas simple de 3 curvaturas, mostrado en la
figura 4.13, y con la determinacién més simple mostrada en la figura 4.8, es posible
notar un resultado similar para el ancho (desviacion estandar) de las distribuciones
correspondientes obtenidas.

Como anélisis final, se mostrara el resultado de estimar las componentes Ryia0,
Ri210, Ri1212 ¥ R1209, previamente obtenidas simultaneamente, pero esta vez obtenidas
en un procedimiento jerarquico, es decir, usando la informaciéon de otras componentes
obtenidas previamente. Por ejemplo, la componente Ryi90 es estimada con la infor-
macion del reloj en la configuracion (4,0), mas la informacion de la estimacion por
separado de las componentes Ryi119 v Ro229. La distribuciéon de probabilidad obteni-



o4

Ro110 [1072°m 2] = 2.14%9-33

R1210 [107Ym~2] = 0.43%323

R1210 [10717m=2]

Riz212 [1071°m~2] = -0.173:3§

R1212 [1071°m2]

Ro110 [1072m~2] R1210 [10717m=2] R1212 [1071°m~2]

Figura 4.13: Distribuciones de probabilidad para las componentes Ryi19, Ri210
y Ri219, obtenidas de manera simultidnea. En esta simulacion se han ocupado los
parametros y = 10km, o, = 100m, v = 10~%, 0, = 107%¢, o5 = 107", y N = 100
mediciones para cada reloj en las configuraciones (1,0), (1,2) v (1,—2) (es decir,
3 x 100 relojes con sus posiciones, velocidades y razones de tiempo medidas).

da para esta componente, en este caso, es mostrada en la figura 4.15. La desviacion
estandar de esta distribucién de probabilidad resultante es de orden de 10723, m~2,
siendo del mismo orden que el casos en el que esta componente fue obtenida de

manera simultanea junto a las demas, como ilustra la figura 4.12.

De la misma manera, se estimaron las componentes Ri219 y Ri212, al mismo tiem-
po, pero usando la informaciéon de la estimacion previa de la componente Rgi19, €n
adicion a la informacion de las mediciones de las configuraciones (1,2) y (1, —2). Este
resultado es mostrado en la figura 4.16. Las desviaciones estandar de las distribucio-
nes de probabilidad resultantes mostradas en esta figura no difieren significativamen-
te de los casos en que estas componentes fueron obenidas de manera simultanea junto
a las demas, usando los mismos datos, como se puede apreciar viendo las figuras 4.13
y 4.14.

De esta manera, estos resultados muestran que no existe diferencia significatica
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Figura 4.14: Distribuciones de probabilidad para las componentes Roi19, o220,
Ri210, R1212 ¥ Ri1290, obtenidas de manera simultanea. En este caso, se usaron y§ =
10km. o, = 100m, o5 = 107", v = 107% (para relojes no estaticos), y o, = 10~ %¢,
con N = 100 mediciones para cada reloj en las configuraciones (1,0), (2,0), (1,2),
(1,—2) y (2,1) (esto representa 5 x 100 relojes, con sus valores para las posiciones,
velocidades y razones de tiempo).

entre las estrategias “jerarquica” y “simultdnea” para la estimacion de los valores de
las componentes de la curvatura.
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Ro120 test = 1.14x1072m™2
Ro120 = 0.99x10723m2
og = 0.5x1072m2
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Figura 4.15: Distribucion para la componente de la curvatura Rgi29, obtenida
en forma jerarquica. La linea roja vertical representa la media de la distribucion.
Las lineas grises discontinuas verticales representan los percentiles 16 y 84 de la
distribucion. La linea verde vertical representa el valor de prueba (4.16). Para esta
estimacion se consideré N = 100, y ~ N (7 = 10km, o} = 10*m?) y o5 = 1074
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Figura 4.16: Distribuciones para las componentes de la curvatura Ris19 v Ri219,
obtenidas de manera jerarquica. En esta simulaciéon se han ocupado los pardmetros
y = 10km, o, = 100m, v = 10~%, 0, = 107%¢, 05 = 107, y N = 100 mediciones
para cada reloj en las configuraciones, (1,2) y (1, —2) (es decir, 2 x 100 relojes con
sus posiciones, velocidades y razones de tiempo medidas).



Capitulo 5

Conclusion

En esta tesis se han trabajado nuevas soluciones, asi como una descripcién esta-
distica del “gravitational clock compass” (GCC) [!, ¢]. El modelo presentado acé es
de relevancia directa para la determinacion operacional del campo gravitacional en
el contexto de Relatividad General, por medio del uso de relojes.

En particular, se extendio el resultado de [¢] en dos formas. Primero, se derivaron
nuevas soluciones analiticas para la aceleracion y la velocidad angular del sistema en
términos de razones de tiempo medidas por relojes en configuraciones adecuadas. Es-
tas soluciones exactas son distintas de las que aparecen en [%| debido a una eleccion
diferente para el estado de movimiento del reloj central de referencia. Adicional-
mente, se presentan un conjunto de expresiones analiticas nuevas que permiten una
determinacion simultianea de las propiedades cinematicas del sistema de referencia.
Ademés, se obtuvo una nueva solucién para todas las componentes de la curvatura
en coordenadas de Fermi. Esta solucion fue luego clasificada por el nimero de me-
diciones de relojes necesarias para determinar cada componente. A partir de esta
solucion, se discutieron diferentes estrategias para estimar experimentalmente estas
componentes. En general, las componentes de la curvatura pueden ser determinadas
de manera directa a partir de mediciones de relojes, en forma simultanea (en conjun-
to a otras componentes usando los mismos datos) y/o de manera jerarquica (usando
el conocimiento de componentes previamente determinadas).

En la segunda parte de nuestro trabajo se ilustr6 como podria llevarse a cabo la
determinacion estadistica de la aceleracion del sistema, asi como de algunas com-
ponentes representativas de la curvatura del espaciotiempo. Usando datos sintéticos
(los cuéles toman en cuenta los valores de la posicion, velocidad y razon de tiem-
pos de los relojes, ademés de posibles variaciones a estos valores que provengan de
errores de medicion) se estimaron las distribuciones de probabilidad para valores de
prueba de la aceleracién y, especialmente, de las componentes de la curvatura usando
distintas estrategias (simultianea y jerarquica). Esto llevo a un estimado de la pre-
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cision con la cual cada componente de la curvatura podria ser determinada en una
medicion realista, y como las distribuciones de probabilidad resultantes dependen
de los distintos parametros del modelo. Algunas componentes son mejor determi-
nadas por configuraciones de relojes particulares, dependiendo de sus distancias al
de referencia, velocidades en el sistema de referencia elegido, y la precision de los
relojes involucrados. Este comportamiento puede ser esperado notando que, dada
la ecuacion maestra (3.20), los distintos pardmetros contribuyen con distinto peso
a la cantidad auxiliar C' y, por consiguiente, a las razones de tiempo medidos. Por
ejemplo, algunas componentes contribuyen con un factor lineal en la velocidad, otras
con un factor cuadratico, etc.

Los resultados aqui mostrados indican que la estategia jerdrquica de determina-
cion de las componentes de la curvatura lleva a una estimacion de estas componentes
de precision similar, usando los mismos datos sintéticos, comparada con la estrategia
simultanea. Esta discusion de la relacion entre las diferentes componentes de la cur-
vatura y las distintas estrategias para estimarlas es de directa relevancia para una
futura implementacion experimental de un “clock compass” como el descrito en este
trabajo.

Es sencillo extender el analisis actual para incluir la determinacion (simultanea
y/o jerarquica) de més componentes de la curvatura. Incluso la determinacion com-
pleta de las 20 componentes independientes no requiere técnicas conceptualmente
diferentes a las aca presentadas. Usando el modelo definido por la ecuacién maestra
(3.20), y posiciones y velocidades adecuadas para un conjunto de relojes, ademas
de sus correspondientes razones de tiempo, todas las 20 componentes pueden ser
inferidas andlogamente a los ejemplos aqui presentados.

Finalmente, debe ser mencionado que redes de relojes de alta precision, que se
encuentran actualmente en uso |27, 38| y bajo construccion [29, 0], podrian repre-
sentan una prometedora aplicacién directa del marco de trabajo aqui presentado.



Apéndice A
Notacién y convenciones

En este apéndice, se presentaran las convenciones y notaciones usadas en la pre-
sente tesis. Esta notacion esta basada en la notacion usada en [3].

A.1. Geometria diferencial

Durante el desarrollo de esta tesis, se ocupé la convencion (4, —, —, —) para la
signatura de la métrica. Indices latinos (a,b,c,...) son indices de espaciotiempo,
y toman valores de 0 a 3, mientras que indices griegos (o, 3,7,...) son indices de
espacio, y toman valores de 1 a 3'. Se ocupara el convenio de suma de Einstein, segiin
el cual indices repetidos en una expresion representa una suma sobre dichos indices.

Con la métrica, se define el elemento de linea

ds® == gap dada® (A1)

Se considerara que la métrica es “no degenerada”, es decir, que g := det(gu) # 0,
de tal forma que exista la métrica inversa ¢?°(x) tal que:

g(z) goe(x) = 0% (A.2)

donde 67 es la delta de Kronecker.

'Esta convencioén es contraria a la usual, como la usada en [12] o en [17].
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A.1.1. Conexién y derivados

La conexion esta dada por los simbolos de Christoffel
1
I‘ozbc = 5966 (aageb + abgae - aegab) . (A3)

Esta conexién nos permite definir el concepto de derivada de una manera cova-
riante (es decir, independiente del sistema coordenado usado). Por ejemplo, para un
4-tensor T, cualquiera se puede definir su derivada covariante como

VT = 0T+ T TI0q + Tt T g — Tt T% g — Tgt T (A4)

Puesto que la conexion esta dada por los simbolos de Christoffel, se cumple que
la derivada covariante de la métrica es identicamente nula, es decir,

V.egap = 0. (A.5)

Esta identidad se conoce como condicion de metricidad.

Por otro lado, con la conexiéon también podemos definir la derivada covariante
total como

Duve : dov®

— a,b, c
e + Iy v’u (A.6)

que corresponde a la derivada covariante del vector v® a lo largo de una curva Y ()
parametrizada por su tiempo propio 7, con u¢ = dY/dr la 4-velocidad de la curva,
v I'p.® la conexion evaluada sobre dicha curva.

A.2. Tensor de curvatura, propiedades y derivados

Con nuestras convenciones, se define el tensor de curvatura como
d .__ d d d e d e
Rabc — aa]-—‘cb - 8cha + Fea Fcb - Feb Fca ; (A7)

a partir de la conexion definida en (A.3). Si consideramos las componentes totalmente
covariantes del tensor de curvarura, Rapeq := gaeFRapc®, €5 posible probar que, para el
caso que estamos discutiendo, el tensor de curvatura de Riemann posee las siguientes
(anti-)simetrias:

Rabcd = _Rbacd7 (AS)
Rabcd = _Rabdc» (Ag)



62

Rabcd = Rcdaba (AlO)

y, ademas,
Roved + Rpcad + Reara =0 & R[(Lbc]d =0. (A.ll)

Debido a estas simetrias, las componentes completamente covariantes linealmente
independientes del tensor de curvatura de una variedad con geometria riemanniana
de dimensiéon n se reducen a “s6lo” n?(n? — 1)/12. De esta manera, en RG, don-
de el espaciotiempo tiene dimensiéon n = 4 tenemos 20 componentes linealmente
independientes del tensor de Riemann.

A partir del tensor de Riemann se define el tensor de Ricci como
Rab = Rcabca (Alz)

el cual, en un espacio con geometria riemanniana, es simétrico, R;; = R;;, en virtud

de (A.10).

Por su parte, se define el escalar de curvatura como la “traza del tensor de
Ricci”, esto es,
R:= g Rg. (A.13)

Con estas dos definiciones se define el tensor de Einstein como

1
G,‘j = Rij — §g”R (A14)
el cual, en un espacio con geometria riemanniana, también es simétrico. Este tensor

de Einstein es el que va al lado izquierdo de la ecuacion de campo de Einstein (2.5).



Apéndice B

Forma completamente resuelta de la

solucion de la curvatura

En este apéndice se repasarin las soluciones para las componentes de la curvatura
encontradas en el capitulo 3.5. En este caso, se mostrara el mismo resultado pero en
su version “‘completamente resuelta”’, es decir, que cada componente de la curvatura
serd mostrada en funcion de cantidades medibles de relojes, las cuales son su distancia
al centro de coordenadas, velocidad, y razén de tiempo medida entre dicho reloj y el

reloj central.

Ro110 = —%»

Roge0 = —(270)2337

Rozs0 = —(3 (;)2337

Ro120 = ZLyQ ((1’0)33 + 0B, — (4’0)33)7

Ro130 = QLyQ ((1’0)33 + B30p, — 60 p,),

Rozso = 2%/2 ((2’0)33 + 0By — (5’0)B3>7
1210 = 82}232y2 ((1’2)8‘ - (1’_2)B3>>
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3 _
Rasa0 = SUs1 ((2’3)33 ~ & 3)Bg>, (B.9)
33
3 _
Rigi = —W(Q(I’O)B?) — 2By — 2)33)7 (B.10)
22
3 _
Rig13 = _2?}2 " <2(1,0)33 _ (1,3)B3 _Q, S)Bg>, (B.ll)
33
3 _
Ry = —5 v <2(2,0)33 _eap, @ 3)B3>, (B.12)
33
3
Fam = g (2 52(P0 By — @V By) 4 o) (-2 By + 12 By + <17—2>Bg)),
22
(B.13)
3
Fuaw = gy (249, — VB 4 o (2098, + 095, 4 09
22
(B.14)
3
Rasz0 = Somtig? (2U§3((3’0)Bg — GV B3) + 03,(—2*Y By + ®3 By 4 (2"3)]33)),
33
(B.15)
3
T =  402,02,05005312 <2 (USZU§3 — Uy — U§3U§2) (10 By
2233
+ (U22U§3U52 + U§3U§2) (1’2)B3 iy (U22U§3U52 — U§3’U§2) (1’_2)33
+ (1)%21)331)53 + 11%21133) (1’3)33 — (1)321)331)53 — U§2U§3) (1’_3)B3
— 203,0,19B3), (B.16)
3
Riooe — (2 22 _ 2 2310 p
1223 4011025 025U61 V31 (V11V33U61 — V1103305 3
+ 2(111121%222%3 - U11U§2U§3 - U§2U§3U61)(2’0)B3
— (v} V33061 — v1103508,) P By — (vF 035061 — v11v3ug,) Y By
+ 21}321}?2,3@61(2’1)83
+ (V1103033063 + V1103053) PV By — (vnviyussves — vnviyvgs) G0 By
— 2’1]11’1)52’1132)3(2’6)33), (Bl?)
3
Frgos = 41109902 V41 Vs2Y? (2(0%1022041 B 011022021)(170)33
33

2 2 1(2,0
+ 2<U11U22U42 — U11U22U42)( )Bg
2 2 2 3,0
+ 2(v11v22055 — V11V35V42 — 11221)33041)( ) By
2 2 \(1,3 2 2 \(1,—-3
- (0111}221141 - U11UQQU41)( )B3 - (0111122@41 - U11U22U41)( )B3

2 21\(2,3 2 2 \(2,-3
- (01111221142 - 111171221142)( )B3 - (Ullvgng - U11"022"U42)( )B3



2 3,1 2 3,2 2 (34
+ 20220337141( )B3 + 2U11U33U42( )B3 - 271117122%3( ’ )Bs>7
Rig30 = 5 2(v? 2 10
1230 = — 3 (V11 V22041 — V1102207 + V11V22041V42) 3
8U11V22033V41Va2Y

2 2 1(2,0
+ 2(v1105 V49 + V11022041 V49 — V11V22055) 30 By

+ 2(U11U22U§3 - U11U32’3U42 — U22U32,3U41)(3’0)Bg
- 2?111?122?1411142(4’0)33
_ (0%10221141 — 1)110221)21 + 20110220411)42)(1’3)33
- (0%11}22“41 - U11U22Uil)(1’_3)33
— (V11025042 4 2011022041 Vg2 — V11V2202) PP By
— (011035012 — V1102203,) > ™Y By
+ 21}22@33@41(3’1)83 + 27}11”32)3“42(3’2)33 — 2U11022U§3(3’4)B3
+ 2”117}22?}417}42(4’3)33) ,
3
Rasio = 8011 02,025 Usa Uy <2<U%1U§2U§3 — V7 U352 — V1 U302,) VO By

2 2 2,0
+ 202,v2,us59v53 >0 By

+ 205,033v50053 ") By

— 203,035052053 ") By

+ (07, 22055Vs2 + V7, 35035)

— (07029053059 — V] 05303 ) T 2)33

+ (071 V3 V33053 + V3 055055) 1

- (U11U22U33U53 - U11U22U53)(1’73)B3

B 21}32”;3”52”53(271)33 - 2“32“%3“52“53(3’1)33 - 21}%1”%2”?2,3(1’5)33

2 2 5,1
+ 203, V33V52053¢ )B3>-
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(B.18)

(B.19)

(B.20)



Apéndice C

Expresiones analiticas para el error
propagado

En esta seccién se muestra una derivaciéon analitica para el error en la estimaciéon
de la curvatura. Este resultado puede ser usado para definir limites superiores para
el error de las variables que entran en la expresion para el valor de la curvatura,
dependiendo del error con el que se quiere estimar dicha curvatura. Este tipo de
resultado analitico simple ha sido 1til para el ajuste de parametros en nuestras
simulaciones.

Iia forma general de una componente de la curvatura como R = Ry es R =
—(C +v*)/y? (ver ecuacion (3.58)). Con esto, se puede inferir que

()~ (220 ) e (B) e (2 ) 1)
R/ T\ C+2 y C+v2) '

Si se quiere tener un error fraccional mas bajo que cierto valor, esta expresion se
transforma en una desigualdad,

o0 'y (2, (2o 2<(@)2 (C.2)
C +v? y C + 12 R/’ '

la cual requiere que




A partir de esto, se derivan las siguientes condiciones necesarias
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(C.8)

Las expresiones aqui mostradas permiten ademas conocer la variaciéon de los erro-

res con respecto a las deméas variables, como se mencion6 en la seccion 4.3.5.
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