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Resumen

Esta tesis trata sobre la construccién de una generalizacion de una teoria de
Gauge no-conmutativa y no-asociativa basada en la estructura de Algebroide de
Hopf del Espacio-tiempo de Snyder. La teoria sera contruida a través de una ge-
neralizacién del mecanismo de Bootstrap de Teorias de Gauge no-conmutativas
mediante la estructura de Algebra L...

Para realizar ésto, comenzaremos estudiando la estructura de Algebroide de
Hopf del espacio-tiempo de Snyder (Capitulo 6) con la intencién de construir el
producto estrella que codifique toda la informaciéon de no-conmutatividad y no-
asociatividad del espacio-tiempo de Snyder en términos de variables conmutati-
vas. Posteriormente contruiremos una Teoria de Gauge por medio del mecanismo
de Bootstrap de Teorias no-conmutativas de Gauge considerando un parame-
tro de no-conmutatividad generalizado. Considerando la conjetura Blumenhagen-
Brunner-Kupriyanov-Liist de que toda teoria de Gauge consistente debe poseer
una estructura L., remanente, resolveremos las identidades L., con lo cual en-
contraremos su principio de Accidn, ecuaciones del Movimiento y principio de
Gauge modificado bajo el cual la teoria sera invariante a order s! para una teoria
de Gauge basada en el grupo U(1) (Capitulo 8).

Finalmente compararemos estos resultados con los obtenidos mediante métodos
alternativos e intepretaremos esta nueva Teoria de Gauge U(1) con correcciones

cuanticas basada en el espacio-tiempo de H. Snyder.



Abstract

This thesis deals with the construction of a generalization of a non-commutative
and non-associative Gauge theory based on Hopf Algebroid structure of Snyder
Spacetime. The theory is built through a generalization of the Bootstrap mecha-
nism of non-commutative Gauge Theories through the L., Algebra structure .

In order to accomplish this, we will start studying the Hopf Algebroid structure
of Snyder’s space-time (Chapter 6) with the intention of constructing the star pro-
duct that encodes all the information of non-commutativity and non-associativity of
Snyder spacetime in terms of commutative variables. Later we will build a Gauge
Theory through the Bootstrap mechanism of non-commutative Gauge Theories
considering an generalized non-commutativity parameter. Considering the con-
jecture of Blumenhagen-Brunner-Kupriyanov-List that every consistent Gauge
theory must have an underlying L., structure, we will solve the L, identities with
which we will find its principle of Action, equations of Motion and modified Gauge
principle under which the theory will be invariant up to order s! for a Gauge theory
based on the group U(1) (Chapter 8).

Finally we will compare these results with those obtained by alternative methods
and we will interpret this new Gauge Theory U(1) with Quantum Gravity correc-

tions based on the space-time of H. Snyder.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La fisica "no-conmutativa” ha adquirido con el tiempo una presencia inespe-
rada en modelos relativamente recientes en fisica de altas energias.
Una modificacion de la estructura del espacio-tiempo emerge naturalmente al in-
troducir una longitud minima, dada por la longitud de Plack [, [1], y aparece en
dos modelos actualmente relevantes.
El primero aparece en loop quantum gravity en la cual la longitud de Planck juega
un rol muy importante, debido a que en el proceso de cuantizacion los operado-
res (observables) de area y volumen no solo tienen espectro discreto sino que
los autovalores de estos operadores son proporcionales a la longitud de Planck
al cuadrado y al cubo respectivamente [2] [3].
Otro interesante resultado emerge de Teoria de Cuerdas. En el limite de bajas
energias, la dinamica de la cuerda abierta moviendose en un campo de Gauge
2-forma (Kalb-Rammond field, o B-field) no-nulo puede ser descrita como una

teoria de Gauge (supersimétrica) con acoplamiento minimal en una variedad no-

2



conmutativa, trabajo realizado por N. Seiberg y E. Witten en la década de los 90
[4], donde ademas discutieron las correcciones alejadas de este limite. De este
analisis emerge una correspondencia entre campos de Gauge y campos de Gau-
ge no-conmutativos. En éste contexto, el parametro de no-conmutatividad es una
constante y sugiere que el marco de trabajo correcto para la formulacion de una
teoria cuantica de la gravedad sea a través de una Geometria no-conmutativa

debido a una nueva estructura algebraica que converge en éstas [5] [6].

Un factor a considerar es que una teoria no-conmutativa origina inconsistencias
con la simetria de Lorentz usual [7]. De todas formas, debemos mencionar que no
todos los espacio-tiempos no-conmutativos propuestos son incompatibles con la
simetria de Lorentz. H. Snyder construyé un espaciotiempo compatible con esta
simetria en coordenadas discretas (operadores posicion de autovalores discre-
tos).

Mas aun, los trabajos de G.t Hooft en Gravedad Cuantica en 2+1 dimensiones su-
gieren que el estos modelos precisan ser formulados en un espacio-tiempo tipo
Snyder [8]. Este resultado motivé que una teoria cuantica en otras dimensiones
puede implicar un espacio no-conmutativo de este tipo.

En la actualidad los fisicos y matematicos centran su mira en dos espacio-tiempo
no-conmutativos: el espacio-tiempo de Snyder y sus generalizaciones [9], y en el

llamado #-Minkowski [10][11][12].

Las teorias en espacios no-conmutativos pueden ser entendidos como modifi-
caciones a la estructura algebraica de su contraparte conmutativa; asi como el
algebra de Heisenberg es un algebra de Lie no acotada cuya base son los ele-

mentos {x', p;}, un espaciotiempo del tipo Snyder deforma las estructura de Alge-



bra de Lie a una mas general. La longitud minima en un espaciotiempo de Snyder
actla como un parametro de deformacion para el algebra de Heisenberg, origi-
nando una estructura de Algebra de Hopf (mas rigurosamente un algebroide de
Hopf), las cuales corresponden a la familia conocida como Algebras cudnticas.
En la presente tesis buscamos identificar las estructuras algebraicas emergentes
en el espacio-tiempo de Snyder, la estructura que debe respetar una teoria de

Gauge coherente en este espacio finalizando con su contruccion.

1.2. Plan de Tesis

Comenzaremos estudiando las propiedades cuanticas del espacio-tiempo de
Snyder, entendiendo la nocidn de discretizacion del espacio-tiempo y la preserva-
cién de la invariancia de Lorentz de los operadores que la definen en el Capitulo 3.
Teniendo claro la violacién a la identidad de Jacobi procedemos a estudiar gene-
ralizaciones a las nociones basicas de algebras, empleados en el contexto de las
teorias no-conmutativas y no-asociativas en el Capitulo 4 para encontrar el marco
de trabajo correcto con el cual tratar al Algebra de Snyder. Buscando codificar la
nocion de no-conmutatividad y no-asociatividad de los operadores, buscamos las
diferentes posibles deformaciones del producto en el Capitulo 5, y luego de este
estudio empleamos la correcta estructura para deformar el espacio de funciones
considerando el caso del espacio-tiempo de Snyder. En el Capitulo 6, reconstrui-
mos su estructura de algebroide, y también su producto de Moyal generalizado,
habiendo logrado codificar al espacio-tiempo de Snyder en la forma que se multi-
plican las funciones.

En el Capitulo 7 abordamos el formalismo para poder construir un modelo ba-

sado en Teoria de Cuerdas y las conocidas Teorias de Campos. Gracias a ésto,



entendemos que construir una teoria de Gauge para el espacio-tiempo de Snyder
necesita seguir unas reglas, como la asociatividad homotopica o tambien conoci-
da como Algebra L... Tomando el mecanismo de Boostrap de teorias de Gauge
no-conmutativas de Blumenhagen-Brunner-Kupriyanov-List logramos extender
el mecanismo a espacio-tiempos con parametro de no-conmutatividad depen-
dientes del momentum en el Capitulo 8, finalmente se encuentra las ecuaciones
del movimiento, un principio de Gauge generalizado y se discuten las soluciones

clasicas del Electromagnetismo en este espacio.



Capitulo 2

Estructuras no-asociativas y donde

encontrarlas

2.1. El problema del Monopolo magnético

A finales de la década de los anos 30 el fisico, ingeniero y matematico Paul
Dirac sugiere que la existencia de los monopolos magnéticos en la naturaleza da
lugar a la cuantizacion de la carga electrica [13] [14], lo cual daria origen a una
extensa busqueda e investigacion sobre la posibilidad de encontrar dichas parti-

culas en la naturaleza.

El proceso de simetrizacion de las ecuaciones de Maxwell trajo consigo la in-



corporacion de fuentes magnéticas, de la forma:

V.-E = P @.1)
€0

V-B = jopn (2.2)

. OB -

— E = — m 2.3
V X En + poJ (2.3)
. 1 0F -

VxB = EE + loJe (24)

donde p.., jm corresponden a la densidad de carga magnética monopolar y la
densidad de corriente magnética monopolar respectivamente. En este contexto,

las cantidades electricas y magnéticas adoptan una nueva simetria.

Consideremos ahora un caso particular. Sea una particula puntual sin espin,
con carga eléctrica e y masa m puesta en un fondo de campo magnético §(f),
ésta poseera las siguientes relaciones de conmutacion entre sus coordenadas y

la velocidad (en unidades de m = ¢ = 1),
[2, 0] = ihd¥ | [2", 2] =0, [v°,v7] = ihec* By (F), p' = v+ eA’ (2.5)

originando una no-conmutatividad en el espacio de los momentas en el contexto
de la teoria de Maxwell generalizada, lo cual lleva también a una pérdida de la

asociatividad, pues
[[", 0], 0*] + [, 0], 0] + [0, 0], 0] = —eh?e9*V - B #£ 0 (2.6)

lo cual muestra que la aparicién de distribuciones formadas por fuentes magnéti-
cas monopolares originan no-conmutatividad y no-asociatividad en el espacio de

configuracion.



2.1.1. Cuantizacion de Dirac

Como sabemos, los campos electricos y magnéticos en la teoria de Maxwell
estan relacionados a potenciales escalares y vectoriales, los cuales presentan
una redundancia en su definicion através de la simetria de Gauge que estas ex-

presiones poseen:
E=-Vo—— ¢ =0~
A=A+V

A of
== L 2.7
o’ ot @.7)
B=V x A, v

~~

(2.8)

Dado los potenciales electromagnéticos particulares, sabemos que en la teoria
cuantica el Hamiltoniano para una particula de carga electrica ¢ y masa m es

dado por:
1 2N 2 N
- ( _ gA) +qé (2.9)
C

2m

i

por lo tanto si un estado |y (t)) satisface la ecuacion de Schrddinger con éste

Hamiltoniano, entonces también lo hara:

exp (%) [P(t)) (2.10)

bajo la transformacién de Gauge anteriormente descrita.

De modo que los monopolos magnéticos introducen regiones de divergencia no-
nula en el campo magnético. Esto entra en directo conflicto con la descripcién del
campo magnético como el rotor de un potencial vectorial, que necesariamente
tiene divergencia nula. Dicho ésto, consideraremos a los campos alrededor de
los monopolos magnéticos, donde si sea valida esta descripcion de los campos
magnéticos.

Consideremos un monopolo magnético de carga g en el origen. Esta produce un

campo magnético de la forma:

B() = kn L 2.11)



Por la libertad de Gauge, éste campo magnético posee multiples potenciales vec-

toriales, entre ellos:
(2.12)

Lo que notamos respecto a este potencial vectorial, y todos aquellos que proce-
dan del campo magnético producido por un monopolo magnético, es la aparicion

de una singularidad sobre la linea 6 = 7, la cual es llamada la Cuerda de Dirac.

La condicion de Cuantizacién del monopolo magnético, como fue planteada por
Dirac, consiste en interpretar a un monopolo magnético como un Solenoide semi-
infinito, pidiendo ademas que no hubiese corrimiento en la fase en el efecto Bohm-
Aharonov.

Actualmente la forma mas clara de deducirla es a través de la invariancia de
Gauge. Consideremos primero el siguiente resultado: si tenemos un monopolo
magnético en el origen, no existe ningin Gauge para el cual el potencial vectorial
es singular excepto en el origen [15]. Asi la existencia de la cuerda de Dirac se
encontrara en todo Gauge. Consideremos ahora dos Gauge, los cuales seran no
singulares en la regién que estan definidas, e intentemos solaparlas. Dependien-
do de la eleccion del Gauge, la cuerda de Dirac apuntara en una u otra direccion
desde el origen, por lo mismo solaparemos ambas regiones, con sus respecti-
vos Gauge, de forma de que la region a su alrededor esté bien definida, y no
existan mas singularidades salvo la trivial. Sean las regiones y sus respectivos

potenciales vectoriales:

. 1— cosf) -
A =g, S cos0) 5 Ri:0e0,7/2+90) 2.13)
rsin 6
- —g(1 + cosf) -
AQ:km%@ Ry:0€ (n/2— 6,7 (2.14)



Las regiones son solapadas en 7/2 — 6 < 6 < w/2+ §, y en cada Gauge el rotor
de /farroja el campo magnético del monopolo. Ahora incorporemos una particula
de carga eléctrica e en presencia del monopolo magnético, y resolvamos el factor

de fase S;_,, entre ambas regiones.

Vi = A — A (2.15)
N (2.16)
rsin 6
— [ = 2kngod (2.17)
' 2ek,,
= exp ﬂ = exp w = S1.9 (2.18)
he he
Con lo cual, al pedir que la fase no esté multivaluada:
Sl%2‘¢:0 = Slﬂ2’¢:2ﬂ
2
kmge 7 (2.19)
he

La dltima expresidon es una version alterna (con factores de normalizacién ade-
cuados) de la llamada Condicion de cuantizacion de Dirac, que trae consigo el
hecho de que en una electrodinamica generalizada, la existencia de la cuantiza-

cién de la carga magnética induce la cuantizacion de la carga eléctrica.

La condicion de cuantizacion de Dirac explicod la naturaleza de los monopolos
magnéticos a nivel cuantico, explicando la intensidad que sienten éstos entre si,
y dando una razoén para que éstos no puedan ser facilmente encontrados en la
naturaleza debido a su vida media. Pero no seria hasta el afio 1985 que se com-
prenderia la verdadera naturaleza de ésta condicion, una a nivel cohomolégico y
que llevaria a la necesidad de formular modelos en términos de estructuras no-

asociativas.



2.1.2. El 3-cociclo nulo

Para poder explicar la nocion de Cuantizacion de Dirac en un contexto coho-
moldgico, exploraremos algunas nociones de Cohomologia aplicadas a grupos
actuando sobre el espacio de funciones sobre una variedad. Para mas detalle ver

Apéndice A.

Consideremos un grupo G actuando sobre una variedad M como el grupo
de transformaciones: * — zg, v € M,g € (. Para un conjunto de mapeos
an(z;g1,...,9,) llamados n-cocadenas, el Operador de Coborde ¢ es definido

como:
(§Ozn)(x;g1,g2, cee 7gn+1) = Oén(ﬂjgl;gg, s 7gn+1> + ..

+ (D@91, GiGit1s - - Gnr) + - -

+ (=1)"an(zig1,- -5 9n) (2.20)
donde podemos verificar que 4> = 0. Una cocadena «,, = da,,_; se llamara un
Coborde, y si 6a,, = 0 diremos que es un Cociclo. Un cociclo sera no-trivial si
no es un coborde. Debemos tener en cuenta que una n-cocadena puede ser
asociada con una n-forma diferencial w,, de la forma:

(23915, Gn) =/ W, (2.21)

donde X, corresponde a un n-simplex con vértices (z,zg1,...,2g1 ... gn)-
La 1-cocadena a4 (z; g) aparece en la representacion U, del grupo G en el espacio

de las funciones ¥ (z) en M:
U, U (z) = e @9)P(2g) (2.22)
Si a4 (x; g) es un cociclo trivial entonces

ap(x; g) = dap(z; g) = ap(zg) — () (2.23)
8



y la representacion se reduce a la usual
Ug Ug, U (2) = Uy, 0, ¥ () (2.24)

a través de la transformacion unitaria ¥ (z) — exp(iag(x))V(x).

Un 2-cociclo ay(z; g1, g2), obtenido de una 1-cocadena «; por:

(x5 91,92) = Sau(x;g1,90)
= a1(2g1;92) — a1(x; 9192) + a1 (z; g1) (2.25)
aparece en el producto de dos operadores:
U91 nglll(;p) = eim(x;gl’%)Ugng\II(x) (2.20)

Cuando el 2-cociclo no depende de las coordenadas, ésto entrega una represen-

tacion proyectiva del grupo:
Uy Uy, = 200920, o, (2.27)
Sea as(z; g1, g2) Una 2-cocadena, entonces un 3-cociclo a3 = Ja, es dado por:

as(w; 01,92, 93) = (291592, 93) — a2(T; 9192, g3)

+ (391, 9293) — a2(x: g1, 92) (2.28)

Finalmente los 3-cociclos entran en los productos triples de forma similar a

como aparecen en el producto de dos operadores, a traves de:
(UgsUgy ) Uy, = €280 (U, U, ) (2.29)

La condicién de asociatividad en este caso se corresponde con az = day = 0,
y si as es un 2-cociclo trivial entonces se vuelve una representacion ordinaria.

Entendemos entonces que si a3 = 0 mod(27n),n € Z entonces el producto de
9



operadores sera asociativo, por lo tanto a3 mide el grado de asociatividad del pro-
ducto.

En 1985, D. Boulware, S. Deser y B. Zumino discuten sobre el significado de la
condicién de cuantizacion de Dirac, y como se relacionaba con la asociatividad
de la teoria [16]. Bajo multiples consideraciones respecto a la representacion y
los cociclos definidos, los que mas informacion entregaban sobre el monopolo
correspondio a la que presentaremos.

Consideremos una generalizacion del grupo de traslaciones asociado con los
cociclos y el Grupo de cuerdas (String Group). El grupo de Cuerdas, denota-
do por StringM es el grupo de todos los caminos v : [0,1] — DiffM, don-
de Diff M denota al grupo de difeomorfismos en M = R3/{0}, de forma que
7 — 7(t) = 7(v(t)),t € [0,1] y v(0) es la identidad. La regla de composicion
del grupo es definida por v12(t) = v1(t)72(t).

En presencia de un monopolo magnético definimos la 1-cocadena como:

-

!
- =

o () = e / CA@ - aE (2.30)

donde la integracion se realiza a lo largo de la curva + conectando un punto 7 con
un punto ' = 7#(y(1)), y A(7) es el potencial vectorial. Si la integral no depende

del camino, entonces encontramos:

—
/

a; = dag = ap(7) — ap(r’) (2.31)

y entonces «a; corresponde a un 1-cociclo trivial.

Continuamos con:

(771, 72) = 6/ B-dS = ed|s (2.32)
>

donde ®|x. es el flujo magnético a través del simplex bidimensional X definido por:

una superficie parametrizada como (¢, s) = (71 (t),72(s)) con 0 < s < 1y con
10



vértices (7,71, 7,), donde 7, = 7(71(1)) y 72 = 7(72(1)).

Para que el potencial vectorial A sea compatible con un campo magnético B =
gr/r® del monopolo magnético debe tener una singularidad, la cuerda de Dirac.
Esto implica que B = V x A localmente, pero no globalmente, por lo que s es

una 2-cocadena y no un 2-cociclo. Asi podemos escribir:
B=VxA+h (2.33)

donde £ correspondera al campo magnético de la cuerda de Dirac C. Si introdu-
cimos esta descripcion del campo magnético en la de a,, seremos capaces de

usar el Teorema de Stokes para obtener:
a2 (7571, 72) = dau (771, 72) + 0(C, X) (2.34)
donde:
b = an(7;72) — an (P 1172) + e (75 7) (2.35)

y la contribucion o = ¢ [, i - dS es no-nula si y solo si la cuerda C cruza .

Dado ésto, podemos por fin calcular el 3-cociclo de la teoria:

ag(ﬁ%ﬁ%%) = day

= (71572, 73) — 2T 1172, 73) + @27 71, 71273) — 02(771,3236)
Esto arroja finalmente el siguiente resultado:

4meg mod(27n) , Si el monopolo es encerrado por
a3 = (2.37)
0 , en cualquier otro caso

en unidades de i = ¢ = 1. Es decir, la condicién de cuantizacion de Dirac corres-
ponde a la trivializacién del 3-cociclo de la teoria. El problema surge al momento
de emplear la integral de Volumen que ignora el hecho de que el origen no per-

tenece a nuestro espacio. De esta forma, la condicién de cuantizacién de Dirac
11



se encarga de que una teoria modelada a través de objetos asociativos ignoren
el lugar donde la no-asociatividad ocurre. Esto lleva directo a la discucion de la
forma en la cual considerar regiones no-asociativas de la teoria, cuya sugerencia

empieza por una base mucho mas abstracta: las algebras no-asociativas.

2.2. Modelo de R-flujo

La aparicion de la no-asociatividad no radica sélo en la existencia de mono-
polos magnéticos, aunque ciertamente es de las mas llamativas. La aparicion de
algebras no-asociativas en la fisica ha sido muy importante al aparecer en el con-

texto de gravedad cuantica, mas especificamente en la Teoria de cuerdas.

En teoria de Cuerdas bosonicas existe un fenomeno en el cual las cuerdas
son compactificadas en un circulo de radio r se vuelven fisicamente equivalen-
tes a que si lo hiciese en un circulo de radio 1 (en las unidades correctas), la
cual corresponde a un ejemplo de las dualidades 7' en Teoria de Cuerdas y Su-
percuerdas. La dualidad 7" en el contexto de Teoria de Supercuerdas permite el
intercambio entre teorias de tipo /1Ay I1B, asi como Heretorica SO(32) y Esx Es.
De esta forma estas dos compactificaciones y dos configuraciones describen co-

mo resultado la misma fisica.

Por otro lado, existen configuraciones en teoria de cuerdas que no pueden ser
descritas en término de la geometria Riemanniana, donde existen sectores en los
cuales cuerdas cerradas moviendose en sentidos contrarios manifiestan compor-
tamientos diferentes, y que precisan de una dualidad 7" para definir correctamente

el fondo. Mas informacion en [17].
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En anos recientes se establecié que los fondos no-geométricos de cuerdas ce-
rradas manifiestan una no-conmutatividad y no-asociatividad entre sus coorde-
nadas. El principal ejemplo es el llamado Modelo de R-flujo, obtenido tras una
secuencia de dualidades T a lo largo de las coordenadas de un todo 7 con el
flujo de la 3-forma Field Strength de componentes constantes . En éste caso,
las relaciones de conmutacion entre las coordenadas y las momenta adoptan la

siguiente forma:
(2", 27] = iRe*py, (2", p] = i0Y, [p',p'] =0 (2.38)

donde R es una constante determinada por el flujo de la 3-forma. Como resultado,

la identidad de Jacobi de las coordenadas de las cuerdas son no-nula:
[, 2%], 2%] + [[2°, 2°], 2] + [[2%, 2], 2°] = —3R (2.39)

lo cual entendemos como una no-asociatividad. Por supuesto existen aiin mas
ejemplos de cuerdas cerradas en fondos no-geométricos que exhiben estructu-
ras no-conmutativas y no-asociativas, las cuales pueden ser revisitadas en los

trabajos de |. Bakas y D. Lust [18].

2.3. Producto estrella y la cuantizacion

En el articulo 3-cocycles, non-associative star-products and the magnetic pa-
radigm of R-flux string vacua de |. Bakas y D. Lust en 2014 y en Aspects of
non-associative structures in physics de |. Bakas en 2015, se discute a profundi-
dad la necesidad de nuevas estructuras algebraicas emergentes de un producto
de Moyal-Weyl generalizado, como alternativa a la prescripcion de cuantizacion
canonica, debido a la pérdida de correspondencia entre variables clasicas y ope-

radores autoadjuntos de Weyl.
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La obstruccion en la no-asociatividad se debe a la aparicion de un 3-cociclo en la
Cohomologia del algebra de Lie abeliana asociada a las traslaciones en el espa-
cio de fase. Alternativamente, la obstruccion puede ser escrita en término de los

elementos del Grupo asociado, los que corresponden a:
Ula,b) = ell@=tbp) (2.40)
satisfaciendo la Ley de composicion de elementos:
Ulay, b)U(ag, by) = e~ 2(@rb2m02b0) o=ig(brxb2)arr (g 4 gy by + by) (2.41)
. Dejando una asociatividad de la forma:
(ULUs)U; = e~z 0rxb)bs 7 (U, U) (2.42)

Si R fuese cero, seria valida una representacion proyectiva del Grupo y estariamos
en el caso de la mecanica cuantica tradicional. Es decir, cuando R = 0, todos los
observables clasicos f(z,p) en el espacio de Fase son asignados a operadores
F(i,p) actuando sobre un espacio de Hilbert. Su producto es no-conmutativo pe-
ro asociativo. Si hacemos un analisis en Fourier, y utilizamos la correspondencia
de cuantizacion de Weyl:

1

! / Bad®bf(a,b)e!@=HP)  F(ip) = L / dPad®bf(a,b)U(a,b)
m

(2

La conclusion es una correspondencia entre operadores y el mapeo exponencial:

flx,p) =

Ula,b) = @D [ (ay, by)U(ag, by) = e 20227020 (0 + ay, by + by)

Luego el 2-cociclo ¢y (ay, by;as, by) = aq - by — ay - by S€ encarga que el producto en
el espacio de fase sera no-conmutativo pero asociativo. En términos del producto
de Moyal (ver Subseccion 5.1.2), encontramos que:

(fix fo)(z,p) = 6%(8“'BPQ_a‘”Q'apl)fl(Il,pl)f2($2,p2)|x1:x2:x;p1:p2:p (2.43)
14



Originando que la dinamica de la mecanica cuantica sea equivalente al Corchete

de Moyal:

U fody = —i(fix fo = fox f1) ={f1, fo} +D.S,,
{{fi, fax fo}} = fox {{f1, 33} + A, fad ) fs

Ya que R # 0, las reglas de cuantizacion candnica ya no son validas, pero
aun es posible definir un producto de Moyal no-conmutativo y no-asociativo. Si

usamos la regla de composicién general, encontramos que:
U(al, bl)U(ag, bg) _ efé(al-lnfaz-bl)efi%(blsz)-xU(al + as, bl + b2)

Y como resultado, obtenemos un producto estrella que es no-asociativo y no-

conmutativo, que a su vez depende de z:

E:E - l . _:a: iy
(f1 %z f2)(z,p) = €'2 (Op1X0p2) g5 (Be1 Opy =0 d”l)fl(xhPl)fz(l“zaP2)|x1:z2:x;p1:p2:p

En éste caso no hay operadores asignados a sus observables clasicos f(z,p),
sino sélo objetos F(z,p) = ﬁfdfﬂad?’bf(a,b)U(a,b) que interactuan a través
de la anterior ley de composicidn. Entonces, en el contexto de la dindmica de la

mecanica cuantica, esta ahora sera formulada en términos del corchete:

{{flan}}m = _Z<f1 Ky f2 - f2 Ky f1>7
Hfr faxe fatha 7 fora {{f1s f3}}o + {{ /1. fo} }o %0 f3
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Capitulo 3

Espacio-tiempo y Algebra de Snyder

3.1. Introduccion

Hartland S. Snyder, en 1946, propone, en la basqueda de la solucion al pro-
blema de interaccion campo-materia, un novedoso acercamiento. Hoy en dia, sa-
bemos que los trabajos en gravedad cuantica en los 80 sugerian que el espacio-
tiempo deberia estar cuantizado. Ademas, en un limite de bajas energias de la
teoria de Cuerdas se sugiere que las relaciones de conmutacion entre los ob-
servables de posicidon son no-nulos, es decir, éstos no pueden ser medidos (ob-
servados) simultaneamente. Asi, la descripcion matematica del espacio podria
verse comprometida, al no poder representar a los observables de posicién como
operadores multiplicativos. Yendo en contra de la arbitrariedad de los mecanis-
mos para eliminar divergencias ultravioleta de la teoria cuantica de campos, Sny-
der concluye que quizas el espacio-tiempo continuo cuadri-dimensional no es un
marco de trabajo donde poder describir estas interacciones, idea propuesta por
Heisenberg [19]. Mas aun, con los anos descubrieron que existian muchisimos

mas espacios de este tipo, llegando a varias familias de espacios con coordena-
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das no-conmutativas. A éstos les llamaron espacios tipo-Snyder y puede adoptar
muchas formas, entre ellas, la propuesta por Snyder, que pasa a ser llamada la

Realizacion de Snyder del espacio de Snyder”.

3.2. Espacio-tiempo cuantizado de Snyder

La teoria de la relatividad especial esta basada en la invariancia de la forma
cuadratica
S% =22 — % — oy — 22 (3.1
para transformaciones desde un marco inercial a otro. En ésta se asume que las
variables x, y, z y t pueden asumir valores continuos y que éstos pueden ser toma-
dos simultaneamente (es decir, conmutan). Nosotros asumimos que el espectro
de los operadores de coordenadas espaciotemporales son invariantes bajo trans-
formaciones de Lorentz. Es evidente que el espacio-tiempo continuo satisface la
definicidn, pero Snyder asegura que no es la Unica solucién para un espaciotiem-
po invariante de Lorentz, donde existira una longitud natural (que Snyder tenia
la esperanza de eliminar divergencias del caso continuo). La introduccién de una
longitud minima en el espaciotiempo arroja por consecuencia que la nocién de
conmutatividad de las variables z,y, z y t se deseche. Por otro lado, si asumimos

que conmutan, necesariamente el espectro de los operadores debe ser continuo.

Definamos un espacio De Sitter embebido en un espacio 5-dimensional, con la

forma cuadratica homogenea

—n == = — 1 — N (3.2)

donde los 7; son reales. Este no es el espacio fisico en el que vivimos, pero puede

ser interpretado como el espacio de coordenadas proyectivas (coordenadas ho-
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mogeneas; interpretacion de W. Pauli) de un espacio cuadri-dimensional real de
curvatura constante. Este espacio es llamado el Underlying Space U. Esta no es
la Unica forma cuadratica que permite un espacio-tiempo invariante de Lorentz,
ya que, a modo de ejemplo, Snyder propone que 1 = 12 —n? —n32 —n3 +n? también

sirve. Definimos, los operadores diferenciales posicion y tiempo

0 0
=i L 33
£ — ia (m - (M) (33)
.~ 1a 0 0
L 3.4
i 0(7748770‘1‘7708774) 34

donde i = 1,2, 3. Aqui a es la unidad natural de longitud, c es la velocidad de la luz.
Los operadores ;,t deben ser considerador hermiticos, para tener autovalores
reales. Estos operadores actuan sobre funciones univaluadas de las coordena-
das, que ademas son invariantes izquierdos salvo cambios en sus argumentos.
Consideremos a las funciones ¢; dadas por:
W = e ¥ con ¢; = arctan (%) (3.5)
4

Luego verificamos que:

T = da (774 0 0 >6iﬁ%

o, "om
. B . a%‘ —iBws . a%’)
— iBp; _ M. 1Bp; _ -
ia (7]46 (—ip) o, n;e (—ip) o
) 1 o(n; a(n;
e 2 (m (i/na) _, 90 /774))
L+ (/) o i

= ape (1-+2/1)

L (mi/m)”
= aBe P = apy

Por lo que 1; son autofunciones de z; con autovalores . Ademas, debido a que

la tangente es de periodo 27, encontramos que ¢; + 27 = arctan(n;/n4), con lo que

para evitar que v; sea una funcién multivaluada, deberemos restringir los valores
18



de [ a valores enteros m [20]. Asi:

Ty = may; (3.6)

Luego el espectro de la posicion adopta valores discretos, multiplos de a, con

m € Z. Por otro lado, cosideremos a la funcion )y, dada por:

o = e M0 con ¢, = arctanh (%) (3.7)
4

Luego verificamos que:

L. da 0 0 —irgo
g = - (7748—7704‘7700—”4)6
_ e —ineo 990 L —ineo( iy %0
. <7}4e (—iN) o Noe (—iN) o
A 1 0 0
_ A —ixeo ~ (774 (10/74) — (770/774))
¢ 1 — (no/n4) Ino Ona
ax _; 1 2, 9
= e ——0 (L—5/n
c T (o (o)
a

. ax
— Leidvo — 71/}0

Entonces, debido a que no hay restricciones para )\, entonces v, es autofuncion
del operador ¢ con autovalores 2 donde su espectro es continuo. Esta formula-
cidn es invariante de Lorentz por construccion [20], por lo que dada una trans-
formacién de Lorentz entre las coordenadas (operadores) i;,ff y las coordena-
das (operadores) #;,t ésta preservard la forma S? (3.1) y en Underlying Space
preservara la forma cuadradita de DeSitter (3.2). Por otro lado, definamos a los
operadores de energia y momentum, que tienen las propiedades de operadores

de desplazamiento temporales o espaciales

b = (@) (”—) (3.8)
a T4

() (Mo

=)0 @9
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con i=1,2,3. La forma mas general de los operadores de energia-momentum con

las correctas propiedades de transformacion son:

Di = ﬁﬁf (E> (3.10)
a1y n
h

Dr = C—@f <%) (3.11)
amng \”m

donde f(ns4/n) es una funcion adimensional de su argumento. La eleccion anterior

es por simplicidad.

Dadas estas definiciones, se nos es facil definir nuevos operadores: Momentum

angular (L;) y a los generadores de los Boost (M;)

Ly = €ijiip; (3.12)

M, = %fip} + ctp; (3.13)
Estos operadores son elementos infinitesimales del grupo de Lorentz cuadri-
dimensional. Puede demostrarse que, dadas las definiciones anteriores para x,y,z
y t, éstos conmutan con la forma cuadratica S?. Las definiciones anteriores no
involucran dependencia de 7, (la demostracion es directa), lo que es una con-
secuencia de que la transformacién de Lorentz que deja la forma cuadratica del
Underlying Space y a n, invariantes, también deja a S? invariante. Ahora, las re-

laciones de conmutacion entre momentum y posicion quedan de la forma

[, p;] = ih(dij + cpip;) (3.14)
[£,5.] = ih(1 — ap?) (3.15)
(23, 5] = ¢ (3.16)

[131.,5} — ihopipy 3.17)
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donde o = (a/h)%. Y en términos de Ly, M;, los conmutadores entre 7; y t quedan
de la forma:

[, %] = ihaeyj Ly (3.18)

[, 1] = o, (3.19)

C

lo que nos evidencia la no-conmutatividad de los observables de posicion, y que

tomando el limite « — 0 recuperamos la mecanica cuantica convencional.

3.3. Underlying Space

Todo célculo realizado en el espacio de Snyder puede ser hecho en el Underl-
ying Space o en la representacion en el espacio de momentum, por lo que hay
dos niveles de corroboracién. Consideremos el caso unidimensional sin tiempo

—n* = —n? — n3. Sus correspondientes operadores son

L 0 0
T =1a (ma—m n18_774> (3.20)
p=" (ﬂ> (3.21)
a 774

Si nos pasamos a coordenadas polares, empleando una variable periddica ¢

= nsin ¢ i =ia

e = % (3.22)
N4 = 1 COS ¢ ﬁz%tangﬁ

de donde notamos que 7 no aparece en la definicién de los operadores. n define

la curvatura del Underlying space. Los resultados en el Underlying Space son

independientes de 7. El espectro discreto del operador de posicion, ahora, en la

base de ¢, considerando al autoestado del operador posicién |m >, con m entero

1

—imao
e 3.23
21~2W (3.23)

(9lm) =




Asi, la descomposicion de la funciéon de onda tradicional admite como base a las
autofunciones del operador de posicion, cosa que no ocurrira en el caso bidimen-

sional.

En dos dimensiones, —n? = —n? —n2 —n?

i = ia (7’43% —n a%) (3.24)
y = 1 (ma% - 7728%4) (3.25)
e = Z(%) (3.26)
by = Z(%) (3.27)
L. = ih (’728% - ma%) (3.28)

donde z, y, L. representan a los generadores de las rotaciones respecto a los
tres ejes n9, m1 Y n4 respectivamente. Consideremos el cambio de variables a

coordenadas esféricas:
71 = nsinf cos ¢

7o = msinf sin ¢ (3.29)

Ny = ncost

A . a a
T =1a (— sin ¢35 — cot 0 cos (b%)
Uy =1a (cos ¢% — cot #sin ¢%)
= Do = g tan 0 cos ¢ (3.30)
By = gtanesin¢
S
Lz = Zha—¢
Los cuales podemos usar para definir a la energia cinética no relativista
P24p2  R*tan?d

om  2ma?
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Ya que L. sélo acttia sobre ¢, es facil ver que la energia cinética conmuta con el

momento angular. Definimos ahora el operador posicion radial
r2 =2 4y (3.32)

Operador que también conmuta con L. Asi, el momento angular conmutara con
cualquier hamiltoniano radialmente simétrico. Asi H y L. representan un conjunto
completo de observables. Empleando el operador L. es posible demostrar que

los autovalores de 72 son na?, con n un entero no negativo.

En una dimension, podemos expandir cualquier funcién de onda en la base de
autofunciones de posicion, lo cual no se puede hacer en dos dimensiones, ya
que = y y no conmutan, por lo que no se les puede asignar autovalores a los
observables simultaneamente, por lo que las bases no pueden ser construidos

mediante producto tensorial de las bases 7 y 3.

3.4. Espacio de momentum

En general, el Underlying space no es el marco ideal para realizar calculos.
Abusando del hecho que los operadores momentum son operadores multiplicati-
vos en U, trabajar en el espacio de los momentum puede hacer mas intuitivo el

calculo.

De las relaciones de conmutacion entre x, y, z y t y los momentos correspon-

dientes, es posible escribir a x, y, z, y t como operadores diferenciales actuando
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sobre el espacio de los momentum, de la forma

T =1h 3?91 + ap, ( mai eryaa +pz8pz +pt8ipt) (3.33)
y=1h -%4—0@, ( ma(z +pyaa —i—pzaaz +pt8ipt): (3.34)
zZ=1h :a(zz + ap, ( xai +pyaa +pzapz +ptaipt) (3.35)

t=in [ait — ap, <px£ —l—pyaa + pzaiz +pta%>] (3.36)

En esta representacion, los operadores pueden no parecer hermiticos, pero pue-
de ser demostrado que con el correcto elemento de volumen del espacio de grupo
(el grupo es el grupo de transformaciones que deja la forma cuadratica del Un-
derlying Space invariante) si lo es. Asi, un elemento de volumen infinitesimal dr,

del espacio de grupo esta dado en términos de p., p,, p. v p: por la formula

hdp.dp,dp.d
dr = PPy CP- (3.37)

ac(p? + pi + p2+a — (pi/c)?)?/?

3.5. Algebras de Heisenberg deformadas

Consideremos ahora un espaciotiempo (n + 1)-dimensional de Minkowski tal

que el conmutador entre sus coordenadas esta dado por una estructura no-trivial:
[T, %] = sM,, (3.38)

donde z,, denota a las coordenadas no-conmutativas y s € R es el parametro de
deformacién, el cual tiene dimension de longitud®. Pediremos que las simetrias
del espacio sean descritas el algebra de Poincaré sin deformar, lo que significa
que los generadores de Lorentz M, = i(Z,p, — ©,p,) y los de las traslaciones p,,

satisfagan las relaciones de conmutacion usuales
[Mum M ] = anMua - nupMVU - nuaMup + nuUMVp (339)

[Pupy] = 0 (3.40)
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Y también asumiremos que los momenta y las coordenadas no-conmutativas

transforman como vectores bajo el algebra de Lorentz, lo que significa:

[M,ulhpp] = NvpPu — NupPrv (3.41)

[Muw 'fjp] = nupiu - nupi'u (3.42)

Entonces, la cantidad p* = n*“p,p, es invariante de Lorentz.

Estas relaciones definen la geometria del espaciotiempo de Snyder, pero no fijan
el conmutador entre z, y p,. De hecho, hay infinitas posibilidades para el con-
mutador entre &, y p, compatibles con éstas relaciones de conmutacion (com-
patibles en el sentido de que el algebra cierra en virtud de las identidades de
Jacobi). Esto nos lleva al concepto de realizacién. Una realizacion en un espacio
no-conmutativo es definido como un reescalamiento de las coordenadas del es-
pacio no-conmutativo zx en términos de las variables del espacio de fase (z,, p,)
como:

z, = Q,,(p)x, (3.43)

De aqui, la realizacion covariante de SO(n, 1) mas generales de la geometria de

Snyder es de la forma:

T, = x,p1(A) + sz - ppup2(A) (3.44)

donde ¢, ¢, son dos funciones dependientes de un parametro adimensional

A = sp?. La funcién ¢, depende de las ¢, a través de:

1+2%2,
Y2 = —UlAdgm (3.45)
ng — QAm

Luego, la realizacion mas general queda completamente determinada por ¢, con
la condicién de borde ¢ (0) = 1 para asegurar que se recupere la conmutatividad
cuando s = 0. El conmutador entre 2, y p, queda, entonces:

[i‘,uupu] - i(nm/(pl + Spp,pVSOQ) (346)
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Esta es la relacion que describe un algebra deformada de Heisenberg. Es muy
interesante escribir una realizacion inversa, de la forma:
1 /. 1 .

T, = a (1‘“ — msx -pp“gag) (3.47)
debido a que nos permitira construir invariantes en el cuadro no-conmutativo a
partir de uno conmutativo. S6lo tenemos que pedir que los invariantes en las
coordenadas (z,,p,) sean enviados a partir de (3.47) a las coordenadas no-
conmutativas (z,, p,).
La primera realizacion fue originalmente sugerida por Snyder (por lo que lleva por

nombre /a realizacion de Snyder), la cual es recuperada cuando:
pr=1= py=1 (3.48)
La cual adopta la forma:
(24, pu] = {(N + sPupY) (3.49)

Los generadores (z,,p,, M,,) forman un algebra definida por los conmutadores
(3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42) y (3.46), pero éstos no forman un algebra de
Hopf. Sin embargo, (p,, M,.) generan un grupo de Poincaré deformado tipo Sny-
der Pg cuya algebra es una generalizacion del algebra de Hopf: un algebra de

Hopf no-coasociativa [21], o también llamado Algebroide de Hopf [22].
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Capitulo 4

Algebras y algebroides y

cuasi-estructuras

4.1. Introduccion

Si bien las estructuras algebraicas como las algebras de Hopf son construc-
ciones muy bien estudiadas y aplicadas en fisica y matematica, su definicion es
muy restrictiva, y debe ser generalizada para incluir a casos de gran interés. El
algebra de Heisenberg del espacio de fase cuantico si bien posee una estructura
de algebra de Lie, ésta no posee una estructura de Algebra de Hopf debido a que
la definicion de Az, no puede ser incluido de forma satisfactoria [12]. Asi es ne-
cesario generalizar esta estructura para poder modelar correctamente al espacio
de fase cuantico. Existen varios tipos de generalizaciones: Algebras cuasi-Hopf,
Algebra de Hopf multiplicadora y algebras de Hopf débiles. Los trabajos de S.
Meljanac, T. Juric y D. Kovacevic [11] sugieren que la construccién de la estruc-
tura algebraica para el algebra de Heisenberg (Weyl) y sus deformaciones son

similares a la estructura de Algebroide de Hopf definida por Lu en [23].
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Podemos estudiar analizar la estructura de las Algebras de Hopf a través de sus
Twist, que elementos invertibles que viven en el producto tensorial de las alge-
bras. Considerando ésto, P. Xu [22] aplica el formalismo de Twist a la estructura
de bialgebroides (estructura analoga a la definida por Lu), empleandolos elemen-
tos centrales en el proceso de deformacién de una estructura de Algebroide de
Hopf en otra. Ademas incluyd una visién de cuantizacion como deformacién en

un contexto algebraico de mayor estructura.

Este capitulo busca introducir nociones de estas nuevas estructuras y sus pro-
piedades, ademas de motivar al Twist como el elemento central en la estructura,
debido a que no sélo nos brindara la estructura completa de Heisenberg deforma-
do, sino que nos podra conectar con la matriz mediadora de no conmutatividad R
de la geometria no-conmutativa.

Comenzaremos haciendo una introduccién a las algebras de Hopf y el ope-
rador twist, para posteriormente explicar la estructura de algebroide de Hopf del
espaciotiempo no-conmutativo, recuperando el espacio de Snyder posteriormen-

te.

4.2. Estructura algebraicas

4.2.1. Algebras, Bialgebras y Algebras de Hopf

Introduzcamos un poco de notacion: para i = 1,2, sean V; y W, espacios

vectoriales sobre un cuerpo K, y ¢, : V; — W; un mapeo lineal. Ya que el mapeo

(’Ul,Uz) c Vl X VQ —> gOl(Ul) X 302(2}2) c Wl X WQ (41)
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es bilineal, existe un Unico mapeo ¢; ® ¢, tal que
(1 @p2) : Vi@ Vo= Wi @ W, 1 ® pa(v1 @va) = @1(v1) ® pa(vz) 4.2)

idy denota al mapeo identidad en V. Si V' es un espacio vectorial sobre K, te-
nemos los isomorfismos naturales K@ V ~ Vy V ® K ~ V dado por los unicos

mapeos:

KoV =V VeoK—=V (4.3)

k®vw— kv vk — kv

Un algebra asociativa unital sobre un campo K es el triplete (A, m,u), donde A
es un espacio vectorial, m: A® A - Ay u: K— Ason mapeos lineales tal que

los siguientes diagramas son conmutativos:

= Asociatividad: A9 AR A ™2 AgA

m®id l lm

AR A A
m(a@m(a' ®ad")) =m(m(a®d)®ad"), Va,d',d" € A (4.4)
= Unitaridad: AQ A
HW W@u
K® A m A®K
A
m(u(k) ®a) = ka =m(a®u(k)), Vk € K,Va € A (4.5)
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Luego, si (A, m,u) satisfacen los diagramas, el mapeo
x: AxA—Aaxd =ma®d), a,d € A (4.6)

dota a A con la estructura de un algebra asociativa, y el elemento unidad u(1x) de
A es el elemento unidad para *. Viceversa, siendo (A4, x) una algebra asociativa
unital (UAA o UA algebra) se determinara un Gnico mapeo m : A® A — A tal que
m(a®d') = axd, VYa,a’ € A,y si consideramos el mapeo u : K — A definido
por u(k) = k14, entonces (A, m, u) satisface los diagramas. Aqui Sweedle sugiere
que la clave para entender las algebras de Hopf es dualizando estos diagramas,

y asi obtendremos una definicion natural de una coalgebra.

Una coalgebra coasociativa y counital sobre un campo K es el triplete (C, A, ¢),
donde C es un espacio vectorial, A : C - C®Cye: C' — Kson mapeos lineales

tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

s Coasociatividad C2C®C do®A C®C
acito| B
Cel X C
(A ®ide)AC = (ide @ A)AC, Ve e C 4.7)
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= Counitaridad C

®C
E(Xy T %j)a
KeC A C®K
C
(ide ® )A(c) = (e ®idc)A(c) = ¢, Yee C (4.8)

El mapeo A es llamado coproducto, y < es llamado counidad. Asi llamamos
coalgebra co-AU a la coalgebra coasociativa y counital.
Sea (C, A, ¢) una co-UA coalgebra sobre K. Sea (A, x) cualquier UAA sobre K,

por las propiedades universales del producto ®, existe un Unico mapeo lineal:
m.: AR A= A my(a®d)=axd, Ya,d € A 4.9)

Para definir a las algebras de Hopf necesitaremos introducir otra definicion. Una
bialgebra sobre un campo K es el quintuplete (A, x,14,A,¢) donde (A, x,14) es
una UAA Yy (A, A e) es una co-UA co-algebra sobre K tal que sean compatibles,

es decir:

» El coproducto A : A — A ® A es un morfismo de UAA, donde A ® A es

naturalmente equipado con la estructura de una UAA (A ® A, -), donde

(a®b)-(d@b)=(axd)® (bxb), Ya,ad' b)) € A

m Lacounidad ¢ : K — A es un morfismo de UUA, donde K tiene estructura de

UA trivial dado por el producto usual en K.
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Introduzcamos la siguiente notacion:
= Y fi(@) @ fis(a), firla), fizla) € A (4.10)
i€ F(a)
Donde, para cada a € A existe un conjunto finito F(a) C Ny elementos f; ;(a) de
A (para j = 1,2y i € F(a)) tal que A(a) es descompuesta, pero se debe hacer
énfasis en que f; ;(a) no estan unicamente definidas, posiblemente. Empleando la
notacién convenida, la condicion de compatibilidad del coproducto es equivalente

a.

A(la) =1a@1a Alaxd) =) (fir(a) * fia(@)) ® (fis(a) * fus(a')), Va,a' € A

i

.11

Mientras que la condicién de compatibilidad para la counidad es equivalente a:
e(la) = 1k e(axd’) =¢e(a)e(d’), Va,d' € A (4.12)
O su equivalente diagramatico:

= Compatibilidad del Coproducto

M

AR A A A A

A®AL Tm* QM

ARARARA —— ida®o®idy — ARARARA

K®KT>K

A®A<A—A

donde u : K — A es un mapeo lineal definido por u(k) = kla, k € K,y
c:A® A— A® A es un unico mapeo lineas (a veces denotado con 7) tal

que o(a ® a') = a’ ® a, también llamado flip operator.
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= Compatibilidad de la counidad

M

A®A A K —— id¢ — K

4 b N A

Si (A, %,14,A,¢) es una bialgebra, un elemento a € A es llamado:
m Primitivoen AsiA(a) =a® 14+ 14®a
= Tipo grupo (grouplike) en Asia #0y A(a) =a®a

Un conjunto G(A) C A de elementos tipo grupo contiene, por ejemplo, a 1,4.
Ademas, si a € G(A), entonces (a) = 1x. Mas aun, G(A) es cerrado bajo la
multiplicacion x, lo cual se sigue de que A es un morfismo de UAA. En efecto,

sean z,y € G(A):

Alz*xy)=Az)-Aly) = (2@2) (YY) = (v xy) @ (v xy)

=zx*xy € G(A) (4.13)

Por otro lado, el conjunto P(A) C A de elementos primitivos en A es un subalge-

bra de Lie con el conmutador de A: Sean p,,p, € P(A)

A([pr,p2ls) = A1 xps—p2xp1) = A(pr) - A(p2) — A(p2) - A(pr)

= ([p1,p2]s) ® 1a + 14 ® ([p1, p2ls) (4.14)

donde usamos el hecho que A es un morfismo de UAAde (A, x) en (A® A,-).
Asi, una bialgebra A se dice primitivamente generada si es generado, como
algebra respecto a x, por un conjunto de elementos primitivos P(A) junto con 14.

Una bialgebra primitivamente generada A es coconmutativa, es decir, satisface
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el siguiente diagrama:

ARA —— — ARA

\/

cono(a®d) = d ®a, Ya,a’ € A. Notemos que o también es un morfismo de
UAA. Para demostrarlo, basta con verificar que A es generado como algebra por

{14} U P(A), por lo que:

U(A(lA))iU(1A®1A):1A®1A:A(1A) (4.15)

o(A(p) =c(p@1a+14®@p) =14@p+p® 14 = A(p), YVp € P(A) (4.16)

Un Bi-algebra Cuasi-triangular es un par (H,R) donde H es una bi-algebra, y

R =Ru) ® R € H® H es un elemento invertible que obedece:
(A & IdH)(R) = R13R23, (ldH ® A)(R) = R13R12, (T o A)(h) = 'R,A(h)R_(]Z‘-17)

paratodos h € H, donde Ri; = R1) ® R2) ® 1, Ri3 = R1) ® 1y ® R2), Raz =
1y ® Ry ® R(2) donde 1y es la unidad de H, y abreviamos el producto p : H ®
H — H por u(h ® b') = hh' para todo h,h’ € H. Donde definimos el mapeo de

transposicion 7 : H ® H — H ® H como:
T(h@h'):=h ®h (4.18)

para todo h,h' € H.
A través del mapeo de transposicion definimos el Coproducto co-opuesto A°P :

H — H ® H de la forma:

AOp(h) = (T o A)(h) = h(g) X h(l) 4.19)
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Entonces H es una codlgebra coconmutativa si A°?(h) = A(h) para todo h € H.
Si (H,R) es una bialgebra cuasi-triangular entonces la coconmutatividad simple-
mente significa que A(h)R = RA(h) paratodo h € H.

Un algebra de Hopf sobre un campo K es la sextupla (H, x, 15, A, &,5) don-
de (H,*,1y,A,¢) es una bialgebra, y S : H — H es un mapeo lineal llamado

antipoda tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

HoH — S®idg — H®H

H®H —— idy®S — H®H
Debido a la notacion convenida ésto implica el siguiente requisito:
D S(fia(h) = fialh) = 3 fia(h)  S(fia(h)) =(h)1a, VREH  (420)
0 equivalentemente:
my o (idg ®@S)oA=wu,0e =m,o(S®idy)o A (4.21)

Un Algebra de Hopf cuasi-triangular (H,R) consiste en una estructura cuasi-
triangular R en la bidlgebra remanente de H.

Una algebra de Hopf H puede actuar sobre un espacio vectorial VV sobre el cuerpo
K para originar una representacion de H en V. En particular, diremos que una
Accion izquierda de H sobre V es un par (\,V),donde A : H®V — V es un
mapeo lineal, A\(h ® v) =: A\, (v) tal que A\py(v) = Ap(Ag(v)) Yy A1y ® v) = v, donde

g he HyveV.
35



Es comun denotar la accion de H en V por > y escribir las relaciones de la forma:
heoveV, (hg)pv=hr(g>rv), lpv=w (4.22)

Dicho espacio vectorial es llamado un H-modulo izquierdo. Si V' posee estructu-
ras adicionales, por ejemplo si fuese un algebra (A, m,) donde m, es el producto
en A, o una codlgebra (C,A¢) donde A¢ es el coproducto en C, entonces ne-
cesitamos pedir que la accién de H sea covariante en el sentido que preserve la
estructura adicional de V. Asi diremos que un algebra unital (A, m,) sobre K es

un Algebra de H-médulo izquierdo si A es un H-médulo izquierdo y
he> (my(a®b)) =hemi(a®b) =m.(AR)> (a®Db)) = (hay>a)(he >b) (4.23)

donde h € H y a,b € A. Por otro lado una Coalgebra counital (C,A¢) es una

coalgebra H-modulo izquierda si C es H-mddulo izquierda y
(h > C)(l) & (h > C)(g) = Ac(h > C) = A(h) > 5@(0) = (h(l) > C(l)) X (h(g) > 0(2)) 4.24)

donde h € H y ¢ € C. Definiciones similares y completamente analogas se man-
tienen para H-modulos derechos de algebras y coalgebras. Asi entendemos que
ya sea H-méddulos izquierdos o derechos, son simplemente representaciones de-

bido a un algebra o coalgebra del algebra de Hopf H.

4.2.2. Bialgebroides y Algebroides de Hopf

Definamos ahora a un bialgebroide [23]. Un bialgebroide consiste en la si-

guiente estructura:
= Un dlgebra H llamada el algebra total

= Un algebra A llamada el algebra base
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= Un mapeo llamado mapeo fuente (o Source map), el cual es un homomor-
fismo de algebras:

a: A= H

y un mapeo llamado mapeo objetivo (o target map), el cual es un antiho-
momorfismo de algebras

5: A—H

tal que las imagenes de o y 3 conmutan en H, es decir, Va,b € A

a(a)B(b) = B(b)a(a) (4.25)

Donde naturalmente emerge la siguiente estructura (A, A)—bimodular en H

dada por:

A ARH - H: a®h— «ala)h (4.26)

p: H A— H: h®aw B(a)h (4.27)

Usando la estructura bimodular, podemos construir el producto (A, A)-bimodular
H ®4 H de H consigo mismo. Como espacio vectorial sobre algun cuerpo

k, es simplemente el cuociente de H ® H por el subespacio

I = {B(a)h1®h2—h1®a(a)h2 = (ﬁ(a)@l—l@&(&))(hl(@hg), hl, hy € H,a < A}
(4.28)
Notemos que en este caso I, es el ideal derecho de H ® H generado por el

subconjunto

{Ba)®@1—1®a(a) :a € A}

= El coproducto, que es un mapeo (A, A)-bimodular

A:H—)H@AHIhP—)h(l)®h(2)
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con A(1) = 1 ® 1 satisfaciendo la co-asociatividad usual:

Aqui el coproducto debe ser compatible con la estructura de algebra en H,

en el sentido de que el kernel del siguiente mapeo

es un ideal izquierdo de H ® H” @ H°, donde H denota a H con el
producto opuesto. Aqui estamos usando el hecho que H ® H actlaen H ® 4

H desde la derecha por multiplicacién derecha.

La counidad, que es un mapeo (A, A)-bimodular ¢ : H — A satisfaciendo
e(1y) = 1 ademas, debido a 5 = e« = id, satisfacera la importante propie-
dad:

AMe ®id)A = p(id@e)A=id: H— H (4.30)

donde \y p son respectivamente los mapeos A-modulo izquierdo y derecho
respectivamente. También es necesario (como con el co-producto) que sea
compatible respecto a la estructura algebraica de H en el sentido de que
el kernel de € sea un ideal izquierdo de H. Como consecuencia de sus

propiedades, también tiene las siguientes:

e(a(a)h) = as(h), e(B(a)h) = =(h)a 4.31)

Asumamos que H es un bi-algebroide sobre el algebra A con mapeos de estruc-

tura «, 8, A, e. Entonces, ya que ea = id4, €l mapeo ¢ es subjetivo, por lo que

podemos identificar a A con el espacio cociente H/kere. Ya que kere C H es un

ideal izquierdo de H, entonces existe una accion izquierda inducida de H sobre
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A.Yaque o : A — H es una seccion de ¢, podemos identificar a A con el subes-
pacio a(A) C H. La accion izquierda de H en A puede ser ahora explicitamente
escrita como:

T, : H— Endi(A) : h(a) := e(ha(a)) (4.32)

entonces llamamos a 7; dado por (4.32) la accion izquierda de H en A asociada
a la estructura de bi-algebroide en H sobre A. Entre las propiedades mas
importantes de este mapeo, esta que la composicion 7; o a (0 respectivamente
Ti0p3): A — Endi(A) entrega la accién izquierda (o derecha) de A sobre si misma
por multiplicacion izquierda (derecha). Esto se sigue del hecho que ¢ : H — A es

un mapeo (A, A)-bimodular, es decir, paratodoa € A, h € H,

. Finalmente llegamos a la definicion mas importante, y la estructura que nos

podra establecer las relaciones entre Heisenberg deformado y el tradicional.

Un Algebroide de Hopf (Lu’s Hopf Algebroid) es un bialgebroide H sobre un
algebra V' con los mapeos de estructura «;, 8, A and  juntos con un mapeo extra

S : H — H llamado antipoda el cual tiene las siguientes propiedades:
= S es un anti-isomorfismos de algebras para H
" SB=a
" my(S®id)A=peS: H— H,donde my es la multiplicacién de H

= Existe un mapeo lineal v : H ® 4 H -+ H ® H donde ~ es una seccién para

la proyeccion p: H® H — H®4 H y ademas my(id ® S)yA = «e : H — H.

De aqui podemos notar que la inclusién del mapeo v es debido a que si bien

my (S ®id)A esté bien definido como un mapeo desde H a H, el mapeo my(id®
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S)A no esta bien definido.

Posteriores redefiniciones de los algebroide de Hopf no precisarian de un mapeo
v, aunque para fines de esta investigacion, presentamos una estructura funda-

mental asociada al Algebra de Snyder.

4.2.3. Cuasi-estructuras

Para finalizar, detallaremos brevemente las estructuras Cuasi-algebraicas, in-
troducidas originalmente por V. G. Drinfeld en 1990 [24]. Comencemos con la no-
cidén de Cuasi-bialgebra: Sea una biadlgebra H, un elemento h € H y un elemento
b= da)® P ® i) € H® H® H un elemento invertible, donde ¢ correspondera

a un 3-cociclo si:

(1r@¢)[(idy @ A®IdL)(9)|(¢@1k) = [(idy ©idy @A) (9)][(ARidy ©idy)(9)] (4.33)

Diremos que H es una cuasi-bialgebra si H es coasociativa s6lo mediante un

3-cociclo ¢, es decir:
(idgy ® A) o A(h) = ¢[(A ®@idy) o A(h)]p™* (4.34)
Y diremos que ademas ¢ es counital si adicionalmente:
(e®idy)(¢) = (dy ® e ®idy)(¢) = (dy @idy ®e)(d) =1lp @1y (4.35)

Estas condiciones sobre ¢ aseguran que todos los reordenamientos posibles de
coproductos de orden superior, mediante la introduccion de ¢, den el mismo re-
sultado y sean consistentes con la counitaridad.

La definicion de una cuasi-bialgebra cuasi-triangular sera entonces aquella bialge-
bra cuasi-triangular, pero con la introduccién de ¢:

(A®idy)(R) = @301 R13013Ra3d, (idy @ A)(R) = by RizdzRiad ' (4.36)
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donde ¢uc = ¢y ® dp) ® ) Mientras que el tercer axioma de una biélgebra
cuasi-triangular permanece sin modificaciones.

Una Cuasi-algebra de Hopf H = (H, ¢) es una cuasi-bidlgebra H equipada con
una antipoda que consiste en dos elementos o, 5 € H y un anti-automorfismos

del algebra S : H — H tal que obedece:

S(hay)ahg) =e(h)a, hqyBS(hae) = e(h)s, (4.37)

6)BS(de)ade = 1u, S(dn))ady8S(dy) = 1n (4.38)

para todo h € H. El antipoda es determinada unicamente mediante las transfor-

maciones:
S'(h) =uS(h)u™', o =ua, B =pu! (4.39)

para cualquier elemento invertible « € H y cualquier h € H. Notemos lo siguiente:
sig =1y ® 1y ® 15 es el 3-cociclo trivial, entonces a8 = fa = 1y, y mas aln
a = 8 = 1y sin pérdida de generalidad. Entonces sera coasociativo, la antipoda
sera la usual y una cuasi-algebra de Hopf # se convertira en una algebra de Hopf

coasociativa.
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Capitulo 5

Producto Estrella y Deformaciones

Los producto estrella son entendidos actualmente como deformaciones del
producto punto a punto entre funciones del espacio de funciones suaves sobre
alguna variedad M. La teoria de productos estrella fue desarrollada generalmen-
te en el contexto de Cuantizacion por deformacion [25]. La asociatividad de los
productos estrella reflejan la asociatividad de la composicion de Operadores en
mecanica cuantica. Actualmente, el interes es estos productos ha sido retomado,
debido al descubrimiento de que, en Teoria de Cuerdas, las coordenadas de las
cuerdas cuyo extremo estan sujetos a una brana de Dirichlet en un fondo de cam-
po de Kalb—Ramond (B-Field) no conmutan [26] [27], y entonces los productos
estrella podrian ser una forma natural de abordar el problema. Anos después se
encontraria que, para un campo de Kalb-Ramond no-constante, el producto de-
beria ser no solo no-conmutativo sino no-asociativo [28] [29] [30]. Mas reciente-
mente, efectos similares han sido descubiertos en el area de Teoria de Cuerdas
Cerradas, donde fue demostrado que la presencia de un R-flujo no-geometrico
origina una torcedura de la estructura Poissoniana, y una no-asociatividad en el

correspondiente producto estrella [31] [32] [33]. A pesar de este renovado in-
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terés, la situacion general con estructuras de Poisson- Twist y productos estrella
no asociativos sigue siendo mucho menos clara que con su contraparte asocia-
tiva. Teniendo ésto en cuenta, podemos hablar sobre el producto estrella en el
espacio de fase, las nociones contemporaneas del producto estrella, y el forma-

lismo necesario para definir un producto estrella no-asociativo.

5.1. Producto Estrella asociativo

5.1.1. Producto Estrella

Sea V' un espacio vectorial finito-dimensional y sea = € V®V un elemento que
vive en el producto tensiorial de V' (no necesariamente anti-simétrico). Podemos
comprender a V. como una variedad suave, de forma que = es un tensor constante
de rango 2. Asi como su accion candnica sobre el producto tensorial de funciones

suaves es a través de derivaciones:
7:C®(V)@C®(V) = C®(V)x C®(V) (5.1)

Si {0;} es unabase lineal para V, identificada con una base para I'(TV'), entonces

en ésta base la operacion de actual se lee como:
m(f ® g) =77(0:f) @ (9;9) (5.2)
Para enfatizar escribimos:

C®(V) @ C®(V) —Prd C(V)

f®g = f-g

Para el producto entre funciones usual.
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Definiremos al Producto estrella inducido por un tensor constante de ran-

go 2 de la siguiente forma:

Sea (V, ), entonces el producto estrella inducido por = en el algebra de serie
de potencias C*°(V')[[h]] en una variable % con coeficientes en el espacio de fun-

ciones suaves sobre IV como el mapeo lineal:
(=) %z (=) : C=(V)[[R]] @ C=(V)[[A]] — C=(V)][[A] (5.3)

dado por:

0 0
()4 () i=prodoexp (e ) 54)

Por lo tanto:

of 09 (W o OF &g

oxt 0xd 2 Oxioxk  9rio

Fongi=f-g+ hn ¥ (5.5)

Dado (V, ), bajo la definicion anterior, el producto estrella es asociativo y unital,
con elemento unidad a la funcion constante 1 € C*°(V'). De esta forma, el espacio
vectorial C*°(V') equipado con el producto estrella forma un algebra asociativa y

unital.

5.1.2. Producto de Moyal

El Producto de Moyal [34] (también conocido como producto de Groenewold
[35]) corresponde a la cuantizacion por deformacion formal de una variedad Pois-
soniana lineal, es decir, de un espacio vectorial V' dotado por un bivector de Pois-
sont € V AV, considerado como un Campo bivectorial constante (invariante de

traslacion).
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El producto estrella de Moyal sobre funciones C*°(V') es dado, sobre funciones
fr9 € C=(V), por:
f* g :=prod o exp(hr)(f,9) (5.6)

donde en el exponente entendemos a = como un endomorfismo del producto
tensorial C> (V') @ C*>(V') por diferenciacién en cada argumento, por lo que la ex-
ponencial denota la correspondiente serie de potencias de aplicaciones iteradas
del endomorfismo, y donde prod : C>(V)®@C>*(V) — C*°(V) es el producto usual
de funciones.

Esto significa que dada una base {z7}; de V tal que = tiene por componentes
{"};; en esta base, el resultado en potencias del pardmetro . (en mecanica

cuantica corresponde a la constante de Planck) corresponde a:

i 8f 89 hQ w_ij O°f g
(fxg)=f- g—i—hz e o T Zw Rl AR CX)

1,7,k,1
Si 7 es antisimétrico e invertible, existirda w € V* ® V* tal que ©w;;, = 4}, y si las
funciones f,g admiten descomposicion en Fourier (es decir, son funciones cuyas
derivadas decrecen rapidamente), entonces su correspondiente producto estrella

es equivalente a:

d 2n . B
(f %0 9)(x) = % /6_m“((x_y)‘(x_y))f(y)g(g)d%yd%g (5.8)

En un espacio de fase bidimensional (z,p) puede ser definido, para funciones

f(x,p)y g(z,p), de la forma:

= B s
fro=) 55> =0(-1) | e g @5 (5.9)
5=0 Tt

La primera aparicion del corchete de moyal (o conmutador de productos estrella

de Moyal) hace aparicidon en el contexto de la mecanica cuantica, a través de la
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ecuacion de Moyal para la funcion de Wigner,

%f(x,p,t):H*f—f*H (5.10)

con lo que podemos entender que el comportamiento de los operadores en mecani-
ca cuantica se encuentra en una dualidad con la deformacién del producto de las
funciones en el espacio de fase, haciendo conexidén con el concepto de cuantiza-
cion por deformacién. Debido a que por definicion, este producto es asociativo,
se corresponde en mecanica cuantica con objetos asociativos, lo cual supone un

problema para fenomenologia no asociativa.

5.1.3. Cuantizacién por deformacién de Algebra de Hopf via Twist

En el area de la Teoria de Algebras y estructuras bi-algebraicas, la formulacién
de la cuantizacién por deformacién alrededor de un parametro de deformacion &
ha sido formulada a través de la introduccion de un elemento F al cual llama-
remos Twist de Drinfeld. Sea un algebra de Hopf H, el Twist de Drinfel es un
elemento invertible 7 = F;y ® F») € H[[h]] ® H|[[h]], donde H[[h]] corresponded
al espacio formado por todas las potencias formales en el parametro h, tal que

dicho elemento satisface dos condiciones:

(F@1y)(A®idy)(F) = (1x @ F)(idg @ A)(F), (5.11)

(e ®idy)(F) = 1y = (idy ® €)(F) (5.12)

Debido a estas dos condiciones F es un 2-cociclo counital que puede ser usado
para definir una nueva algebra de Hopf Hr con la misma algebra remanente que

HI[[h]] pero con una estructura coalgebraica torcida (Twisted) dada por:

Ax(h) = FA(R)F™ (5.13)
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y antipoda
Sz(h) = UrS(h)Uz', donde U;= po(idy ® S)(F) (5.14)

para h € H. Esta nueva bialgebra Hr es llamada una Twisted Hopf Algebra, que
dada las condiciones necesarias del Twist de Drinfel'd (en particular la condicion

(5.11) llamada condicién de 2-cociclo) sera coasociativa y counital.

Si consideramos al algebra H—modular izquierda (A, 114) (Definicion algebramo-
dularizquierda por afnadir), para que el algebra Hr actie covariantemente sobre
ésta es necesario deformar el producto binario y4 : A® A — A a un nuevo

producto definido por:

axb=pa(F > (a®Db) = (Fq) > a)(Fg >b) (5.15)

paraa,b € A. El producto deformado serd llamado el producto estrella, y (A[[A]], *)
es una cuantizacion por deformacion del algebra (A, 1.4). Debido a la condicién de
2-cociclo del Twist, el producto estrella en esta formulacién es asociativa, y la con-
dicién de counitaridad establece que ambas estructuras algebraicas comparten
el mismo elemento unidad. Entonces, ¢como construimos un producto estrella

que sea no-asociativo?

5.2. Producto Estrella no-asociativo

En vista que buscamos modelar fenomenos no-asociativos, necesitaremos in-
troducir a un producto estrella que sea no-asociativo. Como veremos proxima-
mente, el espacio-tiempo de Snyder posee una estructura de Algebroide de Hopf,
aunque corresponde también a un cuasi-bialgebroide. La estructura de Algebroi-

de de Hopf la emplearemos para obtener el Twist asociado a la deformacion del
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espacio de fase cuantico, mientras que la estructura de cuasi-bialgebroide nos da
una categorizacidon mas certera del espacio-tiempo de Snyder, encontrando mas

informacién sobre la violacién de la asociatividad.

Una manera util de construir Algebras del tipo cuasi-Hopf es comenzar con un
algebra de Hopf H con un elemento invertible 7 € HI[h|]] ® H|[[A]] que no ne-
cesariamente satisfaga la condiciéon de cociclo (5.11). En particular, si (H, ¢, R)
es una cuasi-Algebra de Hopf cuasi-triangular y F es un elemento invertible ar-
bitario en H[[h]] ® H][h]] tal que satisfaga (5.12), entonces (Hz, ¢, Rx) definido
como se sigue es también una cuasi-algebra de Hopf cuasi-triangular. Tendra
la misma algebra y counidad que H, con un coproducto twist y una estructura

cuasi-triangular definida por las mismas férmulas (5.13), (5.14), con antipoda:

Sr=8, ar =S(Fy))akFy), Br=FuBS(Fa) (5.16)

y con un 3-cociclo dado por el coborde
b5 = Fasl(idy © A)(F)o[(A @ idy ) (F ) Fyy' (5.17)

donde Fos = 1y @ F, Fiy = F @1y y ¢5 € H[[h]] ® H[[h]] ® H[[A]] es llamado el
Asociador. Por lo tanto, tenemos los elementos para definir un producto estrella

no-asociativo:

Un algebra H-mddulo izquierda (A, 14) es entonces torcida a un Algebra no-
asociativa (A[[A]],x) de la misma manera que para un algebra de Hopf, con la
nueva aparicion del Asociador al momento de reagrupar productos de tres ele-

mentos de la forma:

(axb)xc=(¢r,, >a)*[(dr@) >b) x (dr, > ), (5.18)
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para a,b,c € A. La condicién de cociclo en ¢r se asegura de que las distintas
formas de reagrupar productos de orden superior mediante insertar ¢ arrojen

los mismos resultados.
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Capitulo 6

Algebra (algebroide) de Hopf del

Espacio-tiempo cuantizado

6.1. Estructura algebraica y co-algebraica del Algebra de

Heisenberg H

El algebra de Heisenberg H, es decir el espacio de fase cuantico, es gene-
rado por las coordenadas conmutativas z, y los momenta p,,, que satisfacen las

siguientes relaciones:

T, T, =x,x, — 2,2, =0 (6.1)
1 p 7

[pu)pu] = PuPv — PvPp = 0 (62)
[pm xu] = Puly — TP = _inuul (63)

El espacio de fase cuéntico 1 es definido como la algebra generada por z, y
pu- Los elementos base en H estan elegidos de forma que son monomios nor-
malmente ordenados, es decir, las coordenadas z, estan a la izquierda de las

momenta p,. H puede ser simbdlicamente escrito como H = AT, donde A es el
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algebra conmutativa unital generada por z, y 7 es el algebra conmutativa unital

generada por p,,.

Definimos la accion > : H ® A — A de un elemento h € H sobre una funcién

f(z) € A, de la forma:

.0
z,> f(x) =x,f(x), pu> flx) =—i gif) (6.4)
pu f=1[pu, fl>1, VfeA (6.5)
pu>1=0 (6.6)
De lo cual se sigue que

He1=A (6.7)
Acl=A (6.8)

con la propiedad, para dos elementos hy, hy € H:
hlhg > f(l') = hl > (hg > f(lll')) (69)

De aqui vemos que ya que #1>.A = A entonces A es #-mddulo. Debido a que z,

es multiplicativo, su correspondiente regla de Leibniz es de la forma:
2, > f(2)g(x) = a(z,f(r))g(z) + (1 — ) f(x)(zug(2)), @ €R (6.10)
Ahora, la regla de Leibniz y el coproducto estan relacionados de la forma:
m((Aoh) > (f(2) ® g(x)) = hv (f(x)g(x)), Vhe H (6.11)
Lo que nos lleva a verificar que el coproducto de z,, es:

Azy=0z,@1+(1-a)l@z,=1®z,)=[r,®1]c A0 A/R (6.12)
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Usualmente es elegido o« = 0, pero se pierde el hecho de que z, al ser multipli-
cativo induce una relacion Ry = z, ® 1 — 1 ® =, = 0 la cual genera clases de
equivalencia en A ® A.

Por otro lado, para p, al ser derivativo, su correspondiente accion es de la forma:

put f(2)g(x) = (puf(x)g(x) + f(2)(pu(2)) (6.13)

lo cual nos evidencia que su coproducto es
Aopy =0, @1 +1Rp, (6.14)

Ademaés, AT C T ® T es laimagende 7 en T ® T. Las algebras Ay(7) son
isomorfas a 7, mientras que se puede mostrar que, ya que R, genera clases de
equivalencia en A® A, Ay(A) = A®A/R, es un algebra isomorfa a .A. En general
el requisito de consistencia es que para todo i € H, el coproducto Ayh debe ser

consistente con la relacion R, es decir
[Aoh, Rol =0, [(Ro)us (Ro)w] =0 (6.15)

Con lo dicho anteriomente es posible verificar que independiente la eleccion de

o, dada la relacion R, obtenemos:
Ao ([P 20]) = [Dopu, Doxy] = —in - 1®1 (6.16)

lo cual nos muestra que el coproducto Aygh, h € H es compatible con la rela-
cion Ry. En consecuencia, Ag(H) = Ag(A)A(T) es isomdrfa a H, por lo que la
coalgebra del algebra de Heisenberg no-deformada son de esta forma compati-

bles en estructura [12].

El algebroide de Hopf para Heisenbeg no-deformado [36] es definido por el
algebra total H (el espacio de fase cuantico), una algebra base A, mapeo multi-

plicacion m, coproducto Ay, antipoda Sy, counidad ¢,, mapeo fuente (souce map)
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ap Y mapeo objetivo (target map) 5.
El coproducto es el mapeo dado por (6.12) y (6.14). Este es un homomorfismo que

satisface la condicién de coasociatividad:
(Ao ®1)Ag = (1® Ag)Ag (6.17)

Debido a que los elementos del algebra base conmutan, no precisan de un mapeo
que hagan que funciones f(x) de las coordenadas conmuten, lo que nos lleva a
verificar que el mapeo objetivo (target map) « : A — H y el mapeo fuente (source
map) 5 : A — H son iguales para f(z) € A, y estan dados por ay(f(z)) =
Bo(f(z)) = f(x), y llevan a que los productos X y p definidos en (4.26) (4.27)
coincidan con el usual. Asi su estructura de algebroide es trivial. Debido a ésto,
y empleando la propiedad m (S, ® 1)Az,, = m(1 ® Sy)Ax, es facil verificar que la
antipoda Sy el cual es un mapeo S, : H — H y un antihomomorfismo Sy(hihy) =

So(h2)So(h1), Yhi, he € H para las coordenadas se obtiene:
m(So®1)Az, = m(So®1)(x,®1)
= m(Solz,) 1)
= So(z,)
m(l ® So)Ax, = m(z, ® Sy(1))
= 1z,
— Sy(z,) =z, (6.18)
Por otro lado, para los momenta, debido a que p,, es del tipo primitivo, obtenemos
gue una antipoda debe obedecer:

So(P)pp = puSo(p) A (So(p) ©p) =0 (6.19)

por lo que su antipoda corresponde a:

So(pu) = —pu (6.20)
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Debemos recordar que ésta no corresponde a la nocién de antipoda de un Alge-
bra de Hopf sino a una compatible con la de Algebroide de Hopf [22] [23]. Final-
mente, la counidad ¢, : ‘H — A es definida por eq(h) = h>1 € A C H, Vh € H.

Esto nos evidencia que:

go(x,) =, (6.21)

go(pu) =0 (6.22)

Realizando un procedimiento analogo, en la representacion en el espacio de mo-

mentum obtenemos:

0" (Pu) = Py, €6 (xu) =0 (6.23)
Agwm.(pu) =, ®1, Agwm.(x#) = RI1I+1I® T, (6.24)
SE0u) = B S5 () = 2, (629

Esta corresponderia a la estructura de algebra (y algebroide) de Hopf de Heisen-

berg sin deformar.

6.2. Estructura algebraica del Algebra de Heisenberg de-

formada 7:[

6.2.1. Algebroide de Hopf Twisted

Cuando tratamos con espacios no-conmutativos, el espaciotiempo es gene-
rado por un conjunto de coordenadas z,, las cuales no conmutan, es decir, la
relacién R, no se mantiene, pero es reemplazada por un conjunto diferente que

determina el tipo de espaciotiempo no-conmutativo.
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Para un gran numero de espaciotiempos es posible encontrar un isomorfismo
entre un algebra no-conmutativa A, generado por los z,, y el algebra A, que
es generada por las coordenadas conmutativas x,, pero la multiplicacion es re-
emplazada con el producto estrella (star product). El producto estrella entre dos

elementos f(z), g(z) € A, es definido por:

f(z)xg(z) = f(2)§(3) > 1 (6.26)

donde () y g(z) son elementos de A. La accién > fue definida anteriormente
en (6.4), y para poder calcular el lado derecho de (6.26) es necesario elegir una
realizacion especifica de las coordenadas no-conmutativas z,, en términos de las
variables del espacio de fase conmutativo =, y p,..

El espacio de fase deformado, generado por z, y p,, puede ser denotado como el
algebra de Heisenberg deformada 7. Ademas, es conveniente definir la accién
»: 7 ® A — A, donde simbdlicamente # = AT, A siendo el subalgebra de #

generado por z, y T el subdlgebra de # generada por Dy

By §(2) = 2,9(2) (6.27)
pu»1=0 (6.28)

Pu W &y = [P, &) B 1 = —in, (6.29)
f»g=1rg vfgeA (6.30)

hiha » f =h; » (hg > f) (6.31)

De lo que obtenemos:
Hrel1=A (6.32)
Ap1=A (6.33)



Por la regla de Leibniz
iy » f(2)3(2) = 2,/ ()9 (%) (6.34)
se sigue que el coproducto de Az, es
Az, =2, ®1 (6.35)

La relacion entre los coproductos deformados A y los sin deformar A, define los

correspondientes operadores twist
Ah = FAhF~', Yh e H (6.36)

Por lo tanto

Az, = FAgz, F ', Ap,= FAop,F ' (6.37)

El producto estrella puede también ser escrito en término del operador twist:

f(@)xg(x) = mu(f(z) ® g(x)) = m(F "o (f @) (6.38)

donde m es el mapeo multiplicacién usual m(hy ® hy) = hihs, y m, es definido
como el mapeo m,(hy @ hy) = hy * ho.

Puede ser mostrado que, al igual que en caso no-deformado, AH es isomor-
foa H, y que AA es isomorfo a A. Sea R, = F(Ro),.F ', los elementos R,

satisfacen las siguientes propiedades:
[Az,, R] = [Apy, R] = [R,, R =0 (6.39)

Ahora, el twist F es un mapeo F : AgH — AH, mientras que Su inverso es un
mapeo F ! : AH — AgH. Es importante notar que hemos establecido una clase

de equivalencia R en (A ® A)» analogo al caso anterior.

El algebroide de Hopf Twisted para éste caso sera definido por el algebra total
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H, el lgebra base A (tomados en alguna realizacion particular), la multiplicacion
m, el coproducto twisted Ar = A, la antipoda Sr = S, counidad ¢ = £. Esta
estructura satisface los axiomas de un algebroide de Hopf. Usando el operador
F y su inverso, los cuales satisfacen la condiciones de cociclo y normalizacion, el
coproducto twisted es definido como Ah = FA.hF 1, para todo elemento de H,
el cual satisface la condicion de coasociatividad. Ahora, la antipoda S : H — H

es un antihomomorfismo definido por
S(h) = xSox™" (6.40)
donde y ! = m((Sy ® 1)F 1) La counidad ¢ : H — A C H es definido por:
)y =m(Fe®1)(eh)@1))=hw»1 (6.41)

donde se hace la identificacion as — ¢y pe — S~!&. De lo cual se sigue que,

Vf, g€ AyVf, g€ A

~ A

f)=1F eolf)=f (6.42)
E(fxg)=fg, eo(fg) = f*g (6.43)
2eo(f)) = f, coB(f) = f (6.44)

Respecto al mapeo fuente y objetivo pueden tambien ser reconstruido del opera-
dor twist. Primero, definimos el mapeo o : A, — AC Hy 5 : A, — H por:

a(f(z)) =m(F (@ D(ao(f(z) @ 1)), ao(f(z)) = f(z) (6.45)
B(f(@) = m(F @ 1)(Bo(f(x) @ 1)), folf(2)) = f(x) (6.46)

donde F = 1, F 1, donde 7, es el operador flip, definido como 7y(h; ®hs) = ha®h;.

Asi, los operadores fuente y objetivo estan dados por:

& = ago| 4, 5= Beoly (6.47)
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El coproducto A, la antipoda S y la counidad ¢ satisfacen las relaciones

mE® 1A =m(l® S 12S)A =1 (6.48)
m(S®1)A = 57128 (6.49)
m(l® S)A =& (6.50)

las cuales son compatibles con la estructura de un algebroide de Hopf. Su cons-
truccion formal puede ser revisada en los trabajos de Ping Xu, donde construye

una estructura Twisted a partir de una estructura de algebroide de Hopf [22].

6.2.2. Estructura de algebroide de Hopf de H

El espacio de fase deformado 7, generado por las coordenadas no-conmutativas
z, y las momenta p, también tiene una estructura de algebroide de Hopf, que es
definido por el algebra total 7, el algebra base A c H, la multiplicacién m, copro-
ducto A, antipoda S, counidad ¢, mapeo fuente & y mapeo objetivo /3. La counidad
es definida por
é(hy=hw 1, VheH (6.51)
Es util introducir a g, como la multiplicacién por la derecha de #,
I f(2) = f(2)3, (6.52)
de lo cual se sigue que
Aj, =17, (6.53)
Aqui tenemos la relacién Q, = 7, ® 1 — 1 ® i, la cual tiene la propiedad Q,, »

A® A= 0. Laantipoda S es definida por S(7,) = ,, y satisface las propiedades:

mER 1A =m(l® S1ES)A =1 (6.54)
m(S® 1A = 5125 6.55)
m(l® S)A =¢ (6.560)
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La antipoda para p,, S(p,) se obtiene del que m(S®1)A(p,) = m(125)A(p,) = 0.
El mapeo fuente 4 : A — # es un homomorfismo y el mapeo objetivo 3 : A — H

es un antihomomorfismo definido por 5 = S~'a .

6.3. Estructura algebraica del Espacio-tiempo de Snyder

Las estructuras de co-producto y de producto estrella puede ser obtenida de la
siguiente forma: Sea 1 el elemento unidad del espacio de funciones conmutativas
Y (x). Pero, debido a (3.44) la accién de funciones no-conmutativas sobre 1 esta
dado por:

Y(@) > 1=/ (x) (6.57)

Esta relacién provee un mapeo entre el espacio de funciones no-conmutativas y
las funciones conmutativas. Notemos que, en general ¢’ (x) y ¢ (x) son diferentes.
Consideremos ahora una onda plana no-conmutativa e!*#, donde #, depende de
la realizacién y k&, son los autovalores de p, = —ia%. Puede ser demostrado [37]
que:

i(kd)

k) 1y 1 — ilK2) (6.58)

donde K, = K,(k) es el momentum deformado, el cual claramente dependera
de la realizacion. En el limite conmutativo s — 0 el momento deformado debe
ser tal que K, = k,. En consecuencia obtenemos una transformacion inversa
-1 _ -1 .
K, =K, ", donde:
e (6.59)

Ahora, consideremos dos ondas planas etiquetadas por los momenta k,, y g, res-

pectivamente. Su accion sobre el elemento unidad estara dado por:

pilkd) ( ez’(qx)) — ¢iP(kg)x (6.60)
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Por lo que el momento deformado K, es determinado por K, = P,(k,0), donde
F,(k,q) especifica tanto al co-producto como al producto estrella, el cual puede
ser obtenido a través de la implementacion de Baker-Campbell-Hausdorf.

El producto estrella entre dos ondas planas es definido por F),(k, q):

eilkz) o pilaw)  _ Gi(KTH(R)D) Si(K~H(@)2) (1
_ KT R)E) (ei(q:r)) — (D(k,q)z) (6.61)
donde
Dyu(k, q) = Pu(K ' (k), ) (6.62)

El producto estrella define, por (6.58) y (6.59), un mapeo de Weyl (es decir, una
correspondencia entre operadores en un espacio de Hilbert y funciones del espa-
cio de Fase) desde espacios conmutativos a los no-conmutativos mediante una
correspondencia 1 a 1 entre ¢'*®) y ¢{X2)_E| co-producto para los momenta Ap,

(y su correspondiente regla de Leibniz) es obtenida por D, (k, ¢) como:
Ap,=D,(p®1,1®@p) (6.63)

En particular, la funcién D, describe la suma no-abeliana en el espaciotiempo

no-conmutativo de Snyder:
D,(k,q) =k, ®q, #k.+ qu (6.64)

Esta debe ser tal que en el limite s — 0 se recupere la regla abeliana de suma
D,(k,q) = k, + ¢,. Podemos obtener el producto estrella entre dos funciones
genéricas [y g de las coordenadas conmutativas a partir de (6.61). Adoptando la
relaciéon entre ondas planas (6.61), por lo que el resultado general para el producto
estrella es:
(f % g)() = lim e (" Cor =2 5) £ ) 2) (6.65)
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El producto estrella « (0 producto de Moyal) es una operacion binaria actuando
sobre el algebra de funciones definida en el espacio conmutativo usual y codi-
fica caracteristicas que reflejan la naturaleza no-conmutativa del espaciotiempo
de Snyder. Este esta Gnicamente definido, pero su forma se relaciona directa-
mente a la realizacion elegida. Cualquiera sea la realizacion, el producto estrella
es no-asociativa. El correspondiente co-producto sera no-coasociativo. Toda esta
construccion esta bien definida y nos permite obtener, a partir de una realizacion,
la estructura de co-producto y el producto estrella subyacentes en el espacio-
tiempo de Snyder. También es vélido el camino inverso, donde se cuenta con un
producto estrella o un co-producto y se recupera informacién de la realizacion.
Para finalizar, debido a las relaciones (3.39)-(3.46), el coproducto AM,,, es trivial
[21]:

AM,, =M, ®1+1® M, (6.66)

La antipoda S(g) para los elementos de Poincaré es definida por la ecuacion:

D(g,S(9)) =D(S(g),9) =0 (6.67)

Como veremos mas adelante, las antipodas para g = (p,, M,,,) no son deforma-

das, es decir:
S(pu) = —DPu S(M,ul/) = _M;w

Por otro lado, la co-unidad ¢(g) también seran triviales para cualquier elemento de
Poincaré. Finalmente, la relacién de conmutacion de los co-productos de los ge-
neradores de Lorentz y de los momenta satisfaceran idénticamente la algebra de
los momenta y los generadores de Lorentz, por lo que la gran conclusion a sacar
es que la simetria de Lorentz no es deformada ni a nivel algebraico ni co-
algebraico. Las deformaciones quedan codificadas sélo en el co-producto de los

momenta el cual es no-co-asociativo. Por otro lado, el producto x es no-asociativo
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y un homomorfismo relaciona estas estructuras. Asi, el sector algebraico y el co-
algebraico son compatibles, por lo que los generadores (p,, M,,) de Poincaré

forman un algebra generalizada de Hopf, llamada algebroide de Hopf.

Sea la realizacion de Snyder (3.49). Primero que todo sabemos que para Hein-
senberg modificado, debido a que 2, actia multiplicativamente el coproducto Az,
esta dado por (6.35). Por otro lado sabemos, por lo definido anteriormente, sabe-
mos que el hacer actuar una onda plana (no conmutativa) sobre una onda plana
conmutativa nos permite determinar la adicion de momentum (6.62). Si bien éste
calculo puede realizarse, existe una manera mucho mas elegante de obtener la
adicion de momentum deformada. Consideremos a la siguiente familia de opera-
dores:

Bu(Mk, p) = e Mip, e (6.68)
El cual puede actuar sobre una onda plana, obteniendo la expresion:
e_"’\k@pﬂei’\m > et = P, (\k, q)e” (6.69)

Si derivamos a ambos lados, dada la relacion de conmutacion (3.49), obtendre-

mos la siguiente ecuacién diferencial con su correspondiente condicion inicial:

WBLORD — | (6% + sPP,) (6.70)
PM(O, Q) ={qyu (6.71)

donde k,, ¢, son autovalores de p,,. La solucion a la ecuacion diferencial es:

qu + _51%2 + %(cos sk? —1)| k,
Pu(k,q) = S X (6.72)
cos V' sk? — 738V sk?sin v/ sk?
Esto lleva a que
tan v/ sk? arctan v/ sk?2
K,k)=P,k,g=0)= ——i—k, = K, (k)= —F——k 6.73
u(k) (kg ) NI . (k) e n (6.73)
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Para finalmente obtener la regla de adicion de momentas:

D,(k,q) = Po(K~'(k), q) ! {mqﬁ[l sk g }ku}

T 1-skog 1+ VIt sk
(6.74)
donde utilizamos las identidades:
, tan? 0
sinf = ———
V1 + tan? 6
1
cost) = ——
V1 + tan?6
Finalmente obtenemos obtenemos el coproducto para los momenta Ap,,:
Ap, = Du(p®1,1®p) (6.75)
1 Spvpu @ p”
= — R1+V/14+sp?11Qp, — L (6.76)
1—Spa®pa{p“ P by Tt al

Coproducto que es corroborado con el calculado en [21]. Dado que el coproducto
busca ser un morfismo entre Algebras Asociativas Unitarias, sabemos que, dada

la definicion de M, = i(&,p, —&,p,) podemos calcular su coproducto de la forma:
AM,, =i(Az,Ap, — Az, Ap,,) (6.77)

Si consideramos la realizacion de Snyder:
Z, =z, +sT-pp, (6.78)

Es facil demostrar que AM,, = i(Az,Ap, — Az, Ap,) = AgM,,, es decir, el
coproducto de los generadores de Lorentz no son deformados. Y, por Leibniz,

podemos saber cuanto es, teniendo en consideracion (6.4):

M, > f(x)g(x) = i(zuwpy — zupu) > f(2)g(x)
= i(zul(pf(2))g(x) + f(2)(pg(2))] — 2 [(puf (x)g(x) + f(2)(pug())]
= il(wupy = 2upp) f(2)]g(x) + (@) [(@py — w0pu)g(2)]

= (M f(x))g(z) + [ (g(Muyg(x)) (6.79)



Por lo que es trivial ver que:
AM,, =M, ®1+1® M,, (6.80)

Ahora, procedamos al calculo de un objeto muy importante, pues conecta a los
coproductos deformados con los sin deformar: el Twist. Sabemos que los copro-

ductos estan relacionados, en particular el de p,, de la forma:
Apy = FAopuF (6.81)
Supongamos que F es de la forma:
F = eXnfist (6.82)

Debido a que conocemos Ap,,, podemos expandirlo en potencias de s, de Ia for-

ma:

Ap, = ZA(i)pMs_O% — Z Aip,s’

1 o o 1
= pﬂ®1+1®pu+(§pupa®p + P @p pu+§p2®pﬂ>

S (0] (0% 1 (0%
+ 3 (pupapg ® p™p° + 2paps @ p*p°p, + Z—lpupaﬁ ®p
1

— Zp“ ® Py + Pap” ® p‘“pu) +O(s%) (6.83)

donde A()p, = d“;ﬁp“ y Aip, = LA@p, | . Sabemos que:

2

e Be™' = B+ t[A.B] + %[A, [A, B]] + ... (6.84)

Esto nos lleva a que

T (Agpy eI = A+ [sfi 4 8 fa 4 - Aopy] (6.85)

+ [sfi+sfat . sfit s fat . Agpull+ ..
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Pero, considerando la expansion en serie de Ap, podemos igualar érdenes de s

y encontrar las siguientes relaciones:

Aopy = Aopy (6.86)
[fla AOp,LL] = A1pu (687)
[f2, Aopu] = A2pu - %[fh [fh Aopuﬂ (6.88)

[f3, Dopu] = Aspu — 51 (Lf1, [f2 Dopul] + [f2: [f1, Aopul]) — 501, L1 L1, Aop6189)

y asi a todo orden. Para calcular las funciones, es posible ingresar un ansatz
general, de productos de p,, de orden 2i+ 1 contraidos con (1®z,) para funciones
fi, aunque un ansatz mas acertado, que evidenciara la forma cerrada del Twist,

es el siguiente:
fi= " @ p+appp? Y @t + o pp? Y @@ ppt (6.90)

La cual, al introducirla en las relaciones obtenidas para los A;p, nos arrojan:

. 1 1 @ «
f1=—25(§p2®x~p+§papa®xp +pa®x'pp) (6.91)

Z.SQ 1 4 1 2 a, B 2 «
f2=7 P @ TP+ Spapsp” @ TP+ pap” ® T - pp (6.92)

_isg 1 6 1 4 a, B 4 «
f3 = G ®x~p+§papﬂp ® 2D’ + pap” @ x - pp (6.93)

Lo cual, inductivamente nos sugiere que

—i(—1)GtDs , 1 - N . a
fi = 2 7 @z p+ =papsp’V ™V @ 2P’ + pap® TV @ - pp

J 2 2
(_1)j+1

2 2 (sp)(i -1 ® 1)(6.94)

15 1 a8 o
= 1| zp"RQT P+ PP QTP + Po QT - pp

Si recordamos que:

In(1+2x) = Z (_1>i+1xi



Es facil verificar que obtenemos una expresion bien determinada para el Twist y

para su inverso:

. In(14sp?
F= el’P{—@ (32 @ & - p+ 3paps @ 2P + po @ - pp®) < (;p )g 1)} (6.95
— i s/ 1+sp? (e .
Fl=exp { I [HV\/H:)QP/BP’Y @xgpy + (V1+spP—1)@x-p+spg@x-pp } } : (6.96

donde consideramos el ordenamiento : : como el ordenamiento con los opera-
dores de posicién a la izquierda. El resultado para el Twist inverso puede ser
deducido de la expresion F~! =: expli(1 ® x*)(A — Ag)p.) :- Se puede hacer una
verificacion de consistencia calculando AN, = FA(M,,F ', y obteniendo que
efectivamente no es deformado.

Una vez calculada la adicion de momentum podemos calcular las antipodas,

mediante la relacién (6.67). Para el momento p,, es facil verificar que:

D,(pus —pu) =0 = S(pu) = —py (6.97)

~

Es posible obtener las counidades de hecho que estan definidas como é(h) =
h » 1, obtener los mapeos a y 3 de (6.45) y (6.46) respectivamente. Para finalizar,
la antipoda de z,, puede ser encontrada con (6.40) a partir del Twist que ya cal-
culamos. En principio, la estructura de algebroide de Hopf de Snyder puede ser
obtenida como el Twist de la estructura de algebroide de Hopf construido para
Heisenberg. Un calculo similar puede ser encontrado para la realizacion Hermiti-
ca del espacio-tiempo de Snyder [38] [39].

Empleando la expresién para el producto estrella (6.65) y el resultado obteni-
do en (6.74), encontramos que el producto deformado, util en una formulacién de
teoria de campos en el espacio-tiempo de Snyder [21] [9].

Es importante recalcar que éste método de calculo no es sdlo valido en la rea-

lizacion de Snyder del espacio de Snyder. Los trabajos de S. Meljanac et al. en
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Twist Jordanianos [40] sugieren que cualquiera sea el punto de partida, ya sea
la representacion, el producto estrella, la co-estructura algebraica o el operador
Twist, cualquier elemento sirve para reconstruir completamente cada realizacion,

cada estructura de algebroide de Hopf o cada producto deformado.
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Capitulo 7

Estructuras Algebraicas en Teoria de

Cuerdas

7.1. Introduccion

Una de las caracteristicas mas llamativas de Teoria de Cuerdas correponde
al hecho que la teoria en D-branas sobre un fondo de 2-forma (Campo de Kalb-
Ramond) es dado por una Teoria de Gauge no-conmutativa [4]. Para un flujo
constante de 2-forma este resultado puede ser derivado explicitamente al cuanti-
zar la cuerda abierta y calculando las funciones de correlacion de la CFT asociada
[27]. En este caso, la teoria no-conmutativa es gobernado por el producto estrella
de Moyal-Wey! asociativo.

De teoria de cuerdas es sabido que ademas existe una solucién de D-brana de
las ecuaciones del movimiento de la cuerda que conllevan a la aparicion de un
flujo no-contante de 2-forma, originando una estructura no solo no-conmutativa
sino también no-constante. Como ejemplo podemos tomar a las Branas en los

modelos de WZW, o a los duales holograficos de las deformaciones integrables
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de los modelos sigma de AdSs. En este ultimo caso, la teoria de Gauge dual ho-
lografica sigue viviendo en un espacio plano y sélo recibe una deformacioén en la
estructura no-conmutativa. Asi uno esperaria poder formular una teoria de Gau-
ge no-conmutativa para casos aun mas generales. Hasta el dia de hoy han sido
muchos los intentos por construir una Teoria de Gauge no-conmutativa, todos
matematicamente motivados, como los son el caso del uso del producto estrella
general de Kontsevich [41] [42] [43] [44], e incluso utilizando técnicas desde las
estructuras de Algebra de Hopf [45] [46]. Teniendo esto en cuenta, Ralph Blu-
menhagen, llka Brunner, Vladislav Kupriyanov y Dieter List establecen que el
principio fisico guia que deberia originar a las teorias de Gauge no-conmutativas
consistentes deberia corresponder al principio fisico de Teoria de Cuerdas, mas
precisamente a su estructura de algebra L., [47]. Teniendo como precursores los
casos como que las algebras VW que describen las simetrias globales de las CFT
bidimensionales puedan ser obtenidas a través de la estructura de algebra L.,
ademas del hecho que el algebra no-asociativa de R-flujo para la cuerda cerrada
asi como el algebra de R-flujo de la teoria M asociada de siete octoniones puede
ser extendida a un segundo término via algebra L., entre otros ejemplos fisicos,
esto llevo a que Blumenhagen, Brunner, Kupriyanov y List desarrollasen no solo
un mecanismo para obtener Teorias de Gauge no-conmutativas via la estructura
de algebra L., sino también proponen una nueva corriente de metodologia, esta
vez fisicamente motivadas, bajo el principio de que toda teoria de Gauge consis-

tente debe poseer una estructura de algebra L., remanente.

En éste capitulo profundizaremos en la estructura de algebra L.,, comenzando
por su descubrimiento en el contexto de Teoria de campos de Cuerdas cerra-

das por T. Lada y J. Stasheff [48], su redescubrimiento como las Algebras L., y
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finalizar con el mecanismo de Bootstrap desarrollado por Blumenhagen-Brunner-

Kupriyanov-LUst.

7.2. Algebra de Lie Fuertemente Homotopica

Gran parte de la fisica de particulas puntuales pueden ser descritas en térmi-
nos de Algebras de Lie y sus representaciones. La Teoria de Campos de cuerdas
cerradas, por otro lado, da lugar a una generalizacion de las Algebras de Lie que
emergen naturalmente con la matematica en el estudio de deformaciones de es-
tructuras algebraicas: una SH Lie Algebra.

El concepto de Algebra de Lie puede ser expresado de muchas formas. La mas
familiar es en términos de los generadores y relaciones y en términos de un cor-
chete bilineal en un espacio vectorial V' satisfaciendo la identidad de Jacobi. En
notacion fisica, sea X, una base para V. El corchete [, -] puede ser especificado

por las constantes de estructura C¢, por la formula
[Xava] = O Xe

Las constantes de estructura son anti-simétricas en los indices inferiores a y b.
Una descripcion mucho mas sutil aparece en el estudio homoldgico de las alge-
bras de Lie. Esta descripcion es implicita en la forma mas familiar de la formu-
lacion dual de Chevalley-Eilenberg de complejos de cocadenas para la cohomo-
logia de Algebras de Lie: Una n-cocadena es una funcién n-lineal antisimétrica
w:V x---xV =Ry el coborde dw es definido por
dw(vy, ..., Vpy1) = Z(—l)”jw([vi, V], 015+« oy Vi e ey Uy ooy V1)
1<j
donde "~ denota a variables que deben ser omitidas. Respecto a la base dual w®

del espacio vectorial dual V*, podemos escribir a d como —1w*w’CS,0,e.
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Asi podemos lidiar directamente con los vectores mas que con las formas multi-
lineales a expensas de introducir un nuevo punto de vista y consideraciones de
los tensores antisimétricos (multivectores).

Un algebra de Lie es equivalente en la anterior formulacion un espacio vectorial
V' (asumido finito-dimensional por simplicidad de exposicion). El producto tenso-
rial antisimétrico de V, denotado por AV = {A\"V} con A’V = k, el campo de

escalar, tipicamente los reales R o los numeros complejos C. Un mapeo lineal
n n—1
d: N\Vv— AV
que baja a n en uno y es una coderivacién determinada tal que > = 0. Este d es
una Coderivacion determinada por:
d(vr A Avp) =D (1) d(v; Ava) Avg A A A A Ao A,

1<j

tal que d? = 0. Por ejemplo,
A(Xa A Xy AXS) = —CG XA Xo+ C8Xe A Xy — CLXo A X,

Puede no parecer obvio inmediatamente, pero d restringido a A” es interpretado
como el corchete d(v; A vy) = [v1,v5] Y d> = 0 es equivalente a la identidad de
Jacobi.

de este punto de vista de las potencias antisimétricas de tensores de V, una
Strongly Homotopy Lie Algebra es similarmente equivalente a una generalizacion

posterior en que d es reemplazada por una coderivacion
D:d1+d2+d3+

donde d; baja n en i — 1, en particular, d,(vy A --- Av,) € V.

Diremos que D es una coderivacion para resumir muchas condiciones

di<?}1/\"'/\1}n):Zidi<vi1/\"'/\Uij)/\vij+1/\"'/\vin
71



donde la suma es sobre todos los reordenamientos de {1,...,n}, ésto es, todas
las permutaciones que preservan iy, ...,i; Y ij.1,...,i, en el mismo orden re-
lativo. Un ordenamiento de dos conjuntos ordenados es una permutacion de la
unién ordenada que preserva el orden de cada subconjunto; un reordenamiento
revierte el proceso.

Notar que el antiguo d corresponde a ds, ya que d(v; A vg) = [v1,v9] € V. Por
otro lado, para el nuevo D, el componente d, ya no satisface que su cuadrado
sea cero por su cuenta y entonces significa que el corchete no necesariamente
satisface la identidad de Jacobi. Miremos en detalle qué ocurre en su lugar.
Expandiendo D? = 0 en sus componentes homogeneas y arreglandolas separa-

damente igual a cero. Obtenemos entonces:

d: =0
entonces (V.d,) es un complejo o modulo diferencial gradado. Usualmente
V por su cuenta es un médulo gradado y D es una coderivacion gradada,
gue implica los signos apropiados al aplicar D a x; A --- A x,,. También d;
tipicamente eleva (o0 baja) aquel grado interno en 1. Quizas los ejemplos
mas importantes en fisica son la derivada exterior en formas diferenciales y

el operador BRST en campos que lo admitan, ya sean fisicos o ghost.

2. dydy+dyd; = 0 entonces, con la convencidn de signos apropiada, d, entrega

el corchete [vy, 15] € V para el cudl d; es una derivacion.

d1d3 + d2d2 + dgdl - O

0 equivalentemente

dgdg = —(dldg + dgdl)
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Si adoptamos la notacion
ds(x1 A xo A\ 3) = [11, X2, T3]
entonces tenemos que
[[v1, vo], v3]E[[v1, V3], Vo] [V, V3], 11] = —d4 [V, Vo, v3|E£[dyv1, Vo, V3] E£[v1, dyv2, V3] E]v1, Ve, divs]

De ésto, con el uso de la antisimetria de [-, -], vemos que ahora que la identidad
de Jacobi se mantiene médulo el lado derecho. En lenguaje fisico, la identidad de
Jacobi se mantiene médulo un término BRST exacto. En el lenguaje de algebras
Homoldgicas, d; es una cadena de Homotopias, entonces nosotros decimos que
(V,d,) satisface la ldentidad de Jacobi salvo una homotopia o (V, d;, d, d3) es una
Algebra de Lie Homotdpica. El adverbio "Fuertemente ”(strongly) es afiadido
para referirse a las otras d;.

En notacion fisica, restringiendo d; a /\3 V', podemos escribir

d3(Xa N Xp N X)) = C5 X

abc

donde C¢,. es antisimétrico en los indices inferiores. Similarmente, podemos es-
cribir

di X, =C'X,
Asi como la identidad de Jacobi puede ser escrita como una ecuacion cuadratica

en los C¢, pueden ser escritas como la ecuacion cuadratida en los C?, C¢,, y C5,..

Para trabajar con mapeos de espacios vectorial diferenciales gradados es cru-
cial seguir bien los signos de las expresiones. Primero, existen signos apropiados
para todo contexto de gradado. La convencién mas basica es que dos simbolos
cualquiera de grado m y n son intercambiados, un signo de (—1)™" es introduci-

do. En particular, si o es una permutacion actuando sobre una cuerda a la cual
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le pertenecen los simbolos, e(o) denotara el signo que resulta de la iteracion de
dichos simbolos, es decir, (o) = (—1)*, donde k el es nimber de intercambios
impares de simbolos. También denotamos por (—1)° al signo de la permutacion
o. Es importante notar que e(o) no involucra a (—1)? como factor. De todas for-
mas, si todos los elementos en cuestion tienen orden 1, entonces e(o) = (—1)°.

Siempre consideraremos que el grupo simétrico ., actuando en V®" por
TV ® - V) = Vp(1) ® -+ ® Vg (m)
Un mapeo de vectores gradados f : V®" — W es llamado
= Simétrico si f(v,1) Q@ - @ Vo)) = (o) f(11 ®@ -+ R vy)
= Antisimétrico si f(vy(1) ® -+ ® Vo)) = (—1)%€(0) f(v1, ..., vp)

para todo o € .¥,. En términos de una base para V, podemos escribir a f en
términos de sus coeficientes f*-%»; entonces los conceptos de simétrico y anti-
simétrico tienen la interpretacion usual respecto a las permutaciones de a; . . . a,,.
Ahora, sea V' = {V"} un espacio vectorial gradado sobre un campo k. Sea T*(V)
denotando el espacio vectorial tensorial generado por V, es decir, {V*"}. no con-
sideraremos a 7*(V') como el algebra de tensores, sino como una coalgebra con

la estructura usual de coalgebra dada por la diagonal

n

AW @ @)=Y (1@ ®0) @ (V1 @+ D V)

7=0
Aqui V®' sera identificado con % y los términos con j = 0 0 j = n son de la forma
1®(...)y (...) ® 1 respectivamente. El uso de coalgebras es una herramienta
eficiente para algunas de nuestras expresiones, pero es suficiente con seguir el
argumento en términos de los tensores ordinarios.

En particular, haremos uso de AV, el subespacio (de hecho, sub-coédlgebra) de
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T*V que permanece fija bajo la accidon del grupo simétrico en V. A pesar de
que no necesitaremos la terminologia, A V' es conocida como la Coalgebra co-
conmutativa co-libre (cofree cocommutative coalgebra) generada por V' con la

diagonal reducida para por

n—1
A(ul VANIERIVA Un) = Z 26(0)(%7(1) VANRIERAY ug(j)) X (Ug(j+1) VANREIWAN ug(n))

j=1 o
donde o corre sobre todas los desordenamientos de (j, n—7). Primero definiremos

a la versidn gradada de un algebra de Lie ordinaria

» Definicion: Una Algebra de Lie gradada es un espacio vectorial gradado
V' = @{V,} junto con un corchete gradado anticonmutativo [-,-] : V@V — V

tal que V, ® V, — V,,,, satisfaga la identidad de Jacobi gradada:

[, [v, w]] = [[u, v], w] + (=1)"[v, [u, w]

También consideraremos el espacio vectorial diferenciable gradado sV, que es
definido Isomorfico a V' via (sV'); =~ V;_;. El uso de un operador de suspension
(suspension operator) s es implicito en el complejo de Chevalley-Eilenberg, pero
para estructuras SH Lie mas complicadas es mejor hacerlas explicitas. Por razo-
nes similares, especialmente por la sutileza de los signos, y también por compa-
racion con las correspondientes algebras SH asociativas, hemos elegido expresar
esta seccion en términos de los mapeos 1, en vez de los operadores d,, del co-

mienzo.

= Definicion: Una Estructura SH Lie en 1V es una coleccién de mapeos li-
neales antisimétricos [/, : "V — V de grado 2 — n (para un complejo de
cocadenas, y n — 2 para un complejo de cadenas) tal que:

> Do) 1) (DY (o) ®- @ s(5) D) @B p(r)) = 0
i+j=n+l o

(7.1)
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donde o corre sobre todos los (j,n — j) desordenamientos.

Notemos que el mapeo I, puede ser visto como el corchete de Lie (gradado)
usual y que cuando n = 3y I3 = 0, la definicién lleva a la usual Identidad de
Jacobi gradada. En general, I3 es una Homotopia entre la expresion de Jacobi y
0, mientras que las otras [/,, son homotopias de orden superior.

Vale la pena hacer incapie en los grados, ya sea para las formas (por ejemplo,
el grado de los ghost en el contexto de BRST) y el grado de las operaciones de
N-entradas. La formulacion matematica original como la anterior de una SH Lie
Algebra (y sus predecesores SH associative algebra) asumian que el producto
de dos entradas o corchete tiene grado 0, es decir, el grado del corchete era
una suma de los grados de los factores y que el grado de d = d;, era 1 (para
Cohomologia) o -1 (para Homologia). Zwiebach [49] es cuidadoso con este punto,
en la teoria de campos de cuerdas cerradas, el grado es dado por la estadistica,
entonces el grado del corchete de dos entradas es 1. Como él explica en detalle,
un simple cambio en el conteo de los grados y apropiados cambios en los signos
establecen la equivalencia en los dos conjuntos de convenciones.

En la literatura fisica reciente, la terminologia Algebra de Lie Homotdpica esta
siendo usada para denotar una SH Lie algebra como se definié anteriormente
junto con el regraduamiento que resulta de que el corchete tenga grado +1.
Esto, por supuesto, lleva a un diferente conjunto de signos en las ecuaciones que

definen todo.
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7.3. Algebra L.

En la teoria de campos de cuerdas abiertas bosénicas la interaccion de cuer-
das es definida por una regla de multiplicacion, un producto estrella de campos
de cuerdas que es asociativo. Mientras que ésta formulacion es ventajosa para
encontrar soluciones clasicas de la teoria, la asociatividad no es estrictamente
necesaria para la formulacion de la teoria de campos de cuerdas; pero la aso-
ciatividad homotodpica si lo es. Esta es una estructura mas profunda y aparece
cuando uno incorpora cuerdas cerradas explicitamente en la teoria de campos
de cuerdas abiertas. Las algebras Homotopicas asociativas A, de Stasheff es
la estructura matematica remanente en las versiones mas generales de la teoria
clasica de campos de cuerdas abiertas.

El producto de campos de cuerdas cerradas es analogo al corchete de Lie en que
éste es gradado y conmutativo. Pero estrictamente un algebra de Lie no aparece
para permitir la formulacion de la teoria de campos de cuerdas cerradas. En lugar
de ésta uno requiere una coleccion de productos superiores satisfaciendo versio-
nes generalizadas de las identidades de Jacobi. La teoria clasica de campos de
cuerdas esta asi organizada por una Algebra de Lie Homotdpica, una algebra L.
cuyos axiomas e identidades tipo Jacobi. Existen dos formulaciones relacionadas
por una "suspensiéon”, una operacién donde el grado de todos los espacios vec-
toriales son corridos en una unidad. Las algebras L., describen la estructura de
una teoria clasica de campos de cuerdas: la coleccion de productos de campos
de cuerdas es todo lo que se necesita para escribir transformaciones de Gauge
y las ecuaciones de los campos. Equipando con un producto interno, uno puede
escribir una accion. La interaccion de las algebras A, y L resulta en el estudio

de la teoria de campos de cuerdas abiertas-cerradas.
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La relevancia de L., a la teoria de campos de cuerdas cerradas, que es una
teoria de campos para una cantidad infinita de campos (componentes), sugiere
qgue debe también ser relevante para teorias de campos arbitrarias, y ésto es la
motivacion para su estudio. En particular, en trabajos recientes se ha mostrado
cémo definir un truncado consistente para un conjunto de modos de cuerdas ce-
rradas. Para éstos grados de libertad uno tiene una teoria de campos efectivas
organizadas por una algebra L., que puede ser derivada de la algebra completa

de teoria de campos de cuerdas cerradas.

7.3.1. L.y el Jacobiador de Gauge

Definiremos a los estados de algebras L., y sus principales identidades, e

introduciremos las ecuaciones de campo y la accion.

Producto multilineal e identidad Principal

En una algebra L., tenemos un espacio vectorial V' gradado por un grado,
qgue es un entero. Usualmente trabajamos con elementos B; € V de grados fijos
(en teoria de campos de cuerdas cerradas el grado es relacionado al nimero de
ghost de la forma Grad = 2 — Ghost). El grado entra en el signo del factor donde,

por conveniencia, omitiremos la etiqueta grad. Asi, por ejemplo:

(_1)B1B2 = (_1)grad(B1)grad(B2) (72)

En los exponentes, los grados son relevantes sélo modulo 2 En una algebra L,
tenemos productos multilineales. En la notacion usada para teoria de campos de
cuerdas el producto multilineal es denotado por los multicorchetes [By, ..., B,]y
son conmutativos gradados

[....,Bi,Bj,...] = (=18 B By...] (7.3)
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Todos los productos estan definidos para ser intrinsecamente de grado —1, sig-
nificando que el gradado de un producto para cierta cantidad de entradas esta
dada por §
grad([By,...,By,]|) = —1+ ngd(Bi) (7.4)
El producto con una sola entrada es llamada el gplerador Q (para BRST)
[B] = QB (7.5)

También tenemos un producto [.] sin entradas cuyo valor es sélo algun vector
especial en el espacio vectorial.

Las relaciones para L., pueden ser escritas de la forma:

> ol j)[Bi, -, Bis [Bj, -, BiJl =0, n > 0 (7.6)

Lk>0 o

I+k=n
Aqui n es el numero de entradas (si n = 0 aun obtenemos una identidad no-
trivial). Las entradas By, . .., B,, se separan en dos conjuntos: el primero {B,, ... B;, }
con [ elementos y un segundo {B;, ... B;,} con k elementos, donde [ + k = n. El
primero conjunto es vacio sil = 0y el segundo es vacio si k = 0. Los dos conjun-
tos no entran en la identidad simétricamente: el segundo conjunto tiene entradas
en un producto anidado dentro del producto que relaciona con el primer conjun-
to. El conjunto de nameros {i1,...,i;,71,...,Jx} €S una permutacion de la lista
{1,...,n}.
Las sumas son sobre separaciones no-equivalentes. Los conjuntos con diferen-
tes valores de [ y k£ son inequivalentes, por lo que debemos sumar sobre todos
los posibles valores de & y [. Dos separacidénes con el mismo valor de [ y k£ son
equivalentes si el primer conjunto {B;, ... B;} contiene los mismos elementos,

sin importar el orden. El factor o(i;, J;) es el signo necesario para reordenar la

lista {B*,Bl, .. ,Bn} en {Bi17 .. .,Bil,B*7le, .. '7Bjk}:

{B*, B, ..., Bn} — {Bil, . ,Bil,B*, le, ey B]k} (7.7)
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usando los grados para conmutar los B de acuerdo a (7.3) y pensando en B,
como un elemento de grado impar. Los elementos B, son necesarios para tener
en cuenta que los productos son impares.

Para la teoria clasica de campos de cuerdas, o para cualquier teoria de campos
expandida al rededor de una solucion clésica, el valor del cero-ésimo producto |.]

sera igual al vector cero:

[-]

Usando las reglas para los factores de signo, podemos escribir las identidades

0 (7.8)

de L., (7.6). Notar que en ausencia de un producto cero-ésimo k£ > 0y asin > 0

para obtener una identidad no-trivial. Para n = 1, 2, 3 obtenemos:

0 = Q@B) (7.9)
0 = Q[Bi, Ba] + [QBy, Bs] + (—1)%'[By, QB (7.10)
0 = Q[Bi1, By, Bs] + [QB1, By, Bs] + (—1)"'[By, QBy, Bs]
+ (=1)P([By, By, QBy) + (—1)7[By, [Ba, B (7.11)
+ (=1)Bsy(1+ B1)[By, [Bi, Bs]] + (=1)0 545 [ By (B, By)]
Ahora discutiremos como definir en éste lenguaje las ecuaciones del movimiento
y accion para una teoria de campos. Para éste fin y por abreviacion, escribire-

mos los productos con entradas repetidas como potencias. Cuando no hay forma

posible de confusidn, también omitiremos las comas entre las entradas:
(03] = (¥, ¥, V] [BY?] =[B,V,V, ¥ (7.12)
Aqui ¥, llamado un campo, es un elemento de grado cero:
grad(V) =0 (7.13)

Si ¥ tuviese grado impar, el producto anterior desapareceria por la propiedad de

conmutatividad gradada.
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Dado un conjunto de productos que satisfagan las condiciones de L., y un Campo

de Grassman par V¥ introducimos una ecuacion de campo F de grado menos uno:

Lo v w714

=1 1 1 1
F= Zg = QU+;[¥ 2+ —[\113]+---=Q\I/+§[\I/,\If] 30
n=0

3!

Otra vez, usamos que el término con n = 0 desaparece. Las ecuaciones de cam-
po F es de grado menos uno pues ¥ es de grado cero y todos los productos
son de grado menos uno. Ciertas sumas infinitas aparecen cuando lidiamos con
transformaciones de Gauge y ésto hace conveniente definir un producto modifi-

cado (primado):
1

[Al...An]/EZH[Al...An\IIP] n>1 (7.15)
p=0
Asi, por ejemplo,
1
(A = QA+ ]AVY] +§[Ax112]+
, 1
A A)] = [AL. A+ AL ALY +§[A1...An\112} +...  (7.16)

La variacion de estos productos es bastante simple:
0[A1.. A =[0A; .. A+ + AL AT (7.17)

La identificacion de [A]’ con Q' A es natural dado (7.5). La variacién de las ecua-

ciones de campo adopta la forma de un producto modificado. Tenemos que
6F = Q'(07) (7.18)

que se lee de:

o0

= 1 k k k—1
0F = 0 V] = > [ wEow]
k=0 k=1
= Z% TrsW) = [60] (7.19)

=0
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Producto Interno y Accion: La accion existe si existe un producto interno ade-

cuado (-, -). Uno requiere que
(A, B) = (—1)ADBHD (B A) (7.20)

y que la expresion

<B17[B27"‘7Bn]> (721)

paran > 1 es una funcion multilineal gradada-conmutativa de todos los argumen-

tos. De lo anterior uno puede mostrar que:

(QA,B) = (-1)(A,QB) (7.22)
La accion es dada por
o 1 .
S = ; Sy (7.23)

Un pequeno calculo muestra que bajo variaciones §¥ uno tiene
0S = (00, F) (7.24)

Confirmando que F = 0 es la ecuacion de campo correspondiente a la accion.

Una familia de Identidades

Estableceremos un nimero de identidades utiles para calcular el Jacobiador
(Jacobiator). Los productos [. . .| pueden ser vistos como un conjunto de produc-
tos satisfaciendo una extension simple de las identidades de L... Para ver ésto,
consideremos los siguientes ejemplos.

Consideremos (7.6) cuando todos los B son de grado par. El factor de signo es
entonces siempre igual a +1 y tenemos

> > [Bi...ByBj,...B;]] =0, n>0, By parVk (7.25)

Lk>0 o5
l+k=n
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Para [ y k fijos hay n!/(l!k!) separaciones inequivalentes de las entradas; ésto es

el nimero de términos en la suma ) | . Asumamos ahora que todos los B son el

mismo: B; = B, = --- = B, entonces todos los términos seran igual. Asi tenemos
que
1
> W[BI[B’“]] =0, n>0 B par (7.26)
Lk>0
l+k=n

Donde sacamos el factor n! del numerador. Ahora si tomamos a B = ¥ entonces
toda la suma sobre n se vuelve la identidad

S 3 =0 (7.27)

n>0 1,k>0
l+k=n

Reordenando la suma doble, obtenemos
1 l k 1 l
Z@[\If [ ]]:Zﬁ[qff]:o (7.28)
1,k>0 >0
donde sumamos sobre & y usamos (7.14). Llamando a (7.16), la suma sobre [ se
vuelve

QF =0 (7.29)

Sivemos la similitud, @’ es el analogo a la derivada covariante Dy F es el analogo
al Field Strenght no-abeliano F' en la teoria de Yang-Mills, entonces ésta identidad
es el analogo a la identidad de Bianchi DF = 0.

Consideremos una segunda identidad de L., otra vez basada en (7.6) pero con
n + 1 entradas

Bi=A, By=---= B, = B, Bpar (7.30)

Aqui hay dos clases posibles de separacion, donde ambas involucran separar n
copias de B en un conjunto de [ elementos y un conjunto de k£ elementos, con
[+ k = n. Ellos son:

[AB'],[B"] y [B'],[AB"] (7.31)
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El signo del factor aparece de reordenar B,AB'B* en AB'B,B* para la primera
secuencia, dado un signo (—1)4, y en B'B,AB* para la segunda secuencia, no
arrojando signo. Entonces tenemos que

) ;—,i!((—l)A[ABZ[BkH +[B'[ABY]) = 0 (7.32)

I+k=n
Para n = 0 todos los términos desaparecen. Esta es una linda identidad, pero
puede adoptar una forma mucho mas util. Si cancelamos los n! y sumamos sobre
n:

S S (-DAABBY + [BIABY) =0 (7.3

n>0 1,k>0
l+k=n

que, reorganizando los términos y haciendo B = ¥, se vuelve

S (- DAAWT] ¢ [ AR) =0 .34

Haciendo la suma sobre los k£ nos arroja

> %«-UA[A\WF] + [W'QA]) =0 (7.35)

>0

Haciendo la suma sobre [ ahora obtenemos
(-DAAF) +Q'(Q'A) =0 (7.36)
Ya que F es impar, el resultado es equivalente a
Q(QA) +[FA' =0 (7.37)

Otra vez, viendo a Q' y a F como el analogo de la derivada covariante D y el
Field Strength F en la teoria de Yang-Mills, entonces ésta relacion es el analogo

aD?>=F.
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Consideremos otra identidad de L., otra vez basada en (7.6) pero con n + 2

entradas, y dos campos de cuerdas A;, As:
Bi=Ay, Bp=Ay, By=---=DB,,0 =V (7.38)
Esta vez el proceso anterior entrega
0=Q'[A1, 4] + [Q' A1, ] + (—1)M[A1, Q' Ao) + [FA Ay) (7.39)

Comparando la anterior y (7.37) con las primeras dos ecuaciones en (7.10) el
patron se vuelve claro. Obtuvimos para el producto primado las mismas identi-
dades de L., con un término extra. De hecho, el término extra corresponde al

cero-ésimo producto, como en (7.8), que ésta vez es no-nulo:
[.=F (7.40)
Las identidades (7.6) dadas paran = 0, 1, 2, 3 arrojan

0 = QF

0 = QQA)+[F4]

0 = Q[AIAY) + [QAIA)) + (—1)M[A1Q Ay) + [FA As)f

0 = Q[A1AA;] + [Q A1 A Ag) + (—1)M[A1Q A A3) + (—1)M1TA72[A, A,Q' As)
+ ()M A A A 4 (=) UV [A[ Ay Ay]'] + (1)U AT [A5[A) Ay]'Y

+ [FA1AA] (7.41)

Entonces, hemos visto que los productos modificados satisfacen una forma exten-
dida de las identidades de las algebras L., que incluyen un cero-ésimo producto
no-trivial. Estas identidades permiten estudiar mas facilmente el Jacobiador, y
seran necesarias para construir una teoria clasica de campos al rededor de un

background que no es solucion de las ecuaciones de campo.
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El producto interno interactia de buena forma con el producto modificado. Uno

puede rapidamente usar (7.22) y la multilinealidad para mostrar, por ejemplo, que

(QA,B) = (-1)*(A,Q'B) (7.42)

Transformaciones de Gauge y algebra

Ahora describamos las transformaciones de Gauge en su Algebra de Gauge.

Aqui, las identidades "primadas”seran muy utiles.

Transformaciones de Gauge estandar: Estas toman una forma muy simple en
términos del nuevo producto: éstas son simplemente el resultado de )’ actuando

en el parametro de gauge A, un elemento de grado +1. De hecho

A0 =[A] = Q'A = QA + [AV] + %[Aqﬂ] +... (7.43)

El constraint clave es que las ecuaciones de campo deben ser covariantes de
Gauge. Esto requiere que la transformacién de gauge de F desaparece cuan-
do F = 0. Con ayuda de los nuevos productos ésto es ahora un calculo trivial.

Usando (7.18) y la segunda ecuacion de (7.41)
aZF = Q'(0rV) = Q(Q'A) = [AF] (7.44)

De donde vemos explicitamente que la covariancia se mantiene. Escribiendo ésto

mas explicitamente,
1
0AF = [AF] + [AFV] + §[Af\112] ... (7.45)

hace mas claro que el campo descubierto aparece en el lado derecho. La accion

es, por supuesto, invariante de Gauge:

05 = (AW, F) = (F, [\, FI) = (. [F, F) = 0 (7.46)
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debido a que F es Grassmann-impar. Dos tipos de simetrias de las ecuaciones
del movimiento tendran un rol especial, una parametrizada por un solo campo
de cuerdas Grassmann-par y de numero de Ghost cero y otro parametrizado por

dos parametros de gauge A, A,. Estas son:
0, ¥ = [ F]' = -Q'(Q)
ox, 0,0 = [AMAF) (7.47)

usando (7.37) en la primera linea. El segundo tipo de simetrias de las ecuaciones

del movimiento aparece en el conmutador de dos transformaciones de Gauge.

Algebra de Gauge: Diremos que las transformaciones de Gauge estandar for-
man un algebra que incluye las simetrias de las ecuaciones del movimiento de
segundo tipo. De hecho, asumiendo que los parametros de Gauge A; y A, son

campos independientes tenemos
[6/\27 51\1] = 5[/\1/\2}’ + 6/{1,1\2 (7.43)

Con la ayuda de las identidades, la demostracion de ésto es mucho mas simplifi-

cada. Usando la formula de variacién (7.17) encontramos
(SAQCSAl\I[ - 51\2 [Al]/ - [A5A2\Ij]/ - [AlQ/AQ], (749)

Asi, se sigue que

(06500, ¥ = [A1Q'As]" — [A2Q"Ay) (7.50)
La tercera identidad en (7.41) arroja
0= Q'[A A + [Q'AAs]) — [MQ'Ao) + [FALA,) (7.51)
Como resultado

[0, 00, ) ¥ = Q'[A1As] + [AAF]) = Gja nnp ¥ + 03, 2, ¥ (7.52)
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Que es lo que buscabamos probar.

Transformaciones de Gauge extendidas: Estas son sumas de las transforma-
ciones de Gauge estandar con parametro A y una simetria de una ecuacion del

movimiento del primero tipo con parametro xy de nimero de Ghost cero:
Sy V=0,V +0 0 =QA+ [xF| (7.53)

Transformaciones nulas: Estas son transformaciones extendidas de gauge que
no arrojan variacién del campo. De hecho, si A = Q' la transformacién 47, del

campo de cuerdas desaparece:
Oy ¥ = 0oV + 6,0 = Q(Q'X) + [xF)' =0 (7.54)

debido a que x es Grassmann-par. Diremos entonces que x genera la transfor-
macion nula 55,){ " Debido a que las transformaciones nulas no arrojan variacion

en los campos diremos que éstas son idénticamente cero: 6E,X,X =0.

Jacobiador de Gauge (Gauge Jacobiator)

Dado un conjunto de transformaciones de Gauge uno puede considerar el
algebra de Gauge, como lo hicimos anteriormente. Ademas, uno puede conside-

rar el "Jacobiador de Gauge” s

T(A1, Az, As) = [0ny, [0as 0, ] (7.55)

cye
una definicion inspirada en el Jacobiador de un corchete. Aqui la suma ciclica
involucra una suma de tres términos en los que permutamos ciclicamente los
indices 1,2,3. El Jacobiador .7, si es no-nulo, sera una transformacion de Gauge,

debido a que las transformaciones de Gauge son cerradas. Pero, en lo anterior,
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los corchetes son sélo conmutadores, y si las transformaciones de Gauge son
bien definidas, después de expandir uno puede ver que todos los términos des-
aparecer y este Jacobiador de Gauges deberia anularse.
Esta anulacién es un constraint no-trivial desde el punto de vista de las algebras
L. Uno puede calcular 7 usando el algebra de Gauge (7.48) y uno encontrara
que la anulacién requiere de identidades de L., para tres y cuatro entradas. De
hecho, encontraremos que el Jacobiador de Gauge es una transformacion nula y
asi se anulara idénticamente.
> [0as: [0as, 00,11 = 0 (7.56)
cyc
Si el algebra de Gauge es un campo-independiente y es cerrada Off-shell, como

en el caso de los Corchetes de Courant, obtenemos:
(06500, ] = Oja,0,) (7.57)
Esto requiere que
[AA, 0" =0, n>1 ytambién [A;A,FU"] =0, n >0 (7.58)

entonces el término extra en la algebra de Gauge (7.48) desaparece. En éste caso
el Jacobiador de Gauge es igual a una transformacioén de Gauge con parametro

igual al Jacobiador estandar:

T = [0ns: 1680, 00,11 = D [0ns, 0 00]] = 65 A1 As]As] (7.59)

cyc

cyc cyc

La tercera identidad en (7.10) entonces arroja que

J = —0Q[A1AaAs)+[QA1 AsAs]— A1 QA2 As]+[A1 A2QAs] (7.60)

La transformaciéon en la derecha debe anularse en campos. La forma en que

ésto funciona es debido a que no hay un 3-corchete entre los campos QA y dos
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parametros de Gauge. Mas aun, también tenemos que
gy = 0 (7.61)

significando que aquel parametro de Gauge no genera transformacion. Estos dos

hechos implican con (7.60) que J = 0 es un requisito de consistencia.

7.3.2. Algebras L., en el cuadro de ¢ y teoria de campos

Hemos trabajado los axiomas de las algebras L., en la formulacion donde
todos los productos tienen grado menos uno. Volveremos a ésto en una notacion

ligeramente diferente, con elementos z; y productos escritos como
[Z1, ..y @) = bu(F1, ..., 2p) (7.62)

Llamaremos a ésto el cuadro-b del algebra L... Las convenciones de signo que
describimos en este cuadro sultan en una accién simple, simples ecuaciones de
campo y transformaciones de Gauge. Los signos para las identidades tipo-Jacobi,
de todas formas, son no-familiares. Los axiomas de las algebras L., han sido pre-
sentadas en una convencion diferente. En éste nuevo cuadro-/, los productos /,,
satisfacen identidades tipo-Jacobi con signos mucho mas familiares. La accion,
las ecuaciones de campo y las transformaciones de Gauge, de todas formas,
tienen signos mas complicados. Estos dos cuadros de las algebras L., estan re-
lacionadas por una "suspension”.

Comenzaremos con las identidades para los productos en el cuadro-¢. Llamare-
mos a definiciones analogas a las del cuadro-b y veremos coémo la suspension
las relaciona. Entonces podremos utilizar los resultados del cuadro-b para las
ecuaciones de campo, accién y transformaciones de Gauge para obtener la for-

mulacion en el cuadro-/.
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Identidades de las algebras L., en el cuadro-/

En una algebra L., tenemos un espacio vectorial X gradado con una grada-
dados como:

X=X, nez (7.63)

Los elementos del espacio vectorial X,, diremos que tienen grado n. Usaremos la
notacion x4, xo, ... para denotar vectores arbitrarios en X, pero cada uno teniendo
un grado definido;cada z;, pertenece a algun espacio X,,. El grado entra en los
factores de signo, donde por conveniencia omitiremos la etiqueta grad. Asi, por
ejemplo:

(_1)371272 = (_1)9Tfld($1)97'ad(ff2) (764)

En exponentes, los grados son relevantes s6lo modulo 2.
En una algebra L., tenemos productos multilineales ¢y, (5, (3, . ... El producto mul-

tilineal ¢, se dice que sera de grado k — 2:
gradly =k — 2 (7.65)

significando que cuando actua sobre una coleccién de entradas encontramos que

k
grad(ly(xy,...,z)) =k — 2+ ng(xi) (7.66)
i=1
Asi
grad(ly) = =1, grad() =0, grad(¢3) =1, etc (7.67)

Los productos estan definidos para ser Gradados conmutativos. Por ejemplo /s,

por ejemplo, satisface,
EQ(Il, CITQ) - (_1)1+x1x2€2(I27 5171) (768)

Notar el signo ésta anadido en el exponente, cuando es comparado con la féormula

del cuadro-b. Mas generalmente para cualquier permutacion o de las k etiquetas
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tenemos
Ek(xa(lﬁ B 7I0(k)> = (_1)06(0-; I)gk(‘rb s 7Ik) (769)

Aqui (—1)° arrojara un mas si la permutacion es par, y un menos si es impar. El
signo de Koszul ¢(o; x) es definido considerando un algebra gradada conmutativa
A(Il, Xo, .. ) con

y es posible leer este valor de la relacion

TN ANxp = €(052)To) A A Tor) (7.71)

Las identidades de L., dadas en el lenguaje b pueden ser establecidas en el
lenguaje ¢ y seran enumeradas por un numero entero positivo n:
> (1IN (=170 2) (L), - - Ta(i))s Taisn)s - - Tamy) =0 (7.72)
i+j=n+1 o
Aqui n > 1 es el numero de entradas. La suma sobre o es una suma sobre los
desordenamientos”, que significan una restriccion a las permutaciones en que

los argumentos estan parcialmente ordenados de la forma
o(l)y<---<o(), o(l+1)<---<a(n) (7.73)
Esquematicamente, las identidades son de la forma

> (1)U =0 (7.74)
i+j=n-+1

Para n = 1 obtenemos

0 (ba(x)) =0 (7.75)
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Esto significa que la accién iterada de ¢, arroja cero. En teoria de campos de
cuerdas /; es identificado con el operador BRST. Para n = 2, el constraint es
esquematicamente

6162 - 6261 (776)
lo que en detalle arroja
51(62(1’1, Ig)) = 62(£1<$1), 1’2) + (—1>1(—1)$1x2£2<€1(l’2), .731) (777)

donde (—1)' es el signo de o y (—1)***2 es el signo de Koszul. Los argumentos

en el ultimo término pueden ser intercambiados para encontrar

gl(gg(xl,ﬂfg)) = 62(61(551), 332) + (—1)$1€2(l‘1,£1(2§'2)) (778)

Reconocemos a ésto como el que ¢, es una derivacion del producto /.. La si-

guiente identidad aparece paran = 3
0 — £1€3 + €3€1 + fgﬁg (779)
y se lee explicitamente

0 = 61(63(1’1,1'2,{133)) + gg(él(l'l),ﬂfg,fﬁg) -+ (_1)z1 ($1,$2,£1($3))

+ EQ(KQ(Il, (L’g), ZL‘3) + (_1)(zl+x2)x3€2(£2(:p37 1’1), l’g) + (—1)($2+x3)m1£2(€2($27.T;(y,.%@)

Los primeros cuatro términos cuantifican el fallo de ¢; de ser una derivacién del
producto /5. Los Ultimos tres términos son el Jacobiador para un corchete definido
por /5. El fallo de ¢, de ser un Corchete de Lie es asi relacionado a la existencia

de un producto de orden superior /.

Ahora veamos como se relaciona el cuadro-b con el cuadro-/.
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Desde el cuadro-b al cuadro-/

En el cuadro-b del algebra L., tenemos un espacio vectorial gradado X gra-
dado de la forma:

X=X, nez (7.81)

Los elementos del espacio vectorial X,, se dice que son de grado n. Usaremos
la notacion #, #,, ... para denotar vectores arbitrarios de grado fijo en X. En el

cuadro-b todos los productos tienen grado menos uno:
gradb, = —1 (7.82)

Y como se explico, todos los productos son gradados-conmutativos, sin factores
adicionales:

b (oo Ty Ty ) = (1" 720, (0 By, Ty ) (7.83)

con exponentes representando grados. El producto interno es completamente

gradado conmutativo y tiene una simple simetria bajo intercambio:

(Z1,bp(Toy .., B0)) = (=1)"72(Fg, by (T, ..., Tp)) (7.84)

(B, 79) = (—1)@E+DEHD (7, 7.) (7.85)
se sigue entonces que
(by(F1), o) = (=1)" (&1, by (T2)) (7.86)

En esta nueva notacion, las identidades de L., son una simple traslacién de aque-
llas dadas en (7.10) y no necesitan ser repetidas. La transformacién de Gauge y

ecuaciones de campo, con A — Ay los campos denotados por ¥, toman la forma

5.0 = by(R) + ba(A, ) + %bg(]\, b0) 4. (7.87)
F =b (D) %bQ(\iJ, )+ ... (7.88)
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Los grados para los vectores son
grad\A =1, grad¥V =0, gradF = —1 (7.89)

Suspension: La suspension es un mapeo que comienza con espacio vectorial
gradado X y genera un espacio vectorial gradado X . Actuando en X,, la suspen-
sién nos entrega el espacio X,,... El mapeo simplemente copia los vectores en
X, en X,.,. El grado de los elementos es entonces “suspendido”, o incremen-
tado en una unidad. Para seguir apropiadamente a los vectores escribiremos el

mapeo suspension s 0 a veces 1y diremos que

Arrojando

gradz; = gradr; + 1 (7.91)

El mapeo inverso esta bien definido y escribiremos
x; =] & (7.92)
Para los parametros de Gauge, campos y ecuaciones de campo escribimos,
A=sA=tA, U=sU =T F=sF=tF (7.93)
Notemos que dado (7.89) tenemos ahora
grad\ =0, grad¥V = —1, gradF = —2 (7.94)

Los productos en ambos cuadros estan relacionados como se sigue. Salvo un

signo, b,(z1,...,T,) es el mismo que 4, (xy,...,x,). Asi tenemos que

b1 (Z1, ..o, Bpgr) = (1) F g (@, T (7.95)

95



En lo anterior, los valores x4, ..., z, en el exponente denotaran los grados de los

elementos de X. Notar que el grado en el lado derecho de (7.95) es

n+1 n+1 n+1
L+ ((n+1)=2)+ > gradey = =1+ (gradey +1) = =1+ Y _ gradiy (7.96)
k=1 k=1 k=1

mostrando que (7.95) es consistente con los grados de los productos de /y b. Los

primeros casos de (7.95) arrojan

bi(7) = st (2) (7.97)

bo(Z1,T2) = (—1)" sly(x1, x2) (7.98)

b3 (21, Ta, T3) = (—1)"2sl3(x1, 2, T3) (7.99)

bi(Z1, To, T3, 24) = (—1)"T3 80y (21, To, T3, T4) (7.100)

Uno puede verificar que las identidades tipo-Jacobi de ¢, salvo suspension se
vuelven las correspondientes identidades de b,,.

Se sigue de (7.95), aplicado al parametro de Gauge y n campos que

byt (A, T) = (=1)TDO=0FED =D+t (=D gp (A T7) (7.101)

Haciendo la suma en el exponente y aplicando | encontramos

~  ~ n(n—1) n
L b (A, U™ = (=1) 7 Ly (A, ) (7.102)
Esta férmula nos permite transladar las transformaiones de Gauge desde el cuadro-

b al ¢. Consideremos

SR =) bura(A, ") (7.103)

Aplicando | a la transformacién anterior

(e 9]

1 n(n 1
16;0 = Z L bt (A, 07 ZH —1)" 7 Ly (A, T (7.104)
. n=0
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Expandiendo, ésto arroja una serie cuyos signos son alternativos cada dos ele-

mentos
1 1
ANV =l (A) + lo(A, ) — 563(A, U, 0 — 564(/\, U U w) ... (7.105)

Ahora consideremos a la Accion. Para ésta debemos considerar el producto in-
terior. Las identidades para el producto interior en el cuadro-¢ emergen de la

definicién en términos del producto interior del cuadro-b:
(21, 22) = (T1, T2) (7.106)

Aqui, x1, o € X y con un ligero abuso de notacion, el producto interior en el lado
derecho es en el cuadro-b mientras que el de la izquierda en el cuadro-¢. De las
propiedades del producto interior del cuadro-b (7.84) y de la definicién anterior

podemos derivar las propiedades del producto interior del cuadro-/:

(w, (21, ..., 7)) = (=)™ oy, by(z, 29, ..., 1)) (7.107)

(x1,29) = (—1)"1"2 (20, 21) (7.108)

Y entonces podemos ver que el producto interno es totalmente gradada-simétrica,

tal como los productos lo son. Podemos con ésto verificar que

(01(z1), 20) = (—1)" Ty, b1 (2)) (7.109)

(lo(x1, 22), 23)) = (w1, lo(22, 73)) (7.110)

La traslacion de la acciéon

S=>" = +1 ol (T, b, (T™)) (7.111)

n=1

se realiza usando (7.95), que arroja

~ n(n—1)

Lo (0™ = (=1)7F £,(I7) (7.112)
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En efecto, junto con (7.106) tenemos una forma cerrada para la expresion para la

accion en el cuadro-/:

[e’e) n(n—1)
(=1 =
= N\ sk 11
=2 Gy (e (7.113)
Otra vez expandiendo encontramos signos alternantes:
1 1 ) 1 g 1 .
S = (U (0)) = (W (0%)) = (W 65(07)) + (U La(07)) + .. (7.114)

Las ecuaciones de campo adoptan la forma

0o n(n—1)

FO)=>" %M‘I’") = 61(\11)—%62(\1/2)—%Eg(w3)+%£4(m4)+. .. (7.115)

n=1

Las transformaciones de Gauge de las ecuaciones de campo pueden ser tradu-

cidas a partir de (7.44)

5F = [AF) (7.116)
junto con
L bga(A, F, ) = (—1)™ 50, 40 (A, F, ") (7.117)
Esto arroja que
OAF (V) = lo(A, F) + L5(A, F (), ¥) — %@(A, F(0),0%) + ... (7.118)

Esto expresa la covariancia de Gauge de las ecuaciones de campo en el cuadro-
.
Para el lgebra de Gauge tenemos (7.48) estableciendo que [0; , d3,] €s una trans-

formacién de Gauge con parametro
Ayy = [AA,] (7.119)

como anadido a la transformacioén de Gauge trivial. En el cuadro-¢ el conmutador

[0, 0a,] €S Una transformacion de Gauge con parametro

1
A12 = gQ(AhAQ) —|— 63(/\1, AQ, \I]) — 584(/\1, AQ, \I/, \II) — ... (7120)
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con los ahora familiares signos alternantes. Esta traslacién se sigue de la identi-
dad

n(n—1)

\L bn+2([~\1,/N\2,\ifn) = (—1) 2 €n+2(A1,A27\I/n) (7121)

Observaciones generales en la algebra L., de las teorias de campos

Hagamos algunas observaciones generales sobre la extraccion de productos
de una teoria perturbativa de campos invariante de Gauge.
Nos concentraremos en la parte de la teoria que trata con parametros de Gauge,

campos Yy ecuaciones de Campo. Asi consideremos el espacio vectorial gradado

e — X() — X_1 — X_Q
(7.122)

A v E

Las flechas estan definidas como el mapeo ¢;. Asumiremos que no hay espacios

X_4cond > 3. Las ecuaciones de campo (7.115), como vimos, toman la forma

1 1

1
)= g la(T 0 D) + (VT WD) 4 =0 (7.123)

Se sigue que el conocimiento de las ecuaciones de campo determinaran a todos
los productos

(U, W) eX o, n>1 (7.124)

qgue involucren campos. Aqui todos los argumentos son idénticos, pero un re-
sultado general (una identidad de polarizaion) implican que una forma multilineal
simétrica es completamente determinada por los valores de la diagonal. Por ejem-

plo, definiendo Ly (V) = lo(V, W)y L3(V) = ¢5(V, U, ¥) tenemos

262(\111, \Ifg) - LQ(\Ijl + \Ifg) - LQ(\Pl) - L2<‘IJ2) (7125)
3WUs(Uy, Uy, Ws) = L3(Vy + Wy + U3) — Lg(Vy + Uy) — La(¥y + V3)

— L3(Usy + U3) + Ls(Wy) + L3(Ws) + Ly(Vs) (7.126)
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Mas generalmente, definiendo L, (V) = 4, (¥, ..., V) tenemos

(W, .., 0,) = LU+ +0,) = [L, (U1 +- -+ T, 4]+ ]+ ]— ...
+ ()" MLy (U 4+ T 4]+

+ (D) HLn(W) + -+ Lo ()] (7.127)

El patrén es claro. Vamos sustrayendo todos los términos con L,, valuados en la
suma de los campos dejando uno fuera. Alternamos signos y dejamos dos, tres,
cuatro fuera, hasta dejar a todos los campos fuera excepto a uno. Esto muestra
que hemos determinado completamente el producto multilineal actuando en cam-
pos arbitrarios.

Consideremos ahora las identidades de L., actuando en s6lo campos. La primera
es:

Ya que ¢, (V) es un elemento E de X_, podemos facilmente satisfacer este cons-
traint haciendo

((E)=0 (7.129)

Para la segunda identidad tenemos
UL (W, W) = 205(6(0), ¥) (7.130)

El lado izquierdo es de la forma ¢;(F) y debe desaparecer. Asi la identidad se
mantiene si

0(E, W) =0 (7.131)

Un argumento inductivo muestra que todas las identidades L., actuando sobre

campos son satisfechas si tomamos que

bpir(E, Uy, 0,) =0, n=0,1,... (7.132)
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Esto no es sorprendente, ya que todo lo anterior es de ordenn + 1 — 2 4 (—2) —
n = —3 Yy no hemos introducido un espacio X_s5. Si lo hiciesemos podriamos
contemplar configuraciones de estos productos que no son nulos: por ejemplo
haciendo que /¢;(FE) sea igual a un valor tal que ¢, (¢1(¥)) = 0.

Consideremos una transformacion de Gauge. De (7.105)
5eW = £1(A) + £o(A, W) — %&(A, v, ) — %&(A, U 4 (7.133)
Ahora podemos leer estos productos ¢
lpr (MU, 0 e X 4, n>0 (7.134)

donde podemos usar las identidades de polarizacion anteriores para deducir el
valor del producto de entradas no-diagonales.

Podemos ahora examinar las identidades L., cuando ingresamos una lista de ar-
gumentos (A, U, ..., V). La identidad ¢,(¢;(A)) = 0 es no-trivial pero debe mante-
nerse debido a la invariancia de Gauge de las ecuaciones linealizadas de campo.

La siguiente identidad es
G (A, W) = GG (A), V) + (A, 4 (1)) (7.135)

El lado izquierdo ya esta determinado asi como el primero término del lado dere-

cho. Asi ésta identidad determina
l(NE) € X_y (7.136)

La siguiente identidad puede ser vista para determinar /5(A, E, V). Entonces el

conjunto de identidades L., actuando en (A, V, ..., V) determina los productos
lpia(AE, Ty, .. 0,) € Xy, n>0 (7.137)

Las identidades que dejan determinar ésto son de hecho las relevantes para la

covariancia de Gauge (7.45) de las ecuaciones de campo. Ahora podemos iterar
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el proceso y considerar las identidades L., en unalista (A, E, U, ... V). Esta vez
vamos a considerar productos /3(A, Ey, Es, W, ..., V). Pero éstos productos son
de orden menos tres, y deberian desaparecer si asumimos que X _3 no existe.

El conmutador del algebra de Gauge permite determinar los siguientes productos.

Para los parametros de Gauge campo-dependientes se lee
Crpa(Ar, Ao, Wy, 0,) € X, n >0 (7.138)

Si tenemos solo clausura on-shell entonces se lee

€n+3<A1,A2,E7 \Ijl,...,\pn) EXfl, nz 0 (7139)
Usando las identidades L., para entradas de la forma (A;, Ao, ¥y, ..., ¥,,) obtee-
mos los constraints en los productos (5((Ay, Ay, E,Uy,...,¥,) € X _; determi-

nada por la clausura on-shell. Por el uso de las identidades para entradas de
la forma (A1, Ay, E, ¥, ..., ¥) podemos obtener informacion acerca del producto
lpya(A1, Ao, By o, Wy, ... W,) € X 5. Notar que los productos desaparecen en
las diagonales Ay en las E.

Queremos enfatizar un punto importante. Hemos visto en detalle el como un con-
sistente conjunto de productos L., originan transformaciones de Gauge bajo las
cuales las ecuaciones del movimiento transforman covariantemente y a un alge-
bra de Gauges que es cerrada. Ahora queremos explicar que el reverso también

es verdad. Mas precisamente:

1. Sitenemos una transformacié de Gauge y las propiedades de Covariancia
de Gauge de las ecuaciones de campo de cierto tipo, las identidades L.,
actuando en las entradas (A, V,...), con un ndmero arbitario de ¥’s son
todas satisfechas.

2. Si tenemos una transformacion de Gauge del tipo estandar y un algebra de
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Gauge estandar, entonces las identidades L., actuando sobre las entradas

(A1, A2, W, ...), con un ndmero arbitrario de ¥’s son todas satisfechas.

Consideremos el primer item, y trabajemos por simplicidad en el cuadro-b donde

todos los signos son simples. Recordemos las siguientes igualdades:

5A\P:QA+[AAII]+%[A,\1/,\If]+%[/\,\y,qf,qf]+...
1 1 1
F(U) = QU [0, 9]+ [0, W, U] + [0, 0, 0, 9] + ..

1
WF(U) = [A, Fl+ [A, F, 9] + 5[A,.;E, U, 0]+ ...

La primera ecuacion es lo que conocemos como una transformacién de Gauge
estandar y la ultima lo que llamamos una covariancia de las ecuaciones de campo
del tipo estandar. Pensemos en las primeras dos ecuaciones como definiciones.
Entonces, usaremos algunos subconjuntos de indentidades L., para mostrar que
la ultima ecuacion se satisface. Pero el asunto es que la Ultima ecuacién se satis-
face si y solo si ese subconjunto de identidades L., se mantiene. La ecuacion es
verificada en potencias de ¥, y por cada potencia ¥" una identidad L., es involu-
crada. También es claro, debido a que F es una suma de todos los productos de
los campos, que las identidades relevantes L., son aquellas con un A y un cierto
namero de VU’s.

Para el segundo item ahora consideremos el algebra de Gauge (7.48) actuando
en un campo,

[0A5, 00, JU = Opa, a0y ¥ + [A1 A F] (7.140)

Llamaremos a ésto la forma estandar del algebra de Gauge. Hemos verificado
antes que usar la transformacion de Gauge anterior la algebra de Gauge anterior
se sigue si la coleccion de identidades L., involucran entradas (A, A2, U, ... ). De
hecho el algebra de Gauge se mantiene si y solo si las identidades L., se man-

tienen. Otra vez, la ecuacion (7.140) es verificada en potencias de V¥ y para cada
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potencia V" hay una identidad L., involucrada con entradas (Aq, Ay, ¥™).

La utilidad de las observaciones anteriores son que si identificamos una teoria
de campos perturbativa en la cual tenemos las transformaciones de Gauge es-
tandar, covariancia de las ecuaciones de campo, y algebra de Gauge, tenemos
garantizado que los productos pueden ser facilmente leidos de éstas expresiones

satisfaceran gigantes subconjuntos de identidades L.

7.3.3. Teorias de Gauge no-abelianas y algebras L

Comenzaremos discutiendo las teorias tipo Yang-Mills como algebras L., y
luego se buscara construir una teoria dinamica basada en la accién de Chern-

Simons.
Generalidades en las Teorias de Yang-Mills
Consideremos un algebra de Lie G con generadores T,:
[To, Ts] = fapTy (7.141)

donde f,; son las constantes de estructura. También consideraremos los campos
de Gauge valuados en el algebra A, (r) = A5(z)T, y los parametros de Gauge

Mz) = \*(z)T,- La ley de transformacion del campo de Gauge es
ONAT = O\ + [Ay, A]? (7.142)
y éstas cierran de acuerdo a la estructura del algebra de Lie:
05, -630] = Opp ) (7.143)
También tenemos el Field Strength

Fy, = 0,A7 — 0,A5 + [A,, A" (7.144)
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qgue transforma covariantemente bajo transformaciones de Gauge:

OnFyy = [Fou, Al (7.145)

ns

Debemos determinar el algebra L., apropiada para una teoria de Chern-Simmons
en 3D y para la teoria de Yang-Mills en dimensidn arbitraria. Para ambos casos
el espacio vectorial gradado total X sera tomado para que contenga tres tipos de

espacios de graduacion fija:
AMeXo Aje Xy Eje X (7.146)

Los parametros de Gauge tienen grado cero, los campos de Gauge A tienen
grado menos uno y las ecuaciones del movimiento F tienen grado menos dos.

Escribiremos ésto como:
grad(\) =0, grad(A) =—1, grad(F)= —2 (7.147)

Recordando que ls(xy, 15) = (—1)1 1224y (29, 2,) tenemos que /-, es antisimétrico
para los parametros de Gauge, como un algebra de Lie, y simétrico para los
campos, como dicta la interaccion de campos bosoénicos.

Definimos el producto interior que es no-anulado so6lo cuando el grado total es
menos tres:

(A E) = /da: kaﬁn“”Aﬁ(z)Ef(x) (7.148)

donde k.4 es la forma de Cartan-Killing y 7,, es una métrica fija del espacio-
tiempo (por decir, Minkowski) e incluye una integracion sobre todo el espacio-
tiempo, pues el producto interior deberia arrojar un numero.

El algebra de Lie homotépica implica un infinito nimero de identidades. Por su-
puesto, para teorias de Gauge polinomiales tenemos sélo que verificar un nimero
finito de ellas. Aqui esta una tabla de las identidades, ordenadas por el grado total
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de la identidad, y mostrando el grado total de las entradas que deben ser verifica-
das dada la existencia del complejo relevante a grado cero, menos uno y menos

dos

grad = =2, l1¢; =0{grad =0: X\

grad =0: A\
grad = —1, lily —lyl; =0
grad = —1: \A
grad =0 : A\

gTCLd = O, 6361 + 6252 + £1£3 =0 grad = —1:M\A (7.149)
grad = =2 : NAAD\E

grad = —1: AA

grad =1, l1ly — bl + l3ly — Uyl =0 ¢ grad = —2 : \NAA, ME

grad = —3 : NAAA, MNAFE

grad =2, U105 £ 00+ 0303+ ---=0{...
Para la teoria de Chern-Simons sélo hay un producto ¢, y uno ¢, por lo que las dos
primeras identidades deben ser verificadas. Yang-Mills es una teoria que también

tiene /5 y asi todas las identidades deben ser verificadas.

La que la estructura de Gauge es la misma para Chern-Simons y Yang-Mills, po-
demos leer algunos productos basicos. Comparando la transformacion de Gauge

(7.142) con expresiones

NA =L (N) + (N A) + ... (7.150)

inferimos que:
G =9 e X (7.151)
U\, A) = [A, N € X, (7.152)

Todos los productos involucrando un parametro de Gauge y dos 0 mas campos

deben desaparecer. Podemos escribir los indices en éstas ecuaciones explicita-
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mente

[61()\)]3 - Gu)\a € X,1 (7153)

[(AA)] = [Au, N € Xy (7.154)

Notemos que para cumplir con la conmutatividad gradada tambien debemos de-
finir

la(AN) = —la(\, A) = —[A, )] (7.155)

Podemos ahora usar el algebra de Gauge para identificar el producto ¢, actuando

en los dos parametros de Gauge. De (7.150) rapidamente encontramos que

a0 A = 0, (L(A2) + la(Aa, A)) — (1 45 2)
= LA 3, A) — (M1, 0y, A)
= L0 6(N)) — (A () + O(A)
= L\, Ae) — L(Ar, G(A)) + O(A) (7.156)

Entonces usamos /¢, = ¢,¢; para identificar la transformacién de Gauge en el

lado derecho:
[Oa15 O3, ] A = L1 (—La(A1, A2)) + O(A) = 64,0, 1) A (7.157)

Los términos dependientes de A en el lado derecho no son necesitados para la

identificacién. Comparando con (7.143) inferimos que

62()\1, )\2) = —[)\1, )\2] < X() (7158)

7.4. Boostrap de teorias No-conmutativas de Gauge

La idea principal del Boostrap de Teorias No-conmutatitvas consiste en repre-

sentar la teoria de Gauge original sin deformar en conjunto con una deformacion
107



de la teoria que pertenece a una estructura de algebra L., mucho mas grande,
fijando los corchetes iniciales de la teoria, es decir los productos /1, /5,etc. El si-
guiente paso corresponde a la resolucién de las identidades L., J, = 0, con lo
cual procedemos a encontrar los productos de orden superior /,, que son nece-
sarios para cerrar el algebra L., nueva, preservando la asociatividad homotopica
y formulando una deformacién consistente de la teoria original.

Los trabajos de Blumenhagen y Kupriyanov han permitido generalizar el meca-
nismo para estructuras seudo-Poissonianas, es decir, mediadas por una genera-
lizacién del Corchete de Poisson como el corchete /5(f, g) inicial.

La idea del mecanismo de Boostrap quedara muchisimo mas clara en el siguiente
capitulo, a través del céalculo explicito de la teoria de Gauge U(1) para el espacio-

tiempo de Snyder.
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Capitulo 8

Teoria de Gauge de Snyder

En el articulo [47] R. Blumenhagen conjetura que toda teoria de Gauge con-
sistente debe poder ser escrita en términos de una estructura L. Bajo esta con-
sideracion, buscamos hacer bootstrap a través de dicha estructura, para poder
construir una teoria de Gauge para el espacio-tiempo propuesto por H. Snyder
en 1947, conocido como E/ espacio-tiempo de Snyder [50]. Cabe mencionar que
en [47] es explorada esta conjetura en espacio-tiempos que son no-conmutativos,
y cuya no conmutatividad sea medida como una funcién de las coordenadas
del espacio. Como veremos a continuacion, el espacio-tiempo de Snyder invo-
lucra derivadas de orden superior que lo hacen escapar de los casos senalados
en dicho articulo. Esto sugiere una extension natural del articulo donde no solo
[zt 2¥] = ©(x), sino que dicha funcién que mide la no-conmutatividad pueda ser
dependiende del momentum, es decir, ©(z, p). La necesidad de la extension del
método recae en que las correcciones de gravedad cuantica al principio de in-
determinacién de Heisenberg en la posicidn involucran términos adicionales que
son proporcionales a la indeterminacion del momentum, es decir, conmutadores

[z*, p”] proporcionales a p? u ordenes superiores [51].
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8.1. Producto de Moyal y Corchete Deformado de Snyder

El espacio-tiempo de Snyder puede ser considerado como una deformacion
del Algebra de Heisenberg, asi como otros espacio-tiempo no-conmutativos (por
ejemplo ~—Minkowski). El algebra de Heisenberg posee un producto - conmuta-
tivo y asociativo para el espacio de las funciones definidas sobre el espacio base
de la estructura de Algebroide, es decir, el espacio de las posiciones. Es posible
entender que la deformacién de la estructura algebraica de Heisenberg a Snyder
(anadiendo la no-conmutatividad del espacio) puede traducirse a una deforma-
cién del producto entre funciones del espacio de las coordenadas (interpretacion
de no-conmutatividad de Connes).

Sabemos que el producto estrella, en término del operador Twist (inverso) corres-

ponde a la ecuacion:

flx)x g(x) == m(F>ev)(f(z) @ g(x))) (8.1)

Del proceso de calculo del operador twist inverso obtuvimos su aproximacion a
primer orden, por lo que consideremos que:
—1 . 1 a, B 1 2 « 2
F o =1®1+is S0P ®xap,3—|—§p RQr-p+p.@z-pp* | +0(s°) (8.2)

Recordando que:

P> f(1) = —i0af(7); wab f(7) =20 f(2)

110



Podemos calcular a orden s':

(1 1
flz)*g(x) =~ m([1®1+zs(§p p5®xap5+§p2®x-p

+pa ® - pp*)](> @) (f(2) @ g(x)))

— m(f®g+is (-((-i)?@aaﬁ @ (—i)zadpg) + %((—i)?@aaa & (—i)zp0°g)
+ (—)0af ® ()2 950°9))

= fla)-g(a) - 3

+22°0, f(2)050%g(x))

| —

(208°0° f(2)D59(2) + 2°0°0n f(2)D9(x)

Finalmente obteniendo:

frg=1-g-35 [0 + 2" {(0.)(09)} + O(s?)

Notemos que a diferencia del caso revisado en [47], aqui ©#*(z) es un operador
diferencial con dependencia en las coordenadas.

Definiendo el conmutador deformado como:

[f (@), g(@)], = f(x) x g(x) — g(x) » f(z) (8.3)
encontramos entonces que:

F@) gl = =5 [P0 4+ 0" — a0 — 20"] {(8,)(Dug)) + O(s?)
= 00 {(0.)(D9)} + O(?)

donde ©* := £ (ztn“*—z¥n"*), con O = —©*, En este punto podemos visua-
lizar una estructura aun mas general que las estudiadas en la literatura, por lo que
debemos precisar de un estudio mucho dedicado a ésto, debido a que al conden-
sar la estructura no-conmutativa y no-asociativa en una deformacion del algebra
de funciones sobre el espacio-tiempo se origina una estructura mas general que
las estructuras seudo-Poissonianas estudiadas para el caso no-asociativo por V.

G. Kupriyanov y D. V. Vassilevich [52].
111



8.2. Construccion de algebra L

Consideremos dos espacios vectoriales no-triviales:

Xo X

(8.4)
f Ay
Definimos al primer y segundo producto del algebra L., de la forma:
El(f> = &f c X_1 (85)
l(f,9) = [f, 9], € Xo (8.6)

Consideremos la identidad 7, = ¢1¢, — >/, de forma que si consideramos como

entradas a dos elementos de X, se transforma en la identidad de Jacobi.

Ci(la(fyg)) = L(0i(f), g) + L2(f, €i(g)) (8.7)

Esta identidad da informacion sobre cdmo debe ser el producto /5(f, Ay). Por un

lado:

0(l(f,9)) = 9, (0"0{(0.1)(09)} ) + O(s?)
= (8,0")0:{(9.1)(0.9)}
+O 20, {(8,(9,1))(0v9)}
+O" 20 {(9,1)(8,(9p9))} + O(s)
= (9,0")0{(0,1)(0.9)}
HO(F)pr gl + [f, 01(9) ) + O(57)

= EQ(El(f)p, g) + ég(f, El(Q)ﬂ)

donde ¢,(f),¢1(g) € X_,. Esto nos motiva a definir el producto /,(f, Ay) € X_,

como:

E2(fv A/\) = [f’ Ap]* + %(@,@“w‘)a)\{(ﬁuf) (AV)} (8.8)
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Podemos continuar obteniendo los productos, en particular para encontrar la vio-

lacion a la identidad de Jacobi del corchete deformado. Consideremos la relacion

jS(faga h) =0:

0 = 62(42(]0, g), h) +€2(€2(gv h)af) + gQ(EQ(ha f)?g)

+ L3(€i(f), g, h) +L3(f, (g), h) +L3(f, g,¢1(h))

donde usamos el que la aparicién de un producto /3(f,g,h) € X; el cual se es-
capa de los espacios considerados (y por considerar), por lo que /5(f,g,h) = 0.

Luego:

l(l2(f, 9), 1) 4 La(Ca(g, ), f) + Ca(C2(h, £), 9)

= ([, 9l: hlx + [lg. Al fla + [[2s i g1k)

= 0" 0\{9,(0°770,{0afD59}) 00
+0,(0%%°0,{0,905h})0, f
+0,(0°779,{0.h05 })d, 9}

= [0M20%79,9, + ©49,0°07 ),
+@W’\@)\@O‘ﬁaau] {0,{0af0s3g9}0,h
+0,{00903h}0, f + 0,{0ah0sf}0,9}

= ["%7{0,{0.f039}0,h
+0,{0a905h}0, f + 0,{0ah0sf}0,9}

= —(U3(L1(f), g, h) + l5(f, 01(g), h) + C5(f, g, L1 (R)))

con
1% = eM*e*79,0, + 619,070,
+0120,0%%79), (8.9)
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donde I1"*?* es un operador diferencial de segundo orden cuya antisimetria en
los indices («, 3) y ciclicidad del argumento aseguran la completa antisimetria

bajo intercambios entre (f, g, h). Dicho ésto, definimos el producto:

~1
biA ) = SPe o, (0,004, (8.10)

+0,{009A5}0, f + 0,{A005f 10,9}

Las ecuaciones del movimiento también pueden ser extraidas de la estructura
de algebra L., pues necesitamos construir una teoria dinamica, que involucre
tanto a los campos y campos de Gauge como a sus ecuaciones del movimien-
to. Para ello consideraremos una teoria de Yang Mills Abeliana. Sus posteriores
generalizaciones (No-abeliano, espacios curvos, etc) quedaran para futuros tra-

bajos.

8.2.1. Teoria tipo Yang-Mills Abeliano
Consideremos tres espacios vectoriales no-triviales:

X, X, X
° ' ? 8.11)
f A/\ an

donde X _, corresponde al espacio vectorial de las ecuaciones del movimiento.
Para esta teoria consideremos un producto (que satisface J; = ¢1¢; = 0) de la
forma:

0(A)g = OA, — 0,(0 - A) (8.12)

Sea la identidad J7,(f, A) =0

Ci(la(f, A)) = La(br(f), A) + La(f, 41 (A)) (8.13)
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Para definir los productos a traves de esta relacion necesitamos saber cuales son

las simetrias del producto:

(2(A, B) = l5(B, A) (8.14)

Luego encontramos que:

G(G(f,A) = Ob(f, A)a — 040 - bo(f, A))

= O, Adl. + 50,0030, A}
~0. (1705 ((f, A,
+5(0,04)0,(8,7A,))

= 0M20,{0,f0,(0A, — 0,(0- A))}
+0203{0,(0f)0, Aq
+20,(97 £)0,(9, Aa)
~0,(0.07 )9, A,
~0,(0u1)0,(0 - A) — 0,(0" [)D,(0aAs)}
+%(aa@w)(aAaﬁav{8quy}
—~20,05{0,f0, A })

1
5 (2000a{0,10, A5} + 0:0.05{0,f A })
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= [0-6(f), Aol + [0 - A, G (f)al
()P, 05 A + (A7, D51 )l
U (Al + 6, 0540 — BaAs.
50,003 0,(0 - (()) A,
10,0 AY(f)y + DO (A),
120,(6,(£)°) (@54, — 0,A5)}
(050" 200,(64(1))0, A
10,480,(61(f)a)
+01(f),0°(0,An — 0aA)
+2€1(f)u81,(8’3/1a — 0, A7)
()0 Aa) + A0 (F)a)
10,(0(f)7) (0, A0 — 0.4,)
+0° (0 ()0 Aa + 9P A0, (01(F)a)}

= GL(L(]),A) + &(f, 6(A))

Notemos que existen términos que involucran a A y /;(f) mientras que otros
involucran a f y ¢;(A), los cuales determinaran los productos ¢»(A, B) y (»(f, E)
respectivamente. Hay que mencionar que los terminos de la forma (9° A, — 9, A”)
son nulos cuando A, = ¢(f),, por lo que para respetar la simetria del producto

hay que anadirlos. Teniendo ésto en consideracion, el resultado nos sugiere que
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los productos son:

l5(A,B) = [0-A, B, +[A” 03B.].
+[AP, 03B, — 0o Bgs
45000, (0,0 A)B
+20, A% (03B, — 0,Bg)}
-+%(aﬁ@“%n53{25¢AﬂayBa
+A4,0°(0,Ba — 0 B,)
+2A,0,(0°B, — 0,B%) + A,0,(0°B,)
+0,A"(8,Ba — 0oB,) + 0°A,0,B,}

+(A+ B) (8.16)

(1, Ba) 5= [f, Bul. + 50,0000,/ .} .17)

Si nuestro objetivo es encontrar la correccion a la electrodinamica a primer orden
en el parametro de longitud fundamental, los productos calculados son suficientes
para poder establecerlas. Considerar correcciones a segundo orden (de momen-
to) de seran considerados debido a que nuestro interés contempla deformaciones
de las soluciones clasicas de la teoria, para un mayor entendimiento de la defor-
macion. La resolucion algebraica a ordenes superiores quedaran para futuros
trabajos, en la busqueda de una recurrencia en las correcciones con la intencion

de cerrar el algebra de infinitos productos, como en casos ya calculados [53].
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8.3. Electrodinamica modificada en el espacio-tiempo de

Snyder

Habiendo calculado los productos fundamentales para primer orden del alge-
bra L., de la teoria U(1) de Snyder, encontramos una estructura cerrada que nos
permitiria estudiar los efectos de Gravedad cuantica sobre la electrodinamica tra-
dicional producidos por la geometria no-conmutativa y no-asociativa del espacio-

tiempo de H. Snyder.

8.3.1. Ecuaciones del Movimiento

Como fue presentado durante el Capitulo 7, las ecuaciones del movimiento

para el campo A, a orden en s' son de la forma:

FA) = Z%(—l)n(nzl)ﬁn(/l"):€1(A)—%€2(A,A)+...

Por lo tanto encontramos:

OA, — 0a(0-A) — ([0 A, Ad)s + [A°, 05A0]4 + [A°, 05 A0 — 00 Agls
+%<aa@/w)‘)a)\ {0,(0-A)A, +20,A%954,} (8.18)
%(aﬁ@w)@ {20,A70,Aq + A,0°(8, A0 — 0uA)) + 24,,0,(0° A — 0, A7)

+AL0,(0° An) +0,A% (0, A0 — aA)) + 0°A,0,A4)) = 0

El nuevo principio de Gauge deformado debido a la deformacion de la regla de

Leibniz con el nuevo producto x corresponde a:

1 n(n—1
5A, = Y (-1 it (f, A™), = 0(f), + o(f, A)py+ ... (8.19)
n>0

1

= O,f +O0"0,{0,f0,A,} + éap@“”AaA{aquy} +... (8.20)
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donde podemos verificar que las ecuaciones de movimiento covarian de forma

controlada bajo esta transformacion:
1
0pFa = [f, Fuls + 5(%@“”)@{@&} (8.21)

Estos corresponden al principal resultado del mecanismo, mostrando que las no-
ciones de Campo Electrico y Campo Magnético dejan de ser validas, lo cual es
consecuencia de constribuciones no-asociativas en la teoria. Esto puede eviden-
ciarse a través del siguiente ejemplo: Consideremos el caso electroestatico de la

teoria, siempre considerando que es una teoria sin fuentes de carga aun:

1
AF = (_¢('x7y72)a07 070) (822)
C
Esto arroja las ecuaciones del movimiento:

Vi = 0 (8.23)
. 1 .
O <@J“aj¢akai¢+ 5ao(a(”’(ngaj@o;— aigzsaj(ﬁ)) = 0, coni,j k,l=1,23(824)

donde ©/* = £(27" — 2*¢7') mientras que 9,0%"' = £67!. Aqui hay una gran dife-
rencia respecto a las ecuaciones sin modificar. No sélo la teoria coincide con
la electroestatica en la componente 0 de las ecuaciones del movimiento sino
gue son aun mas restrictivas, incluyendo una ecuacion diferencial vectorial si-
milar a términos de autointeraccién incluso en ausencia de magnetismo. La no-
asociatividad de la teoria afecta la definiciéon de campo Electrico en el caso mas
simple, haciendo que lo que conocemos como potencial escalar en el electromag-
netismo necesite una redefinicion, la cual puede estar intimamente relacionado
con una futura redefinicion del tensor de Faraday. Entendemos también que el
caso del potencial escalar de la electroestatica corresponde a un caso sobrede-
terminado, por lo tanto nos da a entender que realmente no existe un analogo

en este régimen.
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8.3.2. Principio de Accion y Lagrangiano

Considerando el producto interno de la teoria de Maxwell:
(AE) = / d*on™ AL Es (8.25)
M@

donde A € X |, E € X 5, sabemos que:

S =2, ﬁ(—l)w%%(ﬁ» = %<A,€1(A)> —~ %(A,EQ(A,A» +(8.26)

n>1

Por lo tanto a través del mecanismo sugiere que:

1 1
S[A] = / d*an? A, (é(DAE — 05(0- A)) — 5;(20"0,{9,(0 - A), Ay
M@ !
+0,A70,(0, Ag — D5 A,)} + 95020, {0,(0 - A)A, + 20,470, A, }
+0,0M20,{20,470, A5 + A0 (0,A5 — 5 A,) + 24,0,(07 Ag — 05 A7)

+AN8V8”A5 + 8MA'Y(8,,A/3 — 85/11,) + WAM&,Ag}) (8.27)

El problema principal del método de Boostrap es que lo que el método ofrece
como el principio de accion del cual proceden las ecuaciones del movimiento es
solo valido para parametros de no-conmutatividad constantes [z#, 2" = ©**, co-
mo es verificado en [47] [53].

En resultados recientes se ha verificado que si bien las ecuaciones del movimien-
to son correctas, el principio de accion correcto para que la teoria sea Lagrangia-
na puede ser obtenida a través de la deformacién de la medida de integracion
mas que del método mismo. Ejemplo de ésto es el caso de «-Minkowski U(1) ob-
tenido por V. Kupriyanov [54]. Esto significa que un posterior paso para trabajar
en esta teoria es la deformacion del tensor de Faraday con la intencion de cons-
truir una teoria tipo Yang-Mills con la medida de integracion correcta para que las
ecuaciones anteriormente presentadas correspondan a una teoria Lagrangiana.

El tensor de Faraday-Snyder deberia respetar alguno de los siguientes principios
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variacionales:

5ff5/’;lyder — [f’ ngyder]* (828)
n er nyaer 1 v n er 1 v nyaer

OpF s = ([ Fa5 ] 4 S0nO OO F5" "y — 5050 0 {0,f Fa "7} (8.29)

Estos principios permiten que el Lagrangiano de la teoria pueda ser escrito como

un invariante efectivo de la teoria.

Buscamos construir un Lagrangiano de la forma:

1 v
L(A,0A,004) = —ijgydwfgnyde, (8.30)
donde:
Fomvder = Fy, + Qu(x, A, 0A,00A) (8.31)

donde 2, es antisimétrico. A través de la teoria clasica de campos encontramos

oL oL oL
S N (N . 32
Fo= a0~ (a<apAa>) 00 (a@am) (832

que:

Con lo cual:

o0 of)
— p TSnyder 0 [k _ AapAQoc nv 0w AV
7o = oz (o () -0 (o)) 74

002 o1
_9AP My O A AV |24 0 T QYU AV
20 (a(apaoAa)) 00" A (—a(apama)> PIOAT (8.33)

La obtencion del Tensor de Faraday-Snyder asi como el Lagrangiano para la
teoria quedaran para futuros trabajos. Establecer una completa teoria Lagrangia-
na nos permitiria pasarnos al formalismo Hamiltoniano para estudiar los vinculos
de la teoria. A través del estudio de vinculos podremos estudiar la nocion de fijado

de Gauge para posteriores soluciones de la teoria.
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Capitulo 9

Comentarios finales y Conclusion

En la presente tesis hemos tenido la oportunidad de estudiar el espacio-
tiempo de Snyder a nivel algebraico para poder construir el Twist en el Capitu-
lo 6 con la intencién de deformar el espacio de funciones sobre el espacio de
fase de forma coherente. Posteriomente, en el Capitulo 7 estudiamos la estruc-
tura algebraica emergente en la gravedad cuantica, mas especificamente en el
contexto de Teoria de campos de cuerdas donde aparecié como necesidad fun-
damental el preservar la asociatividad homotopica al momento de deformar una
teoria de Gauge. Teniendo esto en consideracién empleamos el mecanismo de
cuasi-morfismos de Algebras L., (Boostrap) para obtener una teoria de Gauge a
primer orden en el parametro de longitud fundamental en Capitulo 8. Estudiamos
el caso particular de la electroestatica verificando que las correcciones de grave-
dad cuantica impone ademas de la ecuacion de Laplace una segunda ecuacion,
mostrando el grado de restriccion de la teoria. Ante ésto hay varios puntos que

discutir:

= Hemos visto que el mecanismo de Boostrap es posible de extrapolar a aque-
llos espacio-tiempos que no solo son funcién del tiempo, sino que algebrai-
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camente permite encontrar correcciones para aquellos de la forma 6 (z, p).
Estos productos mantienen similitudes con aquellos espacio-tiempos de la
forma ©"*(x) con la principal diferencia de la variacion de las ecuaciones

del movimiento ante el nuevo principio de Gauge, es decir, a los productos

62(.]07 E)

Existe una evidente desconexion entre la teoria deformada y la teoria sin
deformar: debido a que la teoria deformada es mas restrictiva, no es recu-
perar la solucion electroestatica de la solucidn a las ecuaciones del movi-
miento para Snyder U(1). Esto ha ocurrido con teorias atin mas sencillas
en construccion, como lo es el caso de k-Minkowski, donde sélo en bajas

dimensiones se logra recuperar soluciones clasicas.

La deformacién del principio de Gauge trae consigo la pérdida de la es-
tructura de Fibrado que posee la teoria, y con ello surge la necesidad de
encontrar los analogos geométricos de la electrodinamica. Una de las prin-
cipales dudas que pueden surgir es la capacidad de fijar un Gauge para un
principio de Gauge poco convencional como el trabajado en esta tesis. Lo
cierto es que soélo la matematica elemental nos lo puede decir, a través de
la demostracidn de los Teoremas de existencia de las ecuaciones diferen-
ciales emergentes al fijar un Gauge, es decir, que no haya perdida libertad
remanente a la hora de establecer una condicion. Estas libertades podrian

ser explicitas en el formalismo Hamiltoniano de la teoria Snyder U(1).

Es necesario encontrar el principio de Accion correcto para el cual las ecua-
ciones del movimiento son compatibles con una formulacion Lagrangiana.
Esto es realizado a través de la construccién de un nuevo artefacto, que

en el limite de longitud minima nula permita recuperar el Tensor de Fara-
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day, al cual llamaremos el Tensor de Faraday-Snyder. Dicho tensor es im-
portante en la formulacién, debido a que puede dar indicios sobre posibles
invariantes topologicos de la teoria, y nos permita encontrar la medida de
integracion correcta para el espacio-tiempo de Snyder. Dicho artefacto sera

obtenido en futuros trabajos.
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Apéndice A

Cohomologia, asociatividad y

no-conmutatividad

A.1. La no-conmutatividad y la no-asociatividad

Introduzcamos algunos conceptos basicos de Cohomologia para estudiar su

aparicion al formular una Teoria de Gauge basada en un algebra de Lie.

A.1.1. Conceptos basicos de Cohomologia

Consideremos una variedad suave M y una Cobertura abierta y contraible,
es decir, una Cobertura {U;} de abiertos tal que cualquier interseccion finita sea
vacia o suavemente contraible a un punto. Queremos que esta cobertura tenga
una triangularizacién con vértices z; tal que U; es la vecindad estrellada ' de
z;, luego U = {U;|li € A}, etiquetado por el conjunto A. Un k-simplex es una
(k + 1)-tupla (ig, i1, . . .,ix) € A*1 tal que U, N U;, N---NU;, # 0. Estos pueden

ser visualizados como triangulos de vértices z;. Dado un grupo abeliano A, una

'Es decir, que todo punto del abierto U; sea conexo por una recta al vértice ;.
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k-cocadena, «; €s un mapeo en A:
oy (io,il,...,ik)—)ak(io,...,ik) €A (A.1)

El conjunto de k-cocadenas es denotado por C*(U, A) y forma un grupo abeliano
bajo la suma usual. También existe una secuencia de homomorfismos de grupos,

llamado Operacién de coborde 6 : C*(U, A) — C*L(U, A)

k+1
5O~/k<i07 SR >ik+1> = Z(_l)]@k(lo, SR aija SR >ik+1> (AZ)

=0

donde la notacion i denota omisién.

Si da;, = 0 para a; € C*(U, A), entonces «;, es un k-cociclo. El conjunto de los
k-cociclos es denotado por Z*(U, A). Si adicionalmente, o, = day_; para algin
ay_1 € CF1(U, A), oy, es un k-coborde. El conjunto de los k-cobordes es un sub-
grupo de Z*. El k-ésimo grupo de la Cohomologia de Cech es H* = Z* /5(C*1).
Finalmente, establecemos que dada sus propiedades podemos asociar una k-
cocadena con una k-forma diferencial. Este mapeo es definido de la siguiente

forma: sea a una k-forma compleja. Entonces « define una cocadena por:

alio, . ix) = / o (A3)

donde z;, . .. z;, es el k-simplex con vértices z;,, . .., z;, definido por la triangulari-
zacion. Por el teorema de Stokes, (da)(io, - . . ,ix) = 0a(io, - . ., ix ). Esta asociacion
establece un isomorfismo entre el k-ésimo complejo de la Cohomologia de Rham
(el conjunto de k-formas cerradas modulo las k-formas exactas bajo adicion) y

H*(U,C).

A.1.2. Cohomologia de Algebras de Lie y Teorias de Gauge

La aparicién de la Cohomologia en las teorias de Gauge es a menudo igno-

rada pero lo cierto es que esta estructura muestra aspectos que dan un profundo
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significado a cosas como la condiciéon de Cuantizacion, y el que se pueda es-
tablecer una correspondencia entre Operadores en un espacio de Hilbert con

funciones en el espacio de Fase cuantico.

La primera cocadena, «;, aparece en la representacion unitaria de rayo de la
accion de un elemento g de un grupo de transformacién G que actua sobre la
variedad remanente M. Dado un punto x € M (transformando como g : © — gx)
y una funcién ¥ (x) (o més generalmente, una seccion del fibrado de lineas sobre

M), la accién de g en ¥ es representada por
Ulg)¥(z) = @)W (gx) (A.4)

En el caso de una teoria de Gauge con una corriente de Gauge andémala, exis-
te un primer cociclo no-trivial, indicando que ¥ es una seccion de un fibrado de
lineas no-trivial sobre <7 /¥ (el conjunto de potenciales vectoriales mddulo el con-

junto de transformaciones de Gauge) con
o 8P — A}, 4. {5 — G} (A.5)

yOzlGHl( )

La operacién de coborde, en este contexto, esta definida por:

00 (T3 G155 Gntr1) = (917592, -+ Gns1 — (259192, 93, - -+ Gng1) + - -

_‘_(_1)nan<z; g1y - - 7gngn+1) + (_1)n+1an(fﬂ; 41,32, .. (,@,@)

Por lo tanto, dada una cocadena «; podemos definir un 2-cociclo, oy, mediante:

as(x; g1, 92) = 0aq = a1(x;91) + a1(g17; g2) — a1(x; g192) (A7)

U(g1)U(g2)tb(x) = €290 (g1 g5 )b () (A.8)
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asi los U(g) definen la representacion proyectiva. Si a; = day = 0, entonces

U(g1)U(g2) = U(g192). También, dado un grupo de Lie generado por 7 tal que

[T, 1" = f1°, g(0) = "™ (A9)
Ulg) = "% =1+6°G* + ..., (A.10)
Podemos escribir
1 ab apnb
Oé2<$391a92) = 55 (x)9192+... (A.11)

Un 2-cociclo no-trivial o, aparece en la teoria cuantica de campos como el con-

mutador anomalo de los generadores, G*, de transformaciones locales de Gauge:
[G*,G"] = fGe 4 S (A.12)

Entonces podemos apreciar que a, mide la falla de los generadores al intentar
formar una representaciéon y S mide la falla al intentar formar una representa-
cién del Algebra de Lie. Si o, es cohomologicamente trivial, entonces es posible
redefinir el algebra de generadores para formar una representacion.

Si tenemos una cocadena a,, podemos definir:

@3(1’;91792793) =00y (A.13)

Entonces

as = as(; 92, g3) + aa(T; 91, gag3) — aa(; 9192, g3) — a2(93z; 91, 92)  (A.14)

y a3 sera un tercer cociclo.

Usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff encontramos

az(x; 91, 92, g3) = 5 A" (2)076505 + . .. (A.15)

[[G*, G*],G*] + cycl. = 3 Alete] (A.16)
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donde [abc| denota antisimetrizacion.
Asi comprendemos que el grado de asociatividad puede ser medido por la viola-

cién de la identidad de Jacobi.
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