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Departamento de Fı́sica
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Fernando Izaurieta, el cual me guió en mi camino de exploración de la bella rama

que es la Geometrı́a y su importancia en el cómo vemos la realidad a través de
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6.3. Estructura algebraica del Espacio-tiempo de Snyder . . . . . . . . 59

7. Estructuras Algebraicas en Teorı́a de Cuerdas 68

7.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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A.1.2. Cohomologı́a de Álgebras de Lie y Teorı́as de Gauge . . . 126

Bibliografı́a 130

8



Resumen

Esta tesis trata sobre la construcción de una generalización de una teorı́a de

Gauge no-conmutativa y no-asociativa basada en la estructura de Algebroide de

Hopf del Espacio-tiempo de Snyder. La teorı́a será contruı́da a través de una ge-

neralización del mecanismo de Bootstrap de Teorı́as de Gauge no-conmutativas

mediante la estructura de Álgebra L∞.

Para realizar ésto, comenzaremos estudiando la estructura de Algebroide de

Hopf del espacio-tiempo de Snyder (Capı́tulo 6) con la intención de construir el

producto estrella que codifique toda la información de no-conmutatividad y no-

asociatividad del espacio-tiempo de Snyder en términos de variables conmutati-

vas. Posteriormente contruiremos una Teorı́a de Gauge por medio del mecanismo

de Bootstrap de Teorı́as no-conmutativas de Gauge considerando un paráme-

tro de no-conmutatividad generalizado. Considerando la conjetura Blumenhagen-

Brunner-Kupriyanov-Lüst de que toda teorı́a de Gauge consistente debe poseer

una estructura L∞ remanente, resolveremos las identidades L∞ con lo cual en-

contraremos su principio de Acción, ecuaciones del Movimiento y principio de

Gauge modificado bajo el cual la teorı́a será invariante a order s1 para una teorı́a

de Gauge basada en el grupo U(1) (Capı́tulo 8).

Finalmente compararemos estos resultados con los obtenidos mediante métodos

alternativos e intepretaremos esta nueva Teorı́a de Gauge U(1) con correcciones

cuánticas basada en el espacio-tiempo de H. Snyder.
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Abstract

This thesis deals with the construction of a generalization of a non-commutative

and non-associative Gauge theory based on Hopf Algebroid structure of Snyder

Spacetime. The theory is built through a generalization of the Bootstrap mecha-

nism of non-commutative Gauge Theories through the L∞ Algebra structure .

In order to accomplish this, we will start studying the Hopf Algebroid structure

of Snyder’s space-time (Chapter 6) with the intention of constructing the star pro-

duct that encodes all the information of non-commutativity and non-associativity of

Snyder spacetime in terms of commutative variables. Later we will build a Gauge

Theory through the Bootstrap mechanism of non-commutative Gauge Theories

considering an generalized non-commutativity parameter. Considering the con-

jecture of Blumenhagen-Brunner-Kupriyanov-Lüst that every consistent Gauge

theory must have an underlying L∞ structure, we will solve the L∞ identities with

which we will find its principle of Action, equations of Motion and modified Gauge

principle under which the theory will be invariant up to order s1 for a Gauge theory

based on the group U(1) (Chapter 8).

Finally we will compare these results with those obtained by alternative methods

and we will interpret this new Gauge Theory U(1) with Quantum Gravity correc-

tions based on the space-time of H. Snyder.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La fı́sica ”no-conmutativa” ha adquirido con el tiempo una presencia inespe-

rada en modelos relativamente recientes en fı́sica de altas energı́as.

Una modificación de la estructura del espacio-tiempo emerge naturalmente al in-

troducir una longitud mı́nima, dada por la longitud de Plack lpl [1], y aparece en

dos modelos actualmente relevantes.

El primero aparece en loop quantum gravity en la cual la longitud de Planck juega

un rol muy importante, debido a que en el proceso de cuantización los operado-

res (observables) de área y volumen no solo tienen espectro discreto sino que

los autovalores de estos operadores son proporcionales a la longitud de Planck

al cuadrado y al cubo respectivamente [2] [3].

Otro interesante resultado emerge de Teorı́a de Cuerdas. En el lı́mite de bajas

energı́as, la dinámica de la cuerda abierta moviendose en un campo de Gauge

2-forma (Kalb-Rammond field, o B-field) no-nulo puede ser descrita como una

teorı́a de Gauge (supersimétrica) con acoplamiento minimal en una variedad no-
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conmutativa, trabajo realizado por N. Seiberg y E. Witten en la década de los 90

[4], donde además discutieron las correcciones alejadas de este lı́mite. De este

analisis emerge una correspondencia entre campos de Gauge y campos de Gau-

ge no-conmutativos. En éste contexto, el parámetro de no-conmutatividad es una

constante y sugiere que el marco de trabajo correcto para la formulación de una

teorı́a cuántica de la gravedad sea a través de una Geometrı́a no-conmutativa

debido a una nueva estructura algebraica que converge en éstas [5] [6].

Un factor a considerar es que una teorı́a no-conmutativa origina inconsistencias

con la simetrı́a de Lorentz usual [7]. De todas formas, debemos mencionar que no

todos los espacio-tiempos no-conmutativos propuestos son incompatibles con la

simetrı́a de Lorentz. H. Snyder construyó un espaciotiempo compatible con esta

simetrı́a en coordenadas discretas (operadores posición de autovalores discre-

tos).

Más aún, los trabajos de G.’t Hooft en Gravedad Cuántica en 2+1 dimensiones su-

gieren que el estos modelos precisan ser formulados en un espacio-tiempo tipo

Snyder [8]. Éste resultado motivó que una teorı́a cuántica en otras dimensiones

puede implicar un espacio no-conmutativo de este tipo.

En la actualidad los fı́sicos y matemáticos centran su mira en dos espacio-tiempo

no-conmutativos: el espacio-tiempo de Snyder y sus generalizaciones [9], y en el

llamado κ-Minkowski [10][11][12].

Las teorı́as en espacios no-conmutativos pueden ser entendidos como modifi-

caciones a la estructura algebraica de su contraparte conmutativa; ası́ como el

álgebra de Heisenberg es un álgebra de Lie no acotada cuya base son los ele-

mentos {xi, pj}, un espaciotiempo del tipo Snyder deforma las estructura de Alge-
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bra de Lie a una más general. La longitud mı́nima en un espaciotiempo de Snyder

actúa como un parámetro de deformación para el álgebra de Heisenberg, origi-

nando una estructura de Algebra de Hopf (más rigurosamente un algebroide de

Hopf), las cuales corresponden a la familia conocida como Álgebras cuánticas.

En la presente tesis buscamos identificar las estructuras algebraicas emergentes

en el espacio-tiempo de Snyder, la estructura que debe respetar una teorı́a de

Gauge coherente en este espacio finalizando con su contrucción.

1.2. Plan de Tesis

Comenzaremos estudiando las propiedades cuánticas del espacio-tiempo de

Snyder, entendiendo la noción de discretización del espacio-tiempo y la preserva-

ción de la invariancia de Lorentz de los operadores que la definen en el Capı́tulo 3.

Teniendo claro la violación a la identidad de Jacobi procedemos a estudiar gene-

ralizaciones a las nociones básicas de álgebras, empleados en el contexto de las

teorı́as no-conmutativas y no-asociativas en el Capı́tulo 4 para encontrar el marco

de trabajo correcto con el cual tratar al Álgebra de Snyder. Buscando codificar la

noción de no-conmutatividad y no-asociatividad de los operadores, buscamos las

diferentes posibles deformaciones del producto en el Capı́tulo 5, y luego de este

estudio empleamos la correcta estructura para deformar el espacio de funciones

considerando el caso del espacio-tiempo de Snyder. En el Capı́tulo 6, reconstrui-

mos su estructura de algebroide, y también su producto de Moyal generalizado,

habiendo logrado codificar al espacio-tiempo de Snyder en la forma que se multi-

plican las funciones.

En el Capı́tulo 7 abordamos el formalismo para poder construir un modelo ba-

sado en Teorı́a de Cuerdas y las conocidas Teorı́as de Campos. Gracias a ésto,

1



entendemos que construir una teorı́a de Gauge para el espacio-tiempo de Snyder

necesita seguir unas reglas, como la asociatividad homotópica o tambien conoci-

da como Álgebra L∞. Tomando el mecanismo de Boostrap de teorı́as de Gauge

no-conmutativas de Blumenhagen-Brunner-Kupriyanov-Lüst logramos extender

el mecanismo a espacio-tiempos con parametro de no-conmutatividad depen-

dientes del momentum en el Capı́tulo 8, finalmente se encuentra las ecuaciones

del movimiento, un principio de Gauge generalizado y se discuten las soluciones

clásicas del Electromagnetismo en este espacio.
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Capı́tulo 2

Estructuras no-asociativas y dónde

encontrarlas

2.1. El problema del Monopolo magnético

A finales de la década de los años 30 el fı́sico, ingeniero y matemático Paul

Dirac sugiere que la existencia de los monopolos magnéticos en la naturaleza da

lugar a la cuantización de la carga electrica [13] [14], lo cual darı́a origen a una

extensa búsqueda e investigación sobre la posibilidad de encontrar dichas parti-

culas en la naturaleza.

El proceso de simetrización de las ecuaciones de Maxwell trajo consigo la in-
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corporación de fuentes magnéticas, de la forma:

~∇ · ~E =
ρe
ε0

(2.1)

~∇ · ~B = µ0ρm (2.2)

−~∇× ~E =
∂ ~B

∂t
+ µ0

~jm (2.3)

~∇× ~B =
1

c2

∂ ~E

∂t
+ µ0

~je (2.4)

donde ρm, ~jm corresponden a la densidad de carga magnética monopolar y la

densidad de corriente magnética monopolar respectivamente. En este contexto,

las cantidades electricas y magnéticas adoptan una nueva simetria.

Consideremos ahora un caso particular. Sea una partı́cula puntual sin espı́n,

con carga eléctrica e y masa m puesta en un fondo de campo magnético ~B(~x),

ésta poseerá las siguientes relaciones de conmutación entre sus coordenadas y

la velocidad (en unidades de m = c = 1),

[xi, vj] = i~δij, [xi, xj] = 0, [vi, vj] = i~eεijkBk(~x), pi = vi + eAi (2.5)

originando una no-conmutatividad en el espacio de los momentas en el contexto

de la teorı́a de Maxwell generalizada, lo cual lleva también a una pérdida de la

asociatividad, pues

[[vi, vj], vk] + [[vj, vk], vi] + [[vk, vi], vj] = −e~2εijk ~∇ · ~B 6= 0 (2.6)

lo cual muestra que la aparición de distribuciones formadas por fuentes magnéti-

cas monopolares originan no-conmutatividad y no-asociatividad en el espacio de

configuración.
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2.1.1. Cuantización de Dirac

Como sabemos, los campos electricos y magnéticos en la teorı́a de Maxwell

están relacionados a potenciales escalares y vectoriales, los cuales presentan

una redundancia en su definición através de la simetrı́a de Gauge que estas ex-

presiones poseen:

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
, φ′ = φ− ∂f

∂t
(2.7)

~B = ~∇× ~A, ~A′ = ~A+ ~∇f (2.8)

Dado los potenciales electromagnéticos particulares, sabemos que en la teorı́a

cuántica el Hamiltoniano para una partı́cula de carga electrica e y masa m es

dado por:

Ĥ =
1

2m

(
p̂− q

c
~̂A
)2

+ qφ̂ (2.9)

por lo tanto si un estado |ψ(t)〉 satisface la ecuación de Schrödinger con éste

Hamiltoniano, entonces también lo hará:

exp

(
iqf

~c

)
|ψ(t)〉 (2.10)

bajo la transformación de Gauge anteriormente descrita.

De modo que los monopolos magnéticos introducen regiones de divergencia no-

nula en el campo magnético. Ésto entra en directo conflicto con la descripción del

campo magnético como el rotor de un potencial vectorial, que necesariamente

tiene divergencia nula. Dicho ésto, consideraremos a los campos alrededor de

los monopolos magnéticos, donde sı́ sea válida esta descripción de los campos

magnéticos.

Consideremos un monopolo magnético de carga g en el origen. Ésta produce un

campo magnético de la forma:

~B(~r) = km
g

r2
r̂ (2.11)
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Por la libertad de Gauge, éste campo magnético posee multiples potenciales vec-

toriales, entre ellos:

~A(~r) = km
g(1− cos θ)

r sin θ
φ̂ (2.12)

Lo que notamos respecto a este potencial vectorial, y todos aquellos que proce-

dan del campo magnético producido por un monopolo magnético, es la aparición

de una singularidad sobre la linea θ = π, la cual es llamada la Cuerda de Dirac.

La condición de Cuantización del monopolo magnético, como fue planteada por

Dirac, consiste en interpretar a un monopolo magnético como un Solenoide semi-

infinito, pidiendo además que no hubiese corrimiento en la fase en el efecto Bohm-

Aharonov.

Actualmente la forma más clara de deducirla es a través de la invariancia de

Gauge. Consideremos primero el siguiente resultado: si tenemos un monopolo

magnético en el origen, no existe ningún Gauge para el cual el potencial vectorial

es singular excepto en el origen [15]. Ası́ la existencia de la cuerda de Dirac se

encontrará en todo Gauge. Consideremos ahora dos Gauge, los cuales serán no

singulares en la región que están definidas, e intentemos solaparlas. Dependien-

do de la elección del Gauge, la cuerda de Dirac apuntará en una u otra dirección

desde el origen, por lo mismo solaparemos ambas regiones, con sus respecti-

vos Gauge, de forma de que la región a su alrededor esté bien definida, y no

existan más singularidades salvo la trivial. Sean las regiones y sus respectivos

potenciales vectoriales:

~A1 = km
g(1− cos θ)

r sin θ
φ̂, R1 : θ ∈ [0, π/2 + δ) (2.13)

~A2 = km
−g(1 + cos θ)

r sin θ
φ̂, R2 : θ ∈ (π/2− δ, π] (2.14)
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Las regiones son solapadas en π/2 − δ < θ < π/2 + δ, y en cada Gauge el rotor

de ~A arroja el campo magnético del monopolo. Ahora incorporemos una partı́cula

de carga eléctrica e en presencia del monopolo magnético, y resolvamos el factor

de fase S1→2 entre ambas regiones.

~∇f = ~A1 − ~A2 (2.15)

= km
2g

r sin θ
φ̂ (2.16)

=⇒ f = 2kmgφ (2.17)

=⇒ exp

(
ief

~c

)
= exp

(
i2ekmgφ

~c

)
= S1→2 (2.18)

Con lo cual, al pedir que la fase no esté multivaluada:

S1→2|φ=0 = S1→2|φ=2π

⇔ 2kmge

~c
∈ Z (2.19)

La última expresión es una versión alterna (con factores de normalización ade-

cuados) de la llamada Condición de cuantización de Dirac, que trae consigo el

hecho de que en una electrodinámica generalizada, la existencia de la cuantiza-

ción de la carga magnética induce la cuantización de la carga eléctrica.

La condición de cuantización de Dirac explicó la naturaleza de los monopolos

magnéticos a nivel cuántico, explicando la intensidad que sienten éstos entre si,

y dando una razón para que éstos no puedan ser fácilmente encontrados en la

naturaleza debido a su vida media. Pero no serı́a hasta el año 1985 que se com-

prenderı́a la verdadera naturaleza de ésta condición, una a nivel cohomológico y

que llevarı́a a la necesidad de formular modelos en términos de estructuras no-

asociativas.
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2.1.2. El 3-cociclo nulo

Para poder explicar la noción de Cuantización de Dirac en un contexto coho-

mológico, exploraremos algunas nociones de Cohomologı́a aplicadas a grupos

actuando sobre el espacio de funciones sobre una variedad. Para más detalle ver

Apéndice A.

Consideremos un grupo G actuando sobre una variedad M como el grupo

de transformaciones: x → xg, x ∈ M, g ∈ G. Para un conjunto de mapeos

αn(x; g1, . . . , gn) llamados n-cocadenas, el Operador de Coborde δ es definido

como:

(δαn)(x; g1, g2, . . . , gn+1) = αn(xg1; g2, . . . , gn+1) + . . .

+ (−1)iαn(x; g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1) + . . .

+ (−1)n+1αn(x; g1, . . . , gn) (2.20)

donde podemos verificar que δ2 = 0. Una cocadena αn = δαn−1 se llamará un

Coborde, y si δαn = 0 diremos que es un Cociclo. Un cociclo será no-trivial si

no es un coborde. Debemos tener en cuenta que una n-cocadena puede ser

asociada con una n-forma diferencial ωn de la forma:

αn(x; g1, . . . , gn) =

∫
Σn

ωn (2.21)

donde Σn corresponde a un n-simplex con vértices (x, xg1, . . . , xg1 . . . gn).

La 1-cocadena α1(x; g) aparece en la representación Ug del grupoG en el espacio

de las funciones Ψ(x) enM:

UgΨ(x) = eiα1(x;g)Ψ(xg) (2.22)

Si α1(x; g) es un cociclo trivial entonces

α1(x; g) = δα0(x; g) = α0(xg)− α0(x) (2.23)
8



y la representación se reduce a la usual

Ug1Ug2Ψ(x) = Ug1g2Ψ(x) (2.24)

a través de la transformación unitaria Ψ(x) 7→ exp(iα0(x))Ψ(x).

Un 2-cociclo α2(x; g1, g2), obtenido de una 1-cocadena α1 por:

α2(x; g1, g2) = δα1(x; g1, g2)

= α1(xg1; g2)− α1(x; g1g2) + α1(x; g1) (2.25)

aparece en el producto de dos operadores:

Ug1Ug2Ψ(x) = eiα2(x;g1,g2)Ug1g2Ψ(x) (2.26)

Cuando el 2-cociclo no depende de las coordenadas, ésto entrega una represen-

tación proyectiva del grupo:

Ug1Ug2 = eiα2(g1,g2)Ug1g2 (2.27)

Sea α2(x; g1, g2) una 2-cocadena, entonces un 3-cociclo α3 = δα2 es dado por:

α3(x; g1, g2, g3) = α2(xg1; g2, g3)− α2(x; g1g2, g3)

+ α2(x; g1, g2g3)− α2(x; g1, g2) (2.28)

Finalmente los 3-cociclos entran en los productos triples de forma similar a

como aparecen en el producto de dos operadores, a traves de:

(Ug1Ug2)Ug3 = eiα3(x;g1,g2,g3)Ug1(Ug2Ug3) (2.29)

La condición de asociatividad en este caso se corresponde con α3 = δα2 = 0,

y si α2 es un 2-cociclo trivial entonces se vuelve una representación ordinaria.

Entendemos entonces que si α3 = 0 mod(2πn), n ∈ Z entonces el producto de
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operadores será asociativo, por lo tanto α3 mide el grado de asociatividad del pro-

ducto.

En 1985, D. Boulware, S. Deser y B. Zumino discuten sobre el significado de la

condición de cuantización de Dirac, y como se relacionaba con la asociatividad

de la teorı́a [16]. Bajo multiples consideraciones respecto a la representación y

los cociclos definidos, los que más información entregaban sobre el monopolo

correspondió a la que presentaremos.

Consideremos una generalización del grupo de traslaciones asociado con los

cociclos y el Grupo de cuerdas (String Group). El grupo de Cuerdas, denota-

do por StringM es el grupo de todos los caminos γ : [0, 1] 7→ DiffM, don-

de DiffM denota al grupo de difeomorfismos en M = R3/{0}, de forma que

~r 7→ ~r(t) = ~r(γ(t)), t ∈ [0, 1] y γ(0) es la identidad. La regla de composición

del grupo es definida por γ12(t) = γ1(t)γ2(t).

En presencia de un monopolo magnético definimos la 1-cocadena como:

α1(~r; γ) = e

∫ ~r′

~r

~A(~ξ) · d~ξ (2.30)

donde la integración se realiza a lo largo de la curva γ conectando un punto ~r con

un punto ~r′ = ~r(γ(1)), y ~A(~r) es el potencial vectorial. Si la integral no depende

del camino, entonces encontramos:

α1 = δα0 = α0(~r)− α0(~r′) (2.31)

y entonces α1 corresponde a un 1-cociclo trivial.

Continuamos con:

α2(~r; γ1, γ2) = e

∫
Σ

~B · d~S = eΦ|Σ (2.32)

donde Φ|Σ es el flujo magnético a través del simplex bidimensional Σ definido por:

una superficie parametrizada como ~r(t, s) = ~r(γ1(t), γ2(s)) con 0 ≤ s ≤ 1 y con
10



vértices (~r, ~r1, ~r2), donde ~r1 = ~r(γ1(1)) y ~r2 = ~r(γ2(1)).

Para que el potencial vectorial ~A sea compatible con un campo magnético ~B =

g~r/r3 del monopolo magnético debe tener una singularidad, la cuerda de Dirac.

Ésto implica que ~B = ~∇ × ~A localmente, pero no globalmente, por lo que α2 es

una 2-cocadena y no un 2-cociclo. Ası́ podemos escribir:

~B = ~∇× ~A+ ~h (2.33)

donde ~h corresponderá al campo magnético de la cuerda de Dirac C. Si introdu-

cimos esta descripción del campo magnético en la de α2, seremos capaces de

usar el Teorema de Stokes para obtener:

α2(~r; γ1, γ2) = δα1(~r; γ1, γ2) + σ(C,Σ) (2.34)

donde:

δα1 = α1(~r1; γ2)− α1(~r; γ1γ2) + α1(~r; γ1) (2.35)

y la contribución σ = e
∫

Σ
~h · d~S es no-nula sı́ y solo sı́ la cuerda C cruza Σ.

Dado ésto, podemos por fin calcular el 3-cociclo de la teorı́a:

α3(~r; γ1, γ2, γ3) = δα2

= α2(~r1; γ2, γ3)− α2(~r; γ1γ2, γ3) + α2(~r; γ1, γ2γ3)− α2(~r; γ1, γ2).(2.36)

Ésto arroja finalmente el siguiente resultado:

α3 =

4πeg mod(2πn) , Si el monopolo es encerrado por Σ

0 , en cualquier otro caso
(2.37)

en unidades de ~ = c = 1. Es decir, la condición de cuantización de Dirac corres-

ponde a la trivialización del 3-cociclo de la teorı́a. El problema surge al momento

de emplear la integral de Volumen que ignora el hecho de que el origen no per-

tenece a nuestro espacio. De esta forma, la condición de cuantización de Dirac
11



se encarga de que una teorı́a modelada a través de objetos asociativos ignoren

el lugar donde la no-asociatividad ocurre. Ésto lleva directo a la discución de la

forma en la cual considerar regiones no-asociativas de la teorı́a, cuya sugerencia

empieza por una base mucho más abstracta: las álgebras no-asociativas.

2.2. Modelo de R-flujo

La aparición de la no-asociatividad no radica sólo en la existencia de mono-

polos magnéticos, aunque ciertamente es de las más llamativas. La aparición de

algebras no-asociativas en la fı́sica ha sido muy importante al aparecer en el con-

texto de gravedad cuántica, más especificamente en la Teorı́a de cuerdas.

En teorı́a de Cuerdas bosónicas existe un fenómeno en el cual las cuerdas

son compactificadas en un cı́rculo de radio r se vuelven fı́sicamente equivalen-

tes a que si lo hiciese en un cı́rculo de radio 1
r

(en las unidades correctas), la

cual corresponde a un ejemplo de las dualidades T en Teorı́a de Cuerdas y Su-

percuerdas. La dualidad T en el contexto de Teorı́a de Supercuerdas permite el

intercambio entre teorı́as de tipo IIA y IIB, ası́ como Heretorica SO(32) yE8×E8.

De esta forma estas dos compactificaciones y dos configuraciones describen co-

mo resultado la misma fı́sica.

Por otro lado, existen configuraciones en teorı́a de cuerdas que no pueden ser

descritas en término de la geometrı́a Riemanniana, donde existen sectores en los

cuales cuerdas cerradas moviendose en sentidos contrarios manifiestan compor-

tamientos diferentes, y que precisan de una dualidad T para definir correctamente

el fondo. Más información en [17].
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En años recientes se estableció que los fondos no-geométricos de cuerdas ce-

rradas manifiestan una no-conmutatividad y no-asociatividad entre sus coorde-

nadas. El principal ejemplo es el llamado Modelo de R-flujo, obtenido tras una

secuencia de dualidades T a lo largo de las coordenadas de un todo T 3 con el

flujo de la 3-forma Field Strength de componentes constantes . En éste caso,

las relaciones de conmutación entre las coordenadas y las momenta adoptan la

siguiente forma:

[xi, xj] = iRεijkpk, [xi, pj] = iδij, [pi, pj] = 0 (2.38)

donde R es una constante determinada por el flujo de la 3-forma. Como resultado,

la identidad de Jacobi de las coordenadas de las cuerdas son no-nula:

[[x1, x2], x3] + [[x2, x3], x1] + [[x3, x1], x2] = −3R (2.39)

lo cual entendemos como una no-asociatividad. Por supuesto existen aún más

ejemplos de cuerdas cerradas en fondos no-geométricos que exhiben estructu-

ras no-conmutativas y no-asociativas, las cuales pueden ser revisitadas en los

trabajos de I. Bakas y D. Lüst [18].

2.3. Producto estrella y la cuantización

En el artı́culo 3-cocycles, non-associative star-products and the magnetic pa-

radigm of R-flux string vacua de I. Bakas y D. Lüst en 2014 y en Aspects of

non-associative structures in physics de I. Bakas en 2015, se discute a profundi-

dad la necesidad de nuevas estructuras algebraicas emergentes de un producto

de Moyal-Weyl generalizado, como alternativa a la prescripción de cuantización

canónica, debido a la pérdida de correspondencia entre variables clásicas y ope-

radores autoadjuntos de Weyl.
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La obstrucción en la no-asociatividad se debe a la aparición de un 3-cociclo en la

Cohomologı́a del álgebra de Lie abeliana asociada a las traslaciones en el espa-

cio de fase. Alternativamente, la obstrucción puede ser escrita en término de los

elementos del Grupo asociado, los que corresponden a:

U(a, b) = ei(a·x+b·p) (2.40)

satisfaciendo la Ley de composición de elementos:

U(a1, b1)U(a2, b2) = e−
i
2

(a1·b2−a2·b1)e−i
R
2

(b1×b2)·xU(a1 + a2, b1 + b2) (2.41)

. Dejando una asociatividad de la forma:

(U1U2)U3 = e−i
R
2

(b1×b2)·b3U1(U2U3) (2.42)

SiR fuese cero, serı́a válida una representación proyectiva del Grupo y estarı́amos

en el caso de la mecánica cuántica tradicional. Es decir, cuando R = 0, todos los

observables clásicos f(x, p) en el espacio de Fase son asignados a operadores

F̂ (x̂, p̂) actuando sobre un espacio de Hilbert. Su producto es no-conmutativo pe-

ro asociativo. Si hacemos un análisis en Fourier, y utilizamos la correspondencia

de cuantización de Weyl:

f(x, p) =
1

(2π)3

∫
d3ad3bf̃(a, b)ei(a·x+b·p), F̂ (x̂, p̂) =

1

(2π)3

∫
d3ad3bf̃(a, b)Û(a, b)

La conclusión es una correspondencia entre operadores y el mapeo exponencial:

Û(a, b) = ei(a·x+b·p), Û(a1, b1)Û(a2, b2) = e−
i
2

(a1·b2−a2·b1)Û(a1 + a2, b1 + b2)

Luego el 2-cociclo ϕ2(a1, b1; a2, b2) = a1 · b2− a2 · b1 se encarga que el producto en

el espacio de fase sera no-conmutativo pero asociativo. En términos del producto

de Moyal (ver Subsección 5.1.2), encontramos que:

(f1 ? f2)(x, p) = e
i
2

(∂x1 ·∂p2−∂x2 ·∂p1 )f1(x1, p1)f2(x2, p2)|x1=x2=x;p1=p2=p (2.43)
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Originando que la dinámica de la mecánica cuántica sea equivalente al Corchete

de Moyal:

{{f1, f2}} = −i(f1 ? f2 − f2 ? f1) = {f1, f2}+ D.S.,

{{f1, f2 ? f3}} = f2 ? {{f1, f3}}+ {{f1, f2}} ? f3

Ya que R 6= 0, las reglas de cuantización canónica ya no son válidas, pero

aún es posible definir un producto de Moyal no-conmutativo y no-asociativo. Si

usamos la regla de composición general, encontramos que:

U(a1, b1)U(a2, b2) = e−
i
2

(a1·b2−a2·b1)e−i
R
2

(b1×b2)·xU(a1 + a2, b1 + b2)

Y como resultado, obtenemos un producto estrella que es no-asociativo y no-

conmutativo, que a su vez depende de x:

(f1 ?x f2)(x, p) = ei
R
2
x·(∂p1×∂p2 )e

i
2

(∂x1 ·∂p2−∂x2 ·∂p1 )f1(x1, p1)f2(x2, p2)|x1=x2=x;p1=p2=p

En éste caso no hay operadores asignados a sus observables clásicos f(x, p),

sino sólo objetos F (x, p) = 1
(2π)3

∫
d3ad3bf̃(a, b)U(a, b) que interactuan a través

de la anterior ley de composición. Entonces, en el contexto de la dinámica de la

mecánica cuántica, esta ahora será formulada en términos del corchete:

{{f1, f2}}x = −i(f1 ?x f2 − f2 ?x f1),

{{f1, f2 ?x f3}}x 6= f2 ?x {{f1, f3}}x + {{f1, f2}}x ?x f3
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Capı́tulo 3

Espacio-tiempo y Álgebra de Snyder

3.1. Introducción

Hartland S. Snyder, en 1946, propone, en la búsqueda de la solución al pro-

blema de interacción campo-materia, un novedoso acercamiento. Hoy en dı́a, sa-

bemos que los trabajos en gravedad cuántica en los 80 sugerı́an que el espacio-

tiempo deberı́a estar cuantizado. Además, en un lı́mite de bajas energı́as de la

teorı́a de Cuerdas se sugiere que las relaciones de conmutación entre los ob-

servables de posición son no-nulos, es decir, éstos no pueden ser medidos (ob-

servados) simultaneamente. Ası́, la descripción matemática del espacio podrı́a

verse comprometida, al no poder representar a los observables de posición como

operadores multiplicativos. Yendo en contra de la arbitrariedad de los mecanis-

mos para eliminar divergencias ultravioleta de la teorı́a cuántica de campos, Sny-

der concluye que quizás el espacio-tiempo continuo cuadri-dimensional no es un

marco de trabajo donde poder describir estas interacciones, idea propuesta por

Heisenberg [19]. Más aún, con los años descubrieron que existı́an muchı́simos

más espacios de este tipo, llegando a varias familias de espacios con coordena-
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das no-conmutativas. A éstos les llamaron espacios tipo-Snyder y puede adoptar

muchas formas, entre ellas, la propuesta por Snyder, que pasa a ser llamada la

Realización de Snyder del espacio de Snyder”.

3.2. Espacio-tiempo cuantizado de Snyder

La teorı́a de la relatividad especial está basada en la invariancia de la forma

cuadrática

S2 = c2t2 − x2 − y2 − z2 (3.1)

para transformaciones desde un marco inercial a otro. En ésta se asume que las

variables x, y, z y t pueden asumir valores continuos y que éstos pueden ser toma-

dos simultaneamente (es decir, conmutan). Nosotros asumimos que el espectro

de los operadores de coordenadas espaciotemporales son invariantes bajo trans-

formaciones de Lorentz. Es evidente que el espacio-tiempo continuo satisface la

definición, pero Snyder asegura que no es la única solución para un espaciotiem-

po invariante de Lorentz, donde existirá una longitud natural (que Snyder tenı́a

la esperanza de eliminar divergencias del caso continuo). La introducción de una

longitud mı́nima en el espaciotiempo arroja por consecuencia que la noción de

conmutatividad de las variables x, y, z y t se deseche. Por otro lado, si asumimos

que conmutan, necesariamente el espectro de los operadores debe ser continuo.

Definamos un espacio De Sitter embebido en un espacio 5-dimensional, con la

forma cuadrática homogenea

− η = η2
0 − η2

1 − η2
2 − η2

3 − η2
4 (3.2)

donde los ηi son reales. Éste no es el espacio fı́sico en el que vivimos, pero puede

ser interpretado como el espacio de coordenadas proyectivas (coordenadas ho-
17



mogeneas; interpretación de W. Pauli) de un espacio cuadri-dimensional real de

curvatura constante. Éste espacio es llamado el Underlying Space U . Ésta no es

la única forma cuadrática que permite un espacio-tiempo invariante de Lorentz,

ya que, a modo de ejemplo, Snyder propone que η = η2
0−η2

1−η2
2−η2

3 +η2
4 también

sirve. Definimos, los operadores diferenciales posición y tiempo

x̂i = ia

(
η4

∂

∂ηi
− ηi

∂

∂η4

)
(3.3)

t̂ =
ia

c

(
η4

∂

∂η0

+ η0
∂

∂η4

)
(3.4)

donde i = 1, 2, 3. Aquı́ a es la unidad natural de longitud, c es la velocidad de la luz.

Los operadores x̂i, t̂ deben ser considerador hermı́ticos, para tener autovalores

reales. Éstos operadores actuan sobre funciones univaluadas de las coordena-

das, que además son invariantes izquierdos salvo cambios en sus argumentos.

Consideremos a las funciones ψi dadas por:

ψi = e−iβϕi , con ϕi = arctan

(
ηi
η4

)
(3.5)

Luego verificamos que:

x̂iψi = ia

(
η4

∂

∂ηi
− ηi

∂

∂η4

)
e−iβϕi

= ia

(
η4e
−iβϕi(−iβ)

∂ϕi
∂ηi
− ηie−iβϕi(−iβ)

∂ϕi
∂η4

)
= aβe−iβϕi

1

1 + (ηi/η4)2

(
η4
∂(ηi/η4)

∂ηi
− ηi

∂(ηi/η4)

∂η4

)
= aβe−iβϕi

1

1 + (ηi/η4)2

(
1 + η2

i /η
2
4

)
= aβe−iβϕi = aβψi

Por lo que ψi son autofunciones de x̂i con autovalores aβ. Además, debido a que

la tangente es de periodo 2π, encontramos que ϕi+2π = arctan(ηi/η4), con lo que

para evitar que ψi sea una función multivaluada, deberemos restringir los valores
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de β a valores enteros m [20]. Ası́:

x̂iψi = maψi (3.6)

Luego el espectro de la posición adopta valores discretos, múltiplos de a, con

m ∈ Z. Por otro lado, cosideremos a la función ψ0, dada por:

ψ0 = e−iλϕ0 , con ϕ0 = arctanh

(
η0

η4

)
(3.7)

Luego verificamos que:

t̂ψ0 =
ia

c

(
η4

∂

∂η0

+ η0
∂

∂η4

)
e−iλϕ0

=
ia

c

(
η4e
−iλϕ0(−iλ)

∂ϕ0

∂η0

− η0e
−iλϕ0(−iλ)

∂ϕ0

∂η4

)
=

aλ

c
e−iλϕ0

1

1− (η0/η4)2

(
η4
∂(η0/η4)

∂η0

− η0
∂(η0/η4)

∂η4

)
=

aλ

c
e−iλϕ0

1

1− (η0/η4)2

(
1− η2

0/η
2
4

)
=

aλ

c
e−iλϕ0 =

aλ

c
ψ0

Entonces, debido a que no hay restricciones para λ, entonces ψ0 es autofunción

del operador t̂ con autovalores aλ
c

donde su espectro es continuo. Ésta formula-

ción es invariante de Lorentz por construcción [20], por lo que dada una trans-

formación de Lorentz entre las coordenadas (operadores) x̂′i, t̂′ y las coordena-

das (operadores) x̂i, t̂ ésta preservará la forma S2 (3.1) y en Underlying Space

preservará la forma cuadrádita de DeSitter (3.2). Por otro lado, definamos a los

operadores de energı́a y momentum, que tienen las propiedades de operadores

de desplazamiento temporales o espaciales

p̂i =

(
~
a

)(
ηi
η4

)
(3.8)

p̂t =

(
c~
a

)(
η0

η4

)
(3.9)
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con i=1,2,3. La forma más general de los operadores de energı́a-momentum con

las correctas propiedades de transformación son:

p̂i =
~
a

ηi
η4

f

(
η4

η

)
(3.10)

p̂t =
c~
a

η0

η4

f

(
η4

η

)
(3.11)

donde f(η4/η) es una función adimensional de su argumento. La elección anterior

es por simplicidad.

Dadas estas definiciones, se nos es fácil definir nuevos operadores: Momentum

angular (L̂k) y a los generadores de los Boost (M̂i)

L̂k = εijkx̂ip̂j (3.12)

M̂i =
1

c
x̂ip̂t + ct̂p̂i (3.13)

Estos operadores son elementos infinitesimales del grupo de Lorentz cuadri-

dimensional. Puede demostrarse que, dadas las definiciones anteriores para x,y,z

y t, éstos conmutan con la forma cuadratica S2. Las definiciones anteriores no

involucran dependencia de η4 (la demostración es directa), lo que es una con-

secuencia de que la transformación de Lorentz que deja la forma cuadrática del

Underlying Space y a η4 invariantes, también deja a S2 invariante. Ahora, las re-

laciones de conmutación entre momentum y posición quedan de la forma

[x̂i, p̂j] = i~(δij + αp̂ip̂j) (3.14)[
t̂, p̂t
]

= i~(1− αp̂2
t ) (3.15)

[x̂i, p̂t] = c2 (3.16)[
P̂i, t̂

]
= i~αp̂ip̂t (3.17)

20



donde α = (a/~)2. Y en términos de L̂k, M̂i, los conmutadores entre x̂i y t̂ quedan

de la forma:

[x̂i, x̂j] = i~αεijkL̂k (3.18)[
x̂i, t̂

]
=
i~
c
αM̂i (3.19)

lo que nos evidencia la no-conmutatividad de los observables de posición, y que

tomando el lı́mite a→ 0 recuperamos la mecánica cuántica convencional.

3.3. Underlying Space

Todo cálculo realizado en el espacio de Snyder puede ser hecho en el Underl-

ying Space o en la representación en el espacio de momentum, por lo que hay

dos niveles de corroboración. Consideremos el caso unidimensional sin tiempo

−η2 = −η2
1 − η2

4. Sus correspondientes operadores son

x̂ = ia

(
η4

∂

∂η1

− η1
∂

∂η4

)
(3.20)

p̂ =
~
a

(
η1

η4

)
(3.21)

Si nos pasamos a coordenadas polares, empleando una variable periódica φ

η1 = η sinφ

η4 = η cosφ

⇒ x̂ = ia ∂
∂φ

p̂ = ~
a

tanφ
(3.22)

de donde notamos que η no aparece en la definición de los operadores. η define

la curvatura del Underlying space. Los resultados en el Underlying Space son

independientes de η. El espectro discreto del operador de posición, ahora, en la

base de φ, considerando al autoestado del operador posición |m >, con m entero

〈φ|m〉 =
1√
2π
e−imφ (3.23)
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Ası́, la descomposición de la función de onda tradicional admite como base a las

autofunciones del operador de posición, cosa que no ocurrirá en el caso bidimen-

sional.

En dos dimensiones, −η2 = −η2
1 − η2

2 − η2
4

x̂ = ia

(
η4

∂

∂η1

− η1
∂

∂η4

)
(3.24)

ŷ = ia

(
η4

∂

∂η2

− η2
∂

∂η4

)
(3.25)

p̂x =
~
a

(
η1

η4

)
(3.26)

p̂y =
~
a

(
η2

η4

)
(3.27)

L̂z = i~
(
η2

∂

∂η1

− η1
∂

∂η2

)
(3.28)

donde x, y, Lz representan a los generadores de las rotaciones respecto a los

tres ejes η2, η1 y η4 respectivamente. Consideremos el cambio de variables a

coordenadas esféricas:
η1 = η sin θ cosφ

η2 = η sin θ sinφ

η4 = η cos θ

 (3.29)

⇒

x̂ = ia
(
− sinφ ∂

∂θ
− cot θ cosφ ∂

∂φ

)
ŷ = ia

(
cosφ ∂

∂θ
− cot θ sinφ ∂

∂φ

)
p̂x = ~

a
tan θ cosφ

p̂y = ~
a

tan θ sinφ

L̂z = i~ ∂
∂φ

(3.30)

Los cuales podemos usar para definir a la energı́a cinética no relativista

T̂ =
p̂2
x + p̂2

y

2m
=

~2 tan2 θ

2ma2
(3.31)
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Ya que L̂z sólo actúa sobre φ, es fácil ver que la energı́a cinética conmuta con el

momento angular. Definimos ahora el operador posición radial

r̂2 = x̂2 + ŷ2 (3.32)

Operador que también conmuta con L̂z. Ası́, el momento angular conmutará con

cualquier hamiltoniano radialmente simétrico. Ası́ Ĥ y L̂z representan un conjunto

completo de observables. Empleando el operador L̂z es posible demostrar que

los autovalores de r̂2 son na2, con n un entero no negativo.

En una dimensión, podemos expandir cualquier función de onda en la base de

autofunciones de posición, lo cual no se puede hacer en dos dimensiones, ya

que x̂ y ŷ no conmutan, por lo que no se les puede asignar autovalores a los

observables simultaneamente, por lo que las bases no pueden ser construidos

mediante producto tensorial de las bases x̂ y ŷ.

3.4. Espacio de momentum

En general, el Underlying space no es el marco ideal para realizar cálculos.

Abusando del hecho que los operadores momentum son operadores multiplicati-

vos en U , trabajar en el espacio de los momentum puede hacer más intuitivo el

cálculo.

De las relaciones de conmutación entre x, y, z y t y los momentos correspon-

dientes, es posible escribir a x, y, z, y t como operadores diferenciales actuando
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sobre el espacio de los momentum, de la forma

x̂ = i~
[
∂

∂px
+ αpx

(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ pz

∂

∂pz
+ pt

∂

∂pt

)]
(3.33)

ŷ = i~
[
∂

∂py
+ αpy

(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ pz

∂

∂pz
+ pt

∂

∂pt

)]
(3.34)

ẑ = i~
[
∂

∂pz
+ αpz

(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ pz

∂

∂pz
+ pt

∂

∂pt

)]
(3.35)

t̂ = i~
[
∂

∂pt
− αpt

(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ pz

∂

∂pz
+ pt

∂

∂pt

)]
(3.36)

En esta representación, los operadores pueden no parecer hermı́ticos, pero pue-

de ser demostrado que con el correcto elemento de volumen del espacio de grupo

(el grupo es el grupo de transformaciones que deja la forma cuadrática del Un-

derlying Space invariante) sı́ lo es. Ası́, un elemento de volumen infinitesimal dτ ,

del espacio de grupo está dado en términos de px, py, pz y pt por la fórmula

dτ =
~dpxdpydpzdpt

ac(p2
x + p2

y + p2
z + α− (pt/c)2)5/2

(3.37)

3.5. Álgebras de Heisenberg deformadas

Consideremos ahora un espaciotiempo (n + 1)-dimensional de Minkowski tal

que el conmutador entre sus coordenadas está dado por una estructura no-trivial:

[x̂µ, x̂ν ] = sMµν (3.38)

donde x̂µ denota a las coordenadas no-conmutativas y s ∈ R es el parámetro de

deformación, el cual tiene dimensión de longitud2. Pediremos que las simetrı́as

del espacio sean descritas el álgebra de Poincaré sin deformar, lo que significa

que los generadores de Lorentz Mµν = i(x̂µp̂ν − x̂ν p̂µ) y los de las traslaciones pµ

satisfagan las relaciones de conmutación usuales

[Mµν ,Mρσ] = ηνρMµσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ + ηµσMνρ (3.39)

[pµ, pν ] = 0 (3.40)
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Y también asumiremos que los momenta y las coordenadas no-conmutativas

transforman como vectores bajo el álgebra de Lorentz, lo que significa:

[Mµν , pρ] = ηνρpµ − ηµρpν (3.41)

[Mµν , x̂ρ] = ηνρx̂µ − ηµρx̂ν (3.42)

Entonces, la cantidad p2 = ηµνpµpν es invariante de Lorentz.

Éstas relaciones definen la geometrı́a del espaciotiempo de Snyder, pero no fijan

el conmutador entre x̂µ y pµ. De hecho, hay infinitas posibilidades para el con-

mutador entre x̂µ y pµ compatibles con éstas relaciones de conmutación (com-

patibles en el sentido de que el álgebra cierra en virtud de las identidades de

Jacobi). Ésto nos lleva al concepto de realización. Una realización en un espacio

no-conmutativo es definido como un reescalamiento de las coordenadas del es-

pacio no-conmutativo x̂µ en términos de las variables del espacio de fase (xµ, pν)

como:

x̂µ = Φµν(p)xν (3.43)

De aquı́, la realización covariante de SO(n, 1) más generales de la geometrı́a de

Snyder es de la forma:

x̂µ = xµϕ1(A) + sx · ppµϕ2(A) (3.44)

donde ϕ1, ϕ2 son dos funciones dependientes de un parámetro adimensional

A = sp2. La función ϕ2 depende de las ϕ1 a través de:

ϕ2 =
1 + 2dϕ1

dA
ϕ1

ϕ1 − 2Adϕ1

dA

(3.45)

Luego, la realización más general queda completamente determinada por ϕ1, con

la condición de borde ϕ1(0) = 1 para asegurar que se recupere la conmutatividad

cuando s = 0. El conmutador entre x̂µ y pµ queda, entonces:

[x̂µ, pν ] = i(ηµνϕ1 + spµpνϕ2) (3.46)
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Ésta es la relación que describe un álgebra deformada de Heisenberg. Es muy

interesante escribir una realización inversa, de la forma:

xµ =
1

ϕ1

(
x̂µ −

1

ϕ1 + Aϕ2

sx̂ · ppµϕ2

)
(3.47)

debido a que nos permitirá construir invariantes en el cuadro no-conmutativo a

partir de uno conmutativo. Sólo tenemos que pedir que los invariantes en las

coordenadas (xµ, pν) sean enviados a partir de (3.47) a las coordenadas no-

conmutativas (x̂µ, pν).

La primera realización fue originalmente sugerida por Snyder (por lo que lleva por

nombre la realización de Snyder ), la cual es recuperada cuando:

ϕ1 = 1 ⇒ ϕ2 = 1 (3.48)

La cual adopta la forma:

[x̂µ, pν ] = i(ηµν + spµpν) (3.49)

Los generadores (x̂µ, pµ,Mµν) forman un álgebra definida por los conmutadores

(3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42) y (3.46), pero éstos no forman un álgebra de

Hopf. Sin embargo, (pµ,Mµν) generan un grupo de Poincaré deformado tipo Sny-

der PS cuya álgebra es una generalización del álgebra de Hopf: un álgebra de

Hopf no-coasociativa [21], o también llamado Algebroide de Hopf [22].
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Capı́tulo 4

Algebras y algebroides y

cuasi-estructuras

4.1. Introducción

Si bien las estructuras algebraicas como las álgebras de Hopf son construc-

ciones muy bien estudiadas y aplicadas en fı́sica y matemática, su definición es

muy restrictiva, y debe ser generalizada para incluir a casos de gran interés. El

álgebra de Heisenberg del espacio de fase cuántico si bien posee una estructura

de álgebra de Lie, ésta no posee una estructura de Álgebra de Hopf debido a que

la definición de ∆xµ no puede ser incluido de forma satisfactoria [12]. Ası́ es ne-

cesario generalizar esta estructura para poder modelar correctamente al espacio

de fase cuántico. Existen varios tipos de generalizaciones: Álgebras cuasi-Hopf,

Álgebra de Hopf multiplicadora y álgebras de Hopf débiles. Los trabajos de S.

Meljanac, T. Juric y D. Kovacevic [11] sugieren que la construcción de la estruc-

tura algebraica para el álgebra de Heisenberg (Weyl) y sus deformaciones son

similares a la estructura de Algebroide de Hopf definida por Lu en [23].
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Podemos estudiar analizar la estructura de las Álgebras de Hopf a través de sus

Twist, que elementos invertibles que viven en el producto tensorial de las alge-

bras. Considerando ésto, P. Xu [22] aplica el formalismo de Twist a la estructura

de bialgebroides (estructura análoga a la definida por Lu), empleandolos elemen-

tos centrales en el proceso de deformación de una estructura de Algebroide de

Hopf en otra. Además incluyó una visión de cuantización como deformación en

un contexto algebraico de mayor estructura.

Éste capı́tulo busca introducir nociones de estas nuevas estructuras y sus pro-

piedades, además de motivar al Twist como el elemento central en la estructura,

debido a que no sólo nos brindará la estructura completa de Heisenberg deforma-

do, sino que nos podrá conectar con la matriz mediadora de no conmutatividadR

de la geometrı́a no-conmutativa.

Comenzaremos haciendo una introducción a las álgebras de Hopf y el ope-

rador twist, para posteriormente explicar la estructura de algebroide de Hopf del

espaciotiempo no-conmutativo, recuperando el espacio de Snyder posteriormen-

te.

4.2. Estructura algebraicas

4.2.1. Álgebras, Biálgebras y Algebras de Hopf

Introduzcamos un poco de notación: para i = 1, 2, sean Vi y Wi espacios

vectoriales sobre un cuerpo K, y ϕi : Vi → Wi un mapeo lineal. Ya que el mapeo

(v1, v2) ∈ V1 × V2 7→ ϕ1(v1)⊗ ϕ2(v2) ∈ W1 ⊗W2 (4.1)
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es bilineal, existe un único mapeo ϕ1 ⊗ ϕ2 tal que

(ϕ1 ⊗ ϕ2) : V1 ⊗ V2 → W1 ⊗W2, ϕ1 ⊗ ϕ2(v1 ⊗ v2) = ϕ1(v1)⊗ ϕ2(v2) (4.2)

idV denota al mapeo identidad en V . Si V es un espacio vectorial sobre K, te-

nemos los isomorfismos naturales K ⊗ V ' V y V ⊗ K ' V dado por los únicos

mapeos:

K⊗ V → V V ⊗ K→ V (4.3)

k ⊗ v 7→ kv v ⊗ k 7→ kv

Un álgebra asociativa unital sobre un campo K es el triplete (A,m, u), donde A

es un espacio vectorial, m : A⊗ A → A y u : K → A son mapeos lineales tal que

los siguientes diagramas son conmutativos:

Asociatividad: A⊗ A⊗ A

m⊗idA
��

idA⊗m // A⊗ A

m

��

A⊗ A m
// A

m(a⊗m(a′ ⊗ a′′)) = m(m(a⊗ a′)⊗ a′′), ∀a, a′, a′′ ∈ A (4.4)

Unitaridad: A⊗ A

��

K⊗ A

u⊗idA
;;

'
##

m

��

A⊗ K

idA⊗u
cc

'
{{

A

m(u(k)⊗ a) = ka = m(a⊗ u(k)), ∀k ∈ K,∀a ∈ A (4.5)
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Luego, si (A,m, u) satisfacen los diagramas, el mapeo

∗ : A× A→ A a ∗ a′ = m(a⊗ a′), a, a′ ∈ A (4.6)

dota a A con la estructura de un álgebra asociativa, y el elemento unidad u(1K) de

A es el elemento unidad para ∗. Viceversa, siendo (A, ∗) una álgebra asociativa

unital (UAA o UA algebra) se determinará un único mapeo m : A⊗A→ A tal que

m(a ⊗ a′) = a ∗ a′, ∀a, a′ ∈ A, y si consideramos el mapeo u : K → A definido

por u(k) = k1A, entonces (A,m, u) satisface los diagramas. Aquı́ Sweedle sugiere

que la clave para entender las álgebras de Hopf es dualizando estos diagramas,

y ası́ obtendremos una definición natural de una coálgebra.

Una coálgebra coasociativa y counital sobre un campo K es el triplete (C,∆, ε),

donde C es un espacio vectorial, ∆ : C → C⊗C y ε : C → K son mapeos lineales

tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

Coasociatividad C ⊗ C ⊗ C C ⊗ CidC⊗∆oo

C ⊗ C

∆⊗idC

OO

C
∆

oo

∆

OO

(∆⊗ idC)∆C = (idC ⊗∆)∆C, ∀c ∈ C (4.7)
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Counitaridad C ⊗ C

ε⊗idC

{{

idC⊗ε

##

K⊗ C ∆

OO

C ⊗ K

C

OO

'

cc

'

;;

(idC ⊗ ε)∆(c) = (ε⊗ idC)∆(c) = c, ∀c ∈ C (4.8)

El mapeo ∆ es llamado coproducto, y ε es llamado counidad. Ası́ llamamos

coálgebra co-AU a la coálgebra coasociativa y counital.

Sea (C,∆, ε) una co-UA coálgebra sobre K. Sea (A, ∗) cualquier UAA sobre K,

por las propiedades universales del producto ⊗, existe un único mapeo lineal:

m∗ : A⊗ A→ A, m∗(a⊗ a′) = a ∗ a′, ∀a, a′ ∈ A (4.9)

Para definir a las álgebras de Hopf necesitaremos introducir otra definición. Una

biálgebra sobre un campo K es el quintuplete (A, ∗, 1A,∆, ε) donde (A, ∗, 1A) es

una UAA y (A,∆, ε) es una co-UA co-álgebra sobre K tal que sean compatibles,

es decir:

El coproducto ∆ : A → A ⊗ A es un morfismo de UAA, donde A ⊗ A es

naturalmente equipado con la estructura de una UAA (A⊗ A, ·), donde

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = (a ∗ a′)⊗ (b ∗ b′), ∀a, a′, b, b′ ∈ A

La counidad ε : K→ A es un morfismo de UUA, donde K tiene estructura de

UA trivial dado por el producto usual en K.
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Introduzcamos la siguiente notación:

∆(a) =
∑
i∈F(a)

fi,1(a)⊗ fi,2(a), fi,1(a), fi,2(a) ∈ A (4.10)

Donde, para cada a ∈ A existe un conjunto finito F(a) ⊂ N y elementos fi,j(a) de

A (para j = 1, 2 y i ∈ F(a)) tal que ∆(a) es descompuesta, pero se debe hacer

énfasis en que fi,j(a) no están unicamente definidas, posiblemente. Empleando la

notación convenida, la condición de compatibilidad del coproducto es equivalente

a:

∆(1A) = 1A ⊗ 1A ∆(a ∗ a′) =
∑
i,i′

(fi,1(a) ∗ fi′,1(a′))⊗ (fi,2(a) ∗ fi′,2(a′)), ∀a, a′ ∈ A

(4.11)

Mientras que la condición de compatibilidad para la counidad es equivalente a:

ε(1A) = 1K ε(a ∗ a′) = ε(a)ε(a′), ∀a, a′ ∈ A (4.12)

O su equivalente diagramático:

Compatibilidad del Coproducto

A⊗ A

∆⊗∆
��

m∗ // A
∆ // A⊗ A

A⊗ A⊗ A⊗ A // idA ⊗ σ ⊗ idA // A⊗ A⊗ A⊗ A

m∗⊗m∗

OO

K⊗ K

u⊗u
��

'
// K

u

��

A⊗ A A
∆
oo

donde u : K → A es un mapeo lineal definido por u(k) = k1A, k ∈ K, y

σ : A ⊗ A → A ⊗ A es un único mapeo lineas (a veces denotado con τ ) tal

que σ(a⊗ a′) = a′ ⊗ a, también llamado flip operator.
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Compatibilidad de la counidad

A⊗ A

ε⊗ε
��

m∗ // A

ε

��

K⊗ K '
// K

K //

u
  

idK
// K

A

ε

>>

Si (A, ∗, 1A,∆, ε) es una biálgebra, un elemento a ∈ A es llamado:

Primitivo en A si ∆(a) = a⊗ 1A + 1A ⊗ a

Tipo grupo (grouplike) en A si a 6= 0 y ∆(a) = a⊗ a

Un conjunto G(A) ⊂ A de elementos tipo grupo contiene, por ejemplo, a 1A.

Además, si a ∈ G(A), entonces ε(a) = 1K. Más aún, G(A) es cerrado bajo la

multiplicación ∗, lo cual se sigue de que ∆ es un morfismo de UAA. En efecto,

sean x, y ∈ G(A):

∆(x ∗ y) = ∆(x) ·∆(y) = (x⊗ x) · (y ⊗ y) = (x ∗ y)⊗ (x ∗ y)

⇒ x ∗ y ∈ G(A) (4.13)

Por otro lado, el conjunto P (A) ⊂ A de elementos primitivos en A es un subálge-

bra de Lie con el conmutador de A: Sean p1, p2 ∈ P (A)

∆([p1, p2]∗) = ∆(p1 ∗ p2 − p2 ∗ p1) = ∆(p1) ·∆(p2)−∆(p2) ·∆(p1)

= ([p1, p2]∗)⊗ 1A + 1A ⊗ ([p1, p2]∗) (4.14)

donde usamos el hecho que ∆ es un morfismo de UAA de (A, ∗) en (A⊗ A, ·).

Ası́, una biálgebra A se dice primitivamente generada si es generado, como

álgebra respecto a ∗, por un conjunto de elementos primitivos P (A) junto con 1A.

Una biálgebra primitivamente generada A es coconmutativa, es decir, satisface
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el siguiente diagrama:

A⊗ A // σ // A⊗ A

A

∆

bb

∆

<<

con σ(a ⊗ a′) = a′ ⊗ a, ∀a, a′ ∈ A. Notemos que σ también es un morfismo de

UAA. Para demostrarlo, basta con verificar que A es generado como álgebra por

{1A} ∪ P (A), por lo que:

σ(∆(1A)) = σ(1A ⊗ 1A) = 1A ⊗ 1A = ∆(1A) (4.15)

σ(∆(p)) = σ(p⊗ 1A + 1A ⊗ p) = 1A ⊗ p+ p⊗ 1A = ∆(p), ∀p ∈ P (A) (4.16)

Un Bi-álgebra Cuasi-triangular es un par (H,R) donde H es una bi-álgebra, y

R = R(1) ⊗R(2) ∈ H ⊗H es un elemento invertible que obedece:

(∆⊗ idH)(R) = R13R23, (idH ⊗∆)(R) = R13R12, (τ ◦∆)(h) = R∆(h)R−1(4.17)

para todos h ∈ H, donde R12 = R(1) ⊗R(2) ⊗ 1H , R13 = R(1) ⊗ 1H ⊗R(2), R23 =

1H ⊗R(1) ⊗R(2) donde 1H es la unidad de H, y abreviamos el producto µ : H ⊗

H → H por µ(h ⊗ h′) = hh′ para todo h, h′ ∈ H. Donde definimos el mapeo de

transposición τ : H ⊗H → H ⊗H como:

τ(h⊗ h′) := h′ ⊗ h (4.18)

para todo h, h′ ∈ H.

A través del mapeo de transposición definimos el Coproducto co-opuesto ∆op :

H → H ⊗H de la forma:

∆op(h) := (τ ◦∆)(h) = h(2) ⊗ h(1) (4.19)
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Entonces H es una coálgebra coconmutativa si ∆op(h) = ∆(h) para todo h ∈ H.

Si (H,R) es una biálgebra cuasi-triangular entonces la coconmutatividad simple-

mente significa que ∆(h)R = R∆(h) para todo h ∈ H.

Un álgebra de Hopf sobre un campo K es la sextupla (H, ∗, 1H ,∆, ε, S) don-

de (H, ∗, 1H ,∆, ε) es una biálgebra, y S : H → H es un mapeo lineal llamado

antı́poda tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

H ⊗H // S ⊗ idH // H ⊗H

m∗

""

H

∆
<<

//

∆ ""

ε // K // u // H

H ⊗H // idA ⊗ S // H ⊗H

m∗

<<

Debido a la notación convenida ésto implica el siguiente requisito:

∑
i

S(fi,1(h)) ∗ fi,2(h) =
∑
i

fi,1(h) ∗ S(fi,2(h)) = ε(h)1A, ∀h ∈ H (4.20)

o equivalentemente:

m∗ ◦ (idH ⊗ S) ◦∆ = u1H ◦ ε = m∗ ◦ (S ⊗ idH) ◦∆ (4.21)

Un Álgebra de Hopf cuasi-triangular (H,R) consiste en una estructura cuasi-

triangular R en la biálgebra remanente de H.

Una álgebra de HopfH puede actuar sobre un espacio vectorial V sobre el cuerpo

K para originar una representación de H en V . En particular, diremos que una

Acción izquierda de H sobre V es un par (λ, V ), donde λ : H ⊗ V → V es un

mapeo lineal, λ(h⊗ v) =: λh(v) tal que λhg(v) = λh(λg(v)) y λ(1H ⊗ v) = v, donde

g, h ∈ H y v ∈ V .
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Es común denotar la acción de H en V por . y escribir las relaciones de la forma:

h . v ∈ V, (hg) . v = h . (g . v), 1h . v = v (4.22)

Dicho espacio vectorial es llamado un H-módulo izquierdo. Si V posee estructu-

ras adicionales, por ejemplo si fuese un álgebra (A,m∗) donde m∗ es el producto

en A, o una coálgebra (C,∆C) donde ∆C es el coproducto en C, entonces ne-

cesitamos pedir que la acción de H sea covariante en el sentido que preserve la

estructura adicional de V . Ası́ diremos que un álgebra unital (A,m∗) sobre K es

un Álgebra de H-módulo izquierdo si A es un H-módulo izquierdo y

h . (m∗(a⊗ b)) = h . m∗(a⊗ b) = m∗(∆(h) . (a⊗ b)) = (h(1) . a)(h(2) . b) (4.23)

donde h ∈ H y a, b ∈ A. Por otro lado una Coalgebra counital (C,∆C) es una

coálgebra H-módulo izquierda si C es H-módulo izquierda y

(h . c)(1) ⊗ (h . c)(2) = ∆C(h . c) = ∆(h) . δC(c) = (h(1) . c(1))⊗ (h(2) . c(2)) (4.24)

donde h ∈ H y c ∈ C. Definiciones similares y completamente análogas se man-

tienen para H-módulos derechos de álgebras y coálgebras. Ası́ entendemos que

ya sea H-módulos izquierdos o derechos, son simplemente representaciones de-

bido a un álgebra o coálgebra del álgebra de Hopf H.

4.2.2. Bialgebroides y Algebroides de Hopf

Definamos ahora a un bialgebroide [23]. Un bialgebroide consiste en la si-

guiente estructura:

Un álgebra H llamada el álgebra total

Un álgebra A llamada el álgebra base
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Un mapeo llamado mapeo fuente (o Source map), el cual es un homomor-

fismo de álgebras:

α : A→ H

y un mapeo llamado mapeo objetivo (o target map), el cual es un ántiho-

momorfismo de álgebras

β : A→ H

tal que las imágenes de α y β conmutan en H, es decir, ∀a, b ∈ A

α(a)β(b) = β(b)α(a) (4.25)

Donde naturalmente emerge la siguiente estructura (A,A)−bimodular en H

dada por:

λ : A⊗H → H : a⊗ h 7→ α(a)h (4.26)

ρ : H ⊗ A→ H : h⊗ a 7→ β(a)h (4.27)

Usando la estructura bimodular, podemos construir el producto (A,A)-bimodular

H ⊗A H de H consigo mismo. Como espacio vectorial sobre algún cuerpo

k, es simplemente el cuociente de H ⊗H por el subespacio

I2 := {β(a)h1⊗h2−h1⊗α(a)h2 = (β(a)⊗1−1⊗α(a))(h1⊗h2), h1, h2 ∈ H, a ∈ A}

(4.28)

Notemos que en este caso I2 es el ideal derecho de H ⊗H generado por el

subconjunto

{β(a)⊗ 1− 1⊗ α(a) : a ∈ A}

.

El coproducto, que es un mapeo (A,A)-bimodular

∆ : H → H ⊗A H : h 7→ h(1) ⊗ h(2)
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con ∆(1) = 1⊗ 1 satisfaciendo la co-asociatividad usual:

(∆⊗A idH)∆ = (idH ⊗A ∆)∆ : H → H ⊗A H ⊗A H

Aquı́ el coproducto debe ser compatible con la estructura de álgebra en H,

en el sentido de que el kernel del siguiente mapeo

Φ : H ⊗H ⊗H → H ⊗A H : h1 ⊗ h2 ⊗ h3 7→ (∆h1)(h2 ⊗ h3) (4.29)

es un ideal izquierdo de H ⊗ Hop ⊗ Hop, donde Hop denota a H con el

producto opuesto. Aquı́ estamos usando el hecho que H⊗H actúa en H⊗A

H desde la derecha por multiplicación derecha.

La counidad, que es un mapeo (A,A)-bimodular ε : H → A satisfaciendo

ε(1H) = 1 además, debido a εβ = εα = id, satisfacerá la importante propie-

dad:

λ(ε⊗ id)∆ = ρ(id⊗ ε)∆ = id : H → H (4.30)

donde λ y ρ son respectivamente los mapeos A-modulo izquierdo y derecho

respectivamente. También es necesario (como con el co-producto) que sea

compatible respecto a la estructura algebraica de H en el sentido de que

el kernel de ε sea un ideal izquierdo de H. Como consecuencia de sus

propiedades, también tiene las siguientes:

ε(α(a)h) = aε(h), ε(β(a)h) = ε(h)a (4.31)

Asumamos que H es un bi-algebroide sobre el álgebra A con mapeos de estruc-

tura α, β,∆, ε. Entonces, ya que εα = idA, el mapeo ε es subjetivo, por lo que

podemos identificar a A con el espacio cociente H/ ker ε. Ya que ker ε ⊂ H es un

ideal izquierdo de H, entonces existe una acción izquierda inducida de H sobre
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A. Ya que α : A→ H es una sección de ε, podemos identificar a A con el subes-

pacio α(A) ⊂ H. La acción izquierda de H en A puede ser ahora explicitamente

escrita como:

T1 : H → Endk(A) : h(a) := ε(hα(a)) (4.32)

entonces llamamos a T1 dado por (4.32) la acción izquierda de H en A asociada

a la estructura de bi-algebroide en H sobre A. Entre las propiedades más

importantes de este mapeo, está que la composición T1 ◦ α (o respectivamente

T1◦β): A→ Endk(A) entrega la acción izquierda (o derecha) de A sobre si misma

por multiplicación izquierda (derecha). Esto se sigue del hecho que ε : H → A es

un mapeo (A,A)-bimodular, es decir, para todo a ∈ A, h ∈ H,

ε(α(a)h) = aε(h), ε(β(a)h) = ε(h)a

. Finalmente llegamos a la definición más importante, y la estructura que nos

podrá establecer las relaciones entre Heisenberg deformado y el tradicional.

Un Algebroide de Hopf (Lu’s Hopf Algebroid) es un bialgebroide H sobre un

álgebra V con los mapeos de estructura α, β, ∆ and ε juntos con un mapeo extra

S : H → H llamado antı́poda el cual tiene las siguientes propiedades:

S es un anti-isomorfismos de álgebras para H

Sβ = α

mH(S ⊗ id)∆ = βεS : H → H, donde mH es la multiplicación de H

Existe un mapeo lineal γ : H ⊗A H → H ⊗H donde γ es una sección para

la proyección p : H ⊗H → H ⊗AH y además mH(id⊗ S)γ∆ = αε : H → H.

De aquı́ podemos notar que la inclusión del mapeo γ es debido a que si bien

mH(S⊗ id)∆ está bien definido como un mapeo desde H a H, el mapeo mH(id⊗
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S)∆ no está bien definido.

Posteriores redefiniciones de los algebroide de Hopf no precisarı́an de un mapeo

γ, aunque para fines de esta investigación, presentamos una estructura funda-

mental asociada al Álgebra de Snyder.

4.2.3. Cuasi-estructuras

Para finalizar, detallaremos brevemente las estructuras Cuasi-algebraicas, in-

troducidas originalmente por V. G. Drinfeld en 1990 [24]. Comencemos con la no-

ción de Cuasi-biálgebra: Sea una biálgebra H, un elemento h ∈ H y un elemento

φ = φ(1)⊗ φ(2)⊗ φ(3) ∈ H ⊗H ⊗H un elemento invertible, donde φ corresponderá

a un 3-cociclo si:

(1H⊗φ)[(idH⊗∆⊗idH)(φ)](φ⊗1H) = [(idH⊗idH⊗∆)(φ)][(∆⊗idH⊗idH)(φ)] (4.33)

Diremos que H es una cuasi-biálgebra si H es coasociativa sólo mediante un

3-cociclo φ, es decir:

(idH ⊗∆) ◦∆(h) = φ[(∆⊗ idH) ◦∆(h)]φ−1 (4.34)

Y diremos que además φ es counital si adicionalmente:

(ε⊗ idH)(φ) = (idH ⊗ ε⊗ idH)(φ) = (idH ⊗ idH ⊗ ε)(φ) = 1H ⊗ 1H (4.35)

Estas condiciones sobre φ aseguran que todos los reordenamientos posibles de

coproductos de orden superior, mediante la introducción de φ, den el mismo re-

sultado y sean consistentes con la counitaridad.

La definición de una cuasi-biálgebra cuasi-triangular será entonces aquella biálge-

bra cuasi-triangular, pero con la introducción de φ:

(∆⊗ idH)(R) = φ321R13φ
−1
132R23φ, (idH ⊗∆)(R) = φ−1

231R13φ213R12φ
−1 (4.36)
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donde φabc := φ(a) ⊗ φ(b) ⊗ φ(c) mientras que el tercer axioma de una biálgebra

cuasi-triangular permanece sin modificaciones.

Una Cuasi-álgebra de Hopf H = (H,φ) es una cuasi-biálgebra H equipada con

una antı́poda que consiste en dos elementos α, β ∈ H y un anti-automorfismos

del álgebra S : H → H tal que obedece:

S(h(1))αh(2) = ε(h)α, h(1)βS(h(2)) = ε(h)β, (4.37)

φ(1)βS(φ(2))αφ(3) = 1H , S(φ−1
(1))αφ

−1
(2)βS(φ−1

(3)) = 1H (4.38)

para todo h ∈ H. El antı́poda es determinada únicamente mediante las transfor-

maciones:

S ′(h) = uS(h)u−1, α′ = uα, β′ = βu−1 (4.39)

para cualquier elemento invertible u ∈ H y cualquier h ∈ H. Notemos lo siguiente:

si φ = 1H ⊗ 1H ⊗ 1H es el 3-cociclo trivial, entonces αβ = βα = 1H , y más aún

α = β = 1H sin pérdida de generalidad. Entonces será coasociativo, la antı́poda

será la usual y una cuasi-álgebra de HopfH se convertirá en una álgebra de Hopf

coasociativa.
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Capı́tulo 5

Producto Estrella y Deformaciones

Los producto estrella son entendidos actualmente como deformaciones del

producto punto a punto entre funciones del espacio de funciones suaves sobre

alguna variedadM. La teorı́a de productos estrella fue desarrollada generalmen-

te en el contexto de Cuantización por deformación [25]. La asociatividad de los

productos estrella reflejan la asociatividad de la composición de Operadores en

mecanica cuántica. Actualmente, el interes es estos productos ha sido retomado,

debido al descubrimiento de que, en Teorı́a de Cuerdas, las coordenadas de las

cuerdas cuyo extremo están sujetos a una brana de Dirichlet en un fondo de cam-

po de Kalb–Ramond (B-Field) no conmutan [26] [27], y entonces los productos

estrella podrı́an ser una forma natural de abordar el problema. Años después se

encontrarı́a que, para un campo de Kalb-Ramond no-constante, el producto de-

berı́a ser no solo no-conmutativo sino no-asociativo [28] [29] [30]. Más reciente-

mente, efectos similares han sido descubiertos en el área de Teorı́a de Cuerdas

Cerradas, donde fue demostrado que la presencia de un R-flujo no-geometrico

origina una torcedura de la estructura Poissoniana, y una no-asociatividad en el

correspondiente producto estrella [31] [32] [33]. A pesar de este renovado in-
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terés, la situación general con estructuras de Poisson-Twist y productos estrella

no asociativos sigue siendo mucho menos clara que con su contraparte asocia-

tiva. Teniendo ésto en cuenta, podemos hablar sobre el producto estrella en el

espacio de fase, las nociones contemporaneas del producto estrella, y el forma-

lismo necesario para definir un producto estrella no-asociativo.

5.1. Producto Estrella asociativo

5.1.1. Producto Estrella

Sea V un espacio vectorial finito-dimensional y sea π ∈ V ⊗V un elemento que

vive en el producto tensiorial de V (no necesariamente anti-simétrico). Podemos

comprender a V como una variedad suave, de forma que π es un tensor constante

de rango 2. Ası́ como su acción canónica sobre el producto tensorial de funciones

suaves es a través de derivaciones:

π : C∞(V )⊗ C∞(V )→ C∞(V )⊗ C∞(V ) (5.1)

Si {∂i} es una base lineal para V , identificada con una base para Γ(TV ), entonces

en ésta base la operación de actual se lee como:

π(f ⊗ g) = πij(∂if)⊗ (∂jg) (5.2)

Para enfatizar escribimos:

C∞(V )⊗ C∞(V ) →prod C∞(V )

f ⊗ g 7→ f · g

Para el producto entre funciones usual.
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Definiremos al Producto estrella inducido por un tensor constante de ran-

go 2 de la siguiente forma:

Sea (V, π), entonces el producto estrella inducido por π en el álgebra de serie

de potencias C∞(V )[[~]] en una variable ~ con coeficientes en el espacio de fun-

ciones suaves sobre V como el mapeo lineal:

(−) ?π (−) : C∞(V )[[~]]⊗ C∞(V )[[~]]→ C∞(V )[[~]] (5.3)

dado por:

(−) ?π (−) := prod ◦ exp

(
~πij

∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

)
(5.4)

Por lo tanto:

f ?π g := f · g + ~πij
∂f

∂xi
· ∂g
∂xj

+
~2

2
πijπkl

∂2f

∂xi∂xk
· ∂2g

∂xj∂xl
+ . . . (5.5)

Dado (V, π), bajo la definición anterior, el producto estrella es asociativo y unital,

con elemento unidad a la función constante 1 ∈ C∞(V ). De esta forma, el espacio

vectorial C∞(V ) equipado con el producto estrella forma un álgebra asociativa y

unital.

5.1.2. Producto de Moyal

El Producto de Moyal [34] (también conocido como producto de Groenewold

[35]) corresponde a la cuantización por deformación formal de una variedad Pois-

soniana lineal, es decir, de un espacio vectorial V dotado por un bivector de Pois-

son π ∈ V ∧ V , considerado como un Campo bivectorial constante (invariante de

traslación).
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El producto estrella de Moyal sobre funciones C∞(V ) es dado, sobre funciones

f, g ∈ C∞(V ), por:

f ? g := prod ◦ exp(~π)(f, g) (5.6)

donde en el exponente entendemos a π como un endomorfismo del producto

tensorial C∞(V )⊗C∞(V ) por diferenciación en cada argumento, por lo que la ex-

ponencial denota la correspondiente serie de potencias de aplicaciones iteradas

del endomorfismo, y donde prod : C∞(V )⊗C∞(V )→ C∞(V ) es el producto usual

de funciones.

Ésto significa que dada una base {xi}i de V tal que π tiene por componentes

{πij}ij en esta base, el resultado en potencias del parámetro ~ (en mecánica

cuántica corresponde a la constante de Planck) corresponde a:

(f ? g) = f · g + ~
∑
i,j

πij
∂f

∂xi
· ∂g
∂xj

+
~2

2

∑
i,j,k,l

πklπij
∂2f

∂xk∂xi
· ∂2g

∂xl∂xj
+ . . . (5.7)

Si π es antisimétrico e invertible, existirá ω ∈ V ∗ ⊗ V ∗ tal que πijωjk = δik, y si las

funciones f ,g admiten descomposición en Fourier (es decir, son funciones cuyas

derivadas decrecen rápidamente), entonces su correspondiente producto estrella

es equivalente a:

(f ?ω g)(x) =
(det(ω)2n)

(2π~)2n

∫
e−

1
i~ω((x−ỹ).(x−y))f(y)g(ỹ)d2nyd2nỹ (5.8)

En un espacio de fase bidimensional (x, p) puede ser definido, para funciones

f(x, p) y g(x, p), de la forma:

f ? g =
∞∑
s=0

~s

2ss!

∑
t

= 0s(−1)t

s
t

 [∂s−tx ∂tpf ][∂tx∂
s−t
p g] (5.9)

La primera aparición del corchete de moyal (o conmutador de productos estrella

de Moyal) hace aparición en el contexto de la mecánica cuántica, a través de la
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ecuación de Moyal para la función de Wigner,

∂

∂t
f(x, p, t) = H ? f − f ? H (5.10)

con lo que podemos entender que el comportamiento de los operadores en mecáni-

ca cuántica se encuentra en una dualidad con la deformación del producto de las

funciones en el espacio de fase, haciendo conexión con el concepto de cuantiza-

ción por deformación. Debido a que por definición, este producto es asociativo,

se corresponde en mecánica cuantica con objetos asociativos, lo cual supone un

problema para fenomenologı́a no asociativa.

5.1.3. Cuantización por deformación de Álgebra de Hopf vı́a Twist

En el área de la Teorı́a de Álgebras y estructuras bi-algebraicas, la formulación

de la cuantización por deformación alrededor de un parámetro de deformación ~

ha sido formulada a través de la introducción de un elemento F al cual llama-

remos Twist de Drinfel’d. Sea un álgebra de Hopf H, el Twist de Drinfel es un

elemento invertible F = F(1) ⊗ F(2) ∈ H[[~]] ⊗H[[~]], donde H[[~]] corresponded

al espacio formado por todas las potencias formales en el parámetro ~, tal que

dicho elemento satisface dos condiciones:

(F ⊗ 1H)(∆⊗ idH)(F) = (1H ⊗F)(idH ⊗∆)(F), (5.11)

(ε⊗ idH)(F) = 1H = (idH ⊗ ε)(F) (5.12)

Debido a estas dos condiciones F es un 2-cociclo counital que puede ser usado

para definir una nueva algebra de Hopf HF con la misma álgebra remanente que

H[[~]] pero con una estructura coalgebraica torcida (Twisted) dada por:

∆F(h) = F∆(h)F−1 (5.13)
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y antı́poda

SF(h) = UFS(h)U−1
F , donde Uf = µ ◦ (idH ⊗ S)(F) (5.14)

para h ∈ H. Esta nueva bialgebra HF es llamada una Twisted Hopf Algebra, que

dada las condiciones necesarias del Twist de Drinfel’d (en particular la condición

(5.11) llamada condición de 2-cociclo) será coasociativa y counital.

Si consideramos al álgebra H−modular izquierda (A, µA) (Definición algebramo-

dularizquierda por añadir), para que el álgebra HF actúe covariantemente sobre

ésta es necesario deformar el producto binario µA : A ⊗ A → A a un nuevo

producto definido por:

a ? b = µA(F−1 . (a⊗ b)) = (F−1
(1) . a)(F−1

(2) . b) (5.15)

para a, b ∈ A. El producto deformado será llamado el producto estrella, y (A[[~]], ?)

es una cuantización por deformación del álgebra (A, µA). Debido a la condición de

2-cociclo del Twist, el producto estrella en esta formulación es asociativa, y la con-

dición de counitaridad establece que ambas estructuras algebraicas comparten

el mismo elemento unidad. Entonces, ¿cómo construimos un producto estrella

que sea no-asociativo?

5.2. Producto Estrella no-asociativo

En vista que buscamos modelar fenomenos no-asociativos, necesitaremos in-

troducir a un producto estrella que sea no-asociativo. Como veremos próxima-

mente, el espacio-tiempo de Snyder posee una estructura de Algebroide de Hopf,

aunque corresponde también a un cuasi-bialgebroide. La estructura de Algebroi-

de de Hopf la emplearemos para obtener el Twist asociado a la deformación del
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espacio de fase cuántico, mientras que la estructura de cuasi-bialgebroide nos da

una categorización más certera del espacio-tiempo de Snyder, encontrando más

información sobre la violación de la asociatividad.

Una manera útil de construir Algebras del tipo cuasi-Hopf es comenzar con un

álgebra de Hopf H con un elemento invertible F ∈ H[[~]] ⊗ H[[~]] que no ne-

cesariamente satisfaga la condición de cociclo (5.11). En particular, si (H,φ,R)

es una cuasi-Algebra de Hopf cuasi-triangular y F es un elemento invertible ar-

bitario en H[[~]] ⊗ H[[~]] tal que satisfaga (5.12), entonces (HF , φF ,RF) definido

como se sigue es también una cuasi-algebra de Hopf cuasi-triangular. Tendrá

la misma álgebra y counidad que H, con un coproducto twist y una estructura

cuasi-triangular definida por las mismas fórmulas (5.13), (5.14), con antı́poda:

SF = S, αF = S(F−1
(1) )αF−1

(2) , βF = F(1)βS(F(2)) (5.16)

y con un 3-cociclo dado por el coborde

φF := F23[(idH ⊗∆)(F)]φ[(∆⊗ idH)(F−1)]F−1
12 (5.17)

donde F23 = 1H ⊗F ,F−1
12 = F−1⊗ 1H y φF ∈ H[[~]]⊗H[[~]]⊗H[[~]] es llamado el

Asociador. Por lo tanto, tenemos los elementos para definir un producto estrella

no-asociativo:

Un álgebra H-módulo izquierda (A, µA) es entonces torcida a un Álgebra no-

asociativa (A[[~]], ?) de la misma manera que para un álgebra de Hopf, con la

nueva aparición del Asociador al momento de reagrupar productos de tres ele-

mentos de la forma:

(a ? b) ? c = (φF(1)
. a) ? [(φF (2) . b) ? (φF(3)

. c)], (5.18)
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para a, b, c ∈ A. La condición de cociclo en φF se asegura de que las distintas

formas de reagrupar productos de orden superior mediante insertar φF arrojen

los mismos resultados.
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Capı́tulo 6

Álgebra (algebroide) de Hopf del

Espacio-tiempo cuantizado

6.1. Estructura algebraica y co-algebraica del Álgebra de

HeisenbergH

El álgebra de Heisenberg H, es decir el espacio de fase cuántico, es gene-

rado por las coordenadas conmutativas xµ y los momenta pµ, que satisfacen las

siguientes relaciones:

[xµ, xν ] = xµxν − xνxµ = 0 (6.1)

[pµ, pν ] = pµpν − pνpµ = 0 (6.2)

[pµ, xν ] = pµxν − xνpµ = −iηµν1 (6.3)

El espacio de fase cuántico H es definido como la álgebra generada por xµ y

pµ. Los elementos base en H están elegidos de forma que son monomios nor-

malmente ordenados, es decir, las coordenadas xµ están a la izquierda de las

momenta pµ. H puede ser simbólicamente escrito como H = AT , donde A es el
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álgebra conmutativa unital generada por xµ y T es el álgebra conmutativa unital

generada por pµ.

Definimos la acción . : H ⊗ A → A de un elemento h ∈ H sobre una función

f(x) ∈ A, de la forma:

xµ . f(x) = xµf(x), pµ . f(x) = −i∂f(x)

∂xµ
(6.4)

pµ . f = [pµ, f ] . 1, ∀f ∈ A (6.5)

pµ . 1 = 0 (6.6)

De lo cual se sigue que

H . 1 = A (6.7)

A . 1 = A (6.8)

con la propiedad, para dos elementos h1, h2 ∈ H:

h1h2 . f(x) = h1 . (h2 . f(x)) (6.9)

De aquı́ vemos que ya que H .A = A entonces A es H-módulo. Debido a que xµ

es multiplicativo, su correspondiente regla de Leibniz es de la forma:

xµ . f(x)g(x) = α(xµf(x))g(x) + (1− α)f(x)(xµg(x)), α ∈ R (6.10)

Ahora, la regla de Leibniz y el coproducto están relacionados de la forma:

m((∆0h) . (f(x)⊗ g(x)) = h . (f(x)g(x)), ∀h ∈ H (6.11)

Lo que nos lleva a verificar que el coproducto de xµ es:

∆0xµ = αxµ ⊗ 1 + (1− α)1⊗ xµ = [1⊗ xµ] = [xµ ⊗ 1] ∈ A⊗ A/R0 (6.12)
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Usualmente es elegido α = 0, pero se pierde el hecho de que xµ al ser multipli-

cativo induce una relacion R0 = xµ ⊗ 1 − 1 ⊗ xµ = 0 la cual genera clases de

equivalencia en A⊗A.

Por otro lado, para pµ al ser derivativo, su correspondiente acción es de la forma:

pµ . f(x)g(x) = (pµf(x))g(x) + f(x)(pµ(x)) (6.13)

lo cual nos evidencia que su coproducto es

∆0pµ = pµ ⊗ 1 + 1⊗ pµ (6.14)

Además, ∆0T ⊂ T ⊗ T es la imagen de T en T ⊗ T . Las álgebras ∆0(T ) son

isomorfas a T , mientras que se puede mostrar que, ya que R′ genera clases de

equivalencia enA⊗A, ∆0(A) = A⊗A/R0 es un álgebra isomorfa aA. En general

el requisito de consistencia es que para todo h ∈ H, el coproducto ∆0h debe ser

consistente con la relación R0, es decir

[∆0h,R0] = 0, [(R0)µ, (R0)ν ] = 0 (6.15)

Con lo dicho anteriomente es posible verificar que independiente la elección de

α, dada la relación R0, obtenemos:

∆0 ([pµ, xν ]) = [∆0pµ,∆0xν ] = −iηµν · 1⊗ 1 (6.16)

lo cual nos muestra que el coproducto ∆0h, h ∈ H es compatible con la rela-

ción R0. En consecuencia, ∆0(H) = ∆0(A)∆0(T ) es isomórfa a H, por lo que la

coálgebra del álgebra de Heisenberg no-deformada son de esta forma compati-

bles en estructura [12].

El algebroide de Hopf para Heisenbeg no-deformado [36] es definido por el

álgebra total H (el espacio de fase cuántico), una álgebra base A, mapeo multi-

plicaciónm, coproducto ∆0, antı́poda S0, counidad ε0, mapeo fuente (souce map)
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α0 y mapeo objetivo (target map) β0.

El coproducto es el mapeo dado por (6.12) y (6.14). Éste es un homomorfismo que

satisface la condición de coasociatividad:

(∆0 ⊗ 1)∆0 = (1⊗∆0)∆0 (6.17)

Debido a que los elementos del álgebra base conmutan, no precisan de un mapeo

que hagan que funciones f(x) de las coordenadas conmuten, lo que nos lleva a

verificar que el mapeo objetivo (target map) α0 : A 7→ H y el mapeo fuente (source

map) β0 : A 7→ H son iguales para f(x) ∈ A, y están dados por α0(f(x)) =

β0(f(x)) = f(x), y llevan a que los productos λ y ρ definidos en (4.26) (4.27)

coincidan con el usual. Ası́ su estructura de algebroide es trivial. Debido a ésto,

y empleando la propiedad m(S0 ⊗ 1)∆xµ = m(1⊗ S0)∆xµ es fácil verificar que la

antı́poda S0 el cual es un mapeo S0 : H 7→ H y un antihomomorfismo S0(h1h2) =

S0(h2)S0(h1), ∀h1, h2 ∈ H para las coordenadas se obtiene:

m(S0 ⊗ 1)∆xµ = m(S0 ⊗ 1)(xµ ⊗ 1)

= m(S0(xµ)⊗ 1)

= S0(xµ)

m(1⊗ S0)∆xµ = m(xµ ⊗ S0(1))

= xµ

=⇒ S0(xµ) = xµ (6.18)

Por otro lado, para los momenta, debido a que pµ es del tipo primitivo, obtenemos

que una antı́poda debe obedecer:

S0(p)pµ = pµS0(p) ∧ (S0(p)⊕ p) = 0 (6.19)

por lo que su antı́poda corresponde a:

S0(pµ) = −pµ (6.20)
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Debemos recordar que ésta no corresponde a la noción de antı́poda de un Álge-

bra de Hopf sino a una compatible con la de Algebroide de Hopf [22] [23]. Final-

mente, la counidad ε0 : H 7→ A es definida por ε0(h) = h . 1 ∈ A ⊂ H, ∀h ∈ H.

Ésto nos evidencia que:

ε0(xµ) = xµ (6.21)

ε0(pµ) = 0 (6.22)

Realizando un procedimiento análogo, en la representación en el espacio de mo-

mentum obtenemos:

εmom.0 (pµ) = pµ, ε
mom.
0 (xµ) = 0 (6.23)

∆mom.
0 (pµ) = pµ ⊗ 1, ∆mom.

0 (xµ) = xµ ⊗ 1 + 1⊗ xµ (6.24)

Smom.0 (pµ) = pµ, S
mom.
0 (xµ) = −xµ (6.25)

Ésta corresponderı́a a la estructura de algebra (y algebroide) de Hopf de Heisen-

berg sin deformar.

6.2. Estructura algebraica del Álgebra de Heisenberg de-

formada Ĥ

6.2.1. Algebroide de Hopf Twisted

Cuando tratamos con espacios no-conmutativos, el espaciotiempo es gene-

rado por un conjunto de coordenadas x̂µ, las cuales no conmutan, es decir, la

relación R0 no se mantiene, pero es reemplazada por un conjunto diferente que

determina el tipo de espaciotiempo no-conmutativo.
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Para un gran número de espaciotiempos es posible encontrar un isomorfismo

entre un álgebra no-conmutativa Â, generado por los x̂µ, y el álgebra A∗, que

es generada por las coordenadas conmutativas xµ, pero la multiplicación es re-

emplazada con el producto estrella (star product). El producto estrella entre dos

elementos f(x), g(x) ∈ A∗ es definido por:

f(x) ? g(x) = f̂(x̂)ĝ(x̂) . 1 (6.26)

donde f̂(x̂) y ĝ(x̂) son elementos de Â. La acción . fue definida anteriormente

en (6.4), y para poder calcular el lado derecho de (6.26) es necesario elegir una

realización especı́fica de las coordenadas no-conmutativas x̂µ en términos de las

variables del espacio de fase conmutativo xµ y pµ.

El espacio de fase deformado, generado por x̂µ y pµ, puede ser denotado como el

álgebra de Heisenberg deformada Ĥ. Además, es conveniente definir la acción

I: Ĥ ⊗ Â 7→ Â, donde simbólicamente Ĥ = ÂT , Â siendo el subálgebra de Ĥ

generado por x̂µ y T el subálgebra de Ĥ generada por pµ.

x̂µ I ĝ(x̂) = x̂µĝ(x̂) (6.27)

pµ I 1 = 0 (6.28)

pµ I x̂ν = [pµ, x̂ν ] I 1 = −iηµν (6.29)

f̂ I ĝ = f̂ ĝ, ∀f̂ , ĝ ∈ Â (6.30)

con la propiedad, para dos elementos ĥ1, ĥ2 ∈ Ĥ:

ĥ1ĥ2 I f̂ = ĥ1 I (ĥ2 I f̂) (6.31)

De lo que obtenemos:

Ĥ I 1 = Â (6.32)

Â I 1 = Â (6.33)
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Por la regla de Leibniz

x̂µ I f̂(x̂)ĝ(x̂) = x̂µf̂(x̂)ĝ(x̂) (6.34)

se sigue que el coproducto de ∆x̂µ es

∆x̂µ = x̂µ ⊗ 1 (6.35)

La relación entre los coproductos deformados ∆ y los sin deformar ∆0 define los

correspondientes operadores twist

∆h = F∆0hF−1, ∀h ∈ H (6.36)

Por lo tanto

∆xµ = F∆0xµF−1, ∆pµ = F∆0pµF−1 (6.37)

El producto estrella puede también ser escrito en término del operador twist :

f(x) ? g(x) = m?(f(x)⊗ g(x)) = m(F−1 . (f ⊗ g)) (6.38)

donde m es el mapeo multiplicación usual m(h1 ⊗ h2) = h1h2, y m? es definido

como el mapeo m?(h1 ⊗ h2) = h1 ? h2.

Puede ser mostrado que, al igual que en caso no-deformado, ∆H es isomor-

fo a H, y que ∆A es isomorfo a A. Sea Rµ = F(R0)µF−1, los elementos Rµ

satisfacen las siguientes propiedades:

[∆xµ,R] = [∆pµ,R] = [Rµ,Rν ] = 0 (6.39)

Ahora, el twist F es un mapeo F : ∆0H 7→ ∆H, mientras que su inverso es un

mapeo F−1 : ∆H 7→ ∆0H. Es importante notar que hemos establecido una clase

de equivalencia R en (A⊗A)F análogo al caso anterior.

El algebroide de Hopf Twisted para éste caso será definido por el álgebra total
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H, el álgebra base Â (tomados en alguna realización particular), la multiplicación

m, el coproducto twisted ∆F = ∆, la antı́poda SF = S, counidad εF = ε̂. Ésta

estructura satisface los axiomas de un algebroide de Hopf. Usando el operador

F y su inverso, los cuales satisfacen la condiciones de cociclo y normalización, el

coproducto twisted es definido como ∆h = F∆0hF−1, para todo elemento de H,

el cual satisface la condición de coasociatividad. Ahora, la antı́poda S : H 7→ H

es un antihomomorfismo definido por

S(h) = χS0χ
−1 (6.40)

donde χ−1 = m((S0 ⊗ 1)F−1) La counidad ε̂ : H 7→ Â ⊂ H es definido por:

ε̂(h) = m(F−1(.⊗ 1)(ε0(h)⊗ 1)) = h I 1 (6.41)

donde se hace la identificación αε 7→ ε̂ y βε 7→ S−1ε̂. De lo cual se sigue que,

∀f, g ∈ A y ∀f̂ , ĝ ∈ A:

ε̂(f) = f̂ , ε0(f̂) = f (6.42)

ε̂(f ? g) = f̂ ĝ, ε0(f̂ ĝ) = f ? g (6.43)

ε̂(ε0(f̂)) = f̂ , ε0(ε̂(f)) = f (6.44)

Respecto al mapeo fuente y objetivo pueden tambien ser reconstruido del opera-

dor twist. Primero, definimos el mapeo α : A? 7→ Â ⊂ H y β : A? 7→ H por:

α(f(x)) = m(F−1(.⊗ 1)(α0(f(x))⊗ 1)), α0(f(x)) = f(x) (6.45)

β(f(x)) = m(F̂−1(.⊗ 1)(β0(f(x))⊗ 1)), β0(f(x)) = f(x) (6.46)

donde F̂ = τ0Fτ0, donde τ0 es el operador flip, definido como τ0(h1⊗h2) = h2⊗h1.

Ası́, los operadores fuente y objetivo están dados por:

α̂ = αε0|Â, β̂ = βε0|Â (6.47)
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El coproducto ∆, la antı́poda S y la counidad ε̂ satisfacen las relaciones

m(ε̂⊗ 1)∆ = m(1⊗ S−1ε̂S)∆ = 1 (6.48)

m(S ⊗ 1)∆ = S−1ε̂S (6.49)

m(1⊗ S)∆ = ε̂ (6.50)

las cuales son compatibles con la estructura de un algebroide de Hopf. Su cons-

trucción formal puede ser revisada en los trabajos de Ping Xu, donde construye

una estructura Twisted a partir de una estructura de algebroide de Hopf [22].

6.2.2. Estructura de algebroide de Hopf de Ĥ

El espacio de fase deformado Ĥ, generado por las coordenadas no-conmutativas

x̂µ y las momenta pµ también tiene una estructura de algebroide de Hopf, que es

definido por el álgebra total Ĥ, el álgebra base Â ⊂ Ĥ, la multiplicación m, copro-

ducto ∆, antı́poda S, counidad ε̂, mapeo fuente α̂ y mapeo objetivo β̂. La counidad

es definida por

ε̂(ĥ) = ĥ I 1, ∀ĥ ∈ Ĥ (6.51)

Es útil introducir a ŷµ como la multiplicación por la derecha de x̂µ

ŷµ I f̂(x̂) = f̂(x̂)x̂µ (6.52)

de lo cual se sigue que

∆ŷµ = 1⊗ ŷµ (6.53)

Aquı́ tenemos la relación Q̂µ = ŷµ ⊗ 1 − 1 ⊗ x̂µ, la cual tiene la propiedad Q̂µ I

Â⊗ Â = 0. La antı́poda S es definida por S(ŷµ) = x̂µ, y satisface las propiedades:

m(ε̂⊗ 1)∆ = m(1⊗ S−1ε̂S)∆ = 1 (6.54)

m(S ⊗ 1)∆ = S−1ε̂S (6.55)

m(1⊗ S)∆ = ε̂ (6.56)
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La antı́poda para pµ, S(pµ) se obtiene del quem(S⊗1)∆(pµ) = m(1⊗S)∆(pµ) = 0.

El mapeo fuente α̂ : Â 7→ Ĥ es un homomorfismo y el mapeo objetivo β̂ : Â 7→ Ĥ

es un antihomomorfismo definido por β̂ = S−1α̂ .

6.3. Estructura algebraica del Espacio-tiempo de Snyder

Las estructuras de co-producto y de producto estrella puede ser obtenida de la

siguiente forma: Sea 1 el elemento unidad del espacio de funciones conmutativas

ψ(x). Pero, debido a (3.44) la acción de funciones no-conmutativas sobre 1 está

dado por:

ψ̂(x̂) . 1 = ψ′(x) (6.57)

Ésta relación provee un mapeo entre el espacio de funciones no-conmutativas y

las funciones conmutativas. Notemos que, en general ψ′(x) y ψ(x) son diferentes.

Consideremos ahora una onda plana no-conmutativa ei(kx̂, donde x̂µ depende de

la realización y kµ son los autovalores de pµ = −i ∂
∂xµ

. Puede ser demostrado [37]

que:

ei(kx̂) . 1 = ei(Kx) (6.58)

donde Kµ = Kµ(k) es el momentum deformado, el cual cláramente dependerá

de la realización. En el lı́mite conmutativo s → 0 el momento deformado debe

ser tal que Kµ = kµ. En consecuencia obtenemos una transformación inversa

K−1
µ = K−1

µ , donde:

ei(K
−1x̂) . 1 = ei(kx) (6.59)

Ahora, consideremos dos ondas planas etiquetadas por los momenta kµ y qµ res-

pectivamente. Su acción sobre el elemento unidad estará dado por:

ei(kx̂)
(
ei(qx)

)
= eiP (k,q)x (6.60)
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Por lo que el momento deformado Kµ es determinado por Kµ = Pµ(k, 0), donde

Fµ(k, q) especifica tanto al co-producto como al producto estrella, el cual puede

ser obtenido a través de la implementación de Baker-Campbell-Hausdorf.

El producto estrella entre dos ondas planas es definido por Fµ(k, q):

ei(kx) ? ei(qx) = ei(K
−1(k)x̂)ei(K

−1(q)x̂) . 1

= ei(K
−1(k)x̂)

(
ei(qx)

)
= ei(D(k,q)x) (6.61)

donde

Dµ(k, q) = Pµ(K−1(k), q) (6.62)

El producto estrella define, por (6.58) y (6.59), un mapeo de Weyl (es decir, una

correspondencia entre operadores en un espacio de Hilbert y funciones del espa-

cio de Fase) desde espacios conmutativos a los no-conmutativos mediante una

correspondencia 1 a 1 entre ei(kx̂) y ei(Kx). El co-producto para los momenta ∆pµ

(y su correspondiente regla de Leibniz) es obtenida por Dµ(k, q) como:

∆pµ = Dµ(p⊗ 1, 1⊗ p) (6.63)

En particular, la función Dµ describe la suma no-abeliana en el espaciotiempo

no-conmutativo de Snyder:

Dµ(k, q) = kµ ⊕ qµ 6= kµ + qµ (6.64)

Ésta debe ser tal que en el lı́mite s → 0 se recupere la regla abeliana de suma

Dµ(k, q) = kµ + qµ. Podemos obtener el producto estrella entre dos funciones

genéricas f y g de las coordenadas conmutativas a partir de (6.61). Adoptando la

relación entre ondas planas (6.61), por lo que el resultado general para el producto

estrella es:

(f ? g)(x) = ĺım
y→x
z→x

eixµ(D
µ(py ,pz)−pµy−pµz )f(y)g(z) (6.65)
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El producto estrella ? (o producto de Moyal) es una operación binaria actuando

sobre el álgebra de funciones definida en el espacio conmutativo usual y codi-

fica caracterı́sticas que reflejan la naturaleza no-conmutativa del espaciotiempo

de Snyder. Éste está únicamente definido, pero su forma se relaciona directa-

mente a la realización elegida. Cualquiera sea la realización, el producto estrella

es no-asociativa. El correspondiente co-producto será no-coasociativo. Toda esta

construcción está bien definida y nos permite obtener, a partir de una realización,

la estructura de co-producto y el producto estrella subyacentes en el espacio-

tiempo de Snyder. También es válido el camino inverso, donde se cuenta con un

producto estrella o un co-producto y se recupera información de la realización.

Para finalizar, debido a las relaciones (3.39)-(3.46), el coproducto ∆Mµν es trivial

[21] :

∆Mµν = Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν (6.66)

La antı́poda S(g) para los elementos de Poincaré es definida por la ecuación:

D(g, S(g)) = D(S(g), g) = 0 (6.67)

Como veremos más adelante, las antı́podas para g = (pµ,Mµν) no son deforma-

das, es decir:

S(pµ) = −pµ S(Mµν) = −Mµν

Por otro lado, la co-unidad ε(g) también serán triviales para cualquier elemento de

Poincaré. Finalmente, la relación de conmutación de los co-productos de los ge-

neradores de Lorentz y de los momenta satisfacerán idénticamente la álgebra de

los momenta y los generadores de Lorentz, por lo que la gran conclusión a sacar

es que la simetrı́a de Lorentz no es deformada ni a nivel algebraico ni co-

algebraico. Las deformaciones quedan codificadas sólo en el co-producto de los

momenta el cual es no-co-asociativo. Por otro lado, el producto ? es no-asociativo
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y un homomorfismo relaciona estas estructuras. Ası́, el sector algebraico y el co-

algebraico son compatibles, por lo que los generadores (pµ,Mµν) de Poincaré

forman un álgebra generalizada de Hopf, llamada algebroide de Hopf.

Sea la realización de Snyder (3.49). Primero que todo sabemos que para Hein-

senberg modificado, debido a que x̂µ actúa multiplicativamente el coproducto ∆x̂µ

está dado por (6.35). Por otro lado sabemos, por lo definido anteriormente, sabe-

mos que el hacer actuar una onda plana (no conmutativa) sobre una onda plana

conmutativa nos permite determinar la adición de momentum (6.62). Si bien éste

calculo puede realizarse, existe una manera mucho más elegante de obtener la

adición de momentum deformada. Consideremos a la siguiente familia de opera-

dores:

Pµ(λk, p) = e−iλk·x̂pµe
iλk·x̂ (6.68)

El cual puede actuar sobre una onda plana, obteniendo la expresión:

e−iλk·x̂pµe
iλk·x̂ . eiq·x = Pµ(λk, q)eiq·x (6.69)

Si derivamos a ambos lados, dada la relación de conmutación (3.49), obtendre-

mos la siguiente ecuación diferencial con su correspondiente condición inicial:

dPµ(λk,q)

dλ
= kα(δαµ + sPαPµ) (6.70)

Pµ(0, q) = qµ (6.71)

donde kµ, qµ son autovalores de pµ. La solución a la ecuación diferencial es:

Pµ(k, q) =
qµ +

[
sin
√
sk2√

sk2
+ k·q

k2
(cos
√
sk2 − 1)

]
kµ

cos
√
sk2 − k·q

k2

√
sk2 sin

√
sk2

(6.72)

Ésto lleva a que

Kµ(k) = Pµ(k, q = 0) =
tan
√
sk2

√
sk2

kµ ⇒ K−1
µ (k) =

arctan
√
sk2

√
sk2

kµ (6.73)
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Para finalmente obtener la regla de adición de momentas:

Dµ(k, q) = Pµ(K−1(k), q) =
1

1− sk · q

{√
1 + sk2qµ +

[
1− sk · q

1 +
√

1 + sk2

]
kµ

}
(6.74)

donde utilizamos las identidades:

sin θ =
tan2 θ√

1 + tan2 θ

cos θ =
1√

1 + tan2 θ

Finalmente obtenemos obtenemos el coproducto para los momenta ∆pµ:

∆pµ = Dµ(p⊗ 1, 1⊗ p) (6.75)

=
1

1− spα ⊗ pα

{
pµ ⊗ 1 +

√
1 + sp2 ⊗ 11⊗ pµ −

spνpµ ⊗ pν

1 +
√

1 + sp2 ⊗ 1

}
(6.76)

Coproducto que es corroborado con el calculado en [21]. Dado que el coproducto

busca ser un morfismo entre Álgebras Asociativas Unitarias, sabemos que, dada

la definición de Mµν = i(x̂µp̂ν−x̂ν p̂µ) podemos calcular su coproducto de la forma:

∆Mµν = i(∆x̂µ∆pν −∆x̂ν∆pµ) (6.77)

Si consideramos la realización de Snyder:

x̂µ = xµ + sx · ppµ (6.78)

Es fácil demostrar que ∆Mµν = i(∆xµ∆pν − ∆xν∆pµ) = ∆0Mµν , es decir, el

coproducto de los generadores de Lorentz no son deformados. Y, por Leibniz,

podemos saber cuánto es, teniendo en consideración (6.4):

Mµν . f(x)g(x) = i(xµpν − xνpµ) . f(x)g(x)

= i(xµ[(pνf(x))g(x) + f(x)(pνg(x))]− xν [(pµf(x))g(x) + f(x)(pµg(x))]

= i([(xµpν − xνpµ)f(x)]g(x) + f(x)[(xµpν − xνpµ)g(x)]

= (Mµνf(x))g(x) + f(x)(Mµνg(x)) (6.79)
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Por lo que es trivial ver que:

∆Mµν = Mµν ⊗ 1 + 1⊗Mµν (6.80)

Ahora, procedamos al cálculo de un objeto muy importante, pues conecta a los

coproductos deformados con los sin deformar: el Twist. Sabemos que los copro-

ductos están relacionados, en particular el de pµ, de la forma:

∆pµ = F∆0pµF−1 (6.81)

Supongamos que F es de la forma:

F = e
∑
k fks

k

(6.82)

Debido a que conocemos ∆pµ, podemos expandirlo en potencias de s, de la for-

ma:

∆pµ =
∑
i

∆(i)pµ|s=0
si

i!
=
∑
i

∆ipµs
i

= pµ ⊗ 1 + 1⊗ pµ +

(
1

2
pµpα ⊗ pα + pα ⊗ pαpµ +

1

2
p2 ⊗ pµ

)
+

s

2

(
pµpαpβ ⊗ pαpβ + 2pαpβ ⊗ pαpβpµ +

1

4
pµpαp

2 ⊗ pα

− 1

4
p4 ⊗ pµ + pαp

2 ⊗ pαpµ
)

+O(s3) (6.83)

donde ∆(i)pµ = d(i)∆pµ
dsi

y ∆ipµ = 1
i!
∆(i)pµ|s=0. Sabemos que:

etABe−tA = B + t[A.B] +
t2

2
[A, [A,B]] + . . . (6.84)

Ésto nos lleva a que

esf1+s2f2+...(∆0pµ)e−(sf1+s2f2+... ) = ∆0pµ + [sf1 + s2f2 + . . . ,∆0pµ] (6.85)

+ [sf1 + s2f2 + . . . , [sf1 + s2f2 + . . . ,∆0pµ]] + . . .

64



Pero, considerando la expansión en serie de ∆pµ podemos igualar órdenes de s

y encontrar las siguientes relaciones:

∆0pµ = ∆0pµ (6.86)

[f1,∆0pµ] = ∆1pµ (6.87)

[f2,∆0pµ] = ∆2pµ − 1
2!

[f1, [f1,∆0pµ]] (6.88)

[f3,∆0pµ] = ∆3pµ − 1
2!

([f1, [f2,∆0pµ]] + [f2, [f1,∆0pµ]])− 1
3!

[f1, [f1, [f1,∆0pµ]]](6.89)

y ası́ a todo orden. Para calcular las funciones, es posible ingresar un ansatz

general, de productos de pµ de orden 2i+1 contraidos con (1⊗xα) para funciones

fi, aunque un ansatz más acertado, que evidenciará la forma cerrada del Twist,

es el siguiente:

fi = α
(i)
1 p

2i ⊗ x · p+ α
(i)
2 pµpνp

2(i−1) ⊗ xµpν + α
(i)
3 pµp

2(i−1) ⊗ x · ppµ (6.90)

La cual, al introducirla en las relaciones obtenidas para los ∆ipµ nos arrojan:

f1 = −is
(

1

2
p2 ⊗ x · p+

1

2
pαpβ ⊗ xαpβ + pα ⊗ x · ppα

)
(6.91)

f2 =
is2

2

(
1

2
p4 ⊗ x · p+

1

2
pαpβp

2 ⊗ xαpβ + pαp
2 ⊗ x · ppα

)
(6.92)

f3 =
−is3

3

(
1

2
p6 ⊗ x · p+

1

2
pαpβp

4 ⊗ xαpβ + pαp
4 ⊗ x · ppα

)
(6.93)

Lo cual, inductivamente nos sugiere que

fj =
−i(−1)(j+1)sj−1

j

(
1

2
p2j ⊗ x · p+

1

2
pαpβp

2(j−1) ⊗ xαpβ + pαp
2(j−1) ⊗ x · ppα

)
= −i

(
1

2
p2 ⊗ x · p+

1

2
pαpβ ⊗ xαpβ + pα ⊗ x · ppα

)(
(−1)j+1

j
(sp2)(j − 1)⊗ 1

)
(6.94)

Si recordamos que:

ln(1 + x) =
∑
i=1

(−1)i+1

i
xi
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Es fácil verificar que obtenemos una expresión bien determinada para el Twist y

para su inverso:

F = exp

{
−i
(

1
2
p2 ⊗ x · p+ 1

2
pαpβ ⊗ xαpβ + pα ⊗ x · ppα

)( ln(1+sp2)
p2

⊗ 1

)}
(6.95)

F−1 =: exp

{
i

1−spα⊗pα

[
s
√

1+sp2

1+
√

1+sp2
pβpγ ⊗ xβpγ + (

√
1 + sp2 − 1)⊗ x · p+ spβ ⊗ x · ppα

]}
: (6.96)

donde consideramos el ordenamiento : : como el ordenamiento con los opera-

dores de posición a la izquierda. El resultado para el Twist inverso puede ser

deducido de la expresión F−1 =: exp[i(1⊗ xα)(∆−∆0)pα) :. Se puede hacer una

verificación de consistencia calculando ∆Mµν = F∆0MµνF−1, y obteniendo que

efectivamente no es deformado.

Una vez calculada la adición de momentum podemos calcular las antı́podas,

mediante la relación (6.67). Para el momento pµ es fácil verificar que:

Dµ(pµ,−pµ) = 0 ⇒ S(pµ) = −pµ (6.97)

Es posible obtener las counidades de hecho que están definidas como ε̂(ĥ) =

ĥ I 1, obtener los mapeos α y β de (6.45) y (6.46) respectivamente. Para finalizar,

la antı́poda de x̂µ puede ser encontrada con (6.40) a partir del Twist que ya cal-

culamos. En principio, la estructura de algebroide de Hopf de Snyder puede ser

obtenida como el Twist de la estructura de algebroide de Hopf construido para

Heisenberg. Un cálculo similar puede ser encontrado para la realización Hermı́ti-

ca del espacio-tiempo de Snyder [38] [39].

Empleando la expresión para el producto estrella (6.65) y el resultado obteni-

do en (6.74), encontramos que el producto deformado, útil en una formulación de

teorı́a de campos en el espacio-tiempo de Snyder [21] [9].

Es importante recalcar que éste método de cálculo no es sólo válido en la rea-

lización de Snyder del espacio de Snyder. Los trabajos de S. Meljanac et al. en
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Twist Jordanianos [40] sugieren que cualquiera sea el punto de partida, ya sea

la representación, el producto estrella, la co-estructura algebraica o el operador

Twist, cualquier elemento sirve para reconstruir completamente cada realización,

cada estructura de algebroide de Hopf o cada producto deformado.
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Capı́tulo 7

Estructuras Algebraicas en Teorı́a de

Cuerdas

7.1. Introducción

Una de las caracteristicas más llamativas de Teorı́a de Cuerdas correponde

al hecho que la teorı́a en D-branas sobre un fondo de 2-forma (Campo de Kalb-

Ramond) es dado por una Teorı́a de Gauge no-conmutativa [4]. Para un flujo

constante de 2-forma este resultado puede ser derivado explı́citamente al cuanti-

zar la cuerda abierta y calculando las funciones de correlación de la CFT asociada

[27]. En este caso, la teorı́a no-conmutativa es gobernado por el producto estrella

de Moyal-Weyl asociativo.

De teorı́a de cuerdas es sabido que además existe una solución de D-brana de

las ecuaciones del movimiento de la cuerda que conllevan a la aparición de un

flujo no-contante de 2-forma, originando una estructura no solo no-conmutativa

sino también no-constante. Como ejemplo podemos tomar a las Branas en los

modelos de WZW, o a los duales holográficos de las deformaciones integrables
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de los modelos sigma de AdS5. En este ultimo caso, la teorı́a de Gauge dual ho-

lográfica sigue viviendo en un espacio plano y sólo recibe una deformación en la

estructura no-conmutativa. Ası́ uno esperarı́a poder formular una teorı́a de Gau-

ge no-conmutativa para casos aún más generales. Hasta el dı́a de hoy han sido

muchos los intentos por construir una Teorı́a de Gauge no-conmutativa, todos

matemáticamente motivados, como los son el caso del uso del producto estrella

general de Kontsevich [41] [42] [43] [44], e incluso utilizando técnicas desde las

estructuras de Álgebra de Hopf [45] [46]. Teniendo esto en cuenta, Ralph Blu-

menhagen, Ilka Brunner, Vladislav Kupriyanov y Dieter Lüst establecen que el

principio fı́sico guı́a que deberı́a originar a las teorı́as de Gauge no-conmutativas

consistentes deberı́a corresponder al principio fı́sico de Teorı́a de Cuerdas, más

precisamente a su estructura de álgebra L∞ [47]. Teniendo como precursores los

casos como que las álgebrasW que describen las simetrı́as globales de las CFT

bidimensionales puedan ser obtenidas a través de la estructura de álgebra L∞,

además del hecho que el álgebra no-asociativa de R-flujo para la cuerda cerrada

ası́ como el álgebra de R-flujo de la teorı́a M asociada de siete octoniones puede

ser extendida a un segundo término vı́a álgebra L∞, entre otros ejemplos fı́sicos,

esto llevo a que Blumenhagen, Brunner, Kupriyanov y Lüst desarrollasen no solo

un mecanismo para obtener Teorı́as de Gauge no-conmutativas vı́a la estructura

de álgebra L∞, sino también proponen una nueva corriente de metodologı́a, esta

vez fı́sicamente motivadas, bajo el principio de que toda teorı́a de Gauge consis-

tente debe poseer una estructura de álgebra L∞ remanente.

En éste capı́tulo profundizaremos en la estructura de álgebra L∞, comenzando

por su descubrimiento en el contexto de Teorı́a de campos de Cuerdas cerra-

das por T. Lada y J. Stasheff [48], su redescubrimiento como las Álgebras L∞ y
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finalizar con el mecanismo de Bootstrap desarrollado por Blumenhagen-Brunner-

Kupriyanov-Lüst.

7.2. Álgebra de Lie Fuertemente Homotópica

Gran parte de la fı́sica de partı́culas puntuales pueden ser descritas en térmi-

nos de Álgebras de Lie y sus representaciones. La Teorı́a de Campos de cuerdas

cerradas, por otro lado, da lugar a una generalización de las Álgebras de Lie que

emergen naturalmente con la matemática en el estudio de deformaciones de es-

tructuras algebraicas: una SH Lie Algebra.

El concepto de Álgebra de Lie puede ser expresado de muchas formas. La más

familiar es en términos de los generadores y relaciones y en términos de un cor-

chete bilineal en un espacio vectorial V satisfaciendo la identidad de Jacobi. En

notación fı́sica, sea Xa una base para V . El corchete [·, ·] puede ser especificado

por las constantes de estructura Cc
ab por la fórmula

[Xa, Xb] = Cc
abXc

Las constantes de estructura son anti-simétricas en los ı́ndices inferiores a y b.

Una descripción mucho más sutil aparece en el estudio homológico de las álge-

bras de Lie. Esta descripción es implı́cita en la forma más familiar de la formu-

lación dual de Chevalley-Eilenberg de complejos de cocadenas para la cohomo-

logı́a de Álgebras de Lie: Una n-cocadena es una función n-lineal antisimétrica

ω : V × · · · × V → R y el coborde dω es definido por

dω(v1, . . . , vn+1) =
∑
i<j

(−1)i+jω([vi, vj], v1, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vn+1)

donde ˆ denota a variables que deben ser omitidas. Respecto a la base dual ωa

del espacio vectorial dual V ∗, podemos escribir a d como −1
2
ωaωbCc

ab∂ωc.
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Ası́ podemos lidiar directamente con los vectores más que con las formas multi-

lineales a expensas de introducir un nuevo punto de vista y consideraciones de

los tensores antisimétricos (multivectores).

Un álgebra de Lie es equivalente en la anterior formulación un espacio vectorial

V (asumido finito-dimensional por simplicidad de exposición). El producto tenso-

rial antisimétrico de V , denotado por
∧
V = {

∧n V } con
∧0 V = k, el campo de

escalar, tı́picamente los reales R o los números complejos C. Un mapeo lineal

d :
n∧
V →

n−1∧
V

que baja a n en uno y es una coderivación determinada tal que d2 = 0. Éste d es

una Coderivación determinada por:

d(v1 ∧ · · · ∧ vn) =
∑
i<j

(−1)i+jd(vi ∧ v2) ∧ v1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ v̂j ∧ · · · ∧ vn

tal que d2 = 0. Por ejemplo,

d(Xa ∧Xb ∧Xc) = −Ce
abXe ∧Xc + Ce

acXe ∧Xb − Ce
bcXe ∧Xa

Puede no parecer obvio inmediatamente, pero d restringido a
∧2 es interpretado

como el corchete d(v1 ∧ v2) = [v1, v2] y d2 = 0 es equivalente a la identidad de

Jacobi.

de este punto de vista de las potencias antisimétricas de tensores de V , una

Strongly Homotopy Lie Algebra es similarmente equivalente a una generalización

posterior en que d es reemplazada por una coderivación

D = d1 + d2 + d3 + . . .

donde di baja n en i− 1, en particular, dn(v1 ∧ · · · ∧ vn) ∈ V .

Diremos que D es una coderivación para resumir muchas condiciones

di(v1 ∧ · · · ∧ vn) =
∑
±di(vi1 ∧ · · · ∧ vij) ∧ vij+1

∧ · · · ∧ vin
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donde la suma es sobre todos los reordenamientos de {1, . . . , n}, ésto es, todas

las permutaciones que preservan i1, . . . , ij y ij+1, . . . , in en el mismo orden re-

lativo. Un ordenamiento de dos conjuntos ordenados es una permutación de la

unión ordenada que preserva el orden de cada subconjunto; un reordenamiento

revierte el proceso.

Notar que el antiguo d corresponde a d2, ya que d(v1 ∧ v2) = [v1, v2] ∈ V . Por

otro lado, para el nuevo D, el componente d2 ya no satisface que su cuadrado

sea cero por su cuenta y entonces significa que el corchete no necesariamente

satisface la identidad de Jacobi. Miremos en detalle qué ocurre en su lugar.

Expandiendo D2 = 0 en sus componentes homogeneas y arreglandolas separa-

damente igual a cero. Obtenemos entonces:

1.

d2
1 = 0

entonces (V,d1) es un complejo o módulo diferencial gradado. Usualmente

V por su cuenta es un módulo gradado y D es una coderivación gradada,

que implica los signos apropiados al aplicar D a x1 ∧ · · · ∧ xn. También d1

tı́picamente eleva (o baja) aquel grado interno en 1. Quizás los ejemplos

más importantes en fı́sica son la derivada exterior en formas diferenciales y

el operador BRST en campos que lo admitan, ya sean fı́sicos o ghost.

2. d1d2 +d2d1 = 0 entonces, con la convención de signos apropiada, d2 entrega

el corchete [v1, v2] ∈ V para el cuál d1 es una derivación.

3.

d1d3 + d2d2 + d3d1 = 0

o equivalentemente

d2d2 = −(d1d3 + d3d1)
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Si adoptamos la notación

d3(x1 ∧ x2 ∧ x3) = [x1, x2, x3]

entonces tenemos que

[[v1, v2], v3]±[[v1, v3], v2]±[[v2, v3], v1] = −d1[v1, v2, v3]±[d1v1, v2, v3]±[v1, d1v2, v3]±[v1, v2, d1v3]

De ésto, con el uso de la antisimetrı́a de [·, ·], vemos que ahora que la identidad

de Jacobi se mantiene módulo el lado derecho. En lenguaje fı́sico, la identidad de

Jacobi se mantiene módulo un término BRST exacto. En el lenguaje de álgebras

Homológicas, d3 es una cadena de Homotopı́as, entonces nosotros decimos que

(V, d2) satisface la Identidad de Jacobi salvo una homotopı́a o (V, d1, d2, d3) es una

Álgebra de Lie Homotópica. El adverbio ”Fuertemente ”(strongly) es añadido

para referirse a las otras di.

En notación fı́sica, restringiendo d3 a
∧3 V , podemos escribir

d3(Xa ∧Xb ∧Xc) = Ce
abcXe

donde Ce
abc es antisimétrico en los ı́ndices inferiores. Similarmente, podemos es-

cribir

d1Xa = Cb
aXb

Ası́ como la identidad de Jacobi puede ser escrita como una ecuación cuadrática

en los Cc
ab pueden ser escritas como la ecuación cuadrátida en los Cb

a, Cc
ab, y Ce

abc.

Para trabajar con mapeos de espacios vectorial diferenciales gradados es cru-

cial seguir bien los signos de las expresiones. Primero, existen signos apropiados

para todo contexto de gradado. La convención más básica es que dos sı́mbolos

cualquiera de grado m y n son intercambiados, un signo de (−1)mn es introduci-

do. En particular, si σ es una permutación actuando sobre una cuerda a la cual
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le pertenecen los sı́mbolos, e(σ) denotará el signo que resulta de la iteración de

dichos sı́mbolos, es decir, e(σ) = (−1)k, donde k el es númber de intercambios

impares de sı́mbolos. También denotamos por (−1)σ al sı́gno de la permutación

σ. Es importante notar que e(σ) no involucra a (−1)σ como factor. De todas for-

mas, si todos los elementos en cuestión tienen orden 1, entonces e(σ) = (−1)σ.

Siempre consideraremos que el grupo simétrico Sn actuando en V ⊗n por

σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n)

Un mapeo de vectores gradados f : V ⊗n 7→ W es llamado

Simétrico si f(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n)) = e(σ)f(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)

Antisimétrico si f(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n)) = (−1)σe(σ)f(v1, . . . , vn)

para todo σ ∈ Sn. En términos de una base para V , podemos escribir a f en

términos de sus coeficientes fa1...an; entonces los conceptos de simétrico y anti-

simétrico tienen la interpretacion usual respecto a las permutaciones de a1 . . . an.

Ahora, sea V = {V i} un espacio vectorial gradado sobre un campo k. Sea T ∗(V )

denotando el espacio vectorial tensorial generado por V , es decir, {V ⊗n}. no con-

sideraremos a T ∗(V ) como el álgebra de tensores, sino como una coalgebra con

la estructura usual de coalgebra dada por la diagonal

∆(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
n∑
j=0

(v1 ⊗ · · · ⊗ vj)⊗ (vj+1 ⊗ · · · ⊗ vn)

Aquı́ V ⊗0 será identificado con k y los términos con j = 0 o j = n son de la forma

1 ⊗ (. . . ) y (. . . ) ⊗ 1 respectivamente. El uso de coalgebras es una herramienta

eficiente para algunas de nuestras expresiones, pero es suficiente con seguir el

argumento en términos de los tensores ordinarios.

En particular, haremos uso de
∧
V , el subespacio (de hecho, sub-coálgebra) de

74



T ∗V que permanece fija bajo la acción del grupo simétrico en V ⊗n. A pesar de

que no necesitaremos la terminologı́a,
∧
V es conocida como la Coálgebra co-

conmutativa co-libre (cofree cocommutative coalgebra) generada por V con la

diagonal reducida para por

∆̄(u1 ∧ · · · ∧ un) =
n−1∑
j=1

∑
σ

e(σ)(uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(j))⊗ (uσ(j+1) ∧ · · · ∧ uσ(n))

donde σ corre sobre todas los desordenamientos de (j, n−j). Primero definiremos

a la versión gradada de un álgebra de Lie ordinaria

Definición: Una Álgebra de Lie gradada es un espacio vectorial gradado

V = ⊕{Vp} junto con un corchete gradado anticonmutativo [·, ·] : V ⊗V 7→ V

tal que Vp ⊗ Vq → Vp+q satisfaga la identidad de Jacobi gradada:

[u, [v, w]] = [[u, v], w] + (−1)pq[v, [u,w]]

También consideraremos el espacio vectorial diferenciable gradado sV , que es

definido Isomórfico a V vı́a (sV )i ≈ Vi−1. El uso de un operador de suspensión

(suspension operator ) s es implı́cito en el complejo de Chevalley-Eilenberg, pero

para estructuras SH Lie más complicadas es mejor hacerlas explı́citas. Por razo-

nes similares, especialmente por la sutileza de los signos, y también por compa-

ración con las correspondientes álgebras SH asociativas, hemos elegido expresar

esta sección en términos de los mapeos ln en vez de los operadores dn del co-

mienzo.

Definición: Una Estructura SH Lie en V es una colección de mapeos li-

neales antisimétricos ln : ⊗nV 7→ V de grado 2 − n (para un complejo de

cocadenas, y n− 2 para un complejo de cadenas) tal que:∑
i+j=n+1

∑
σ

e(σ)(−1)σ(−1)i(j−1)li(lj(vσ(1)⊗· · ·⊗vσ(j))⊗vσ(j+1)⊗· · ·⊗vσ(n)) = 0

(7.1)
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donde σ corre sobre todos los (j, n− j) desordenamientos.

Notemos que el mapeo l2 puede ser visto como el corchete de Lie (gradado)

usual y que cuando n = 3 y l3 = 0, la definición lleva a la usual Identidad de

Jacobi gradada. En general, l3 es una Homotopı́a entre la expresión de Jacobi y

0, mientras que las otras ln son homotopı́as de orden superior.

Vale la pena hacer incapie en los grados, ya sea para las formas (por ejemplo,

el grado de los ghost en el contexto de BRST) y el grado de las operaciones de

N-entradas. La formulación matemática original como la anterior de una SH Lie

Algebra (y sus predecesores SH associative algebra) asumı́an que el producto

de dos entradas o corchete tiene grado 0, es decir, el grado del corchete era

una suma de los grados de los factores y que el grado de d = d1 era 1 (para

Cohomologı́a) o -1 (para Homologı́a). Zwiebach [49] es cuidadoso con este punto,

en la teorı́a de campos de cuerdas cerradas, el grado es dado por la estadı́stica,

entonces el grado del corchete de dos entradas es 1. Como él explica en detalle,

un simple cambio en el conteo de los grados y apropiados cambios en los signos

establecen la equivalencia en los dos conjuntos de convenciones.

En la literatura fı́sica reciente, la terminologı́a Álgebra de Lie Homotópica está

siendo usada para denotar una SH Lie algebra como se definió anteriormente

junto con el regraduamiento que resulta de que el corchete tenga grado ±1.

Ésto, por supuesto, lleva a un diferente conjunto de signos en las ecuaciones que

definen todo.
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7.3. Álgebra L∞

En la teorı́a de campos de cuerdas abiertas bosónicas la interacción de cuer-

das es definida por una regla de multiplicación, un producto estrella de campos

de cuerdas que es asociativo. Mientras que ésta formulación es ventajosa para

encontrar soluciones clásicas de la teorı́a, la asociatividad no es estrictamente

necesaria para la formulación de la teorı́a de campos de cuerdas; pero la aso-

ciatividad homotópica sı́ lo es. Ésta es una estructura más profunda y aparece

cuando uno incorpora cuerdas cerradas explı́citamente en la teorı́a de campos

de cuerdas abiertas. Las álgebras Homotópicas asociativas A∞ de Stasheff es

la estructura matemática remanente en las versiones más generales de la teorı́a

clásica de campos de cuerdas abiertas.

El producto de campos de cuerdas cerradas es análogo al corchete de Lie en que

éste es gradado y conmutativo. Pero estrictamente un álgebra de Lie no aparece

para permitir la formulación de la teorı́a de campos de cuerdas cerradas. En lugar

de ésta uno requiere una colección de productos superiores satisfaciendo versio-

nes generalizadas de las identidades de Jacobi. La teorı́a clásica de campos de

cuerdas está ası́ organizada por una Álgebra de Lie Homotópica, una álgebra L∞

cuyos axiomas e identidades tipo Jacobi. Existen dos formulaciones relacionadas

por una ”suspensión”, una operación donde el grado de todos los espacios vec-

toriales son corridos en una unidad. Las álgebras L∞ describen la estructura de

una teorı́a clásica de campos de cuerdas: la colección de productos de campos

de cuerdas es todo lo que se necesita para escribir transformaciones de Gauge

y las ecuaciones de los campos. Equipando con un producto interno, uno puede

escribir una acción. La interacción de las álgebras A∞ y L∞ resulta en el estudio

de la teorı́a de campos de cuerdas abiertas-cerradas.
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La relevancia de L∞ a la teorı́a de campos de cuerdas cerradas, que es una

teorı́a de campos para una cantidad infinita de campos (componentes), sugiere

que debe también ser relevante para teorı́as de campos arbitrarias, y ésto es la

motivación para su estudio. En particular, en trabajos recientes se ha mostrado

cómo definir un truncado consistente para un conjunto de modos de cuerdas ce-

rradas. Para éstos grados de libertad uno tiene una teorı́a de campos efectivas

organizadas por una álgebra L∞ que puede ser derivada de la álgebra completa

de teorı́a de campos de cuerdas cerradas.

7.3.1. L∞ y el Jacobiador de Gauge

Definiremos a los estados de álgebras L∞ y sus principales identidades, e

introduciremos las ecuaciones de campo y la acción.

Producto multilineal e identidad Principal

En una álgebra L∞ tenemos un espacio vectorial V gradado por un grado,

que es un entero. Usualmente trabajamos con elementos Bi ∈ V de grados fijos

(en teorı́a de campos de cuerdas cerradas el grado es relacionado al número de

ghost de la forma Grad = 2−Ghost). El grado entra en el signo del factor donde,

por conveniencia, omitiremos la etiqueta grad. Ası́, por ejemplo:

(−1)B1B2 ≡ (−1)grad(B1)grad(B2) (7.2)

En los exponentes, los grados son relevantes sólo módulo 2 En una álgebra L∞

tenemos productos multilineales. En la notación usada para teorı́a de campos de

cuerdas el producto multilineal es denotado por los multicorchetes [B1, . . . , Bn] y

son conmutativos gradados

[. . . , Bi, Bj, . . . ] = (−1)BiBj [. . . , Bj, Bi, . . . ] (7.3)
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Todos los productos están definidos para ser intrı́nsecamente de grado −1, sig-

nificando que el gradado de un producto para cierta cantidad de entradas está

dada por

grad([B1, . . . , Bn]) = −1 +
n∑
i=1

grad(Bi) (7.4)

El producto con una sola entrada es llamada el operador Q (para BRST)

[B] = QB (7.5)

También tenemos un producto [.] sin entradas cuyo valor es sólo algún vector

especial en el espacio vectorial.

Las relaciones para L∞ pueden ser escritas de la forma:∑
l,k≥0
l+k=n

∑
σs

σ(il, jk)[Bi1 , . . . , Bil , [Bj1 , . . . , Bjk ]] = 0, n ≥ 0 (7.6)

Aquı́ n es el número de entradas (si n = 0 aún obtenemos una identidad no-

trivial). Las entradasB1, . . . , Bn se separan en dos conjuntos: el primero {Bi1 . . . Bil}

con l elementos y un segundo {Bj1 . . . Bjk} con k elementos, donde l + k = n. El

primero conjunto es vacı́o si l = 0 y el segundo es vacı́o si k = 0. Los dos conjun-

tos no entran en la identidad simétricamente: el segundo conjunto tiene entradas

en un producto anidado dentro del producto que relaciona con el primer conjun-

to. El conjunto de números {i1, . . . , il, j1, . . . , jk} es una permutación de la lista

{1, . . . , n}.

Las sumas son sobre separaciones no-equivalentes. Los conjuntos con diferen-

tes valores de l y k son inequivalentes, por lo que debemos sumar sobre todos

los posibles valores de k y l. Dos separaciónes con el mismo valor de l y k son

equivalentes si el primer conjunto {Bi1 . . . Bil} contiene los mismos elementos,

sin importar el orden. El factor σ(il, Jk) es el signo necesario para reordenar la

lista {B∗, B1, . . . , Bn} en {Bi1 , . . . , Bil , B∗, Bj1 , . . . , Bjk}:

{B∗, B1, . . . , Bn} → {Bi1 , . . . , Bil , B∗, Bj1 , . . . , Bjk} (7.7)
79



usando los grados para conmutar los B de acuerdo a (7.3) y pensando en B∗

como un elemento de grado impar. Los elementos B∗ son necesarios para tener

en cuenta que los productos son impares.

Para la teorı́a clásica de campos de cuerdas, o para cualquier teorı́a de campos

expandida al rededor de una solución clásica, el valor del cero-ésimo producto [.]

será igual al vector cero:

[ . ] ≡ 0 (7.8)

Usando las reglas para los factores de signo, podemos escribir las identidades

de L∞ (7.6). Notar que en ausencia de un producto cero-ésimo k > 0 y ası́ n > 0

para obtener una identidad no-trivial. Para n = 1, 2, 3 obtenemos:

0 = Q(QB) (7.9)

0 = Q[B1, B2] + [QB1, B2] + (−1)B1 [B1, QB2] (7.10)

0 = Q[B1, B2, B3] + [QB1, B2, B3] + (−1)B1 [B1, QB2, B3]

+ (−1)B1+B2 [B1, B2, QB3] + (−1)B1 [B1, [B2, B3]] (7.11)

+ (−1)B2(1 +B1)[B2, [B1, B3]] + (−1)B3(1+B1+B2)[B3, [B1, B2]]

Ahora discutiremos cómo definir en éste lenguaje las ecuaciones del movimiento

y acción para una teorı́a de campos. Para éste fin y por abreviación, escribire-

mos los productos con entradas repetidas como potencias. Cuando no hay forma

posible de confusión, también omitiremos las comas entre las entradas:

[Ψ3] ≡ [Ψ,Ψ,Ψ] [BΨ3] ≡ [B,Ψ,Ψ,Ψ] (7.12)

Aquı́ Ψ, llamado un campo, es un elemento de grado cero:

grad(Ψ) = 0 (7.13)

Si Ψ tuviese grado impar, el producto anterior desaparecerı́a por la propiedad de

conmutatividad gradada.
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Dado un conjunto de productos que satisfagan las condiciones de L∞ y un Campo

de Grassman par Ψ introducimos una ecuación de campo F de grado menos uno:

F =
∞∑
n=0

1

n!
[Ψn] = QΨ+

1

2
[Ψ2]+

1

3!
[Ψ3]+· · · = QΨ+

1

2
[Ψ,Ψ]+

1

3!
[Ψ,Ψ,Ψ]+. . . (7.14)

Otra vez, usamos que el término con n = 0 desaparece. Las ecuaciones de cam-

po F es de grado menos uno pues Ψ es de grado cero y todos los productos

son de grado menos uno. Ciertas sumas infinitas aparecen cuando lidiamos con

transformaciones de Gauge y ésto hace conveniente definir un producto modifi-

cado (primado):

[A1 . . . An]′ ≡
∞∑
p=0

1

p!
[A1 . . . AnΨp] n ≥ 1 (7.15)

Ası́, por ejemplo,

[A]′ ≡ Q′A+ [AΨ] +
1

2
[AΨ2] + . . .

[A1 . . . An]′ = [A1 . . . An] + [A1 . . . AnΨ] +
1

2
[A1 . . . AnΨ2] + . . . (7.16)

La variación de estos productos es bastante simple:

δ[A1 . . . An]′ = [δA1 . . . An]′ + · · ·+ [A1 . . . AnδΨ]′ (7.17)

La identificación de [A]′ con Q′A es natural dado (7.5). La variación de las ecua-

ciones de campo adopta la forma de un producto modificado. Tenemos que

δF = Q′(δΨ) (7.18)

que se lee de:

δF = δ
∞∑
k=0

1

k!
[Ψk] =

∞∑
k=1

k

k!
[Ψk−1δΨ]

=
∞∑
k=0

1

k!
[ΨkδΨ] = [δΨ]′ (7.19)
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Producto Interno y Acción: La acción existe si existe un producto interno ade-

cuado 〈·, ·〉. Uno requiere que

〈A,B〉 = (−1)(A+1)(B+1)〈B,A〉 (7.20)

y que la expresión

〈B1, [B2, . . . , Bn]〉 (7.21)

para n ≥ 1 es una función multilineal gradada-conmutativa de todos los argumen-

tos. De lo anterior uno puede mostrar que:

〈QA,B〉 = (−1)A〈A,QB〉 (7.22)

La acción es dada por

S =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
〈Ψ, [Ψn]〉 (7.23)

Un pequeño cálculo muestra que bajo variaciones δΨ uno tiene

δS = 〈δΨ,F〉 (7.24)

Confirmando que F = 0 es la ecuación de campo correspondiente a la acción.

Una familia de Identidades

Estableceremos un número de identidades útiles para calcular el Jacobiador

(Jacobiator ). Los productos [. . . ]′ pueden ser vistos como un conjunto de produc-

tos satisfaciendo una extensión simple de las identidades de L∞. Para ver ésto,

consideremos los siguientes ejemplos.

Consideremos (7.6) cuando todos los B son de grado par. El factor de signo es

entonces siempre igual a +1 y tenemos∑
l,k≥0
l+k=n

∑
σs

[Bi1 . . . Bil [Bj1 . . . Bjk ]] = 0, n ≥ 0, Bk par ∀k (7.25)
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Para l y k fijos hay n!/(l!k!) separaciones inequivalentes de las entradas; ésto es

el número de términos en la suma
∑

σs
. Asumamos ahora que todos los B son el

mismo: B1 = B2 = · · · = B, entonces todos los términos serán igual. Ası́ tenemos

que ∑
l,k≥0
l+k=n

1

l!k!
[Bl[Bk]] = 0, n ≥ 0 B par (7.26)

Donde sacamos el factor n! del numerador. Ahora si tomamos a B = Ψ entonces

toda la suma sobre n se vuelve la identidad

∑
n≥0

∑
l,k≥0
l+k=n

1

l!k!
[Ψl[Ψk]] = 0 (7.27)

Reordenando la suma doble, obtenemos

∑
l,k≥0

1

l!k!
[Ψl[Ψk]] =

∑
l≥0

1

l!
[ΨlF ] = 0 (7.28)

donde sumamos sobre k y usamos (7.14). Llamando a (7.16), la suma sobre l se

vuelve

Q′F = 0 (7.29)

Si vemos la similitud,Q′ es el análogo a la derivada covarianteD yF es el análogo

al Field Strenght no-abeliano F en la teorı́a de Yang-Mills, entonces ésta identidad

es el análogo a la identidad de Bianchi DF = 0.

Consideremos una segunda identidad de L∞ otra vez basada en (7.6) pero con

n+ 1 entradas

B1 = A, B2 = · · · = Bn+1 = B, B par (7.30)

Aquı́ hay dos clases posibles de separación, donde ambas involucran separar n

copias de B en un conjunto de l elementos y un conjunto de k elementos, con

l + k = n. Ellos son:

[ABl], [Bk] y [Bl], [ABk] (7.31)
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El signo del factor aparece de reordenar B∗ABlBk en ABlB∗B
k para la primera

secuencia, dado un signo (−1)A, y en BlB∗AB
k para la segunda secuencia, no

arrojando signo. Entonces tenemos que

∑
l,k≥0
l+k=n

n!

l!k!
((−1)A[ABl[Bk]] + [Bl[ABk]]) = 0 (7.32)

Para n = 0 todos los términos desaparecen. Ésta es una linda identidad, pero

puede adoptar una forma mucho más útil. Si cancelamos los n! y sumamos sobre

n: ∑
n≥0

∑
l,k≥0
l+k=n

1

l!k!
((−1)A[ABl[Bk]] + [Bl[ABk]]) = 0 (7.33)

que, reorganizando los términos y haciendo B = Ψ, se vuelve

∑
l,k≥0

1

l!k!
((−1)A[AΨl[Ψk]] + [Ψl[AΨk]]) = 0 (7.34)

Haciendo la suma sobre los k nos arroja

∑
l≥0

1

l!
((−1)A[AΨlF ] + [ΨlQ′A]) = 0 (7.35)

Haciendo la suma sobre l ahora obtenemos

(−1)A[AF ]′ +Q′(Q′A) = 0 (7.36)

Ya que F es impar, el resultado es equivalente a

Q′(Q′A) + [FA]′ = 0 (7.37)

Otra vez, viendo a Q′ y a F como el análogo de la derivada covariante D y el

Field Strength F en la teorı́a de Yang-Mills, entonces ésta relación es el análogo

a D2 = F .
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Consideremos otra identidad de L∞, otra vez basada en (7.6) pero con n + 2

entradas, y dos campos de cuerdas A1, A2:

B1 = A1, B2 = A2, B3 = · · · = Bn+2 = Ψ (7.38)

Ésta vez el proceso anterior entrega

0 = Q′[A1, A2]′ + [Q′A1, A2]′ + (−1)A1 [A1, Q
′A2]′ + [FA1A2]′ (7.39)

Comparando la anterior y (7.37) con las primeras dos ecuaciones en (7.10) el

patrón se vuelve claro. Obtuvimos para el producto primado las mismas identi-

dades de L∞ con un término extra. De hecho, el término extra corresponde al

cero-ésimo producto, como en (7.8), que ésta vez es no-nulo:

[ . ]′ ≡ F (7.40)

Las identidades (7.6) dadas para n = 0, 1, 2, 3 arrojan

0 = Q′F

0 = Q′(Q′A) + [FA]′

0 = Q′[A1A2]′ + [Q′A1A2]′ + (−1)A1 [A1Q
′A2]′ + [FA1A2]′

0 = Q′[A1A2A3]′ + [Q′A1A2A3]′ + (−1)A1 [A1Q
′A2A3]′ + (−1)A1+A−2[A1A2Q

′A3]′

+ (−1)A1 [A1[A2A3]′]′ + (−1)A2(1+A1)[A2[A1A3]′]′ + (−1)A3(1+A1+A2)[A3[A1A2]′]′

+ [FA1A2A3]′ (7.41)

Entonces, hemos visto que los productos modificados satisfacen una forma exten-

dida de las identidades de las álgebras L∞, que incluyen un cero-ésimo producto

no-trivial. Éstas identidades permiten estudiar más fácilmente el Jacobiador, y

serán necesarias para construir una teorı́a clásica de campos al rededor de un

background que no es solución de las ecuaciones de campo.
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El producto interno interactúa de buena forma con el producto modificado. Uno

puede rápidamente usar (7.22) y la multilinealidad para mostrar, por ejemplo, que

〈Q′A,B〉 = (−1)A〈A,Q′B〉 (7.42)

Transformaciones de Gauge y álgebra

Ahora describamos las transformaciones de Gauge en su Álgebra de Gauge.

Aquı́, las identidades ”primadas”serán muy útiles.

Transformaciones de Gauge estandar: Éstas toman una forma muy simple en

términos del nuevo producto: éstas son simplemente el resultado de Q′ actuando

en el parámetro de gauge Λ, un elemento de grado +1. De hecho

δΛΨ = [Λ]′ = Q′Λ = QΛ + [ΛΨ] +
1

2
[ΛΨ2] + . . . (7.43)

El constraint clave es que las ecuaciones de campo deben ser covariantes de

Gauge. Ésto requiere que la transformación de gauge de F desaparece cuan-

do F = 0. Con ayuda de los nuevos productos ésto es ahora un cálculo trivial.

Usando (7.18) y la segunda ecuación de (7.41)

δΛF = Q′(δΛΨ) = Q′(Q′Λ) = [ΛF ]′ (7.44)

De donde vemos explı́citamente que la covariancia se mantiene. Escribiendo ésto

más explicitamente,

δΛF = [ΛF ] + [ΛFΨ] +
1

2
[ΛFΨ2] + . . . (7.45)

hace más claro que el campo descubierto aparece en el lado derecho. La acción

es, por supuesto, invariante de Gauge:

δS = 〈δΛΨ,F〉 = 〈F , [χ,F ]〉 = 〈χ, [F ,F ]〉 = 0 (7.46)
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debido a que F es Grassmann-impar. Dos tipos de simetrı́as de las ecuaciones

del movimiento tendrán un rol especial, una parametrizada por un solo campo

de cuerdas Grassmann-par χ de número de Ghost cero y otro parametrizado por

dos parámetros de gauge Λ1,Λ2. Éstas son:

δTχΨ ≡ [χF ]′ = −Q′(Q′χ)

δTΛ1,Λ2
Ψ ≡ [Λ1Λ2F ]′ (7.47)

usando (7.37) en la primera linea. El segundo tipo de simetrı́as de las ecuaciones

del movimiento aparece en el conmutador de dos transformaciones de Gauge.

Álgebra de Gauge: Diremos que las transformaciones de Gauge estandar for-

man un álgebra que incluye las simetrı́as de las ecuaciones del movimiento de

segundo tipo. De hecho, asumiendo que los parámetros de Gauge Λ1 y Λ2 son

campos independientes tenemos

[δΛ2 , δΛ1 ] = δ[Λ1Λ2]′ + δTΛ1,Λ2
(7.48)

Con la ayuda de las identidades, la demostración de ésto es mucho más simplifi-

cada. Usando la fórmula de variación (7.17) encontramos

δΛ2δΛ1Ψ = δΛ2 [Λ1]′ = [ΛδΛ2Ψ]′ = [Λ1Q
′Λ2]′ (7.49)

Ası́, se sigue que

[δΛ2 , δΛ1 ]Ψ = [Λ1Q
′Λ2]′ − [Λ2Q

′Λ1]′ (7.50)

La tercera identidad en (7.41) arroja

0 = Q′[Λ1Λ2]′ + [Q′Λ1Λ2]′ − [Λ1Q
′Λ2]′ + [FΛ1Λ2]′ (7.51)

Como resultado

[δΛ2 , δΛ1 ] Ψ = Q′[Λ1Λ2]′ + [Λ1Λ2F ]′ = δ[Λ1Λ2]′Ψ + δTΛ1,Λ2
Ψ (7.52)
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Que es lo que buscabamos probar.

Transformaciones de Gauge extendidas: Éstas son sumas de las transforma-

ciones de Gauge estandar con parámetro Λ y una simetrı́a de una ecuación del

movimiento del primero tipo con parámetro χ de número de Ghost cero:

δEΛ,χΨ ≡ δΛΨ + δTχΨ = Q′Λ + [χF ]′ (7.53)

Transformaciones nulas: Éstas son transformaciones extendidas de gauge que

no arrojan variación del campo. De hecho, si Λ = Q′χ la transformación δEΛ,χ del

campo de cuerdas desaparece:

δEQ′χ,χΨ = δQ′χΨ + δTχΨ = Q′(Q′χ) + [χF ]′ = 0 (7.54)

debido a que χ es Grassmann-par. Diremos entonces que χ genera la transfor-

mación nula δE
Q′χ,χ

. Debido a que las transformaciones nulas no arrojan variación

en los campos diremos que éstas son idénticamente cero: δEQ′χ,χ = 0.

Jacobiador de Gauge (Gauge Jacobiator)

Dado un conjunto de transformaciones de Gauge uno puede considerar el

álgebra de Gauge, como lo hicimos anteriormente. Además, uno puede conside-

rar el ”Jacobiador de Gauge”J

J (Λ1,Λ2,Λ3) =
∑
cyc

[δΛ3 , [δΛ2 , δΛ1 ]] (7.55)

una definición inspirada en el Jacobiador de un corchete. Aquı́ la suma cı́clica

involucra una suma de tres términos en los que permutamos cı́clicamente los

ı́ndices 1,2,3. El Jacobiador J , si es no-nulo, será una transformación de Gauge,

debido a que las transformaciones de Gauge son cerradas. Pero, en lo anterior,
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los corchetes son sólo conmutadores, y si las transformaciones de Gauge son

bien definidas, después de expandir uno puede ver que todos los términos des-

aparecer y este Jacobiador de Gauges deberı́a anularse.

Esta anulación es un constraint no-trivial desde el punto de vista de las álgebras

L∞. Uno puede calcular J usando el álgebra de Gauge (7.48) y uno encontrará

que la anulación requiere de identidades de L∞ para tres y cuatro entradas. De

hecho, encontraremos que el Jacobiador de Gauge es una transformación nula y

ası́ se anulará idénticamente. ∑
cyc

[δΛ3 , [δΛ2 , δΛ1 ]] = 0 (7.56)

Si el álgebra de Gauge es un campo-independiente y es cerrada Off-shell, como

en el caso de los Corchetes de Courant, obtenemos:

[δΛ2 , δΛ1 ] = δ[Λ1Λ2] (7.57)

Ésto requiere que

[Λ1Λ2Ψn] = 0, n ≥ 1 y también [Λ1Λ2FΨn] = 0, n ≥ 0 (7.58)

entonces el término extra en la álgebra de Gauge (7.48) desaparece. En éste caso

el Jacobiador de Gauge es igual a una transformación de Gauge con parámetro

igual al Jacobiador estandar:

J =
∑
cyc

[δΛ3 , [δΛ2 , δΛ1 ]] =
∑
cyc

[δΛ3 , δ[Λ1Λ2]] = δ∑
cyc[[Λ1Λ2]Λ3] (7.59)

La tercera identidad en (7.10) entonces arroja que

J = −δQ[Λ1Λ2Λ3]+[QΛ1Λ2Λ3]−[Λ1QΛ2Λ3]+[Λ1Λ2QΛ3] (7.60)

La transformación en la derecha debe anularse en campos. La forma en que

ésto funciona es debido a que no hay un 3-corchete entre los campos QΛ y dos
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parámetros de Gauge. Más aún, también tenemos que

δQχ = 0 (7.61)

significando que aquel parámetro de Gauge no genera transformación. Estos dos

hechos implican con (7.60) que J = 0 es un requisito de consistencia.

7.3.2. Álgebras L∞ en el cuadro de ` y teorı́a de campos

Hemos trabajado los axiomas de las álgebras L∞ en la formulación donde

todos los productos tienen grado menos uno. Volveremos a ésto en una notación

ligeramente diferente, con elementos x̃i y productos escritos como

[x̃1, . . . , x̃n]→ bn(x̃1, . . . , x̃n) (7.62)

Llamaremos a ésto el cuadro-b del álgebra L∞. Las convenciones de signo que

describimos en este cuadro sultan en una acción simple, simples ecuaciones de

campo y transformaciones de Gauge. Los signos para las identidades tipo-Jacobi,

de todas formas, son no-familiares. Los axiomas de las álgebras L∞ han sido pre-

sentadas en una convención diferente. En éste nuevo cuadro-`, los productos `n

satisfacen identidades tipo-Jacobi con signos mucho más familiares. La acción,

las ecuaciones de campo y las transformaciones de Gauge, de todas formas,

tienen signos más complicados. Éstos dos cuadros de las álgebras L∞ están re-

lacionadas por una ”suspension”.

Comenzaremos con las identidades para los productos en el cuadro-`. Llamare-

mos a definiciones análogas a las del cuadro-b y veremos cómo la suspensión

las relaciona. Entonces podremos utilizar los resultados del cuadro-b para las

ecuaciones de campo, acción y transformaciones de Gauge para obtener la for-

mulación en el cuadro-`.
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Identidades de las álgebras L∞ en el cuadro-`

En una álgebra L∞ tenemos un espacio vectorial X gradado con una grada-

dados como:

X =
⊕
n

Xn, n ∈ Z (7.63)

Los elementos del espacio vectorial Xn diremos que tienen grado n. Usaremos la

notación x1, x2, . . . para denotar vectores arbitrarios enX, pero cada uno teniendo

un grado definido;cada xk pertenece a algún espacio Xp. El grado entra en los

factores de signo, donde por conveniencia omitiremos la etiqueta grad. Ası́, por

ejemplo:

(−1)x1x2 ≡ (−1)grad(x1)grad(x2) (7.64)

En exponentes, los grados son relevantes sólo módulo 2.

En una álgebra L∞ tenemos productos multilineales `1, `2, `3, . . . . El producto mul-

tilineal `k se dice que será de grado k − 2:

grad`k = k − 2 (7.65)

significando que cuando actúa sobre una colección de entradas encontramos que

grad(`k(x1, . . . , xk)) = k − 2 +
k∑
i=1

gra(xi) (7.66)

Ası́

grad(`1) = −1, grad() = 0, grad(`3) = 1, etc (7.67)

Los productos están definidos para ser Gradados conmutativos. Por ejemplo `2,

por ejemplo, satisface,

`2(x1, x2) = (−1)1+x1x2`2(x2, x1) (7.68)

Notar el signo ésta añadido en el exponente, cuando es comparado con la fórmula

del cuadro-b. Más generalmente para cualquier permutación σ de las k etiquetas
91



tenemos

`k(xσ(1), . . . , xσ(k)) = (−1)σε(σ;x)`k(x1, . . . , xk) (7.69)

Aquı́ (−1)σ arrojará un más si la permutación es par, y un menos si es impar. El

signo de Koszul ε(σ;x) es definido considerando un álgebra gradada conmutativa

Λ(x1, x2, . . . ) con

xi ∧ xj = (−1)xixjxj ∧ xi (7.70)

y es posible leer este valor de la relación

x1 ∧ · · · ∧ xk = ε(σ;x)xσ(1) ∧ · · · ∧ xσ(k) (7.71)

Las identidades de L∞ dadas en el lenguaje b pueden ser establecidas en el

lenguaje ` y serán enumeradas por un numero entero positivo n:

∑
i+j=n+1

(−1)i(j−1)
∑
σ

(−1)σε(σ;x)`j(`i(xσ(1), . . . , xσ(i)), xσ(i+1), . . . , xσ(n)) = 0 (7.72)

Aquı́ n ≥ 1 es el número de entradas. La suma sobre σ es una suma sobre los

”desordenamientos”, que significan una restricción a las permutaciones en que

los argumentos están parcialmente ordenados de la forma

σ(1) < · · · < σ(l), σ(l + 1) < · · · < σ(n) (7.73)

Esquemáticamente, las identidades son de la forma

∑
i+j=n+1

(−1)i(j−1)`j`i = 0 (7.74)

Para n = 1 obtenemos

`1(`2(x)) = 0 (7.75)
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Ésto significa que la acción iterada de `1 arroja cero. En teorı́a de campos de

cuerdas `1 es identificado con el operador BRST. Para n = 2, el constraint es

esquemáticamente

`1`2 = `2`1 (7.76)

lo que en detalle arroja

`1(`2(x1, x2)) = `2(`1(x1), x2) + (−1)1(−1)x1x2`2(`1(x2), x1) (7.77)

donde (−1)1 es el signo de σ y (−1)x1x2 es el signo de Koszul. Los argumentos

en el último término pueden ser intercambiados para encontrar

`1(`2(x1, x2)) = `2(`1(x1), x2) + (−1)x1`2(x1, `1(x2)) (7.78)

Reconocemos a ésto como el que `1 es una derivación del producto `2. La si-

guiente identidad aparece para n = 3

0 = `1`3 + `3`1 + `2`2 (7.79)

y se lee explicitamente

0 = `1(`3(x1, x2, x3)) + `3(`1(x1), x2, x3) + (−1)x1 (x1, x2, `1(x3))

+ `2(`2(x1, x2), x3) + (−1)(x1+x2)x3`2(`2(x3, x1), x2) + (−1)(x2+x3)x1`2(`2(x2, x3), x1)(7.80)

Los primeros cuatro términos cuantifican el fallo de `1 de ser una derivación del

producto `3. Los últimos tres términos son el Jacobiador para un corchete definido

por `2. El fallo de `2 de ser un Corchete de Lie es ası́ relacionado a la existencia

de un producto de orden superior `3.

Ahora veamos cómo se relaciona el cuadro-b con el cuadro-`.
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Desde el cuadro-b al cuadro-`

En el cuadro-b del álgebra L∞ tenemos un espacio vectorial gradado X̃ gra-

dado de la forma:

X̃ =
⊕
n

X̃n, n ∈ Z (7.81)

Los elementos del espacio vectorial X̃n se dice que son de grado n. Usaremos

la notación x̃1, x̃2, . . . para denotar vectores arbitrarios de grado fijo en X̃. En el

cuadro-b todos los productos tienen grado menos uno:

gradbn = −1 (7.82)

Y como se explicó, todos los productos son gradados-conmutativos, sin factores

adicionales:

bn(. . . , x̃i, x̃j, . . . ) = (−1)x̃1x̃2bn(. . . , x̃j, x̃i, . . . ) (7.83)

con exponentes representando grados. El producto interno es completamente

gradado conmutativo y tiene una simple simetrı́a bajo intercambio:

〈x̃1, bn(x̃2, . . . , x̃n)〉 = (−1)x̃1x̃2〈x̃2, bn(x̃1, . . . , x̃n)〉 (7.84)

〈x̃1, x̃2〉 = (−1)(x̃1+1)(x̃2+1)〈x̃2, x̃1〉 (7.85)

se sigue entonces que

〈b1(x̃1), x̃2〉 = (−1)x̃1〈x̃1, b1(x̃2)〉 (7.86)

En esta nueva notación, las identidades de L∞ son una simple traslación de aque-

llas dadas en (7.10) y no necesitan ser repetidas. La transformación de Gauge y

ecuaciones de campo, con Λ 7→ Λ̃ y los campos denotados por Ψ̃, toman la forma

δΛ̃Ψ̃ = b1(Λ̃) + b2(Λ̃, Ψ̃) +
1

2
b3(Λ̃, Ψ̃, Ψ̃) + . . . (7.87)

F̃ = b1(Ψ̃) +
1

2
b2(Ψ̃, Ψ̃) + . . . (7.88)
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Los grados para los vectores son

gradΛ̃ = 1, gradΨ̃ = 0, gradF̃ = −1 (7.89)

Suspensión: La suspensión es un mapeo que comienza con espacio vectorial

gradado X y genera un espacio vectorial gradado X̃. Actuando en Xn la suspen-

sión nos entrega el espacio X̃n+1. El mapeo sı́mplemente copia los vectores en

Xn en X̃n+1. El grado de los elementos es entonces ”suspendido”, o incremen-

tado en una unidad. Para seguir apropiadamente a los vectores escribiremos el

mapeo suspensión s o a veces ↑ y diremos que

x̃i = sxi =↑ xi (7.90)

Arrojando

gradx̃i = gradxi + 1 (7.91)

El mapeo inverso está bien definido y escribiremos

xi =↓ x̃i (7.92)

Para los parámetros de Gauge, campos y ecuaciones de campo escribimos,

Λ̃ = sΛ =↑ Λ, Ψ̃ = sΨ =↑ Ψ, F̃ = sF =↑ F (7.93)

Notemos que dado (7.89) tenemos ahora

gradΛ = 0, gradΨ = −1, gradF = −2 (7.94)

Los productos en ambos cuadros están relacionados como se sigue. Salvo un

signo, bn(x̃1, . . . , x̃n) es el mismo que `n(x1, . . . , xn). Ası́ tenemos que

bn+1(x̃1, . . . , x̃n+1) = (−1)x1n+x2(n−1)+···+xns`n+1(x1, . . . , xn+1) (7.95)
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En lo anterior, los valores x1, . . . , xn en el exponente denotarán los grados de los

elementos de X. Notar que el grado en el lado derecho de (7.95) es

1 + ((n+ 1)− 2) +
n+1∑
k=1

gradxk = −1 +
n+1∑
k=1

(gradxk + 1) = −1 +
n+1∑
k=1

gradx̃k (7.96)

mostrando que (7.95) es consistente con los grados de los productos de ` y b. Los

primeros casos de (7.95) arrojan

b1(x̃) = s`1(x) (7.97)

b2(x̃1, x̃2) = (−1)x1s`2(x1, x2) (7.98)

b3(x̃1, x̃2, x̃3) = (−1)x2s`3(x1, x2, x3) (7.99)

b4(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4) = (−1)x1+x3s`4(x1, x2, x3, x4) (7.100)

Uno puede verificar que las identidades tipo-Jacobi de `n, salvo suspensión se

vuelven las correspondientes identidades de bn.

Se sigue de (7.95), aplicado al parámetro de Gauge y n campos que

bn+1(Λ̃, Ψ̃n) = (−1)(−1)(n−0)+(−1)(n−1)+···+(−1)s`n+1(Λ,Ψn) (7.101)

Haciendo la suma en el exponente y aplicando ↓ encontramos

↓ bn+1(Λ̃, Ψ̃n) = (−1)
n(n−1)

2 `n+1(Λ,Ψn) (7.102)

Ésta fórmula nos permite transladar las transformaiones de Gauge desde el cuadro-

b al `. Consideremos

δΛ̃Ψ̃ =
∞∑
n=0

bn+1(λ̃, Ψ̃n) (7.103)

Aplicando ↓ a la transformación anterior

↓ δΛ̃Ψ̃ =
∞∑
n=0

1

n!
↓ bn+1(Λ̃, Ψ̃n) =

∞∑
n=0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+1(Λ,Ψn) (7.104)
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Expandiendo, ésto arroja una serie cuyos signos son alternativos cada dos ele-

mentos

δΛΨ = `1(Λ) + `2(Λ,Ψ)− 1

2
`3(Λ,Ψ,Ψ)− 1

3!
`4(Λ,Ψ,Ψ,Ψ) + . . . (7.105)

Ahora consideremos a la Acción. Para ésta debemos considerar el producto in-

terior. Las identidades para el producto interior en el cuadro-` emergen de la

definición en términos del producto interior del cuadro-b:

〈x1, x2〉 ≡ 〈x̃1, x̃2〉 (7.106)

Aquı́, x1, x2 ∈ X y con un ligero abuso de notación, el producto interior en el lado

derecho es en el cuadro-b mientras que el de la izquierda en el cuadro-`. De las

propiedades del producto interior del cuadro-b (7.84) y de la definición anterior

podemos derivar las propiedades del producto interior del cuadro-`:

〈x, `n(x1, . . . , xn)〉 = (−1)xx1+1〈x1, `n(x, x2, . . . , xn)〉 (7.107)

〈x1, x2〉 = (−1)x1x2〈x2, x1〉 (7.108)

Y entonces podemos ver que el producto interno es totalmente gradada-simétrica,

tal como los productos lo son. Podemos con ésto verificar que

〈`1(x1), x2〉 = (−1)x1+1〈x1, `1(x2)〉 (7.109)

〈`2(x1, x2), x3)〉 = 〈x1, `2(x2, x3)〉 (7.110)

La traslación de la acción

S =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
〈Ψ̃, bn(Ψ̃n)〉 (7.111)

se realiza usando (7.95), que arroja

↓ bn(Ψ̃n) = (−1)
n(n−1)

2 `n(Ψn) (7.112)
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En efecto, junto con (7.106) tenemos una forma cerrada para la expresión para la

acción en el cuadro-`:

S =
∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

(n+ 1)!
〈Ψ, `n(Ψn)〉 (7.113)

Otra vez expandiendo encontramos signos alternantes:

S =
1

2
〈Ψ, `1(Ψ)〉 − 1

3!
〈Ψ, `2(Ψ2)〉 − 1

4!
〈Ψ, `3(Ψ3)〉+

1

5!
〈Ψ, `4(Ψ4)〉+ . . . (7.114)

Las ecuaciones de campo adoptan la forma

F(Ψ) =
∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2

n!
`n(Ψn) = `1(Ψ)− 1

2
`2(Ψ2)− 1

3!
`3(Ψ3)+

1

4!
`4(Ψ4)+. . . (7.115)

Las transformaciones de Gauge de las ecuaciones de campo pueden ser tradu-

cidas a partir de (7.44)

δF̃ = [Λ̃F̃ ]′ (7.116)

junto con

↓ bn+2(Λ̃, F̃ , Ψ̃n) = (−1)
n(n−1)

2 `n+2(Λ,F ,Ψn) (7.117)

Ésto arroja que

δΛF(Ψ) = `2(Λ,F) + `3(Λ,F(Ψ),Ψ)− 1

2
`4(Λ,F(Ψ),Ψ2) + . . . (7.118)

Ésto expresa la covariancia de Gauge de las ecuaciones de campo en el cuadro-

`.

Para el álgebra de Gauge tenemos (7.48) estableciendo que [δΛ̃2
, δΛ̃1

] es una trans-

formación de Gauge con parámetro

Λ̃12 ≡ [Λ̃1Λ̃2]′ (7.119)

como añadido a la transformación de Gauge trivial. En el cuadro-` el conmutador

[δΛ2 , δΛ1 ] es una transformación de Gauge con parámetro

Λ12 = `2(Λ1,Λ2) + `3(Λ1,Λ2,Ψ)− 1

2
`4(Λ1,Λ2,Ψ,Ψ)− . . . (7.120)
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con los ahora familiares signos alternantes. Ésta traslación se sigue de la identi-

dad

↓ bn+2(Λ̃1, Λ̃2, Ψ̃
n) = (−1)

n(n−1)
2 `n+2(Λ1,Λ2,Ψ

n) (7.121)

Observaciones generales en la álgebra L∞ de las teorı́as de campos

Hagamos algunas observaciones generales sobre la extracción de productos

de una teorı́a perturbativa de campos invariante de Gauge.

Nos concentraremos en la parte de la teorı́a que trata con parámetros de Gauge,

campos y ecuaciones de Campo. Ası́ consideremos el espacio vectorial gradado

· · · −→ X0 −→ X−1 −→ X−2

Λ Ψ E
(7.122)

Las flechas están definidas como el mapeo `1. Asumiremos que no hay espacios

X−d con d ≥ 3. Las ecuaciones de campo (7.115), como vimos, toman la forma

`1(Ψ)− 1

2!
`2(Ψ,Ψ)− 1

3!
`3(Ψ,Ψ,Ψ) +

1

4!
`4(Ψ,Ψ,Ψ,Ψ) + · · · = 0 (7.123)

Se sigue que el conocimiento de las ecuaciones de campo determinarán a todos

los productos

`n(Ψ, . . . ,Ψ) ∈ X−2, n ≥ 1 (7.124)

que involucren campos. Aquı́ todos los argumentos son idénticos, pero un re-

sultado general (una identidad de polarizaión) implican que una forma multilineal

simétrica es completamente determinada por los valores de la diagonal. Por ejem-

plo, definiendo L2(Ψ) = `2(Ψ,Ψ) y L3(Ψ) = `3(Ψ,Ψ,Ψ) tenemos

2`2(Ψ1,Ψ2) = L2(Ψ1 + Ψ2)− L2(Ψ1)− L2(Ψ2) (7.125)

3!`3(Ψ1,Ψ2,Ψ3) = L3(Ψ1 + Ψ2 + Ψ3)− L3(Ψ1 + Ψ2)− L3(Ψ1 + Ψ3)

− L3(Ψ2 + Ψ3) + L3(Ψ1) + L3(Ψ2) + L3(Ψ3) (7.126)
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Más generalmente, definiendo Ln(Ψ) = `n(Ψ, . . . ,Ψ) tenemos

n!`n(Ψ1, . . . ,Ψn) = Ln(Ψ1 + · · ·+ Ψn)− [Ln(Ψ1 + · · ·+ Ψn−1] + . . . ] + [. . . ]− . . .

+ (−1)n−k[Ln(Ψ1 + · · ·+ Ψk) + . . . ] + . . .

+ (−1)n−1[Ln(Ψ1) + · · ·+ Ln(Ψn)] (7.127)

El patrón es claro. Vamos sustrayendo todos los términos con Ln valuados en la

suma de los campos dejando uno fuera. Alternamos signos y dejamos dos, tres,

cuatro fuera, hasta dejar a todos los campos fuera excepto a uno. Ésto muestra

que hemos determinado completamente el producto multilineal actuando en cam-

pos arbitrarios.

Consideremos ahora las identidades de L∞ actuando en sólo campos. La primera

es:

`1(`1(Ψ)) = 0 (7.128)

Ya que `1(Ψ) es un elemento E de X−2 podemos fácilmente satisfacer este cons-

traint haciendo

`1(E) = 0 (7.129)

Para la segunda identidad tenemos

`1(`2(Ψ,Ψ)) = 2`2(`1(Ψ),Ψ) (7.130)

El lado izquierdo es de la forma `1(E) y debe desaparecer. Ası́ la identidad se

mantiene si

`2(E,Ψ) = 0 (7.131)

Un argumento inductivo muestra que todas las identidades L∞ actuando sobre

campos son satisfechas si tomamos que

`n+1(E,Ψ1, . . . ,Ψn) = 0, n = 0, 1, . . . (7.132)
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Esto no es sorprendente, ya que todo lo anterior es de orden n + 1 − 2 + (−2) −

n = −3 y no hemos introducido un espacio X−3. Si lo hiciesemos podrı́amos

contemplar configuraciones de estos productos que no son nulos: por ejemplo

haciendo que `1(E) sea igual a un valor tal que `1(`1(Ψ)) = 0.

Consideremos una transformación de Gauge. De (7.105)

δξΨ = `1(Λ) + `2(Λ,Ψ)− 1

2
`3(Λ,Ψ,Ψ)− 1

3!
`4(Λ,Ψ,Ψ,Ψ) + . . . (7.133)

Ahora podemos leer estos productos c

`n+1(Λ,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X−1, n ≥ 0 (7.134)

donde podemos usar las identidades de polarización anteriores para deducir el

valor del producto de entradas no-diagonales.

Podemos ahora examinar las identidades L∞ cuando ingresamos una lista de ar-

gumentos (Λ,Ψ, . . . ,Ψ). La identidad `1(`1(Λ)) = 0 es no-trivial pero debe mante-

nerse debido a la invariancia de Gauge de las ecuaciones linealizadas de campo.

La siguiente identidad es

`1(`2(Λ,Ψ)) = `2(`1(Λ),Ψ) + `2(Λ, `1(Ψ)) (7.135)

El lado izquierdo ya está determinado ası́ como el primero término del lado dere-

cho. Ası́ ésta identidad determina

`2(Λ, E) ∈ X−2 (7.136)

La siguiente identidad puede ser vista para determinar `3(Λ, E,Ψ). Entonces el

conjunto de identidades L∞ actuando en (Λ,Ψ, . . . ,Ψ) determina los productos

`n+2(Λ, E,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X−2, n ≥ 0 (7.137)

Las identidades que dejan determinar ésto son de hecho las relevantes para la

covariancia de Gauge (7.45) de las ecuaciones de campo. Ahora podemos iterar
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el proceso y considerar las identidades L∞ en una lista (Λ, E,Ψ, . . . ,Ψ). Ésta vez

vamos a considerar productos `3(Λ, E1, E2,Ψ, . . . ,Ψ). Pero éstos productos son

de orden menos tres, y deberı́an desaparecer si asumimos que X−3 no existe.

El conmutador del álgebra de Gauge permite determinar los siguientes productos.

Para los parámetros de Gauge campo-dependientes se lee

`n+2(Λ1,Λ2,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X0, n ≥ 0 (7.138)

Si tenemos sólo clausura on-shell entonces se lee

`n+3(Λ1,Λ2, E,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X−1, n ≥ 0 (7.139)

Usando las identidades L∞ para entradas de la forma (Λ1,Λ2,Ψ1, . . . ,Ψn) obtee-

mos los constraints en los productos `3((Λ1,Λ2, E,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X−1 determi-

nada por la clausura on-shell. Por el uso de las identidades para entradas de

la forma (Λ1,Λ2, E,Ψ, . . . ,Ψ) podemos obtener información acerca del producto

`n+4(Λ1,Λ2, E1, E2,Ψ1, . . . ,Ψn) ∈ X−2. Notar que los productos desaparecen en

las diagonales Λ y en las E.

Queremos enfatizar un punto importante. Hemos visto en detalle el cómo un con-

sistente conjunto de productos L∞ originan transformaciones de Gauge bajo las

cuales las ecuaciones del movimiento transforman covariantemente y a un álge-

bra de Gauges que es cerrada. Ahora queremos explicar que el reverso también

es verdad. Más precisamente:

1. Si tenemos una transformació de Gauge y las propiedades de Covariancia

de Gauge de las ecuaciones de campo de cierto tipo, las identidades L∞

actuando en las entradas (Λ,Ψ, . . . ), con un número arbitario de Ψ’s son

todas satisfechas.

2. Si tenemos una transformación de Gauge del tipo estandar y un álgebra de
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Gauge estandar, entonces las identidades L∞ actuando sobre las entradas

(Λ1,Λ2,Ψ, . . . ), con un número arbitrario de Ψ’s son todas satisfechas.

Consideremos el primer item, y trabajemos por simplicidad en el cuadro-b donde

todos los signos son simples. Recordemos las siguientes igualdades:

δΛΨ = QΛ + [Λ,Ψ] +
1

2
[Λ,Ψ,Ψ] +

1

3!
[Λ,Ψ,Ψ,Ψ] + . . .

F(Ψ) = QΨ +
1

2
[Ψ,Ψ] +

1

3!
[Ψ,Ψ,Ψ] +

1

4!
[Ψ,Ψ,Ψ,Ψ] + . . .

δΛF(Ψ) = [Λ,F ] + [Λ,F ,Ψ] +
1

2
[Λ,F ,Ψ,Ψ] + . . .

La primera ecuación es lo que conocemos como una transformación de Gauge

estandar y la última lo que llamamos una covariancia de las ecuaciones de campo

del tipo estandar. Pensemos en las primeras dos ecuaciones como definiciones.

Entonces, usaremos algunos subconjuntos de indentidades L∞ para mostrar que

la última ecuación se satisface. Pero el asunto es que la última ecuación se satis-

face si y solo si ese subconjunto de identidades L∞ se mantiene. La ecuación es

verificada en potencias de Ψ, y por cada potencia Ψn una identidad L∞ es involu-

crada. También es claro, debido a que F es una suma de todos los productos de

los campos, que las identidades relevantes L∞ son aquellas con un Λ y un cierto

número de Ψ’s.

Para el segundo item ahora consideremos el álgebra de Gauge (7.48) actuando

en un campo,

[δΛ2 , δΛ1 ]Ψ = δ[Λ1Λ2]′Ψ + [Λ1Λ2F ]′ (7.140)

Llamaremos a ésto la forma estandar del álgebra de Gauge. Hemos verificado

antes que usar la transformación de Gauge anterior la álgebra de Gauge anterior

se sigue si la colección de identidades L∞ involucran entradas (Λ1,Λ2,Ψ, . . . ). De

hecho el álgebra de Gauge se mantiene si y solo si las identidades L∞ se man-

tienen. Otra vez, la ecuación (7.140) es verificada en potencias de Ψ y para cada
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potencia Ψn hay una identidad L∞ involucrada con entradas (Λ1,Λ2,Ψ
n).

La utilidad de las observaciones anteriores son que si identificamos una teorı́a

de campos perturbativa en la cual tenemos las transformaciones de Gauge es-

tandar, covariancia de las ecuaciones de campo, y álgebra de Gauge, tenemos

garantizado que los productos pueden ser fácilmente leı́dos de éstas expresiones

satisfacerán gigantes subconjuntos de identidades L∞.

7.3.3. Teorı́as de Gauge no-abelianas y álgebras L∞

Comenzaremos discutiendo las teorı́as tipo Yang-Mills como álgebras L∞ y

luego se buscará construir una teorı́a dinámica basada en la acción de Chern-

Simons.

Generalidades en las Teorı́as de Yang-Mills

Consideremos un álgebra de Lie G con generadores Tα:

[Tα, Tβ] = fγαβTγ (7.141)

donde fγαβ son las constantes de estructura. También consideraremos los campos

de Gauge valuados en el álgebra Aµ(x) = Aαµ(x)Tα y los parámetros de Gauge

λ(x) = λα(x)Tα. La ley de transformación del campo de Gauge es

δλA
α
µ = ∂µλ

α + [Aµ, λ]α (7.142)

y éstas cierran de acuerdo a la estructura del álgebra de Lie:

[δλ1 .δλ2 ] = δ[λ1,λ2] (7.143)

También tenemos el Field Strength

Fα
µν = ∂µA

α
ν − ∂νAαµ + [Aµ, Aν ]

α (7.144)
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que transforma covariantemente bajo transformaciones de Gauge:

δλFµν = [Fµν , λ] (7.145)

Debemos determinar el álgebra L∞ apropiada para una teorı́a de Chern-Simmons

en 3D y para la teorı́a de Yang-Mills en dimensión arbitraria. Para ambos casos

el espacio vectorial gradado total X será tomado para que contenga tres tipos de

espacios de graduación fija:

λα ∈ X0 Aαµ ∈ X−1 Eα
µ ∈ X−2 (7.146)

Los parámetros de Gauge tienen grado cero, los campos de Gauge A tienen

grado menos uno y las ecuaciones del movimiento E tienen grado menos dos.

Escribiremos ésto como:

grad(λ) = 0, grad(A) = −1, grad(E) = −2 (7.147)

Recordando que `2(x1, x2) = (−1)1+x1x2`2(x2, x1) tenemos que `2 es antisimétrico

para los parámetros de Gauge, como un álgebra de Lie, y simétrico para los

campos, como dicta la interacción de campos bosónicos.

Definimos el producto interior que es no-anulado sólo cuando el grado total es

menos tres:

〈A,E〉 ≡
∫
dx kαβη

µνAαµ(x)Eβ
ν (x) (7.148)

donde kαβ es la forma de Cartan-Killing y ηµν es una métrica fija del espacio-

tiempo (por decir, Minkowski) e incluye una integración sobre todo el espacio-

tiempo, pues el producto interior deberı́a arrojar un número.

El álgebra de Lie homotópica implı́ca un infinito número de identidades. Por su-

puesto, para teorı́as de Gauge polinomiales tenemos sólo que verificar un número

finito de ellas. Aquı́ está una tabla de las identidades, ordenadas por el grado total
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de la identidad, y mostrando el grado total de las entradas que deben ser verifica-

das dada la existencia del complejo relevante a grado cero, menos uno y menos

dos

grad = −2, `1`1 = 0 {grad = 0 : λ

grad = −1, `1`2 − `2`1 = 0

 grad = 0 : λλ

grad = −1 : λA

grad = 0, `3`1 + `2`2 + `1`3 = 0


grad = 0 : λλλ

grad = −1 : λλA

grad = −2 : λAA, λλE

(7.149)

grad = 1, `1`4 − `2`3 + `3`2 − `4`1 = 0


grad = −1 : λλλA

grad = −2 : λλAA, λλλE

grad = −3 : λAAA, λλAE

grad = 2, `1`5 ± `2`4 ± `3`3 ± · · · = 0 {. . .

Para la teorı́a de Chern-Simons sólo hay un producto `1 y uno `2 por lo que las dos

primeras identidades deben ser verificadas. Yang-Mills es una teorı́a que también

tiene `3 y ası́ todas las identidades deben ser verificadas.

La que la estructura de Gauge es la misma para Chern-Simons y Yang-Mills, po-

demos leer algunos productos básicos. Comparando la transformación de Gauge

(7.142) con expresiones

δλA = `1(λ) + `2(λ,A) + . . . (7.150)

inferimos que:

`1(λ) = ∂µλ ∈ X−1 (7.151)

`2(λ,A) = [A, λ] ∈ X−1 (7.152)

Todos los productos involucrando un parámetro de Gauge y dos o más campos

deben desaparecer. Podemos escribir los ı́ndices en éstas ecuaciones explı́cita-
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mente

[`1(λ)]αµ = ∂µλ
α ∈ X−1 (7.153)

[`2(λA)]αµ = [Aµ, λ]α ∈ X−1 (7.154)

Notemos que para cumplir con la conmutatividad gradada tambien debemos de-

finir

`2(A, λ) ≡ −`2(λ,A) = −[A, λ] (7.155)

Podemos ahora usar el álgebra de Gauge para identificar el producto `2 actuando

en los dos parámetros de Gauge. De (7.150) rápidamente encontramos que

[δλ1 , δλ2 ]A = δλ1(`1(λ2) + `2(λ2, A))− (1↔ 2)

= `2(λ2, δλ1A)− `2(λ1, δλ2A)

= `2(λ2, `1(λ1))− `2(λ1, `1(λ2)) +O(A)

= −`2(`1(λ1), λ2)− `2(λ1, `1(λ2)) +O(A) (7.156)

Entonces usamos `1`2 = `2`1 para identificar la transformación de Gauge en el

lado derecho:

[δλ1 , δλ2 ]A = `1(−`2(λ1, λ2)) +O(A) = δ−`2(λ1,λ2)A (7.157)

Los términos dependientes de A en el lado derecho no son necesitados para la

identificación. Comparando con (7.143) inferimos que

`2(λ1, λ2) = −[λ1, λ2] ∈ X0 (7.158)

7.4. Boostrap de teorı́as No-conmutativas de Gauge

La idea principal del Boostrap de Teorı́as No-conmutatitvas consiste en repre-

sentar la teorı́a de Gauge original sin deformar en conjunto con una deformación
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de la teorı́a que pertenece a una estructura de álgebra L∞ mucho más grande,

fijando los corchetes iniciales de la teorı́a, es decir los productos `1, `2,etc. El si-

guiente paso corresponde a la resolución de las identidades L∞, Jn = 0, con lo

cual procedemos a encontrar los productos de orden superior `n que son nece-

sarios para cerrar el álgebra L∞ nueva, preservando la asociatividad homotópica

y formulando una deformación consistente de la teorı́a original.

Los trabajos de Blumenhagen y Kupriyanov han permitido generalizar el meca-

nismo para estructuras seudo-Poissonianas, es decir, mediadas por una genera-

lización del Corchete de Poisson como el corchete `2(f, g) inicial.

La idea del mecanismo de Boostrap quedará muchı́simo más clara en el siguiente

capı́tulo, a través del cálculo explicito de la teorı́a de Gauge U(1) para el espacio-

tiempo de Snyder.
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Capı́tulo 8

Teorı́a de Gauge de Snyder

En el artı́culo [47] R. Blumenhagen conjetura que toda teorı́a de Gauge con-

sistente debe poder ser escrita en términos de una estructura L∞. Bajo esta con-

sideración, buscamos hacer bootstrap a través de dicha estructura, para poder

construir una teorı́a de Gauge para el espacio-tiempo propuesto por H. Snyder

en 1947, conocido como El espacio-tiempo de Snyder [50]. Cabe mencionar que

en [47] es explorada esta conjetura en espacio-tiempos que son no-conmutativos,

y cuya no conmutatividad sea medida como una función de las coordenadas

del espacio. Como veremos a continuación, el espacio-tiempo de Snyder invo-

lucra derivadas de orden superior que lo hacen escapar de los casos señalados

en dicho artı́culo. Ésto sugiere una extensión natural del artı́culo donde no solo

[xµ, xν ] = Θ(x), sino que dicha función que mide la no-conmutatividad pueda ser

dependiende del momentum, es decir, Θ(x, p). La necesidad de la extensión del

método recae en que las correcciones de gravedad cuántica al principio de in-

determinación de Heisenberg en la posición involucran términos adicionales que

son proporcionales a la indeterminación del momentum, es decir, conmutadores

[xµ, pν ] proporcionales a p2 u ordenes superiores [51].
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8.1. Producto de Moyal y Corchete Deformado de Snyder

El espacio-tiempo de Snyder puede ser considerado como una deformación

del Álgebra de Heisenberg, ası́ como otros espacio-tiempo no-conmutativos (por

ejemplo κ−Minkowski). El álgebra de Heisenberg posee un producto · conmuta-

tivo y asociativo para el espacio de las funciones definidas sobre el espacio base

de la estructura de Algebroide, es decir, el espacio de las posiciones. Es posible

entender que la deformación de la estructura algebraica de Heisenberg a Snyder

(añadiendo la no-conmutatividad del espacio) puede traducirse a una deforma-

ción del producto entre funciones del espacio de las coordenadas (interpretación

de no-conmutatividad de Connes).

Sabemos que el producto estrella, en término del operador Twist (inverso) corres-

ponde a la ecuación:

f(x) ? g(x) := m(F−1(.⊗ .)(f(x)⊗ g(x))) (8.1)

Del proceso de cálculo del operador twist inverso obtuvimos su aproximación a

primer orden, por lo que consideremos que:

F−1 = 1⊗ 1 + is

(
1

2
pαpβ ⊗ xαpβ +

1

2
p2 ⊗ x · p+ pα ⊗ x · ppα

)
+O(s2) (8.2)

Recordando que:

pα . f(x) = −i∂αf(x); xα . f(x) = xαf(x)
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Podemos calcular a orden s1:

f(x) ? g(x) ≈ m([1⊗ 1 + is

(
1

2
pαpβ ⊗ xαpβ +

1

2
p2 ⊗ x · p

+pα ⊗ x · ppα)](.⊗ .)(f(x)⊗ g(x)))

= m(f ⊗ g + is

(
1

2
((−i)2∂α∂βf ⊗ (−i)xα∂βg) +

1

2
((−i)2∂α∂

αf ⊗ (−i)xβ∂βg)

+ ((−i)∂αf ⊗ (−i)2xβ∂β∂
αg)
)

= f(x) · g(x)− s

2

(
xα∂

α∂βf(x)∂βg(x) + xβ∂α∂αf(x)∂βg(x)

+2xβ∂αf(x)∂β∂
αg(x)

)
Finalmente obteniendo:

f ? g = f · g − s

2

[
ηµνxβ∂β + xν∂µ

]
{(∂µf)(∂νg)}+O(s2)

Notemos que a diferencia del caso revisado en [47], aquı́ Θµν(x) es un operador

diferencial con dependencia en las coordenadas.

Definiendo el conmutador deformado como:

[f(x), g(x)]? := f(x) ? g(x)− g(x) ? f(x) (8.3)

encontramos entonces que:

[f(x), g(x)]? = −s
2

[
ηµνxβ∂β + xν∂µ − ηνµxβ∂β − xµ∂ν

]
{(∂µf)(∂νg)}+O(s2)

= Θµνλ∂λ{(∂µf)(∂νg)}+O(s2)

donde Θµνλ := s
2
(xµηνλ−xνηµλ), con Θµνλ = −Θνµλ. En este punto podemos visua-

lizar una estructura aún más general que las estudiadas en la literatura, por lo que

debemos precisar de un estudio mucho dedicado a ésto, debido a que al conden-

sar la estructura no-conmutativa y no-asociativa en una deformación del álgebra

de funciones sobre el espacio-tiempo se origina una estructura más general que

las estructuras seudo-Poissonianas estudiadas para el caso no-asociativo por V.

G. Kupriyanov y D. V. Vassilevich [52].
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8.2. Construcción de álgebra L∞

Consideremos dos espacios vectoriales no-triviales:

X0 X−1

f Aλ

(8.4)

Definimos al primer y segundo producto del álgebra L∞, de la forma:

`1(f) := ∂λf ∈ X−1 (8.5)

`2(f, g) := [f, g]? ∈ X0 (8.6)

Consideremos la identidad J2 = `1`2 − `2`1, de forma que si consideramos como

entradas a dos elementos de X0, se transforma en la identidad de Jacobi.

`1(`2(f, g)) = `2(`1(f), g) + `2(f, `1(g)) (8.7)

Esta identidad da información sobre cómo debe ser el producto `2(f, Aλ). Por un

lado:

`1(`2(f, g)) = ∂ρ
(
Θµνλ∂λ{(∂µf)(∂νg)} ) +O(s2)

= (∂ρΘ
µνλ)∂λ{(∂µf)(∂νg)}

+Θµνλ∂λ{(∂µ(∂ρf))(∂νg)}

+Θµνλ∂λ{(∂µf)(∂ν(∂ρg))}+O(s2)

= (∂ρΘ
µνλ)∂λ{(∂µf)(∂νg)}

+[`1(f)ρ, g]? + [f, `1(g)ρ]? +O(s2)

= `2(`1(f)ρ, g) + `2(f, `1(g)ρ)

donde `1(f), `1(g) ∈ X−1. Ésto nos motiva a definir el producto `2(f, Aλ) ∈ X−1

como:

`2(f, Aλ) := [f, Aρ]? + 1
2
(∂ρΘ

µνλ)∂λ{(∂µf)(Aν)} (8.8)
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Podemos continuar obteniendo los productos, en particular para encontrar la vio-

lación a la identidad de Jacobi del corchete deformado. Consideremos la relación

J3(f, g, h) = 0:

0 = `2(`2(f, g), h) + `2(`2(g, h), f) + `2(`2(h, f), g)

+ `3(`1(f), g, h) + `3(f, `1(g), h) + `3(f, g, `1(h))

donde usamos el que la aparición de un producto `3(f, g, h) ∈ X1 el cual se es-

capa de los espacios considerados (y por considerar), por lo que `3(f, g, h) ≡ 0.

Luego:

`2(`2(f, g), h) + `2(`2(g, h), f) + `2(`2(h, f), g)

= ([[f, g]?, h]? + [[g, h]?, f ]? + [[h, f ]?, g]?)

= Θµνλ∂λ{∂µ(Θαβσ∂σ{∂αf∂βg})∂νh

+∂µ(Θαβσ∂σ{∂αg∂βh})∂νf

+∂µ(Θαβσ∂σ{∂αh∂βf})∂νg}

=
[
ΘµνλΘαβσ∂λ∂µ + Θµνλ∂µΘαβσ∂λ

+Θµνλ∂λΘ
αβσ∂µ

]
{∂σ{∂αf∂βg}∂νh

+∂σ{∂αg∂βh}∂νf + ∂σ{∂αh∂βf}∂νg}

= Πναβσ{∂σ{∂αf∂βg}∂νh

+∂σ{∂αg∂βh}∂νf + ∂σ{∂αh∂βf}∂νg}

= −(`3(`1(f), g, h) + `3(f, `1(g), h) + `3(f, g, `1(h)))

con

Πναβσ := ΘµνλΘαβσ∂λ∂µ + Θµνλ∂µΘαβσ∂λ

+Θµνλ∂λΘ
αβσ∂µ (8.9)
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donde Πναβσ es un operador diferencial de segundo orden cuya antisimetrı́a en

los ı́ndices (α, β) y ciclicidad del argumento aseguran la completa antisimetrı́a

bajo intercambios entre (f, g, h). Dicho ésto, definimos el producto:

`3(A, f, g) :=
(−1)

3
Πναβσ{∂σ{∂αf∂βg}Aν (8.10)

+∂σ{∂αgAβ}∂νf + ∂σ{Aα∂βf}∂νg}

Las ecuaciones del movimiento también pueden ser extraı́das de la estructura

de álgebra L∞, pues necesitamos construir una teorı́a dinámica, que involucre

tanto a los campos y campos de Gauge como a sus ecuaciones del movimien-

to. Para ello consideraremos una teorı́a de Yang Mills Abeliana. Sus posteriores

generalizaciones (No-abeliano, espacios curvos, etc) quedarán para futuros tra-

bajos.

8.2.1. Teorı́a tipo Yang-Mills Abeliano

Consideremos tres espacios vectoriales no-triviales:

X0 X−1 X−2

f Aλ Eα

(8.11)

donde X−2 corresponde al espacio vectorial de las ecuaciones del movimiento.

Para esta teorı́a consideremos un producto (que satisface J1 = `1`1 = 0) de la

forma:

`1(A)α = �Aα − ∂α(∂ · A) (8.12)

Sea la identidad J2(f, A) = 0

`1(`2(f, A)) = `2(`1(f), A) + `2(f, `1(A)) (8.13)
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Para definir los productos a traves de esta relación necesitamos saber cuales son

las simetrias del producto:

`2(A,B) = `2(B,A) (8.14)

`2(f, E) = −`2(E, f) (8.15)

Luego encontramos que:

`1(`2(f, A)) = �`2(f, A)α − ∂α(∂ · `2(f, A))

= �([f, Aα]? +
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ{∂µfAv})

−∂α(ηβγ∂β([f, Aγ]?

+
1

2
(∂γΘ

µνλ)∂λ{∂µfAν}))

= Θµνλ∂λ{∂µf∂ν(�Aα − ∂α(∂ · A))}

+Θµνλ∂λ{∂µ(�f)∂νAα

+2∂µ(∂γf)∂ν(∂γAα)

−∂µ(∂α∂
γf)∂νAγ

−∂µ(∂αf)∂ν(∂ · A)− ∂µ(∂γf)∂ν(∂αAγ)}

+
1

2
(∂αΘµνλ)(∂λ∂β∂γ{∂µfAν}

−2∂λ∂β{∂µf∂νAγ})

−1

2
(2∂λ∂α{∂µf∂νAβ}+ ∂λ∂α∂β{∂µfAν})
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= [∂ · `1(f), Aα]? + [∂ · A, `1(f)α]?

+[`1(f)β, ∂βAα]? + [Aβ, ∂β`1(f)α]?

+[f, `1(A)α]? + [`1(f)β, ∂βAα − ∂αAβ]?

+
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ{∂µ(∂ · `1(f))Aν

+∂µ(∂ · A)`1(f)ν + ∂µf`1(A)ν

+2∂µ(`1(f)β)(∂βAν − ∂νAβ)}

+
1

2
(∂βΘµνλ)∂λ{2(∂µ(`1(f)β)∂νAα

+∂µA
β∂ν(`1(f)α))

+`1(f)µ∂
β(∂νAα − ∂αAν)

+2`1(f)µ∂ν(∂
βAα − ∂αAβ)

+`1(f)µ∂ν(∂
βAα) + Aµ∂ν(∂

β`1(f)α)

+∂µ(`1(f)β)(∂νAα − ∂αAν)

+∂β(`1(f)µ)∂νAα + ∂βAµ∂ν(`1(f)α)}

= `2(`1(f), A) + `2(f, `1(A))

Notemos que existen términos que involucran a A y `1(f) mientras que otros

involucran a f y `1(A), los cuales determinarán los productos `2(A,B) y `2(f, E)

respectivamente. Hay que mencionar que los terminos de la forma (∂βAα−∂αAβ)

son nulos cuando Aµ = `1(f)µ, por lo que para respetar la simetrı́a del producto

hay que añadirlos. Teniendo ésto en consideración, el resultado nos sugiere que
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los productos son:

`2(A,B) := [∂ · A,Bα]? + [Aβ, ∂βBα]?

+[Aβ, ∂βBα − ∂αBβ]?

+
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ {∂µ(∂ · A)Bν

+2∂µA
β(∂βBν − ∂νBβ)

}
+

1

2
(∂βΘµνλ)∂λ

{
2∂µA

β∂νBα

+Aµ∂
β(∂νBα − ∂αBν)

+2Aµ∂ν(∂
βBα − ∂αBβ) + Aµ∂ν(∂

βBα)

+∂µA
β(∂νBα − ∂αBν) + ∂βAµ∂νBα

}
+(A↔ B) (8.16)

`2(f, Eα) := [f, Eα]? +
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ{∂µfEν} (8.17)

Si nuestro objetivo es encontrar la corrección a la electrodinámica a primer orden

en el parámetro de longitud fundamental, los productos calculados son suficientes

para poder establecerlas. Considerar correcciones a segundo orden (de momen-

to) de serán considerados debido a que nuestro interés contempla deformaciones

de las soluciones clásicas de la teorı́a, para un mayor entendimiento de la defor-

mación. La resolución algebraica a ordenes superiores quedarán para futuros

trabajos, en la búsqueda de una recurrencia en las correcciones con la intención

de cerrar el álgebra de infinitos productos, como en casos ya calculados [53].
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8.3. Electrodinámica modificada en el espacio-tiempo de

Snyder

Habiendo calculado los productos fundamentales para primer orden del álge-

bra L∞ de la teorı́a U(1) de Snyder, encontramos una estructura cerrada que nos

permitirı́a estudiar los efectos de Gravedad cuántica sobre la electrodinámica tra-

dicional producidos por la geometrı́a no-conmutativa y no-asociativa del espacio-

tiempo de H. Snyder.

8.3.1. Ecuaciones del Movimiento

Como fue presentado durante el Capı́tulo 7, las ecuaciones del movimiento

para el campo Aµ a orden en s1 son de la forma:

F(A) =
∑
n≥1

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n(An) = `1(A)− 1

2
`2(A,A) + . . .

Por lo tanto encontramos:

�Aα − ∂α(∂ · A)−
(
[∂ · A,Aα]? + [Aβ, ∂βAα]? + [Aβ, ∂βAα − ∂αAβ]?

+
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ

{
∂µ(∂ · A)Aν +2∂µA

β∂βAν
}

(8.18)

+
1

2
(∂βΘµνλ)∂λ

{
2∂µA

β∂νAα + Aµ∂
β(∂νAα − ∂αAν) + 2Aµ∂ν(∂

βAα − ∂αAβ)

+Aµ∂ν(∂
βAα) +∂µA

β(∂νAα − ∂αAν) + ∂βAµ∂νAα
})

= 0

El nuevo principio de Gauge deformado debido a la deformación de la regla de

Leibniz con el nuevo producto ? corresponde a:

δfAρ =
∑
n≥0

1

n!
(−1)

n(n−1)
2 `n+1(f, An)ρ = `1(f)ρ + `2(f, A)ρ + . . . (8.19)

= ∂ρf + Θµνλ∂λ{∂µf∂νAρ}+
1

2
∂ρΘ

µνλ∂λ{∂µfAν}+ . . . (8.20)
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donde podemos verificar que las ecuaciones de movimiento covarı́an de forma

controlada bajo esta transformación:

δfFα = [f,Fa]? +
1

2
(∂αΘµνλ)∂λ{∂µFν} (8.21)

Estos corresponden al principal resultado del mecanismo, mostrando que las no-

ciones de Campo Electrico y Campo Magnético dejan de ser válidas, lo cual es

consecuencia de constribuciones no-asociativas en la teorı́a. Esto puede eviden-

ciarse a través del siguiente ejemplo: Consideremos el caso electroestático de la

teorı́a, siempre considerando que es una teorı́a sin fuentes de carga aún:

Aµ =

(
1

c
φ(x, y, z), 0, 0, 0

)
(8.22)

Ésto arroja las ecuaciones del movimiento:

∇2φ = 0 (8.23)

∂l

(
Θjkl∂jφ∂k∂iφ+

1

2
∂0Θ0jl(2φ∂j∂iφ− ∂iφ∂jφ)

)
= 0, con i, j, k, l = 1, 2, 3(8.24)

donde Θjkl = s
2
(xjδkl − xkδjl) mientras que ∂0Θ0jl = s

2
δjl. Aquı́ hay una gran dife-

rencia respecto a las ecuaciones sin modificar. No sólo la teorı́a coincide con

la electroestática en la componente 0 de las ecuaciones del movimiento sino

que son aún más restrictivas, incluyendo una ecuación diferencial vectorial si-

milar a términos de autointeracción incluso en ausencia de magnetismo. La no-

asociatividad de la teorı́a afecta la definición de campo Electrico en el caso más

simple, haciendo que lo que conocemos como potencial escalar en el electromag-

netismo necesite una redefinición, la cual puede estar intimamente relacionado

con una futura redefinición del tensor de Faraday. Entendemos también que el

caso del potencial escalar de la electroestática corresponde a un caso sobrede-

terminado, por lo tanto nos da a entender que realmente no existe un análogo

en este régimen.
119



8.3.2. Principio de Acción y Lagrangiano

Considerando el producto interno de la teorı́a de Maxwell:

〈A,E〉 =

∫
M(4)

d4xηαβAαEβ (8.25)

donde A ∈ X−1, E ∈ X−2, sabemos que:

S =
∑
n≥1

1

(n+ 1)!
(−1)

n(n−1)
2 〈A.`n(An)〉 =

1

2
〈A, `1(A)〉 − 1

3!
〈A, `2(A,A)〉+ . . .(8.26)

Por lo tanto a través del mecanismo sugiere que:

S[A] =

∫
M(4)

d4xηαβAα

(
1

2
(�Aβ − ∂β(∂ · A))− 1

3!
(2Θµνλ∂λ{∂µ(∂ · A)∂νAβ

+∂µA
γ∂ν(∂γAβ − ∂βAγ)}+ ∂βΘµνλ∂λ{∂µ(∂ · A)Aν + 2∂µA

γ∂γAν}

+∂γΘ
µνλ∂λ{2∂µAγ∂νAβ + Aµ∂

γ(∂νAβ − ∂βAν) + 2Aµ∂ν(∂
γAβ − ∂βAγ)

+Aµ∂ν∂
γAβ + ∂µA

γ(∂νAβ − ∂βAν) + ∂γAµ∂νAβ}) (8.27)

El problema principal del método de Boostrap es que lo que el método ofrece

como el principio de acción del cual proceden las ecuaciones del movimiento es

sólo válido para parametros de no-conmutatividad constantes [xµ, xν ] = Θµν , co-

mo es verificado en [47] [53].

En resultados recientes se ha verificado que si bien las ecuaciones del movimien-

to son correctas, el principio de acción correcto para que la teorı́a sea Lagrangia-

na puede ser obtenida a través de la deformación de la medida de integración

más que del método mismo. Ejemplo de ésto es el caso de κ-Minkowski U(1) ob-

tenido por V. Kupriyanov [54]. Esto significa que un posterior paso para trabajar

en esta teorı́a es la deformación del tensor de Faraday con la intención de cons-

truir una teorı́a tipo Yang-Mills con la medida de integración correcta para que las

ecuaciones anteriormente presentadas correspondan a una teorı́a Lagrangiana.

El tensor de Faraday-Snyder deberı́a respetar alguno de los siguientes principios
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variacionales:

δfFSnyderαβ = [f,FSnyderαβ ]? (8.28)

δfFSnyderαβ = [f,FSnyderαβ ]? +
1

2
∂αΘµνλ∂λ{∂µfFSnyderνβ } − 1

2
∂βΘµνλ∂λ{∂µfFSnyderαν }(8.29)

Estos principios permiten que el Lagrangiano de la teorı́a pueda ser escrito como

un invariante efectivo de la teorı́a.

Buscamos construir un Lagrangiano de la forma:

L(A, ∂A, ∂∂A) = −1

4
FSnyderµν FµνSnyder (8.30)

donde:

FSnyderµν = Fµν + Ωµν(x,A, ∂A, ∂∂A) (8.31)

donde Ωµν es antisimétrico. A través de la teorı́a clásica de campos encontramos

que:

Fα =
∂L
∂Aα

− ∂ρ
(

∂L
∂(∂ρAα)

)
+ ∂ρ∂σ

(
∂L

∂(∂ρ∂σAα)

)
(8.32)

Con lo cual:

Fα = ∂ρFSnyderρα +

(
∂ρ
(

∂Ωµν

∂(∂ρAα)

)
− ∂ρ∂σ

(
∂Ωµν

∂(∂ρ∂σAα)

))
∂µAν

−2∂ρ
(

∂Ωµν

∂(∂ρ∂σAα)

)
∂σ∂µAν −

(
∂Ωµν

∂(∂ρ∂σAα)

)
∂ρ∂σ∂µAν (8.33)

La obtención del Tensor de Faraday-Snyder ası́ como el Lagrangiano para la

teorı́a quedarán para futuros trabajos. Establecer una completa teorı́a Lagrangia-

na nos permitirı́a pasarnos al formalismo Hamiltoniano para estudiar los vı́nculos

de la teorı́a. A través del estudio de vinculos podremos estudiar la noción de fijado

de Gauge para posteriores soluciones de la teorı́a.
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Capı́tulo 9

Comentarios finales y Conclusión

En la presente tesis hemos tenido la oportunidad de estudiar el espacio-

tiempo de Snyder a nivel algebraico para poder construir el Twist en el Capı́tu-

lo 6 con la intención de deformar el espacio de funciones sobre el espacio de

fase de forma coherente. Posteriomente, en el Capı́tulo 7 estudiamos la estruc-

tura algebraica emergente en la gravedad cuántica, más especificamente en el

contexto de Teorı́a de campos de cuerdas donde apareció como necesidad fun-

damental el preservar la asociatividad homotópica al momento de deformar una

teorı́a de Gauge. Teniendo esto en consideración empleamos el mecanismo de

cuasi-morfismos de Algebras L∞ (Boostrap) para obtener una teorı́a de Gauge a

primer orden en el parámetro de longitud fundamental en Capı́tulo 8. Estudiamos

el caso particular de la electroestática verificando que las correcciones de grave-

dad cuántica impone además de la ecuación de Laplace una segunda ecuación,

mostrando el grado de restricción de la teorı́a. Ante ésto hay varios puntos que

discutir:

Hemos visto que el mecanismo de Boostrap es posible de extrapolar a aque-

llos espacio-tiempos que no solo son función del tiempo, sino que algebrai-
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camente permite encontrar correcciones para aquellos de la forma Θµν(x, p).

Estos productos mantienen similitudes con aquellos espacio-tiempos de la

forma Θµν(x) con la principal diferencia de la variación de las ecuaciones

del movimiento ante el nuevo principio de Gauge, es decir, a los productos

`2(f, E).

Existe una evidente desconexión entre la teorı́a deformada y la teorı́a sin

deformar: debido a que la teorı́a deformada es más restrictiva, no es recu-

perar la solución electroestática de la solución a las ecuaciones del movi-

miento para Snyder U(1). Ésto ha ocurrido con teorı́as aún más sencillas

en construcción, como lo es el caso de κ-Minkowski, donde sólo en bajas

dimensiones se logra recuperar soluciones clásicas.

La deformación del principio de Gauge trae consigo la pérdida de la es-

tructura de Fibrado que posee la teorı́a, y con ello surge la necesidad de

encontrar los análogos geométricos de la electrodinámica. Una de las prin-

cipales dudas que pueden surgir es la capacidad de fijar un Gauge para un

principio de Gauge poco convencional como el trabajado en esta tesis. Lo

cierto es que sólo la matemática elemental nos lo puede decir, a través de

la demostración de los Teoremas de existencia de las ecuaciones diferen-

ciales emergentes al fijar un Gauge, es decir, que no haya perdida libertad

remanente a la hora de establecer una condición. Estas libertades podrı́an

ser explı́citas en el formalismo Hamiltoniano de la teorı́a Snyder U(1).

Es necesario encontrar el principio de Acción correcto para el cual las ecua-

ciones del movimiento son compatibles con una formulación Lagrangiana.

Ésto es realizado a través de la construcción de un nuevo artefacto, que

en el lı́mite de longitud mı́nima nula permita recuperar el Tensor de Fara-
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day, al cual llamaremos el Tensor de Faraday-Snyder. Dicho tensor es im-

portante en la formulación, debido a que puede dar indicios sobre posibles

invariantes topológicos de la teorı́a, y nos permita encontrar la medida de

integración correcta para el espacio-tiempo de Snyder. Dicho artefacto será

obtenido en futuros trabajos.
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Apéndice A

Cohomologı́a, asociatividad y

no-conmutatividad

A.1. La no-conmutatividad y la no-asociatividad

Introduzcamos algunos conceptos básicos de Cohomologı́a para estudiar su

aparición al formular una Teorı́a de Gauge basada en un álgebra de Lie.

A.1.1. Conceptos básicos de Cohomologı́a

Consideremos una variedad suave M y una Cobertura abierta y contraı́ble,

es decir, una Cobertura {Ui} de abiertos tal que cualquier intersección finita sea

vacı́a o suavemente contraı́ble a un punto. Queremos que esta cobertura tenga

una triangularización con vértices xi tal que Ui es la vecindad estrellada 1 de

xi, luego U = {Ui|i ∈ Λ}, etiquetado por el conjunto Λ. Un k-simplex es una

(k + 1)-tupla (i0, i1, . . . , ik) ∈ Λk+1 tal que Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uik 6= 0. Estos pueden

ser visualizados como triángulos de vértices xi. Dado un grupo abeliano A, una
1Es decir, que todo punto del abierto Ui sea conexo por una recta al vértice xi.
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k-cocadena, αk es un mapeo en A:

αk : (i0, i1, . . . , ik)→ αk(i0, . . . , ik) ∈ A (A.1)

El conjunto de k-cocadenas es denotado por Ck(U,A) y forma un grupo abeliano

bajo la suma usual. También existe una secuencia de homomorfismos de grupos,

llamado Operación de coborde δ : Ck(U,A)→ Ck+1(U,A)

δαk(i0, . . . , ik+1) =
k+1∑
j=0

(−1)jαk(i0, . . . , îj, . . . , ik+1) (A.2)

donde la notación î denota omisión.

Si δαk = 0 para αk ∈ Ck(U,A), entonces αk es un k-cociclo. El conjunto de los

k-cociclos es denotado por Zk(U,A). Si adicionalmente, αk = δαk−1 para algún

αk−1 ∈ Ck−1(U,A), αk es un k-coborde. El conjunto de los k-cobordes es un sub-

grupo de Zk. El k-ésimo grupo de la Cohomologı́a de Čech es Hk = Zk/δ(Ck−1).

Finalmente, establecemos que dada sus propiedades podemos asociar una k-

cocadena con una k-forma diferencial. Éste mapeo es definido de la siguiente

forma: sea α una k-forma compleja. Entonces α define una cocadena por:

α(i0, . . . , ik) =

∫
xi0 ...xik

α (A.3)

donde xi0 . . . xik es el k-simplex con vértices xi0 , . . . , xik definido por la triangulari-

zación. Por el teorema de Stokes, (dα)(i0, . . . , ik) = δα(i0, . . . , ik). Esta asociación

establece un isomorfismo entre el k-ésimo complejo de la Cohomologı́a de Rham

(el conjunto de k-formas cerradas módulo las k-formas exactas bajo adición) y

Hk(U,C).

A.1.2. Cohomologı́a de Álgebras de Lie y Teorı́as de Gauge

La aparición de la Cohomologı́a en las teorı́as de Gauge es a menudo igno-

rada pero lo cierto es que esta estructura muestra aspectos que dan un profundo
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significado a cosas como la condición de Cuantización, y el que se pueda es-

tablecer una correspondencia entre Operadores en un espacio de Hilbert con

funciones en el espacio de Fase cuántico.

La primera cocadena, α1, aparece en la representación unitaria de rayo de la

acción de un elemento g de un grupo de transformación G que actua sobre la

variedad remanenteM. Dado un punto x ∈ M (transformando como g : x→ gx)

y una función Ψ(x) (o más generalmente, una sección del fibrado de lineas sobre

M), la acción de g en Ψ es representada por

U(g)Ψ(x) = eiα1(x;g)Ψ(gx) (A.4)

En el caso de una teorı́a de Gauge con una corriente de Gauge anómala, exis-

te un primer cociclo no-trivial, indicando que Ψ es una sección de un fibrado de

lineas no-trivial sobre A /G (el conjunto de potenciales vectoriales módulo el con-

junto de transformaciones de Gauge) con

A : {S2n → A}, G : {S2n → G} (A.5)

y α1 ∈ H1( ).

La operación de coborde, en este contexto, está definida por:

δαn(x; g1, . . . , gn+1) = αn(g1x; g2, . . . , gn+1 − αn(x; g1g2, g3, . . . , gn+1) + . . .

+(−1)nαn(x; g1, . . . , gngn+1) + (−1)n+1αn(x; g1, g2, . . . , gn)(A.6)

Por lo tanto, dada una cocadena α1 podemos definir un 2-cociclo, α2, mediante:

α2(x; g1, g2) = δα1 = α1(x; g1) + α1(g1x; g2)− α1(x; g1g2) (A.7)

U(g1)U(g2)ψ(x) = eiα2(x;g1,g2)U(g1g2)ψ(x) (A.8)
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ası́ los U(g) definen la representación proyectiva. Si α2 = δα1 = 0, entonces

U(g1)U(g2) = U(g1g2). También, dado un grupo de Lie generado por T a tal que

[T a, T b] = fabcT c, g(θ) = eθ
aTa (A.9)

U(g) = eθ
aGa = 1 + θaGa + ..., (A.10)

Podemos escribir

α2(x; g1, g2) =
1

2
Sab(x)θa1θ

b
2 + . . . (A.11)

Un 2-cociclo no-trivial α2 aparece en la teorı́a cuántica de campos como el con-

mutador anómalo de los generadores, Ga, de transformaciones locales de Gauge:

[Ga, Gb] = fabcGc + Sab (A.12)

Entonces podemos apreciar que α2 mide la falla de los generadores al intentar

formar una representación y Sab mide la falla al intentar formar una representa-

ción del Álgebra de Lie. Si α2 es cohomologicamente trivial, entonces es posible

redefinir el álgebra de generadores para formar una representación.

Si tenemos una cocadena α2, podemos definir:

α3(x; g1, g2, g3) = δα2 (A.13)

Entonces

α3 = α2(x; g2, g3) + α2(x; g1, g2g3)− α2(x; g1g2, g3)− α2(g3x; g1, g2) (A.14)

y α3 será un tercer cociclo.

Usando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff encontramos

α3(x; g1, g2, g3) = 1
3!
Aabc(x)θa1θ

b
2θ
c
3 + . . . (A.15)

[[Ga, Gb], Gc] + cycl. = 1
3!
A[abc] (A.16)
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donde [abc] denota antisimetrización.

Ası́ comprendemos que el grado de asociatividad puede ser medido por la viola-

ción de la identidad de Jacobi.
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Soc. Lond. A, vol. 133, n.o 821, págs. 60-72, 1931. DOI: 10.1098/rspa.1931.

0130.

[14] P. A. M. Dirac, “The Theory of magnetic poles,” Phys. Rev., vol. 74, págs. 817-830,
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space,” The European Physical Journal C, vol. 78, n.o 3, 2018, ISSN: 1434-6052.

DOI: 10.1140/epjc/s10052-018-5657-8. dirección: http://dx.

doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5657-8.

134

https://doi.org/10.1088/1751-8113/44/38/385401
https://arxiv.org/abs/1106.0316
https://doi.org/10.1017/S0305004100000487
https://doi.org/10.1016/S0031-8914(46)80059-4
https://doi.org/10.1142/S0217751X14500225
https://arxiv.org/abs/1305.3088
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0450-0
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0450-0
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0450-0
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0450-0
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.02.059
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.02.059
https://arxiv.org/abs/1701.05862
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5657-8
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5657-8
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5657-8


[40] S. Meljanac, D. Meljanac, A. Pachoł y D. Pikutić, “Remarks on simple interpolation
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J. C, vol. 17, págs. 521-526, 2000. DOI: 10.1007/s100520000487. arXiv:

hep-th/0006246.

[43] B. Jurco, L. Moller, S. Schraml, P. Schupp y J. Wess, “Construction of nonAbelian

gauge theories on noncommutative spaces,” Eur. Phys. J. C, vol. 21, págs. 383-388,
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