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Capitulo 1

Introduccion

Existen problemas en diversas areas como ingenieria, economia 0 manejo de

recursos, entre otras, que pueden ser modelados como el problema de minimizacién:

p=min f(x)
gi(z) <0, Vie J={1,...,m} (P)

z € (),

una forma de tratar dichos problemas es por medio de la teoria de dualidad
Lagragiana, una poderosa herramienta para tratar problemas de optimizacién que
consiste en estudiar el problema original, que se llamara primal, a través de un problema
auxiliar llamado dual. A partir de esto se han desarrollado diversos méetodos duales
o primales-duales para resolver el problema primal a través de los multiplicadores de
Lagrange que definen el problema dual, quizés el ejemplo mas conocido es el método
Simplex-dual para problemas lineales que se explica en [2]. Otro ejemplo se presenta en
[3, Seccidn 6.6], donde se estudia el problema dual para para un problema cuadratico
particular.

Sin embargo para hacer uso de métodos de este tipo, es necesario que el problema
dual tenga el mismo valor éptimo que el problema primal, esto se conoce como gap de
dualidad cero.

Para el caso en que tanto f como las g; son convexas y C' es convexo, se ha

estudiado de forma extensa que condiciones son suficientes para que se cumpla esta
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propiedad. Posiblemente el resultado mas famoso al respecto fue propuesto por K. Fan,
I. Glicksberg y A. Hoffman en [4], que asegura que para un problema con funciones
convexas a valores reales con C' convexo, si existe un z € C' tal que g;(z) < 0 para
todas las g; con i € J (esto se conoce como condicion de Slater), entonces hay gap de

dualidad cero y el problema dual tiene solucién.

Este resultado se ha extendido en [3] para permitir ademas restricciones de tipo
igualdad cuando éstas estan definidas por funciones afines y en [6] pidiendo una
condicion mas débil que convexidad, que un conjunto relacionado a (P) sea almost-

convex (esta nocion se describira en el Capitulo 4 ).

Pese a que el problema convexo esta bastante estudiado, aun se continua traba-
jando, por ejemplo, en [16] donde se incluyen varios resultados para el caso convexo,
ademas del resultado principal del paper. Los recientes trabajos [6, 8] han estudiado el
problema para casos no convexos, considerando una clase de funciones cuasi conve-
xas y utilizando técnicas de analisis asintético para estudiar el comportamiento de las
funciones que definen el problema a través de funciones asintéticas. Un problema con
tratar el problema a travéz de propiedades asintéticas, es que estas técnicas pasa por

alto propiedades locales como la condicién de Slater.

Es por esto que existen problemas convexos simples a los que no se les puede
aplicar estos resultados, en particular en la Seccién 5.3 se presenta un ejemplo muy
simple en que no se pueden aplicar los resultados de [8], que fue la motivacion con
la que comenzd este trabajo. Por otro lado, se conocen resultados para el problema
convexo en que se separa las restricciones del problema entre aquellas que pueden ser
satisfechas de forma estricta y aquellas que no [1, 13], donde se piden otra condicion

sobre las restricciones que no se pueden satisfacer de forma estricta.

El objetivo de este trabajo es unificar estos resultados, de forma de tratar un
problema no convexo haciendo la separacion entre las restricciones que pueden ser
satisfechas de forma estricta y las que no, para luego buscar hipétesis adicionales de

forma que se tenga gap de dualidad cero.

Este trabajo sigue la siguiente estructura: El Capitulo 2 presenta la notacidn basica



y definiciones que se usaran. En el Capitulo 3 se presentan resultados preliminares
junto con notacidn y definiciones que han sido introducidos en trabajos recientes, que no
son el estandar. El Capitulo 4 introduce de la teoria de dualidad Lagrangiana formulada
para el problema de interés, junto con introducir la funcién valor 6ptimo y su relacién con
la propiedad de gap de dualidad cero, para luego dar una caracterizan sobre cuando la
funcién valor es sci en cero y otros resultados sobre dualidad que se necesitaran mas
adelante. El Capitulo 5 presenta los resultados principales de este trabajo, haciendo
la separacion para el caso convexo y para casos especiales donde algunas de las
funciones que definen el problema pertenecen a alguna clase particular de funciones
cuasi convexas (y no son necesariamente convexas). También en el Capitulo 5, en
la dltima seccion, se hace la comparacién entre los resultados obtenidos, ademas
de compararlos con los resultados ya conocidos para comprobar que todos entregan
nueva informacién y que ninguno generaliza a los demas. El Capitulo 6 presenta las

conclusiones obtenidas sobre estos resultados y los objetivos a futuro.






Capitulo 2

Notacion y definiciones basicas

A lo largo de este trabajo se usara la siguiente notacién:

R es el conjunto de numeros reales.

R =R U {+co} es el conjunto de los nimeros reales extendidos.
= R” es el espacio euclidiano n-dimensional.
m RY ={z=(v1,...,2,) €ER": 2, >0Vie{1,...,n}}.

» ||z|| denota la norma euclidiana de = para cualquier = € R", es decir,
l|z|]| = /2% +...+22. Cuando = € R, se usara |z| que corresponde al valor

absoluto.

= Dado un conjunto I, se denota por |I| al cardinal de I, que corresponde a la

cantidad de elementos de I.

» Dados 2 elementos z,y € R”, |z, y[ denota el segmento de recta que une a z e v,

pero al que no pertenecen ni x ni y.

Definicion 2.1. Sea un conjunto A C R". Se dice que A es convexo si para todo par

de elementos x,y € A y todo A € [0, 1], se tiene que Az + (1 — \)y € A.

Definicion 2.2. Sea un conjunto A C R™. Se dice que A es un cono si para todo

t>0, tAC A.
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Definicién 2.3. Sea una funcién f : R* — R:

(i) Se define el epigrafo de f como el conjunto

epif ={(t,z) e RxR": f(z) <t}

(ii) Se define el subnivel \ de f, como el conjunto

Sx\(f) ={z e R": f(z) <A}

En el caso en que la funcién esté definida en un subconjunto D de R, de la forma

f: D — R, se considera que f toma el valor 4o fuera de D.

Definicidon 2.4. Sea una sucesion (zy), se define el limite inferior de x;, por

liminfx, = lim 2z, = lim | inf z,, | .
k——+o0 k——4o00 k—+oco \ m>k

De forma similar se define el limite superior de (z;) como

lim z, = — lim —xy.
k—+o0 k——+o0

Definicion 2.5. Sea f : R" — R y 7 € R, se define el limite inferior de f en = por

liminf f(x) = lim f(z) =sup inf f(2).

T—=T T—T e>0 TEB(Ts¢)

Como Iiagr(lf )f(x) > %B?f )f(x) para todo e; > ¢; > 0, el limite inferior de f en z
reB(x,e1 reB(T,e2

se puede escribir de forma equivalente como

li — lim inf .
g%f(fv) Elfglmg&ﬁ)f(fv)

De forma similar se define el limite superior de f en z como

I f(x) = — lim — ().

Tr—T T—T
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Definicién 2.6. Sea f : R — R, se dice que f es semicontinua inferiormente (sci) en
un punto xy € R" si f(zg) = —oo 0 si paracadat € R tal quet < f(x,), existe una

vecindad N de x, tal que para todo x € N se cumplet < f(z).

De forma equivalente se puede decir que f es scien xy € R” si

lim f(z) > f(wo),

T—T0

o de forma secuencial

lim f(zr) > f(xo) Vor — 0.
k——+oco

Se dice que la funcidén f es sci si es sci en cada punto x € R™. Se conoce que
una funcion f es sci siy solo si S)(f) es cerrado para cada ) € R si, y solo si epif es
cerrado.

Estas caracterizaciones se pueden encontrar demostradas en [1, Capitulo 1].

Se dice que f es semicontinua superiormente (scs) en x,, si —f es sci en z,. De

igual forma, se dice que f es scs si es scs en cada punto = € R™.

Definicién 2.7. Sea f : R" — R, se dice que f es:

(i) convexa siepif C R x R™ es convexo, o equivalentemente si para cada xz,y € R”

fales que f(x) < +oo, f(y) < +o0 ytodot € |0, 1], se cumple

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).

(i) estrictamente convexa si para todo =,y € R", x # y y todo t €]0, 1, se cumple

fltz + (1 —=t)y) <tf(z) + (1 —=1)f(y).

(iii) cuasi convexa sipara cadaz,y € R", se tiene que f(tz+(1—t)y) < max{f(z), f(y)}
para todo t €0, 1|. Esto es equivalente a decir que S,(f) es convexo para todo

A eR.
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(iv) semiestrictamente cuasi convexa si para cada x,y € R" que cumplan f(x) # f(y)

se tiene que f(tx + (1 — t)y) < max{f(x), f(y)} para todo t €0, 1].

Estos conceptos aparecen explicados en [13], con la salvedad de que ahi llaman
estrictamente cuasi convexas a las funciones semiestrictamente cuasi convexas.

Toda funcién convexa es también cuasi convexa y semiestrictamente cuasi convexa.
Por otro lado no hay relacién entre cuasi convexidad y semiestricta cuasi convexidad,
pero, si una funcién f es semiestrictamente cuasi convexa y sci, entonces es también

cuasi convexa.

Definicion 2.8. (Envolventes de conjuntos) Sea A C R" se definen los siguientes

conjuntos:

(i) coA, llamada la envolvente convexa de A, como el menor conjunto convexo que

contiene a A.

(ii) oA, llamada la envolvente convexa cerrada de A, como el menor conjunto conve-

X0 y cerrado que contiene a A.
Dado A C R", es directo que A es:

m CONvexo siy solo si coA = A,

= convexo y cerrado si y solo sicoA = A.

Definicion 2.9. (Envolventes de funciones) Sea f : R* — R, se definen las siguien-

tes envolventes de f:

(i) cof : R — R la envolvente convexa de f, que es la funcién convexa mas
grande por debajo de f. En otras palabras, para todo x € R", cof(x) < f(z) y Si
h: R" — R es convexa y cumple que para todo » € R, h(z) < f(z), entonces

h(z) < cof(x) para todo x € R™.

(i) f:R* = R laenvolvente sci de f, que es la funcién sci mds grande por debajo

de f.
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(iii) cof : R» — R la envolvente convexa y sci de f, que es la funcién convexa y sci

mas grande por debajo de f.

Nuevamente es directo verificar que f es convexa siy solo si f = cof, lo mismo
para sci y convexa Sci.

Se puede demostrar que epif = epif, (por esto f es a veces llamada clausura de
f) y co(epif) = epi(cof). Esto aparece demostrado en el primer capitulo de [1], dénde

también se demuestran las siguientes caracterizaciones para f : R* — R U {+o0}:

inf{a € R| (u,a) € epif, si ({u} x R) Nepif #

flu) =
400, en otros casos,
( inf{a € R| (u, a) € co(epif), si ({u} x R) Nco(epif) # 0
cof (u) =
400, €en otros casos,
o ( inf{a € R| (u,a) € co(epif), si ({u} x R)Nco(epif) # 0
o f(u) =
400, €n otros casos.

\

Definicion 2.10. Para un conjunto C' C R", se define su cono asintdtico como el cono

cerrado
oo n T
C :{UER : dty — +oo, dry, € C t——)U},
k

con la convencion (> = (.

Cuando C es convexo, se obtiene:

C*={veR": z+velCVrelC} :m t(C —7),
t>0
donde la ultima expresion es independiente de z € C'. De esto, si C' es convexo,

C'*> también lo es.
Se dice que una funcién f : R* — R es propia si existe al menos un z, € R" tal
que f(zg) < +o0y f(x) > —oo para todo z € R™.

A partir de la definicidén del cono asintético se define la siguiente funcién asintética:
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Definicion 2.11. Dada f : R" — R U {+oc} propia. Se define la funcion asintética de f,

f> :R* — R como la funcién que satisface epif> = (epif)>.

Cuando f es convexa y sci, f*°(v) se conocen las siguientes caracterizaciones

que aparecen demostradas en [1, Seccidn 2.5]:

f*(v) = sup = lim = sup {f(z+v)—f(z)}

t>0 t t=+o0 t x€dom f

donde las primeras dos son independientes de z € domf.
Con esta funcién asintética se puede describir el cono asintético de los subniveles

de una funcion sci, convexa y propia:
Proposicion 2.1. [1] Sea f : R" — R U {+o0} sci, convexa y propia y A € R tal que
S\(f) # 0, entonces
{z eR"| f(z) <A} ={v eR"| f*(v) <0}
Y en consecuencia se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1. [1] Sean g; : R* — RU {400}, con i € I una coleccion de funciones sci,

convexas y propias, y C C R™ convexo y cerrado. Entonces

{r el gi(x) <OViel}*={veC™ (¢)°w) <0Viel}.

En el siguiente capitulo se introduciran otras funciones asintéticas que resultan

mejores para tratar funciones cuasiconvexas.
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Capitulo 3

Resultados Preliminares

En este capitulo se presentan varios resultados y definiciones que no son usadas

habitualmente.

Definicion 3.1. Dado un mapeo S : R = R™ (S mapea desde R" al conjunto de las
partes de R™), se dice que S es sci ent € R" si para cada conjunto abierto N tal que

NN S(z) +# 0, existe una vecindad U(z) tal que

z € U(F) = S(x) NN #0.

Proposicion 3.1. [1] Sea® : R" x R™ — RU {+o0} y sean S un mapeo S : R = R™.
Definiendo la funcion ¢(xz) = inf{®(z,u)| v € S(x)}. Si S es scienz y ® scs en

{z} x S(z), entonces la funcién v es scs en .

La siguiente proposicion entrega una propiedad geométrica sobre las funciones
cuasi convexas, que describe el comportamiento de estas funciones cuando no estan

acotadas en una direccion.

Proposicion 3.2. [8] Sea f : R" — RU{+o0} cuasi convexa, sci y propia. Entonces, si

Stgg(f(xo +tv) — f(xo)) = +o0

para algun x, € dom f, entonces

sup(f(z + tv) — f(x)) = +o0, Vo € domf.

>0
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Definimos la siguiente clase de funciones C introducida en [9]:

Definicién 3.2. Se dice que f pertenece aC si para todo x € domf y todo

v € (domf)*>, v # 0, se tiene una de las siguientes opciones:

(i) 0 <t+— f(x+ tv) es monotona decreciente, o

(i) f(x+tv) — 400 cuando t — +oc.

Esta clase sera de mucha importancia, pues los resultados obtenidos en los
capitulos siguientes estan formulados para funciones cuasi convexas que pertenescan
ac.

Se conoce que las funciones convexas y las funciones coercivas (i.e. f(z) — +oo,
cuando ||z|| — +oco) estdn en C. La demostracién de que las funciones convexas
cumplen con esta definicién se remonta a [13], donde se presenta como una propiedad
de las funciones convexas.

En [6] se estudio esta propiedad para las funciones i : R" — R U {+oc}, de la

forma

a'r+ o
2=t size K
h(x) = bl x + I6]
+oo, ¢ K,
cona, beR”, a, B € Ry K CR" convexo cerrado tal que K C {x € R*| bz + 3 > 0}.
En este caso, i es semiestrictamente cuasi convexa, y h € C si y solo si, para todo

u € K*°, se tiene:

" b'u=0,0

.
u bTu>0=>h(a:)ZZT—u Vo € K.
u

También se verificé para las funciones cuadraticas / : R" — R U {+oc}, definidas

por

%xTAx+aTx+a, sire K

+oo, v ¢ K
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con K C R™ convexo y cerrado. En este caso h € C siy solo si para todo u € K>
oy Au>0,0

m oy Au < 0= Vh(z)"u<0Vz € K.

Parte del andlisis que se hara en los capitulos siguientes requiere las siguientes
definiciones de funciones asintéticas que se han introducido en trabajos recientes. Para

una funcién f : R" — R U {400} propia se definen:

Definicién 3.3. La funcion g-asintdtica de f, introducida en [7], aunque ya aparece en

[5] de forma no explicita. Se define f>° : R™ — R como:

= s aplEER=I@)
z€domf t>0 t

Se conoce que f° es siempre convexa, y cuando f es sci, f2° también lo es
([7, Proposicidon 3.28]). Ademas, por la representacién de f°° para convexas y sci, en
ese caso se cumple f> = f>.

Otra funcion asintética de interés, es la funcién f?* introducida en [12]:

Definicion 3.4. Cuando f es cuasi convexa y sci, se define f©* : R* — R por la

expresion:

f¥(w) =inf{A e R: v € (Sx(f))*}
con la convencion que el infimo sobre el conjunto vacio es +c.

Esto es equivalente a:

f¥(v) = inf sup f(x + tv).

zeR™ >0
Tal como se menciona en [8, Definicion 4.1], se puede definir de forma equivalente
a la clase C para funciones cuasiconvexas y sci usando la funcién f?*y la funcion fg%;
f € Csiy solo siparatodo v € (domf)>, v # 0, 0 se tiene f5%(v) =00 f4(v) = +oo0,

esto es también equivalente a decir f9*(v) = f9(0) 0 f9*(v) = +o0.

19



En este trabajo se utilizara principalmente la funcién asintética de escala cero

introducida en [8].

Definicion 3.5. La funcion asintética de escala cero, fg : R" — RU {+oc} dada por la

expresion

fog(v) = sup sup(f(z+tv) — f(z)).

z€domf t>0
De esta definicion es directo que g5 (av) = f55(v) para todo o > 0, ademas si f es
propia fg5,(v) > 0, esto se encuentra en [8, Proposicion 3.1]. El valor f¢ (v) representa
la mayor diferencia de valores a lo largo de las rectas con direccion v, es decir, el mayor
salto en la direccion v.
De la caracterizacion del cono asint6tico para conjuntos convexos, es claro que Si
v ¢ (domf)>, con f cuasi convexa, entonces para todo = € domf existe un ¢, > 0 tal

que x + tov ¢ (domf)*, y por lo tanto fg°(v) = +oo.

Proposicion 3.3. [8] Sea f : R" — R U {+oc} propia, sci y cuasi convexa. Asumiendo

que v € R™\ {0}, entonces
f((if](?}) = foa(=v) =0 <= f(x+tv) = f(z) Vzedomf, Vt €R.

Demostracion. Como fg(v) = 0, se tiene que f(x +tv) < f(z) paratodo ¢t € Ry todo
z € domf, luego x + tv € dom f, ademas, como es para todo x € domfy f5°(—v) =0,
se tiene f(z) = f(x +tv—tv) < f(z +tv),y f debe ser constante en la recta = + tv con

teR. [

Teniendo esta proposicion, consideramos el problema de minimizacion sin restric-

ciones:

win f(z),

con f como en la proposicién y definimos el siguiente cono:

Ry ={v e R"| fgq(v) = 0},
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como se menciono antes, este cono contendria las direcciones en que f decrece
independiente del punto inicial.

Entonces, si R, C —R,, se tendria, por la proposicién anterior, que las direcciones
donde f decrece son en realidad las direcciones en que f es constante, es decir, f no

decrece estrictamente en ninguna direccién, y en ese caso se cumple que

argmin f # ().
]Rn

Para una demostracién completa referirse a [8].

Por otro lado, al definir el problema (P):

p=min f(z)
gi(x) <0, Vie J={1,...,m} (P)
x e,
con fy las g; sci, cuasi convexas y propias, y C' convexo y cerrado, (P) es equiva-

lente a

p=min f(z),
con K = {z € C| gi(x) < 0Vi e J}, y se puede tratar este problema es a través de

la funcién indicatriz de K:

0,size K
L (T) =
+o00, v ¢ K

y formulamos el problema equivalente

= grel[i@(f(x) + i (2)),

que es un problema sin restricciones y por tanto se puede aplicar el resultado
anterior para verificar si hay solucion. Para esto necesitariamos calcular la funcion
asintética de escala cero de f + ¢ y verificar que si (f +¢)52,(v) = 0, entonces también

se cumple (f + tx)g5,(—v) = 0.
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En [8] se obtuvo que cuando las funciones fy g; coni € J, pertenecen a la clase C

y son cuasi convexas y sci, se puede caracterizar dicho conjunto de la siguiente forma:

{v e R"| (f + tx)oq(v) = 0} = {v € O] fgy(v) = 0, (g:)54(v) = 0} = R,
y con la definicién de R, se obtiene el siguiente resultado:
Corolario 3.1. Para el problema (P), si Ry es subespacio, entonces argmin [ # (0.
K

Como se mencion6 anteriormente, dadas funciones g; : R* — R U {400} con

i =0,...,m definidas por

-
a; T+ oy

bz'T+5i
+oo, x ¢ K,

gi(x) =

con K; convexo y cerrado contenido en {z € R"| b/ + 3; > 0} y C convexo y

cerrado tal que

B

=1

Entonces las funciones g; estan en C cuando para todo u € K?*

] bZ-Tu:(),O
aTu
- U

En ese caso, con f = gy, se ha verificado en [6] que Ry C —R, (donde se le llama

L), siy solo si

Ry={veC®n(-C)®: av=0,Vi=0,...,m}.

Para este resultado s6lo son necesarios los vectores v en que se anulan las
funciones asintéticas de escala cero, pero estas direcciones se pueden obtener usando

la funcién g-asintética, tal como muestra la siguiente proposicion:
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Proposicion 3.4. Cuando | es propia
[7 ) <0 = foo(v) =0.

Demostracion. Dado v € (domf)* tal que f:*(v) < 0, entonces se tiene que

t —
sup sup L EFW = @)
z€domf t>0 t

lo cual implica que para todo = € domf y paratodo t > 0, f(x + tv) < f(z) y por lo
tanto f5%(v) = 0.

Para probar el reciproco, basta notar que si

sup sup{f(xz+tv) — f(z)} =0,

zedomf t>0

necesariamente para cada x € domf y todo ¢ > 0, se tiene f(x + tv) < f(x), y por

lo tanto para todo ¢ > 0 fijo

fx +tv) = f(z)
t

<0, Vz € domf,

luego

R

Luego para una familia de funciones (h;);c;, cualquier conjunto de la forma

R={xeD: (h),(v)=0, Viel}

0,q

para algun conjunto D C R"™, se puede escribir de forma equivalente usando la

funcién g-asintética:

R={zxeD: (h);(v) <0, Viel}
en particular
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Ry={veC™: fXw) <0, (g)7(v) <0Vie J}.

q

En este trabajo se empleara el conjunto R, definido anteriormente, pero también
otros con una estructura similar. La proposicidén 3.4 nos da otra forma de trabajar con

dichos conjuntos.
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Capitulo 4

Teoria de Dualidad Lagrangiana: Un

Repaso

En este capitulo se da un resumen de los conceptos principales y algunos resulta-
dos de la Teoria de Dualidad Lagrangiana, ademas se entregan algunas definiciones
para el problema que nos interesa; para un caso mas general revisar el Capitulo 3 de
[6] o se puede revisar [11], donde se presentan algunos resultados para problemas en
R™ con restricciones de tipo igualdad y desigualdad.

Sea C' C R” un conjunto no vacio. Dadas las funciones f : R* — R U {+o0}
yg :R" - RU{+oc0} paracadai € J = {1,...,m}, recordamos el problema de
minimizacién:

p = min f(z)

donde el conjunto K C R", llamado factible, corresponde a

K={zeC: gi(x) <0Vie J}

Se supondra K # () y se mantendra la siguiente representacién del problema:

p=min f(z)
gi(x) <0, VieJ (P)

x e,
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llamaremos a este problema, problema primal. Para el problema (P) se define el

siguiente problema auxiliar, lamado problema dual (Lagrangiano):

v = sup inf {f )+ Z)\zgZ (D)

AERT zeC icJ
Las dos nociones mas importantes para nuestro estudio sobre la relacién entre (P)
y (D) se presentan a continuacion:
Se dice que no hay gap de dualidad, o el gap de dualidad es cero (o nulo), entre
(P)y (D) cuando u = v.
Se dice que (P) tiene la propiedad de dualidad fuerte dual cuando i = v y el
problema (D) tiene solucion (i.e., existe un A € R’ que maximiza (D)).

Al problema (P) le asociamos el Lagrangiano

L(v, A z) =7 f(z +Z)wgz

donde v > 0y A € R son los llamados multiplicadores de Lagrange. Asi, podemos

reescribir (D) de la siguiente forma:

v = sup inf L(1, A\, x).

AeRT TEC

Se verifica trivialmente que

inf L(y, A\, z) < mf L(fy,A z) < 7] mf f( )=, Yy >0, VA eRT, (4.1)

zeC

pues g;(z) < 0 para todo =z € K. Al considerar v = 1, se obtiene v < p (esto
se conoce como dualidad débil). En particular, si u = —oo, necesariamente v = —oo,
luego, hay dualidad fuerte y cualquier A € R7' es solucion de (D). Por esto solo nos
preocuparemos del caso en que p € R.

Teniendo esto en mente, es de interés encontrar condiciones sobre (P) con tal de
obtener la igualdad entre i y v, pues esto es necesario para poder aplicar algoritmos
que resuelven el problema (P) a través de los multiplicadores de Lagrange A. Un caso

donde se sabe que 1 = v es cuando existe z € C' tal que g;(z) < 0 paratodas lasi € J
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y ademas todas las funciones involucradas son convexas y C es convexo y cerrado,
en este caso hay dualidad fuerte. El caso de interés en este trabajo sera cuando C' es
convexo y cerrado, y las funciones involucradas son cuasi convexas.

Para obtener la igualdad para algin par (v, A) € R, x R7’ se tendria que verificar

la desigualdad contraria a (4.1), es decir:

_
yu < inf L(v, A, ),

que es equivalente a

Y < L(y,\ @), Voel,

de la definicién de L, esto se puede reordenar de la forma

0 <~(f(z) —p)+ Z&-gi(x), Ve e C.

Entonces se tendria dualidad fuerte cuando ~ > 0.

Denotando F' = (f, g1, ..., gm), definimos los siguientes conjuntos:

F=F(C)+Ry xRY, £, = F — p(0,1), peR,

Estos conjuntos seran importantes para el analisis siguiente.

Ahora definimos el conjunto factible perturbado para el problema (P):

K(a) ={zx € C| gi(x) < a;, Vi€ J}

y el conjunto factible del problema (P) resulta K = K(0).

Con esto podemos definir la funcion valor éptimo v : R™ — R para (P):

¥(a) = inf f(z),

z€K(a)
con la convencion que el infimo de una funcién sobre el conjunto vacio es +oc.
Se han establecido varias relaciones entre estas definiciones y las propiedades de

gap de dualidad cero y dualidad fuerte.
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El siguiente resultado surge de [10, Teorema 3.1], se presenta de la forma siguiente

para evitar tratar con la conjugada de Fenchel.
Teorema 4.1. Si K # () ycoy(0) > —oo. Entonces v = oy (0).
Otro resultado extraido de [10], nos muestra una forma de usar el conjunto &,,.

Teorema 4.2. Si; € R y £, es convexo, entonces

v =1(0),

en consecuencia, si ademds 1)(0) = 1(0), se tiene v = p.

Teniendo este resultado en consideracion, resulta interesante que podemos tratar
de probar que un problema tiene gap de dualidad cero verificando de forma separada

ue &, sea convexo ue ¢ sea sci en cero.
;

Teorema 4.3. [6] Sea F' como antes, se cumple lo siguiente:

(i) (r,a) € epitp < (r+%,a) € F,Vk € N.

como consecuencia, si F es convexo entonces w es convexa.
(i) F C epiyy C F.

De (ii) del teorema anterior, se tiene que si ¢ es sciy u € R, entonces se verifica
que epiy) = epiyy = F y para comprobar que v = corp = ¢(0) = u, es suficiente verificar
la convexidad de F.

Un caso donde se cumple que F = (f,g1,...,9x)(C) + R, x RT es convexo (y por
tanto también su clausura), es cuando las funciones f, g1, ..., g, son convexas y C es
convexo. Por lo tanto, para un problema convexo, el problema tiene gap de dualidad
cero siempre que v es ScCi en cero.

En particular tenemos la siguiente caracterizacién sobre cuando ¢ es sci en cero:

Teorema 4.4. [6] Para el problema (P), suponiendo . € R. Entonces ¢(0) = (0) si y

solo si para cada iy € J,
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zx € C, ||lzk|| = +oo, gi(z) + ¢ = 0, g, >0, -
:>h]£nf(l’k) = [

i € J, i #d0; 0<gig(wr) =0, flaw) <p
Los siguientes resultados presentan casos donde (P) tiene dualidad fuerte o0 ¢ es
sci en cero, estos resultados seran usados mas adelante.

Para el siguiente resultado, necesitaremos la siguiente definicion:

Definicion 4.1. Dado un conjunto A C R", se dice que A es almost-convex si A es

convexo yri A C A, donde ri A es el interior relativo de la clausura de A.

Se mantendra el nombre en inglés para evitar confusién entre casi convexo y cuasi

convexo.

Teorema 4.5. [6] Para el problema (P), si u = ¥ (0) € R, se tiene dualidad fuerte dual

si existe algun z € C' tal que ¢;(z) < 0 para todos losi € J y F es almost-convex.

La condicién existe algun z € C tal que g;(z) < 0 para todos los i € J, se conoce
como condicion de Slater.

Este teorema en su forma original se formul6 para un problema con restricciones
de la forma g(z) € — P, con P un cono convexo, donde g : Y — X, con X un espacio
de Hausdorff e Y normado, pero para nuestro caso particular se tiene
g=(91,---,9m) : R* = (RU {4+00})™ y P = R?, por lo que F(C) + R} x R, tiene
interior no vacio, y se puede cambiar ri F, por int.F.

Este resultado fue inicialmente propuesto en [11], pero sin utilizar el concepto de
conjunto almost-convex, por lo cual su expresion ahi es mas compleja.

Este teorema es una generalizacién directa del resultado clasico de Fan, Glicksberg
y Hoffman de [4], que estipula que para un problema con restricciones convexas, C'
convexo y que satisface la condicién de Slater, posee la propiedad de dualidad fuerte,
en este caso, se cumple siempre que F(C) + R x R, es convexo y por tanto almost-

convex, luego es un caso particular del Teorema 4.5.
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Otro resultado que se usara mas adelante, se obtuvo usando la definicién de la
funcién asintética de escala cero, con la cual se define el cono R, mencionado en el

capitulo anterior:’

Ry ={veC™: fy.(v)=0,(g:)0,v) =0, Vie J}. (4.2)

Recordando la definicion de fg5, :

fog(v) =0 <= esgpfstlig(f(r +tv) — f(z)) = 0.

Con este conjunto es valido el siguiente teorema:

Teorema 4.6. [8] Sea el problema (P) con i € R, C C R"™ es convexo y cerrado, y las
funciones f : R"* — RU {40}, ¢; : R" — R, i € J todas sci, cuasi convexas y enC. Si

Ry € — Ry, entonces la funcion valor i) es sci en cero.

Luego, si ademas F es convexo, (P) tiene gap de dualidad cero.

'Por la Proposicién 3.4, h&s,(v) = 0 si'y solo si hg®(v) < 0, luego se puede reescribir Ry como
Ry ={veclC>®: f*(v) <0,(g:);°(v) <0, Vie J}.

30



Capitulo 5

Resultados Principales

En este capitulo se presentan los resultados principales del trabajo. Los primeros
dos resultados consisten en extensiones de resultados anteriores para el problema
(P), el primero permitiendo que las funciones involucradas tomen el valor +oo y el
segundo permitiendo que algunas de las funciones involucradas ya no sean convexas,
sino pertenecientes a una clase de funciones cuasi convexas; los demas resultados
consisten en nuevas formas de estudiar conjuntos similares a R, para probar que los
problemas tienen funcion valor sci en cero.

El capitulo se divide en tres secciones, la primera donde se trata el problema con-
vexo siguiendo un desarrollo similar al realizado por R. Rockafellar en [14], extendiendo
dicho resultado para permitir que las funciones tomen valor +o0o y dando mas claridad
sobre la condicion de regularidad pedida.

La segunda seccion consiste en estudiar el problema cuando algunas de las
funciones involucradas son cuasi convexas o semiestrictamente cuasi convexas.

La seccidn final esta dedicada a mostrar la relacion entre los resultados, para
comprobar que ninguno generaliza totalmente a los demas por medio de ejemplos, y
ademas comparandolos con los resultados similares ya conocidos.

Se utilizara la siguiente descomposicién del conjunto de indices J:

I_={ieJ| gi(x)=0, Vo € K},
I ={ie J| 3z € K tal que g;(x) < 0},
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que cumplen J = I_U I_. Con esto, dado a = (ay, ..., a,) € R™, se pueden definir

los siguientes conjuntos:
K_(a)={z € C] gi(x) <a;, Viel},

K_(a) ={z € C|g(zr) <a; Yiel},

y K. = K_(0), K_ = K_(0). Si I_ o I_ son vacios se tendra K_(a) = C 0

K_(a) = C respectivamente, para cualquier a € R™.

5.1. Caso convexo

En esta seccidn se tratara el problema convexo. En lo que sigue se se mantendran
las siguientes hipétesis: tanto f : R® — R U {+occ} como las funciones ¢; : R* —
R U {400} con i € J son funciones convexas sci que pueden tomar el valor +oo,
ademas dom f = domg; paratodoi € Jy C = R".

Se busca probar que una clase de problemas tiene la propiedad de gap de dualidad
cero, para esto se introduce la siguiente condicion sobre las funciones que definen el

problema:

Definicion 5.1. ( €) Se dira que una funcion cumple la condicion € si no es constante
con valor finito en ningun rayo a menos que sea constante a lo largo de toda la recta

que contiene dicho rayo.

Una clase de funciones que satisfacen la condicién € son las funciones débilmente

analiticas:

Definicion 5.2. Una funcion a valores reales f : R® — R es llamada débilmente
analitica si cuando la funcion f es constante en un segmento abierto no vacio, entonces

f es constante en toda la recta que contiene dicho segmento.

Esta definicion se usara en la seccion siguiente.
Es directo verificar que una funcion débilmente analitica cumple ¢, pues si f es

constante en un rayo, entonces es constante en cualquier segmento contenido en dicho
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rayo y por tanto, si es débilmente analitica, f seria constante en la recta que contiene
dicho segmento, que es la misma recta que contiene el rayo.

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de funciones débilmente analiticas:

Las funciones estrictamente convexas son siempre débilmente analiticas, pues no
son constantes en ningun segmento. Para verificar esto, sean dos elementos =,y € R™,
se tiene que los elementos de |z, y[ toman la forma tx+ (1—t)y para algun t €]0, 1], luego
fltz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (A —1)f(y), ysi f(z) = [(y), setiene f(tz + (1 —t)y) < f(x)
es decir no puede ser constante.

Cualquier funcién cuadrética f : R® — R con f(z) = 2" Ar + a'x + a con A una
matriz simétrica y a € R" es débilmente analitica, pues f solo puede ser constante en
segmentos o +tvgcon T >t > 0, paraalgin 7' > 0, sivy € ker Ay a'vy = 0, luego
—v €kerAya'(—vy) =0, con lo que f es constante en toda la recta {z, + tv, t € R}.

Otro ejemplo de funciones débilmente analiticas son las funciones fielmente conve-
xas introducidas en [15], que son aquellas funciones f : R” — R que se puedes escribir

de la forma

f(z) =h(Az +b) + 'z + 3,

con h : R? — R una funcién estrictamente convexa, A € R? x R" una matriz que
define una transformacion lineal, b € R?, ¢ € R"y 5 € R. Como se menciona en [15], la
definicion de funcién fielmente convexa es equivalente a decir que cuando la funcion
es afin en un segmento de recta, entonces es afin en toda la recta que contiene dicho
segmento, luego toda funcion fielmente convexa es también débilmente analitica y por
tanto cumple €.

Sin embargo, es facil ver que hay funciones que cumplen ¢ pero no son débilmente

analiticas, por ejemplo consideramos la funcién

0, size[-1,1]
g(x) =
|z| — 1, en otros casos,
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g es constante en ] — 1, 1] pero no en R, sin embargo no es constante en ningun

rayo, por lo tanto g cumple €.

Figura 5.1: Funcion que cumple ¢, pero no es débilmente analitica.

Los siguientes lemas entregan propiedades sobre los conjuntos Ky K_:

Lema 5.1. SiI_ +# (), entonces existe una solucion © € K que cumple ¢;(z) < 0, para

todoi € I_.

Demostracion. De la definicion de I_, para cada i € I_ existen z; € K tal que g;(z;) < 0,

luego es suficiente considerar la combinacidén convexa

<!

el
(se recuerda que |I_| corresponde a la cantidad de elementos de /) y se tiene lo

deseado. En efecto, sea j € I_, haciendo uso del hecho que x; € K paratodoi e I_y

por ende g;(z;) < 0, se obtiene lo siguiente:

9;(T) = g (ﬁ > Iz‘),

el
luego de la convexidad de g; se verifica
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y como z; € K, entonces g;(z;) < 0paratodoic I_y

9;(7) < ——g5(z;) <0,

1
11|

que es lo que se buscaba. O

El siguiente lema da una caracterizacién del conjunto K_ bajo las hipotesis con
gue estamos trabajando. Este resultado es nuevo y mejora la parte (a) de [1, Corolario

5.4.1], permitiendo ahora que las funciones tomen el valor +oc.

Lema 5.2. E/ conjunto K_ se puede reescribir de la siguiente manera:
K_={zeR"g(z)=0Viel},

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que esto es falso, es decir, que existe
T € K_ tal que gx(%) < 0 para algun k € I_. Ahora, sea A €]0,1[ y consideramos la
combinacién convexa x, = Az + (1 — \)z, con z elegido como en el lema anterior. Ahora
verificamos cuando z, cumple las restricciones g;(x) < 0y cuando puede hacerlo con

desigualdad estricta:

m Sii e [_:Como K C K_y K_ es convexo, necesariamente =, € K_ y por lo

tanto g;(z,) < 0 para todo A €]0, 1].
» Si i = k: Por el punto anterior necesariamente g,(z,) < 0, pero ademas

gAT+ (1 =XN)Z) < Age(T) + (1 — N)gr(T)

< (1= A)gr(T)

&I

= Sii e I_: Por la convexidad de g;, verificamos directamente que

gi(AT + (1 = A1) < Agi(T) + (1 = A)gi()

y estudiamos el lado derecho considerando dos casos:
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Si ¢;(Z) < 0, entonces para cualquier A €]0, 1] se satisface la restriccion, pues

Por otro lado, si g;(Z) > 0, como ¢x(Z) < 0 necesariamente ¢;(z) es finito, y por lo

tanto basta elegir A tal que

()
LAzt ) = a@

>0

donde se cumple que

pues g;(z) < 0y por lo tanto g;(Z) — g:(z) > —gi(z) > 0.

Entonces verificamos que dado ) elegido de esta forma se obtiene

(A=1)(g ( ) (f)) 9:(Z)
(1 =X (g:(2) = 9i(x)) + 9s(2) <0
(1_>‘)gi(fi)_(1_/\)92( )+gz( ) <0

Agi(T) + (1= A)gi(7) < 0.

1117

De lo anterior, para cada i € I_ existe un ¢; €0, 1] tal que al elegir \ € [t;, 1[ se cumple
(AT + (1 — \)z) < 0, luego es suficiente elegir A como el maximo entre estos ¢; y
entonces z, € K, sin embargo con esta eleccion se tendria también que gx(x,) < 0, de

donde necesariamente k € I_ lo que es una contradiccion. ]

El Lema 5.2 nos dice que al quitar restricciones con indice en I_, si bien el conjunto
factible crece, no se generan nuevas soluciones que satisfagan las restricciones con
indice en I_ con desigualdad estricta.

Con este lema y haciendo uso de la condicién € se verifica el siguiente lema que

da una idea de la forma geométrica del conjunto K_.
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Lema 5.3. Si las funciones g; con i € I_ satisfacen ¢, entonces el cono K= es en

realidad un subespacio.

Demostracion. Como las funciones g; son convexas, también son cuasi convexas y por
lo tanto los subniveles Sy(g;) son convexos, por lo que K_ = (,.,_ So(g:;) también es
convexo, ademas como las g; son sci K_ es cerrado. Luego K2 es un cono convexo, y
es suficiente verificar que K> C —K°.

Para esto, por la caracterizacion de K> para convexos cerrados, se tiene que dado

ve KX¥yze K_,entonces z +tv € K_ paratodo ¢ > 0y por lo tanto

gi(r +tv) <0, Vt >0, Vi € I,

lo que en realidad corresponde, por el Lema 5.2, a:

gi(x+tv) =0, Vt >0, Vie l_.

Esto significa que las funciones g; con ¢ € I_ son constantes en los rayos con
direccién v, y por la condicién ¢, necesariamente son constantes en las rectas {z + tv :

t € R} paratodo = € K_. Esto es

gi(x +tv) =0, Vt€R, Vi € I,

por lo que —v € K.

O

Este punto es el Unico en que se usa €, y es por esto que solo es necesario pedir
que las restricciones g; con i € I_ satisfagan .

Teniendo en cuenta las propiedades sobre los conjuntos K_ y K_ entregadas por
los lemas anteriores, podemos proceder a demostrar que el problema (P) tiene gap de

dualidad cero bajo las hip6tesis dadas.

Teorema 5.1. Suponiendo que las funciones g; coni € I_ cumplen la condicion €. Si
(P) es consistente, i.e. hay una solucion x € K tal que f(x) < +oo, entonces (P) no

tiene gap de dualidad.
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Demostracion. Primero notamos que si I_ = (), entonces I = J y por el Lema 5.1, (P)
cumple la condicién de Slater, con lo que se tiene dualidad fuerte (y por lo tanto no hay
gap de dualidad) y por esto solo falta el caso I_ # (.

Usando las definiciones dadas al principio del capitulo podemos reescribir el

problema (P) de la siguiente manera:

p=min f(z)
sa g(z) <0, Viel (PO)

r e K_,

este problema auxiliar conserva el valor 6ptimo pues no ha cambiado el conjunto
factible K ni la funcidén objetivo, ademas tenemos que K_ es convexo y por el Lema
5.1 existe un elemento = € K tal que ¢;(z) < 0 Vi € I_, lo que junto con la convexidad
de las restricciones asegura que (f, G_)(R/'-I) + R x R/~ es convexo, donde G_ es la
funcion vectorial cuyas componentes son las funciones g; con i € I_, lo que nos permite
aplicar el Teorema 4.5, que aseguran que el problema (P0) tiene dualidad fuerte, es

decir, existen \; > 0 para cada i € I_ tales que

p= inf f(z)+ Z Xigi()

reK—
el

y podemos reescribir esto descomponiendo el conjunto K_ para obtener el siguien-

te problema auxiliar:

p=inf fo(x)
s.a gi(z) <0, Viel (P1)
r € R",
donde fo(z) = f(z) + > Nigi(x).
el
Notar que cuando I_ = (3, (P) corresponde a (P1) y se trabaja tal como sigue.

Notamos que el conjunto factible de (P1) corresponde a K_, luego del Lema 5.3

sabemos que K es un subespacio vectorial y al considerar la siguiente definicién:
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fo(x)i inf fo(z +0),

vEKX
se asegura que fo(z +y) = fo(z), Yy € K.

Con esta funcion definimos el siguiente problema:

i =inf fo(z)
sa g(z) <0, Viel (P)
r e R™
y verificamos que se cumple i = p.
En efecto, teniendo en cuenta que el conjunto factible para estos problemas

corresponde a K_, como 0 € K

inf fo(x +v) < fo(x), Vo € R",

vEK®

es decir, fo(z) < fo(x) Vo € R” y por lo tanto

inf fo(z) < inf fo(x).

reK— reEK—

Por otro lado, siv € K°, se tiene que = + v € K_ paratodo x € K_, de donde

inf fo(r) < folr +v), Vo € K_, Vv € K.

reK—

Luego

inf fo(z) < inf fo(x+v), Vo € K_

zeK- T veK>

y por tanto

inf fo(x) < inf inf fo(z+v)= inf fo(z),

reK— reEK— veEKX® reEK—
que es lo que se queria.
Ahora queremos utilizar el Teorema 4.6 para el problema P. Para esto necesitamos

el siguiente cono asociado al problema P:
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Ro={veR": (fo)(v) =0, ()5, (v) =0, Vie I_}.

Y gracias a la definicién de fo, ocurre que

Ry = K>.
Para verificar esto, primero notamos que como las funciones involucradas son

convexas y semi continuas inferiormente, por el Corolario 2.1 se puede escribir

K= ={veR": (¢:)7(v) <0, Viel}

que es equivalente a

K2 ={veR": (g)o,(v) =0, Viel}

lo que asegura L C K>. Por otro lado, sea v, € K>, entonces al ser K> un

subespacio, trivialmente se cumple que

vérll{f;o fo(x +vo +v) = vérll{fgo fo(z +v),

es decir, fy, es constante a lo largo de las direcciones de K> y por lo tanto

(fo)z,(v) =0
de donde v € L. Asi, L = K> el cual es subespacio y se satisface la hipétesis del
teorema.
Ademas, como las funciones son convexas, se tiene que (f, G_)(R") + R, x R
es convexo, con G la funcidn vectorial que tiene como componentes a las funciones g;

con i € I_, por el Teorema 4.6 no hay gap de dualidad para el problema (P). Esto es,

D= sup inf fo(x) + Z Aigi(z) = fu.
)»‘1?0 veRr ic€l=
1el= -

Finalmente, sabemos que fy(z) < fy(z) Va2 € R" y recordando que se mantiene el

valor 6ptimo . en todos los problemas auxiliares, se verifica lo siguiente:
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= sup inf fo(z)+ Nigi(z) < sup inf fo(x) + igi (),
: /\1'21()3 TER™ fO( ) Z g ( ) - Aizrt)) z€ER" fO( ) Z g ( )
iel— icl= el i€l=

luego, de la definicidn de f, se reescribe la desigualdad anterior y recordando que

J=I_UI_y )\ >0paratodoic I_, se obtiene

p < sup inf f(z)+ Z Nigi(x) + Z Aigi(z) < sup inf f(z)+ Z Aigi(z) =,
A >0 TER™ iel iel A >0 2ER" ied
i€l - = i€J

donde v es el valor del problema dual asociado al problema original (P), ademas,
por dualidad débil, v < i con lo que se tiene la igualdad que corresponde a gap de

dualidad cero.

5.2. Caso cuasi convexo

En esta seccidn se tratara el problema cuando no todas las funciones son convexas,
haciendo uso de la separacion de J = I_ U I_, para obtener resultados donde no se
exige que todas las funciones involucradas sean convexas pero se verifica que la

funcién valor asociada al problema es sci en cero.

5.2.1. Funciones a valores reales

Aqui trataremos el problema cuando las funciones f,g; con i € J toman solo
valores reales.

Este resultado se basa en la demostracion de [1, Teorema 5.4.2], originalmente
presentado para un problema convexo; aplicando técnicas similares se ha extendi-
do el resultado para tomar casos con algunas restricciones semiestrictamente cuasi

convexas.
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Para este resultado se consideran las siguiente hip6tesis sobre (P):

Hipétesis A.

(i) Las funciones g; con i € I_ son débilmente analiticas, semiestrictamente cuasi

convexas, sciy estan en C.
(i) Las funciones fy g; coni € I_ son convexas.
(iii) p e R.

Recordamos que una funcién es débilmente analitica si, cuando es constante en
un segmento abierto no vacio de recta, es también constante en toda la recta que
contiene dicho segmento.

Sera necesaria la siguiente proposicidn sobre funciones de clase C, que se enuncia
para funciones cuasi convexas y sci; pero recordando que una funciéon semiestrictamen-
te cuasi convexa y sci es también cuasi convexa, se puede utilizar para un problema

(P) que satisface la Hipétesis A.
Proposicion 5.1. Sea h : R" — R, cuasi convexa, sci y de clase C, entonces
(a) Sizy,v € R™ son tales que
sup h(zg + tv) — h(zg) < 400,
t>0

entonces

sup h(z + tv) — h(z) < o0, Vx € R"
>0

(b) Sizy,v e R" son tales que

h(zo + tv) = h(z),Vt € R,

entonces

h(xz + tv) = h(z), Vvt € R, Vo € R".
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Demostracion. (a). Suponiendo que no es verdad, entonces existiria un z; € R" tal que

sup h(xy + tv) — h(z1) = 400,

t>0

luego por Proposicion 3.2 necesariamente

sup h(x + tv) — h(z) = 400, Vo € R"
>0

lo que es una contradiccién.
(b) Primero notamos que si para todo ¢ € R, h(xy + tv) = h(zo) entonces

sup h(zg + tv) — h(xg) =0
teR

y por (a) necesariamente sup h(x + tv) — h(z) < +o0, Yz € R". Luego notamos
t>0

que dado z € R"

t = h(z +tv) » +o0,
t = h(z —tv) » 400,

cuando t — +o0.
Por lo tanto, como & € C, necesariamente tanto ¢ — h(x + tv) como t — h(z — tv)

son decrecientes en t > 0, para todo = € R", es decir

heo,(£v) = sup sup(h(z + tv) — h(z)) <0, Vo € R"

zeR™ t>0
y COMo h es propia,

hoy(£v) =0
finalmente por Proposicion 5.1 se tiene que h(z +tv) = h(x), Vo € R", Vt € R. [
La parte (b) de esta proposicion nos dice que si hay una recta {z + tvy : t € R}

en la cual & es constante, entonces h es constante en todas las rectas {z +tvy : t € R}

conzx € R™.
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Ahora verificamos el siguiente lema, que describe de forma geométrica al conjunto
K_, mostrando que es un espacio afin y entrega una representacion del subespacio
vectorial que lo describe.

Este resultado mejora [1, Lema 5.4.2], permitiendo que las funciones g; con i € I_

sean semiestrictamente cuasi convexas pertenecientes a C en lugar de convexas.
Lema 5.4. Si se cumple la Hipdtesis A, entonces:

(@) Ko ={x eR"| gi(x)=0, Viel_}.

(b) Ly ={v e R"| (9:)§5,(v) =0, Vie I_} C —L;.

(c) K= = L.

(d) El conjunto K= es un subespacio vectorial y K_ es un espacio afin tal que

K_=x+KXparax e K_.

Demostracion. (a): Si suponemos que esto no es valido, entonces existiria © € K_ tal
que para algun j € I, g;(z) < 0, por otro lado, sabemos que K_ N K_ no es vacio,
pues de la definiciébn de I_, para cada i € I_ existe un z; € K tal que g;(z;) < 0y
por lo tanto = = ﬁzig, x; cumple ¢;(z) < O paratodoi € I_yz € K pues K es
convexo (el detalle de esto es igual a la demostracion del Lema 5.1, pues las funciones
g; con i € I_ siguen siendo convexas). Luego consideramos la combinacidén convexa
AT+ (1 — M)z =z, para & como antes y x, € K_, por otro lado, por semi estricta cuasi
convexidad g;(z,) < max{g;(Z),g;(Z)} < 0 (en el caso en que g;(%) = g,;(Z) por cuasi
convexidad se obtiene g;(z,) < g;(Z) < 0) y ademas, por la semicontinuidad superior
de las funciones g;, cuando \ N\, 0 se tiene g;(z,) < 0, lo que implica j € I_ que es una
contradiccion.

(b): Sea z, que pertenece a K_, entonces se tiene que g;(zg + tv) < gi(zg) <0
para todo i en I_, pero entonces zy + tv € K_ y por (a), g;(zo + tv) = 0. Luego las
funciones g; son constantes en el rayo xq + tv con t > 0y por ser débilmente analiticas

deben serlo en toda la recta =y + tv con t € R. Y por la Proposicion 5.1 se tiene que

'Por la Proposicién 3.4 se puede reemplazar (g;)5,(v) = 0 por (g;);°(v) < 0 en la definicién de L;.

44



gi(x +tv) = g;(x), Vt € R, Vo € R",

lo que significa que (g;)55,(—v) =0y —v € L, lo que prueba la inclusion.
(c): Primero notamos que K_ es convexo, pues es interseccidén de subniveles de

funciones cuasi convexas, luego

K={veR"'z+tve K_, Vt e R, }.

Para probar L, C K> consideramos un elemento v € L, de la Proposicién 3.3
se tiene que las funciones g;, con i € I_ son constantes en la direccion v, luego
gi(z + tv) = g;(z) = 0 para todo = € K_ lo que prueba la inclusion.

Para probar la otra inclusién, consideramos = € K_yv € K2, entonces z+tv € K_,
para todo ¢ > 0y por la parte (a), g;(x + tv) = 0, para todo t > 0, esto significa que
las funciones son constantes en los rayos x + tv y por la definicion de débilmente
analitica deben ser constantes en toda la recta, es decir, g;(x + tv) = 0, Vt € R, luego

por Proposicion 5.1 necesariamente
gi(z + tv) = g;(z), Yo € R", Vt € R,

de donde

gi(r+tv) —gi(x) =0, VreR" VteR,

y (9:)55,(v) = 0. Esto es, v € L.
(d): Se tiene que K> es un subespacio vectorial, pues es unconoy K> C — K.
Ahora, sea z(, € K_, veamos que K_ = zy + K.

Para probar que z, + K> C K_ es suficiente notar que

v+ KX CK_+ KX CK_.
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Para la otra inclusién, sea =; € K_, de la convexidad de K_ se tiene que el
segmento |xq, z1[ esta contenido en K_, luego como las funciones g; con i € I_ son
débilmente analiticas, junto con la parte (a) implica que toda la recta {zo+t(x; —zo)| t €

R} C K_ y porlo tanto (z; — xy) € K, conlo que x1 = xo + (1 — z9) € vg + K. [

Recordando el Lema 5.2, notamos que se obtiene un resultado similar a la parte (a)
de este lema, esto es gracias a que si bien pedimos solo semiestricta cuasi convexidad
y sci sobre las funciones en I_ y convexidad en las funciones en I_, agregamos la
hipbtesis que las funciones tomen solo valores reales.

Si solo pedimos semiestricta cuasi convexidad sobre todas las funciones no es

valido el lema anterior, para ver esto es suficiente considerar las siguientes funciones:

—1, siz € (—o0, 1]
gi(x) =
r—1, siz e (1,4+00)

g2(x) = —x + 1,

ambas son sci y semi estrictamente cuasi convexas (mas aun, g, es convexa), el
conjunto factible que define con g;(z) <0, i = 1,2 corresponde a K = {1}, en el cual
solo ¢g; puede ser satisfecha con desigualdad estricta (¢:(1) = —1, go(z) = 0), pero
para un problema con estas restricciones, se tendria K_ = [1, +00), donde g, si puede
tomar valores negativos (por ejemplo ¢»(2) = —1), lo que contradice al lema 5.2. A
continuacion se muestra un grafico de las restricciones anteriores, en azul ¢;, en rojo g,
y en verde K_:

Esto significa que si no pedimos convexidad, se requiere alguna hipotesis adicional

para obtener un resultado similar.

El siguiente es un lema técnico que se necesitara mas adelante. Este resultado
mejora [1, Lema 5.4.2] permitiendo que las funciones g; con i € I_ sean cuasi convexas

en C en lugar de convexas.

Lema 5.5. Sea r;, € K_(a"*) con a* — 0. Si se cumple la Hipétesis A, entonces existen

sucesiones v, — 0 y wy, € K_ tales que xy = vy + wy.
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Figura 5.2: Contraejemplo para el Lema 5.2 sin convexidad.

Demostracion. Como el conjunto L, definido en el Lema 5.4 es un espacio vectorial,
para cada k hacemos la descomposicion z, = = + z;, con =} € L1y x;, € Ly.
Ademds, de L, = K>, se tiene que z;, =z, —x) € K-+ K~ = K_.Del Lema5.4yla

Proposicion 3.3, se sigue que

gi(xy) = gi(xy, — :L“;:) = gi(zy), Viel_. (5.1)

Ahora veamos que {z, } es acotada. Suponiendo lo contrario, es decir, sup,, ||z, || =
+00, se tiene que existe una subsucesién zy, tal que ||zy,|| — +ooy Hi_ZH — v con
||lv|]| = 1. Entonces, como Li- es cerrado, v € Li y necesariamente v ¢ L. Esto significa
que (g;)55,(v) > 0 para algin i € I, y por lo tanto, dado z, € R" existe ¢, > 0 tal que

gi(xo + tov) > gi(zo), luego como g; € C necesariamente

sup g;(zo + tv) = +00. (5.2)
0

Por otro lado, para un t > 0 fijo y k; suficientemente grande y usando que

gi(zg,) < ufl — 0, de la cuasi convexidad y (5.1), se obtiene

t t _
o ({1 o) o+ ) < st st
ky ky

= max{gi(o), gi(xy,)} < max{gi(zo), 1}
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donde el uno puede ser reemplazado por cualquier nimero mayor a cero. Ahora,

de la semi continuidad inferior de las funciones g; al pasar al limite implica

gi(zo + tv) < max{g;(xo), 1},

lo cual contradice (5.2).

Asi necesariamente {x, } es acotada y por tanto posee al menos una subsucesion
con limite. Sea S el conjunto de dichos limites y sea s € S, entonces al pasar al
limite y recordando que g¢;(z;) = gi(z) < a¥, para cada i € I_ se obtiene g;(s) < 0
y s € K_. Porlo tanto S C K_. Ahora, sea s, € argmin{||z — z¢|| | z € S} (S es
compacto pues {z; } es acotado) y fijamos vy, = z, — $;, wy, = x; + ;.. Entonces v, — 0

ywk:x:—l—s_kEKio—i-K:gK:.

]

Este resultado es valido pidiendo solo cuasi convexidad para las funciones g; con
i € I_, pues en esta demostracidn solo se usa cuasi convexidad.

Definimos el mapeo G : R* = R" dado por G(v) = v + K_, notamos que como K_
es un subespacio afin (bajo la Hipotesis A), y G(v) es una traslacién, G(v) es también
un subespacio afin para cualquier v € RI=I,

Con esto definimos la siguiente funcion h : R” — R, dada por

h(v) =inf{f(z)| z € G(v) N K_}.

La funcion h se asemeja a una funcién valor, pero con la diferencia que mantiene
fijas las restricciones g;(z) < 0 parai € I_y en lugar de cambiar el conjunto definido
por las otras restricciones (z € K_(a)) traslada el conjunto K_, esto es para hacer uso
que G(v) es subespacio afin.

Teniendo estas definiciones se demuestra el lema siguiente que generaliza [1,
Lema 5.4.3] permitiendo que las funciones g; con i € I_ sean semiestrictamente cuasi

convexas en C en lugar de convexas.
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Lema 5.6. Suponiendo que se satisface la Hipotesis A, entonces h es continua en 0 y

Demostracion. Primero verificamos que el mapeo v — G(v) N K_ es sci en cero, para
esto notamos que como K_ es un espacio afin entonces para cualquier v € R" G(v)
también es afin y ademas K _ es abierto, en efecto, sea x € K_, entonces g;(x) < 0,
para todo i € I_ y por semi continuidad superior existe un entorno de z en el que se

conserva la desigualdad.

Sea N un abierto tal que NNG(0)NK_ # ) conz € NNG(0)NK_, necesariamente
existe una bola B(z,¢) tal que B(z,¢) C NN K_. Y seav € R" tal que ||z|| < ¢, se
tiene que z +v € v+ K- = G(v) y ademas z +v € B(x,e) C NN K_, es decir,
r€ NNG(0)N K_yporlotanto NNG(v) N K_ # (), paratodo v € B(0,¢); con lo que

se prueba la semicontinuidad inferior.

Con esto y ya que f es continua, por la Proposicion 3.1 se asegura que h es scs
en 0. Para probar la semi continuidad inferior, sea v, — 0y z; € G(v;) N K_ tal que

f(xy) — h(zy) < §, como + — 0 se tiene que

lim f(zx) = lm h(vg). (5.3)

k——+o0 k—-+oco

Como h es scs en cero, de la misma forma que antes, se puede construir una

sucesion ay, € G(—v,) N K_ tal que

i f(ar) = Tm h(—v,) < h(0). (5.4)

k——+o0 k——+o0

Ahora fijamos z;, = %(xk + ai). Entonces, como xy,a, € K_, se tiene que z, € K_
y ademds como z;, € K_ + v, Y ax € K- — vi, Necesariamente existen v, y, € K_ tal
que z = Y + vk, ap = Y — Uk, lUego 2z = (Yl + o +yp — o) = 5(UF +yp) € Koy
por lo tanto z, € G(0) N K_, asi h(0) < f(z) < 3(f(zx + f(ax)). Esta desigualdad se

puede re ordenar de forma que
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IN

MO) < 5 (Flat ()
fzy) + fax)

f(xr) — (R(0) — f(ag)).

= 2h(0)

IN

= h(0)

IN

Ahora podemos pasar al limite superior

MO) < T (f(m) = (h(0) — f(ar)))
< o) - (h(0) - Tm_f(aw)

y junto con (5.4) se obtiene

h(0) < lim f(zy,).

Para probar que h(0) = v(0) solo hace falta probar que dado = € K, existe una
sucesion z;, € K_ N K_ tal que z; — z, entonces por continuidad de f, limy_,o, f(x)) =
f(z) y por lo tanto para cualquier sucesién en K hay una sucesion en K_ N K_ tal
que su limite por f coincide. Para probar que dicha sucesién z, existe, seaxr € Ky
g € KN K_, por Lema 5.4 paratodoi € I_, g;(27'(zo +z)) =0y parai € I_dela

convexidad de las g; se tiene:

o (Gl 0) < 5 @l + i)

con lo que 3(z¢ +x) € K_ N K_ y podemos construir la sucesién de la forma
Tr41 = 3 (21, + ), que cumple z;, — .

]

Con estos resultados se procede a demostrar que la funcién valor es sci en cero.

Para esto se comparara con la funcién h definida anteriormente.

Teorema 5.2. Suponiendo que la Hipdtesis A se cumple. Entonces la funcion 1) es sci

en cero.
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Demostracion. Sea € > 0, entonces, por el Lema 5.6, existe x € K_ N K_ tal que

(0) = flx) = —e. (5.9)

Sea 7, € K(a*) con a* — 0. Como K(a*) C K_(a*), por Lema 5.5 existen
sucesiones v, — 0,w, € K_ tales que x, = v, + w,. Entonces, sea z, = %(xk + )

veamos que z, € G(1uv;), en efecto de lo anterior se tiene que

2L = 5(1’ + l’k)

1
= §(x—|—'uk—|—wk)

1 1
= §vk+ 5(1‘—#20—1— (w — x)),

del hecho que w, € K_ = =+ L1 y L, es un subespacio vectorial se obtiene que

wr —x = 2l paraalgunl € L, y luego

1 1 1 1
zk:§Uk+x+lE§Uk+x+L1:§vk+K::G(§vk).

Y para k suficientemente grande, como i € I_, g;(xzx) — 0y g:(z) < 0, entonces

1
gi(z) < 5(91(33) + gi(z1)) <0,
es decir, z; € K_. Con esto podemos usar el Lema 5.6 y se sigue que para k

suficientemente grande

Como f es convexa se tiene también que

Fl) < 5(F) + @)

que junto con (5.6) implica
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IN

P(0) — € %f(xk) + %f(l‘)
= 20(0) —2e — f(z) < flag)

y por (5.5) se obtiene

Y(0) — 3e < f(wg).

Como z;, € K(a*) es arbitraria, podemos elegir de forma que f(z)) < ¥(a*) + 1,

entonces resulta

9(0) ~ 3e 1 < ¥(ab)

y al tomar el limite inferior resulta

$(0) — 3¢ < lim t(a*)

k—+o00

finalmente como ¢ > 0 es arbitrario resulta ¢(0)— < lim (a"), lo que prueba la

k—+o0

semi continuidad inferior en cero.

5.2.2. Funciones que pueden tomar valor infinito

En esta seccion se trata con problemas definidos por funciones de la forma
f,9i: R" 5 RU {400}.

La primera forma de tratar el problema separando las restricciones con los conjunto
I_ e I_ fue propuesta por el profesor guia, que consiste en utilizar una técnica similar a
la del Teorema 5.1, tratando con el problema auxiliar con f,, considerando todas las
funciones cuasi convexas a costa de pedir otras hipoétesis.

Definimos fy = f + > ic; Aigi, ¥ fijamos Fy = (fy,G=), Fy = (f,G_) donde G_ es
la funcidn vectorial tal que sus componentes son las funciones g; con i € I_ y lo mismo

para G_peroconi e [ .
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Consideramos las siguientes hipétesis (H):

= para todo A\ que pertenece a RK" se tiene que f, es sci y semi estrictamente

cuasi convexa.
= para todo A que pertenece a R'ﬁ' se tiene que f) € C.
» paratodoi € J, g; €s sci y semi estrictamente cuasi convexa.
m paratodoie I, g; € C.
s Fy(K_) + R, x R es almost-convex.

= el conjunto Ry = {v € R"| (f1)55,(v) = 0,(g:)55,(v) = 0,Vi € I_} es un subespacio.

para todo \ que pertenece a ]R'f' se tiene que F\(R") + R, x R'f' es convexo.
Bajo estas hipétesis verificamos que se cumple otra versién del Lema 5.1:

Lema 5.7. Si se cumple (H), entonces existe una solucion & € K tal que ¢;(z) < 0 para

cadai e I_.

Demostracion. Primero notamos que como las funciones son cuasi convexas K es
convexo.

Igual que en el caso de Lema 5.1 es suficiente considerar

|

i€l
donde los z; son tales que ¢;(x;) < 0y x; € K (que existen de la definicion de I_).
Ahora usamos la semiestricta cuasi convexidad para estudiar el valor de g;(z) para un
jel_.

Primero hacemos la descomposicion

T=—a+(1—— S -
" 1) 2
i#j
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y notamos que » es combinacién convexa de |I_| — 1 elementos de

iel_
i#£]
K, por lo que también esta en K, ahora estudiamos dos casos, primero si g;(x;) #

9gj (Zz‘e[ ﬁ) , entonces
i#]

| I

9;(®) < max < g;(;),9; | D =1l

donde este maximo es menor o igual a cero, pues g;(z;) < 0y ng T es
LZa¥)

factible por lo que su evaluacion por g; es menor o igual a cero.

Por otro lado, si g;(x;) = g;(X_ier ;75—) entonces de la cuasi convexidad
i#]

9j() <max < g;(z;), E I |_1 = gj(z;) <0,
i€l
i#]

y también se cumple lo deseado.

[
Teorema 5.3. Si se cumple (H) entonces el problema (P) tiene gap de dualidad nulo.

Demostracion. De manera analoga a la demostracion del Teorema 5.1 consideramos

el problema auxiliar (P0) que conserva el valor éptimo

p=min f(z)
sa g(z)<0,Viel (PO)
r e K_,
como tenemos que Fy = (f,g-) Yy Fo(K=) + Ry X R‘Jf“ es almost-convex, entonces
junto con el Lema 5.7 podemos aplicar el Teorema 4.5 de donde (PO0) tiene dualidad

fuerte y existe \ € R'j*' tal que

n = inf f + Z )\191 = xlelg: ff\(x%

rzeK—
iel_

que se puede descomponer para obtener el problema (P1):
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p=min fx(z)
s.a g(r) <0, Viel (P1)

r € R",

ahora, al intentar aplicar el Teorema 4.6 a (P1), notamos que el conjunto R,

correspondiente es en realidad R; el cual es subespacio por hipotesis, es decir la

funcion valor asociada a (P1) es sci en cero. Por ultimo, como F;(R") + R, x R‘f' es
convexo se tiene que el problema (P1) tiene gap de dualidad nulo. Con esto podemos
proceder a demostrar que (P) no tiene gap de dualidad. Para esto primero escribimos

el dual de (P1) que conserva el valor éptimo . y

p=sup inf f5(z)+ E Aigi(x) = sup inf f(x)+ g S\igi(x) + E Aigi(x)
;>0 TER? . Ai>0 reR? . .
ieT el ieT iel_ iel—

y como X € R/

p < sup inf f(z)+ Z Xigi(r) = v,
A.iZJO reR? icJ
1€

donde v corresponde al dual de (P) y por ende se tiene la desigualdad deseada

w <.

El principal problema con este resultado son las hipétesis, pues resulta complicado

verificar que se satisfagan, en particular pedir que para todo A que pertenece a R‘f' se

tenga que F)(R”) + R, X R'f‘ es convexo y que Ry sea subespacio para todo \ € ]Ri'i".
En realidad como se muestra en la demostracién, solo es necesario probar esto para el
X € RI-I particular que se usa en la definicion del problema (P1), pero como este \ se
obtiene resolviendo el problema dual a (P0), el costo de obtenerlo resulta mucho (pues

es necesario resolver el problema dual a (P0)).
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5.2.3. Estudio del problema a través de la caracterizacion de la

semicontinuidad inferior

Los dos resultados que se presentan a continuacién son nuevos y se basan en un
lema originalmente presentado en [8] que trata con el conjunto R, mencionado en el

Capitulo 3, se recuerda la definicion de Ry:

Ry ={veC™: f5o(v) =0, (gi)gq(v) =0Vie J}.

Se recuerda que dada f : R — R U {+oo} propia, entonces

JEW) €0 = fog(v),

y de esto podemos escribir el conjunto R, de la siguiente forma:

Ry={veC™: f*w) <0, (g:)(v) <0Vie J}.

q

Las direcciones v € (dom f)> tales que fg(v) son aquellas en que f es decreciente
independiente del punto de inicio, es decir aquellas que cumplen f(z + tv) < f(x) para
todo x € domf, y todo t > 0, por lo que el conjunto R, representa las direcciones en
que todas las funciones involucradas decrecen simultaneamente.

Otra nocion importante es la clase C mencionada en el Capitulo 4 (Definicion 3.2).

El siguiente lema sera usado para probar los resultados que siguen:

Lema 5.8. [8] Sean [ : R" - RU {+}, ¢; : R* — R, i € J, funciones propias, sci
y cuasi convexas pertenecientes aC, y C' C R™ convexo y cerrado. Suponiendo que
Ry € — Ry, dada una sucesion (xy) en C' tal que las sucesiones (f(xx)) y (gi(zx)), i € J,

son acotadas por arriba, entonces existe € C y una subsucesion (xy,) tal que

f(z) <lim f(zy,) y :(%) < lim gi(x,), @ € J.
z l

La demostracién de este lema pasa por descomponer la sucesion x; de la forma

T :x; + X,
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con z} € Ryy z; € Ry, luego como = € Ry, se cumple g;(xx) = gi(z, — x,) =
gi(x; ), tras los cual se procede a verificar que =, esta acotada y por lo tanto tiene un
limite subsecuencial, el cual corresponde a z, de forma similar a lo que se hizo para
probar el Lema 5.5.

Usando este lema procederemos a demostrar los siguientes teoremas, que son
nuevos en la literatura, aplicando el Lema 5.8, no a (P), sino a un problema definido
por la funcion objetivo f y solo algunas de las restricciones g; y las restricciones
geomeétricas (por lo que tiene un conjunto factible mas grande); o manteniendo todas

las restricciones, pero quitando las restricciones geométricas.

Teorema 5.4. Suponiendo C' C R" convexo y cerrado, domf = domg; para todoi € J y

u € R. Si existe un subconjunto de indices 1, C I_ tal que al definir I, = J \ I y
K={zeC|gx)<0Viel, gi(z) <0Vie I}
se cumplan:
(i) todas las g; coni € I, son convexas,

(ii) tanto f como las g; con i € I, son sci, pertenecen a C, ademas [ es semi

estrictamente cuasi convexa y las funciones g; son cuasi convexas,
(iii) el siguiente cono?
Ry = {v € C%| f55(0) =0, (9)35,(v) =0 Vi € I}
cumple Ry C — Ry,
(iv) arg}r{ninf NK #0.
Entonces 1(0) = 1(0).

Demostracion. Suponiendo que no es asi, del Teorema 4.4 existiria un indice iy y una
sucesion ;. tal que ||x.|| — +o0, zx € C, gi(zk) + ¢t — 400, ¢& >0, i € J, i # ig;
0 < giy (1) = 0, f(z) < py tal que lim f(xz) # 'y como f(z) < p Se tendria

lim f(z) < p. (5.7)

2Se recuerda que se puede reemplazar (9i)554(v) = 0, por (gi)g°(v) < 0 en esta definicion.
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De (iii) sabemos que R; es subespacio, y como tanto f(x;) como las g;(x;) son
acotadas, podemos aplicar el Lema 5.8 reemplazando J por I y R, por Ry, entonces
existe una subsucesion (zy,) y = € C tal que f(z) < lim, f(zy,) y de (5.7), como para

toda subsucesion convergente lim f(zy,) < @f(mk), se tiene

f(Z) <p (5.8)

de igual forma, para cualquier i € I; se obtiene

g:(z) <0. (5.9)

Ahora, sean 7 € argmin, f N K y A €0, 1, entonces para todo i € I; se tiene

9:(%) < 0y luego usando (5.9) de la cuasi convexidad se obtiene

gi(AZ + (1 — N)Z) < max{g;(%),9:(2)} <0, (5.10)

ademas, de la semiestricta cuasi convexidad de f se tiene

fOAZ 4+ (1= Nz) <max{f(z), f(Z)}, (5.11)

que junto con (5.8) y f(#) € argmin implica
K

fOAZ+(1=Nz) < p. (5.12)

Finalmente, usando la convexidad de las g; con i € I, se tiene

G(AZ + (1 = N)z) < Agi(T) + (1 — N)gi(2) (5.13)

y como i € K, entonces ¢;(#) < 0 para todos los i € I, y # € domg; para las g;
coni € Iy, luego ¢;(z) € R parai € I; y se puede elegir A suficientemente cerca de 0
tal que

g(Az+(1-=XN)7) <0 (5.14)

paratodo i € Iy. Con esta eleccién de A, de (5.14) y (5.10) se tiene que \z+(1—-\)Z € K

y de (5.12) f(Az + (1 — A\)Z) < p lo cual es una contradiccion. O
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Este teorema tiene el problema de que es dificil verificar la hipotesis (iv) sin calcular
argmin f (en cuyo caso ya se resolvié el problema). El siguiente corolario entrega una
K

forma de verificar que dicha condicion se cumple para algunos problemas.

Corolario 5.1. Suponiendo C C R™ convexo y cerrado, mu € R y tanto f como las
g; con i € j son propias. Si existe un subconjunto de indices I, C I_ y definiendo

I, = J\ I, tal que se cumpla lo siguiente:
(i) todas las g; coni € I, son convexas,

(ii) tanto f como las g; con i € I, son sci, pertenecen a C y son cuasi convexas;

ademas f es semi estrictamente cuasi convexa,
(iii) el siguiente cono
Ry ={veC™ fZw) <0, (g:)7(v) <0Vie L}
cumple Ry C —R;y,
(iv) existev € R, tal que (g;):°(v) < 0 paracadai € I,.°

Entonces definiendo K como en el Teorema 5.4, se cumple Héllr(l f(z) = min{f(z) :

gi(x) <0Vie L} yargmin f # (), luego ¢(0) = 4(0).
IS

Demostracion. Primero notamos que bajo estas hipoétesis, el problema min{z € C :
gi:(x) < 0Vi € I} tiene solucion como consecuencia del Corolario 3.1. Sea z una de
esas soluciones y sea v € R; tal que (g;)*(v) < e < 0 paracada: € I, y algun e < 0.
Ahora, como suponemos que todas las funciones tienen el mismo dominio efectivo,
necesariamente g;(z) € R para todas las i € I, luego como las funciones g; con i € I,
son convexas se tiene

9i(Z + tv) — g:(Z)

(90) (v) = sup S <
t>0

entonces

3Para este corolario se utiliza la funcién g-asintética, pero, tal como se menciona en la Proposicién
3.4, puede ser reemplazada por la funcién asintética de escala cero en la definicién de R;; no asi para el
punto (iv), donde la funcién g-asintética entrega informacion adicional.
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g:(T +tv) — g;(T) < et, Vt >0,

entonces, para algun t, suficiente mente grande, se tiene ¢;(z + tov) < 0 para cada
i € I. Mas aun, como v € Ry, parai € I; se tiene ¢;(z+tv) = ¢g;(z) < Oparatodot € R
y también Z + tv € C para todo ¢ € R, en particular g;(Z + tyv) < 0, luego 7 + tgv € K

con K definido como en el Teorema 5.4, ademas

f(@+tov) = f(Z) =min{z € C: gj(x) <O0Vie L} <min{f(z): z € K}

ycomo x +tp € K C K, necesariamente w= f(Z+tyw)yz+tov € argmin f N K y
K

luego aplicando el Teorema 5.4 se completa la demostracion. O

Para este resultado es necesario utilizar la funcién g-asintética (que corresponde
a la funcién asintética normal para las g; con i € I, pues son convexas), ya que decir
que (g:);°(v) < 0 es una condicion mas fuerte que pedir que (g;)55,(v) = 0, para verificar
esto es suficiente considerar la funcién i : R — R definida por f(z) = 0, que al ser
constante cumple /55, (v) = 0 para cualquier v € R, sin embargo 2°(v) = 0y por lo
tanto no se verifica (iv). Una direccion tal que h:°(v) < 0 corresponde a una direccion
donde la funcidn h decrece de forma a lo menos lineal para cualquier punto de partida,
lo cual en muchos casos es una condicion fuerte.

Un caso donde se puede verificar es para g; : R™ — R cuadratica y convexa, pues

dada g; : R" — R, definida por

gi(z) = 2" Br+b'x+ 8,

entonces si v € ker By b'v < 0, para cualquier z € R®

(9:)2°(v) = g°(v) = sup (x+tv) Bz +tv) +b"(x +tv) + 8 — (z"Bx + bz + )

t>0 t
y como v € ker B, esto se reduce a
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thT
v_ b'v < 0.

g;°(v) = sup
t>0

El Ejemplo 5 de la seccidn siguiente corresponde a un problema donde se puede
aplicar este corolario.

Por otro lado, el Ejemplo 4 de la seccion siguiente es un problema donde si bien
no se puede aplicar este corolario, si es valido el Teorema 5.4, es decir, este corolario

no contiene todos los casos donde es valido el teorema.

Otra aplicacion del Lema 5.8 resulta de estudiar el conjunto de restricciones
geométricas C, y verificando que ocurre cuando las direcciones v tales que las funciones
asintéticas de escala cero se anulan tanto en v como en —v estan en C*°. Para el

problema (P) con C # R™ como antes, definimos los siguientes conjuntos:

Ry = {v € R"| (gi)gy(v) =0i € J}
claramente K = K, N C'y el conjunto Ry del Teorema 4.6 cumple Ry = R, N C*.

Teorema 5.5. Consideramos el problema (P) con f, g; i € J sci, cuasi convexas y en

C, C C R™ convexo y cerrado y u € R. Si ademas suponemos que K, C K + Ry y

Ry C —R,, entonces la funcion valor ) de (P) es sci en cero, m1[1(1 flz) = ng}](a flz)y
e x 2

argmin f # ().
K

Demostracion. Del Teorema 4.4, es suficiente verificar que paracadaic € Jy z;, € C
tal que gi(z) + ¢ — 0, ¢& >0, i € J, i #ip; 0 < gio(xx) = 0y flz) < p Se tiene
limy, f(z;) = u. Vemos que para una sucesion como la anterior {f(x:)} y {g:(zx)} son
acotadas por arriba.

De esto podemos aplicar el Lema 5.8 reemplazando R, por R, y C por R™, luego
existe 7 € R tal que f(z) < limy f(zy) < Timy f(zx) < g,y :(2) < limy gi(zx) <
limy, g;(z5) < 0, para todo i € .J. Sin embargo Z no necesariamente pertenece a C, pero

g:(z) <0, paratodo i € J, entonces = € K, y podemos usar Ky C K + Ry y Ry C — Ry,
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de donde existen y € K y v € R, tales que © = y + v, ahora podemos aplicar la
Proposicion 3.3y se tiene que p > f(z) = f(y+v) = f(§), 0> g:(2) = 9:(¥+v) = 9:(¥),
dedonde j € Ky uu = f(y) = lim; f(x), que es lo que se buscaba.

Para verificar que géi}f(l f(x) = min f(z), es suficiente notar que el problema

rEKo
min f(z) tiene solucion, pues R, es subespacio y podemos aplicar el Corolario 3.1.

z€Ko

Sea = que minimiza f sobre K,, entonces como K, C K + R,, T = ¢ + v para algunos

y€ KyveE Ry, luego f(z) = f(y), y como K C K,, necesariamente f(y) = Z%III{I f(z).
Para probar que arg[r(ninf # (), es suficiente tomar una sucesidon minimizante

x € K y usar el Lema 5.8 igual que antes con R, y K5, de esta forma se obtiene que

existe 7 € K, tal que f(z) < pyluegousamos z = y+vcony € K, v € Ry, para

obtener f(y) < u, y € K, lo que prueba y € arglr(nin f.

]

El siguiente ejemplo muestra como se puede aplicar el Teorema 5.5 a problemas
con C # R™, usando que si R, es subespacio, probar que K; C K + R, se puede hacer
tomando un elemento arbitrario € K, y sumandole un elemento de v € R, de forma

que x +v e K,entonceszr =x+v—v € K + Rs.

Ejemplo 1. Sean f, g : R? — R dadas por f(z) = 23+23—2x115 Y g(x) = /|71 — 2] — 1,
parax = (z1,z5), f esconvexay g € C es semiestrictamente cuasi convexa y continua.

Estudiamos el problema

p=min f(z)
sa g(x)<o0 (5.19)
r e Ry
Vemos que como f es cuadratica homogenea y convexa, fg;(v) = 0 si 'y solo si

v € ker A, con A € R?*2 |a matriz simétrica tal que f(x) = 2" Ax, dada por

A:
-1 1

de donde ker A = R(1,1) y ademds, dado ¢ € R, se tiene que
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glxy +t,za+1t) = \/|x1 +t—ax9—t|—1=1/|r1 — 23| — 1 = g(x1,22), V(21,22) € R2,

conloquewv = (t,t) € Ry y Ry = R(1,1) es claramente subespacio, ademas es
directo que C*>* = C' =3, conlo que Ry = R, (1,1) .Y notamos que dado (z1, z5) € K>,

se tiene que

0> g(xy,m9) = g(xy +t,x9 + 1), Vt € R,

luego para t suficientemente grande (z; + ¢,z + t) € R‘i N K, = K, es decir,

K, C K + R,, con lo que se cumplen las hipétesis del Teorema 5.5, y argmin f # 0 y
K

$(0) = ¥(0).

5.3. Comparacion de los resultados

En esta seccion se comparan los resultados anteriores con el objetivo de mostrar
qgue ninguno generaliza a algun otro, también se compara con el Teorema 4.6 y el
Teorema 5.6 mostrado a continuacion, con el objetivo de verificar que los resultados
obtenidos son realmente nuevos comparandolos con resultados similares anteriores.
En lo que respecta al Teorema 5.4, solo nos preocuparemos de su respectivo corolario,
el Corolario 5.1, pues en otros casos no se tiene (hasta ahora) una forma eficiente de
verificar la hipétesis arg}r{nin fNK + 0, a excepcion de encontrar arg}r{nin f, en cuyo caso
el problema ya esté resuelto.

Como se menciond antes, el Teorema 5.3 presenta problemas en su aplicacion,

por lo que no se considerara este teorema.

Primero consideramos el Teorema 5.1.

Este resultado mejora el resultado de R. T. Rockafellar del 1971 [13] y sigue una
técnica muy similar, otro resultado similar y que mejora [13] se presenta en su forma
original a continuacion. Este resultado esta extraido del libro Asymptotic cones and
functions in optimization and variational inequalities de los autores Alfred Auslender y

Marc Teboulle, pero su version original se debe a B. Kummer:
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Teorema 5.6. [1] S/ las funciones f,g; coni € J son convexas a valores reales y se

cumplen las siguientes hipotesis:

(i) Paracadal <i<r conr > 1, las funciones g; son débilmente analiticas.
(i) Existe una solucién factible x, € K tal que g;(xo) < 0 paratodoi € {r+1,...,m}.
(iii) 1 es finito.

Entonces la funcion ) es sci en cero y por lo tanto no hay gap de dualidad para el

problema (P).

Primero veamos que estas hipotesis se pueden simplificar usando la notacion
introducida en este capitulo. Se puede cambiar (i) y (ii) por g; con i € I_ son débilmente
analiticas, pues en ese caso del Lema 5.1 se tiene que todas las funciones que no
tienen indice en I_ cumplen (ii), y se sabe que I es maximal en el sentido que no
se pueden agregar indices tales que exista una solucién factible que se satisfaga con
desigualdad estricta para una nueva restriccion, luego al escribir las hipotesis de esta
forma se pide que la menor cantidad de funciones g; deban ser débilmente analiticas.

Es claro que el Teorema 5.1 entrega informacion nueva, pues permite funciones
con valor +o0o mientras todas las funciones involucradas tengan el mismo dominio
efectivo, pero ademas se tiene que la condicion ¢ es menos que pedir débilmente
analitica. Un ejemplo de funcién que cumple € pero no es débilmente analitica se
present6 en la Seccién 5.1.

Luego cualquier problema (P) que incluya una restriccion de la forma g;(x) < 0 con
g; definida como en el ejemplo, no puede ser tratado por el Teorema 5.6, pero si todas
las funciones que definen (P) son convexas y si las otras funciones g; con i € I_ que

definen restricciones también satisfacen €, si podria ser tratado por el Teorema 5.1.

Se recuerda que las direcciones v € R" tales que fg5,(v) = 0, son las direcciones
en las que f decrece. Los ejemplos estan construidos para que las funciones asintéticas

sean faciles de calcular y en la mayoria de los casos esta nocidn sera suficiente.

64



Se recuerda las definicién de los distintos conos que deben ser subespacios para
los distintos resultados:

Para el Teorema 4.6:

Ry = {v € C| f35(0) =0, (935, (v) = 0Vi € J}.

Para el Corolario 5.1:

Ry ={v e ™| foa(v) =0, (gi)o,(v) =0Vie L}

paraalgun I, C I_y I, = J\ I,.

Para el Teorema 5.5:

Ry ={v e R"| f3°(v) = 0, (g, (v) = 0Vi € J}.

El primer problema que se muestra fue la motivacion de este trabajo, pues pese a

su simpleza, no se puede estudiar por el Teorema 4.6.

Ejemplo 2. Consideramos el problema siguiente

min 1
exp(z) —1<0 (5.16)
r € R,

aqui f es la funcion constante uno y g:(x) = exp(x) — 1 es convexa.

Este problema cumple la condicién de Slater, pues ¢;(—1) < 1, por lo que el
problema tiene dualidad fuerte. Sin embargo, para este problema no se puede aplicar

el Teorema 4.6, ya que al calcular el conjunto R, se obtiene

RU = _R-i-?

el cual no es subespacio.
Este problema, pese a ser trivial, muestra que el Teorema 4.6 no rescata todos los

casos en que la funcion valor es sci.
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Veamos que ocurre con los nuevos resultados introducidos en el capitulo anterior:

Como la unica restricciéon del problema puede ser satisfecha con desigualdad
estricta, entonces I = {1}, luego I_ = () y por lo tanto se satisfacen las hipotesis del
Teorema 5.1 y también las del Teorema 5.2. Sin embargo, no se satisfacen la hipétesis
del Corolario 5.1, ya que, como se menciono antes, si consideramos I, =0y I, = {1},
se obtiene R; = R, que no es subespacio, por otro lado si I, = {1}y I, = 0, R, = R,
luego necesitamos encontrar v tal que (g1);°(v) < 0, sin embargo g, es creciente en ,

y si consideramos v = —1 (se puede usar cualquier v < 0), se tiene

(902 (0) = Stlig exp(z — ti — exp(:?:)’

para cualquier z € R (pues g es convexa), pero siz =0y t — +oo, entonces
exp(7 —t) = exp(—t) — 0y exp(z) = 1, por lo que (g1);°(v) = 0 (no puede ser mayor
que cero, pues exp(z — t) < exp(z) paratodo x € Ry todo ¢t > 0) y no se puede aplicar
el corolario.

Como el conjunto geométrico es R no tiene diferencia aplicar el Teorema 5.4 con
el Teorema 4.6, pues Ry = Ry y Ky = K.

Ahora veamos que existen problemas convexos que pueden ser estudiados por el
Teorema 5.1 pero no por los otros resultados mencionados anteriormente.

Se considera el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3. Sean las siguientes funciones convexas, f, g, g, : R*> = R U {+o0}:

x3 — 1, Si (71, 22) € R x [0,1],

flz) =
+00, en otros casos,
exp(xr1) — 1, 8i(x1,22) € R x [0,1],
gi(x) =
+00, en otros casos,
3, Si (x1,22) € R x [0, 1],
g2(x) =
+00, en otros casos,

paraz = (z1,72) € R?, y definimos el problema
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min f(z)
g1(x) <0
g2(7) <0

x € R2.

(5.17)

Primero notamos que todas las funciones involucradas tienen el mismo dominio
efectivo Rx [0, 1] y procedemos a buscar las direcciones v en que las funciones decrecen
(i.e. las direcciones tales que fg5(v) =0y (g:)5,(v) =0, i = 1,2), recordando que estas
direcciones deben estar en (domf)> = R x {0} y solo nos interesan los v de la forma
v = (v1,0).

De lo anterior, como f decrece estrictamente como funcion de x4, se tiene que
foo(v) =0siysolosive —~R, x{0}.

De forma similar, como ¢, es estrictamente creciente como funcién de z;, en
conjunto con su dominio efectivo implica (g,)g5,(v) = 0 siy solo siv € —R, x {0}.

Como g, no depende de z; luego (g2)5,(v) = 0 siy solo siv € R x {0}.

Con esto, se conoce el conjunto R, del Teorema 4.6:

RO - —R+ X {0},

el cual no es subespacio y por tanto no se puede aplicar dicho teorema.
Por otro lado, es directo que si queremos aplicar el Teorema 5.4, se necesitaria un

subconjunto de I; C J = {1,2} tal que

Ry ={v eR"| fgo(v) =0, (gi)g,(v) =0Vie€ I}

sea subespacio, pero esto no es posible, pues

fgj](_la()) = (gl)gfq(_lvo) = (g2>8,oq<_170) =0,

sin embargo fg5(1,0) = +oo, entonces, para cualquier I; € J, v = (-1,0) € R, y
—v ¢ Rl.

Luego este problema solo puede ser tratado por el Teorema 5.1.
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El Teorema 5.2 se puede utilizar para algunos problemas con algunas restricciones
cuasi convexas, por lo que directamente no es necesario compararlo con Teorema
5.1, asi que solo nos preocuparemos de los otros resultados para problemas cuasi

convexos.

Ejemplo 4. Definimos f, g1, g> : R*> — R dadas por f(z) = 23, g1(z) = \/|xa| ¥

go(x) = exp(z1) — 1, para x = (z1,13) € R?, y consideramos el siguiente problema:

p=min f(z)
gi(x) <0
g2(z) <0

r € R2.

(5.18)

En este ejemplo se tiene que f y g» son convexas, ademas z = (—1,0) cumple
91(Z) = 0, g2(x) < 0, ademas /|z,] > 0 para todo 2, € R, por lo que I = {1}y
I_ = {2}. Por otro lado, ¢, es constante solo a lo largo de las direcciones en R x {0},
por lo que g; es débilmente analitica, ademas ¢; es semiestrictamente cuasi convexa.
Luego este problema cumple las hipétesis del Teorema 5.2 y ¢ es sci en cero.

Por otro lado, buscamos las direcciones de decrecimiento de las funciones invo-
lucradas. Al igual que en el ejemplo anterior se tiene que [y g; dependen solo de s,
ademas si |z,| — +oo entonces f(xy,z2) — +00Y gi(z1,22) — +o0, luego fg5(v) =0
siy solo siv € R x {0}, lo mismo para (g1)g,-

Por otro lado, ¢, solo depende de z;, y ademas es creciente estrictamente como
funcion de z;, luego (g2)g5,(v) = 0 siy solosiv € Ry x R,

Luego si queremos aplicar el Teorema 4.6, se tiene que

Ry =Ry x {0},

el cual no es subespacio y no se cumplen las hipétesis.

Por otro lado, si queremos aplicar el Corolario 5.1, ocurre que si v = (—1,0),

(2)°(v) = sup g2z + tvt) — go(2)
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para cualquier z € R2. En particular usando z = (0,0), se obtiene

(92)20(1)) = Stlig exp(—t) t— exp(0)

y claramente, cuando t — 400, exp(—t) — 0y Z2=0=e20 _, . Por o que no se
puede aplicar el corolario.

Es importante notar que si bien no se puede aplicar el Corolario 5.1, si es valido el
Teorema 5.4, pues es suficiente considerar z = (—1,0) y se obtiene que para cualquier
r = (11,29) € R?, f(ZT) =0 < 23 = f(x), por lo que  minimiza a f sobre R%. Ademas
91(Z) =0y go(Z) = exp(—1) — 1 < 0, con lo que z es factible y por tanto 6ptimo en K.
Luego al tomar I, = {2}, se satisface Z € K. Pero esto solo se puede verificar una vez
resulto el problema, en cuyo caso no es importante para verificar si i) €s sci en cero.

Esto prueba que el Corolario 5.1 no incluye todos lo casos para los que se cumplen las

hipotesis del Teorema 5.4.

Veamos ahora un ejemplo donde se puede aplicar el Corolario 5.1, pero no los

otros resultados:
Ejemplo 5. Consideramos la siguiente funcion f : R*? — R, f € C, semiestrictamente

cuasi convexa definida por:

—\/T1, Sixy >0,

—Z, Siilfl < O,

fx) =

parax = (z1,7) € R?, y las funciones convexas g, g» : R* — R dadas por

g1(z) =22 + 29 — 1 ¥y go(x) = exp(x;) — 1. Consideramos el siguiente problema:

p=min f(z)
gi(z) <0
g2(x) <0

r € R2.

(5.19)

Notamos que tanto f como g, no dependen de z,, ademas ambas son monétonas

estrictas en =, f decreciente y g, creciente, luego fg%(v) = (g2)5,(v) = 0 siy solo si
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v = (v1,v2) € {0} x R. Por otro lado, g, es creciente en la direccion (0, 1), por lo que si
quisiéramos aplicar el Teorema 4.6 se tendria Ry = {0} x R, que no es subespacio.
Sin embargo, si aplicamos el Corolario 5.1 con I, = {1} se tiene que R; = {0} x Rel

cual es subespacio. Ademas si tomamos v = (0, —1), se tiene

sorn  oorn  q1((0,0) +¢(0,~1)) — g1(0,0) —t
(91)7 () = g7°(v) = sup : up

luego v € Ry Yy (g:);°(v) < 0 para todos los i € I, = {1}. Con esto se verifican las
hipétesis del Corolario 5.1 y 1(0) = 1(0).

Por el hecho que la funcién objetivo no es convexa, este problema no puede ser
tratado por el Teorema 5.2. Por otro lado, como C' = R?, resulta igual tratarlo por el

Teorema 4.6 que por el Teorema 5.5.

Para verificar que el Teorema 5.5 se puede aplicar en casos en que los otros

resultados no, recordamos el Ejemplo 1

p=min 27+ 22 — 2179
Ve =, =1<0
(z1,22) € R2,

Anteriormente se mostré usando el Teorema 5.5 que este problema tiene funcién
valor sci en cero, por lo que ahora solo verificaremos que no se satisfacen las hipotesis
de los otros resultados.

Como este ejemplo tiene una sola restriccidbn que es semiestrictamente cuasi
convexa y se puede satisfacer con desigualdad estricta (por ejemplo en (0,0) € K), no
satisface las hipétesis del Teorema 5.2 y solo podria ser tratado por el Teorema 4.6 o
el Corolario 5.1, pero ambas formas resultan iguales, pues para tratarlo por medio del
Corolario 5.1, se debe elegir I, = () por la necesidad de que las funciones con indice en
I, sean convexas. Pero en ese caso, tal como se obtuvo antes, R, = R(1,1) y ademas
Ry =Ry =C>*NRy,=R;(1,1) € —Ry, luego el problema no cumple las hipétesis del

teorema ni del corolario.
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Los ejemplos anteriores prueban que ninguno de los resultados generaliza a ningun

otro.

Otro aspecto interesante a considerar, es el hecho que los dos ultimos resultados
y también el Teorema 4.6 tratan casos donde el problema tiene minimo, no asi el
Teorema 5.1 y el Teorema 5.2, los cuales pueden ser aplicados a problemas donde no

hay minimo, como el ejemplo siguiente:

Ejemplo 6. Sean f, g, : R? — R dadas por f(x) = exp(z1) y g1(x) = |zs], con

xr = (x1,x2), y definimos el problema

p=min f(z)
gi(z) <0 (5.20)

r € R2
Este problema resulta trivial de resolver, pues f(x) = exp(z;) > 0 para todo » € R?,
y si x; — —oo, entonces f(x;,0) — 0y mas adn, g(z;,0) = 0 < 0, luego (z1,0) € K.
Es decir, el infimo del problema es cero, pero no se alcanza. Aqui, g; es débilmente
analitica y tanto f como g; son convexas, por lo que se pueden aplicar los teoremas
5.1 y 5.2 para concluir que no hay gap de dualidad (en realidad hay dualidad fuerte),

sin embargo para este problema no se pueden aplicar los otros resultados.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusion

A través de los resultados obtenidos se ha logrado probar nuevos casos de proble-
mas en los que se cumple que ¢ es sci 0 hay gap de dualidad cero, lo que continda
mostrando que las técnicas de analisis asintoético son Utiles para estudiar las propieda-

des de dualidad de problemas no necesariamente convexos.

Estos resultados muestran también que separar las restricciones en dos tipos, es
una buena forma de incluir mas casos en los que la funcién valor es sci, ya que, tal
como muestra el Ejemplo 2, hacer un estudio solo a través de las funciones asintéticas
causa que no se aprovechen todas las buenas propiedades, como la condicién de

Slater, lo que implica que no siempre es la mejor alternativa.

Con el andlisis realizado se comprende un poco mejor las ventajas y desventajas
de utilizar el analisis asintético para tratar problemas por medio de la teoria de dualidad
Lagrangiana, en particular el Teorema 5.5 nos muestra que puede ser usada para
tratar un problema con restricciones geométricas y tratarlas de forma distinta a solo
considerar las direcciones en C*. La técnica de hacer la distincién entre las g; con
i € I_ e € I_ permite extraer mas informacién y asi abordar mejor el problema. A
pesar de esto, los resultados que se obtuvieron aqui adn resultan limitados, pues como
se explico, el Teorema 5.4 no logra generalizar del todo al Teorema 4.6, pues requiere

que la funcién objetivo sea semiestrictamente cuasi convexa en lugar de solo cuasi
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convexa y mas aun, no se obtuvo un resultado que sea mas general que los demas

para unificar todo, y generalizar este teorema era uno de los objetivos.

6.2. Trabajo futuro

Como se discutioé anteriormente, no se obtuvo un resultado que generalice a los
demas. Por lo que el primer objetivo sera tratar de obtener un resultado que implique
los demas.

Una forma de expandir los resultados obtenidos seria estudiar mas las hipotesis del
Teorema 5.4, en particular mas casos donde se puede asegurar que arg}r{nin fOK #0,
pues como se muestra en el Ejemplo 3, hay casos que no son cubiertos por el Corolario
5.1.

Por otro lado, el otro punto que no se ha completado es tratar el problema permi-
tiendo que las funciones g; con i € I_ sean no convexas, lo cual se sospecha que se
podria tratar con funciones semiestrictamente cuasi convexas, pues si las funciones g;
son semiestrictamente cuasi convexa y sci, y existe z tal que ¢;(z) < 0 para todos los
i € I relevantes, entonces el conjunto {x € R" : g¢;(x) < 0 Vi € I} resulta abierto no

vacio, que es uno de los puntos necesarios en la demostracion del Teorema 5.2.
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