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Capitulo 1

Introduccion

Un Autémata Celular (AC) es un sistema dindmico discreto y su evolucién a lo largo del tiempo
estd definida por una regla local. Su dindmica se desarrolla sobre un espacio discreto (también llama-
do espacio subyacente), compuesto por celdas (o células) que conforman una red. Partiendo de una
configuracion inicial, todas las celdas tienen un estado, el cual puede tomar cualquier valor dentro de
un conjunto finito.

La regla local aplicada a una celda considera un conjunto de células vecinas a dicha celda, lla-
mada Vecindad. Por lo general, la vecindad se compone de las células mas cercanas a la celda y su
tamano y distribucién puede variar de un autémata a otro. Esto es, diferentes redes inducen a distintas
vecindades.

En la década de 1940 John Von Neumann introdujo los autématas celulares, con el objetivo de
encontrar un modelo computacional capaz de auto-reproducirse. Su AC era bidimensional con vecindad
de tamano 4 y contaba con 29 estados, y era capaz de simular y reproducir cualquier méquina de
Turing.[4]

Desde entonces se ha seguido desarrollando la teoria sobre autématas celulares [2, 3, 5, 6] en-
contrandose relaciones con diferentes dreas de la matematica. Desde el punto de vista de sistemas
dindmicos y sistemas simbdlicos, se encuentra que los AC son ejemplos de sistemas cadticos que coin-
ciden con nociones desarrolladas en un contexto mas general. Ademas, las caracteristicas propias que
pueden tener los automatas lleva a querer refinar mas la teoria.

Es asi como, por ejemplo, la estructura del espacio donde viven los autématas naturalmente permite
definir la nocién de pares de configuraciones asintdticas, esto es, dos configuraciones que sélo difieren
en un numero finito de puntos. La linea de investigacion que sigue este trabajo de tesis busca averiguar
c6mo cambia el comportamiento de un autémata cuando se hacen cambios sobre su configuracién
inicial. Por ejemplo, determinar si un AC cuenta con la propiedad de expansividad positiva.

Existe mucha teoria sobre la expansividad positiva en una dimensién [8, 3], y un resultado general
de no-existencia para cualquier otro caso [9,10]. En el caso unidimensional, la expansividad positiva
es equivalente a ser conjugado a un one-sided subshift de tipo finito [11]; pero sucede que fuera de
ejemplos lineales y bi-permutativos, se conocen pocas técnicas de construccién que produzcan AC
positivamente expansivos [12]. Ademds, hasta el momento no se sabe si la expansividad positiva es
una propiedad decidible, si bien lo es para algunos AC algebraicos [13,14]. Més aun, la expansividad
positiva es una nocién muy fuerte, que no existe para autématas que son reversibles [15].

Gajardo, Nesme y Theyssier definieron una generalizacién de la propiedad de expansividad de
Autématas Celulares [1]. Esta generalizacién es llamada pre-expansividad y consiste en la propiedad
de ser positivamente expansivo cuando las configuraciones que se consideran sélo se diferencian en
un numero finito de celdas. Cuando definieron esta propiedad, dieron como ejemplo una familia de
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automatas en una dimensién que lo cumple.

Los resultados mostraron que la pre-expansividad es diferente a la expansividad en dimensién uno,
sin embargo, los resultados no son vélidos para dimensiones superiores. Por ejemplo, si un autémata
es lineal, entonces no es pre-expansivo, y hasta la fecha no se ha podido encontrar un autémata en dos
dimensiones (0 més) que sea pre-expansivo.

La familia de autématas que fue usada en una dimensién se basa en la idea de multiplicar por un
entero k en la base m = k-k’. Esta familia contiene ejemplos de autématas expansivos a la izquierda, y
que ademas generan todos los patrones posibles en su traza, lo que conecta su dindmica con problemas
de teoria de nimeros y de calculabilidad.

En el capitulo 2 se comenzard introduciendo los conceptos basicos, asi como los resultados previos
que sirven como base de esta memora. Con el fin de comprender la dindmica de estos AC, en el capitulo
3 se describirdn sus propiedades algebraicas clésicas, en particular, la no-linealidad y la biyectividad.

En el capitulo 4 se mostraran distintos resultados de simulaciones que grafican los conceptos que
estamos trabajando, asi como también ayudan a caracterizar el comportamiento del Autémata. Final-
mente, sabiendo que ningin autémata en dos dimensiones (o que sea reversible) puede ser expansivo,
en el capitulo 5 se estudiard la pre-expansividad, y las direcciones de propagacion para asi estar mas
cerca de demostrar que existen AC pre-expansivos en dos dimensiones.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introducirdn definiciones basicas asociadas a Autématas Celulares y algunas
propiedades y teoremas relevantes para el desarrollo de esta memoria.

Ademas, se definird el autémata alrededor del cual gira el trabajo, primero en su versién en una
dimension y luego en dos versiones que corresponden a su generalizacién a dos dimensiones.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 2.1 (Nociones topoldgicas). Las siguientes son definiciones ttiles para trabajar con SDS
en general.

= Un espacio de Cantor es cualquier espacio métrico compacto (todas las sucesiones tienen una
subsucesién que converge), totalmente disconezo (puntos distintos estédn separados por conjuntos
abiertos y cerrados), y perfecto (no tiene puntos aislados).

= Un espacio simbdlico es cualquier subespacio cerrado de un espacio de Cantor, esto es, cualquier
espacio métrico compacto totalmente disconexo.

= Un sistema dindmico simbdlico (SDS), es un par (X, F) donde X es un espacio simbdlico y
F : X — X es un mapeo continuo. La n—ésima iteracion de F se denota por F™.

= Un homomorfismo ¢ : (X,F) — (Y,G) de un SDS es un mapeo continuo ¢ : X — Y tal que
¢poF =Goog.

= Una conjugacidn es un homomorfismo biyectivo. Y los sistemas (X, F) e (Y, G) son conjugados
a través de ¢, si existe ¢ tal que Fop =¢oG.

Notacién. Se denota por A : X x X — [0,00[ a la métrica y por Bs(x) ={y € X : A(z,y) <d} ala
bola con centro x y radio 4.

Definicién 2.2. Sea (X, F) un SDS. Se definen las relaciones drbita (Or) y nonwandering (Nf)

(x,y) € Op & In >0,y = F"(x)
(z,y) e Np & Ve, 6 >0,3In > 0,3z € Bs(z), A(F"(2),y) < e

La drbita de una configuracion x € X es Op(x) := {F™(z) : n > 0}. Este es un conjunto invariante,
por lo que su cerrado (Op(z), F') es un subsistema de (X, F). Un punto x € X es periddico con periodo
n >0, si F™*(x) = x, es decir, si & pertenece a su propia érbita.

4
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El conjunto de puntos transitivos es Tp = {& € X : Op(xr) = X}. Un sistema es transitivo,
si Np = X x X, es decir, si para cualquier U,V C X no vacios y abiertos, existe n > 0 tal que
F"(U)NV # (. Un sistema es transitivo si y s6lo si tiene un punto transitivo, es decir, si T # 0. En
este caso, el conjunto de puntos transitivos Tr es residual, es decir, contiene una intersecciéon contable
de conjuntos densos abiertos.

Un sistema finito es cadtico, si es transitivo y tiene un conjunto denso de puntos periédicos.

Notacion. Durante este trabajo, se denotara por N al conjunto de los naturales, incluyendo al cero,
y por NT cuando no lo incluya.

Definicién 2.3. La tupla (an , F) es un Autémata Celular es un sistema dindmico discreto donde @
un conjunto finito (llamado conjunto de estados), n € NT,y F : X — X estd dada por una funcién
local.

En otras palabras, un autémata celular es un sistema dinamico discreto, donde () determina los
posibles estados de las celdas que componen Z™, F : X — X esta definida por una funcién local,
y en cada paso la funcién local asigna un valor a cada celda de Z™ segtn los valores de su vecindad
N cCZ"™.

Se puede definir una métrica sobre el conjunto de configuraciones y asi analizar los Automatas
Celulares como funciones en un espacio métrico.

Definicién 2.4. Distancia de Cantor. Para cualquier par de configuraciones ¢,d € Q%" se define la

distancia como in{||z||:c.#d }
- 9—miny||z||:cz z sic ?é d
A= {*

Donde ||-|| corresponde a la norma 1.

sic=d

Esto significa que se puede hablar de continuidad en este espacio discreto.

o e s n . z -
Proposicion 2.1. (QZ ,A) es un espacio métrico

Demostracion. Se deben probar las tres propiedades de los espacios métricos.

1. Para todo z,y € Q%", A(z,y) >0y A(z,y) =0z =y.
Por definicién de distancia.

2. Para todo z,y € Q%" , A(z,y) = Ay, z).
Si A(z,y) =0, entonces = y < y = x, entonces A(y,z) =0
Si A(z,y) # 0 Entonces existe n € NT : n = min{||z|| : 2, # y.} = min{||2|| : v, # 2.} =
Ay, z).
3. Az, 2) < Az, y) + Ay, 2)
Sean z,y,2 € Q%" v A(z,y) = 27, A(y, z) = 277. As,
|]€‘ <1 = Tk = Yk
k| <j = yr =z
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que ¢ < j, entonces |k| < i = |k| < j. De donde
T =Yk = 2, y ast
min{|k| : zp # 21} > @
= —min{|k| : xp # 21} < —i
= 2— min{\k|:mk:zk} S 2—i
= Az, z) < A(z,y)
= Az, 2) < Az,y) + Ay, 2)
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Observacion 2.1. Se observa que en realidad lo que se ha demostrado es
Va,y,z € Q% Alx, z) < min{A(z,y), Aly, 2)}
Lo que significa que la métrica dada por la distancia de Cantor corresponde a una ultramétrica.
Habiendo definido la distancia y demostrado que el espacio de trabajo es métrico, cabe preguntarse
cémo son las bolas en éste.
Definicién 2.5. Sea § € R, para todo ¢,d € Q%" se dice que ¢ € Bs(d) si A(d,c) < §. Es decir
Bs(d) = {elA(d,c) < 6}

Observacién 2.2. Notar que si se tienen x,y € Q% y 2~™ > 0, tales que © € By-m (y) entonces
x, =y, para todo z tal que ||z|| < m. Con lo que By-m(y) = Ba-m(x). Dicho de otra forma, todos los
elementos que pertenecen a una bola son el centro de ésta.

Definicion 2.6. F' es continuo si
Ve > 0,Vz,y € Q%7136 > 0: (Az,y) <6 = A(F(z), F(y)) < €)

o« s s n . . .
Proposicién 2.2. (Q%",A) es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Sea F continua en Q% . Sea z € Q" , n € Ny e=2"". Sea m € N tal que
F(Byu(#)) € By (F(2))

Partiendo con n = 0, se define m, constante. Si la sucesion {my},coz" es acotada en Q*", entonces
{mﬁ}zean C [=|Irll,]l7|l]] para algin r, entonces N = ||r||.

Si {mg},eqzr no es acotada. Sea (z))en una sucesién de configuraciones tal que m, ) > k. Consi-
(k)
o)

derando (z ) ken, se sabe que existe una subsucesion (k;);en tal que existe go € Q%" para todo j € N

kj
Ty = qo-
Asi mismo, para cada m se puede encontrar una subsucesién (x(k-fi))ieN tal que

BQ*M (.’I;k]’ ) = 827771 (Qiij )

z . . .7 . n
Asi, para cualquier sucesién se puede encontrar una subsucesién que converge. Es decir, (Q%",A) es
compacto. ]

Definicién 2.7. Dados dos AC A y B con funciones globales F4 y Fp, se define la composicién de
A con B como el AC Ao B que tiene como funcién global la funcién F4 o Fz. Asi mismo, se define
Al =Ay A" = A" 1o A.

Notacién. Se utilizardn ¢(z) y ¢, z € Z™ para denotar el valor de ¢ en la celda z.
Definicién 2.8. Se define la funcion shift o traslacion o como:
o7 Q% — Q7
c—  o%(c)
Donde 0%(¢), = ¢.4, para todo x € Z™.

Ejemplo 2.1. En el caso de dos dimensiones, se definen 0% (c); ; = cit1; y 0@V (e)ij = cijia-
El AC ¢ traslada la configuracién de la grilla una celda a la izquierda y hacia abajo, esto es,
o@D 0 g10(c); ; = oV (c)ij = cits1-

De esta manera, o™ traslada la configuracién de la grilla n celdas a la izquierda y m celdas
hacia abajo.
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Teorema 2.1 (Curtis-Hedlund-Lyndon 2). (Q%", F) es un autémata celular si y sélo si F es continuo
en Q%" y para todo z € Z", Foo? =0* o F.

Corolario 2.1 (Curtis-Hedlund-Lyndon). Si (Q%",F) es un autdémata celular con funcién global F
biyectiva, entonces (Q%", F~1) también es un autémata.

Demostracion. Notar que Q%" es compacto. Entonces cualquier cerrado C' € Q%" también es compac-
to, y como F es un autémata celular, es continuo y por lo tanto, F/(C') también es compacto.

Luego, F(C) = (F~1)71(C) es compacto y por lo tanto cerrado, o sea que F'~! es continua.
Evidentemente, si Foo(x) =00 F(z) =y entonces t =0 1o F~! = F~too™! por lo tanto, F~! es

la también un AC. |
Teniendo definidas estas propiedades, se puede comenzar el andlisis del comportamiento dindamico
de los autématas, es decir, las propiedades que se cumplen a lo largo del tiempo.

Definicién 2.9. Un punto z € Q%" de un sistema (Q%", F) es equicontinuo si

Ve > 0,30 > 0,y € Bs,¥n > 0, A(F"(y), F"(z)) < ¢

Es decir, si se cumple que en todas las iteraciones se puede encontrar una bola de tamano § tal que
la distancia entre las imdgenes de los elementos de la bola con centro x siempre es menor a €.
El conjunto de los puntos equicontinuos se denota por Ep.

Definicién 2.10. Un sistema se dice equicontinuo si
Ve > 0,30 >0 Ve,d € Q%7 Yn e N: [Ae,d) <6 = A(F"(c), F*(d)) < €]
Equivalentemente, un sistema es equicontinuo si g = Q%" .

Definiciéon 2.11. Un sistema es sensitivo si

Je >0, VYee Q% V6> 0,3d € Bs(c),In > 0, A(F™(d), F™(c) > ¢

Entonces se tiene que un sistema es equicontinuo cuando cualquier par de configuraciones que estan
“cerca” permanecen “cerca’, mientras que es sensitivo si existen configuraciones que por muy “cerca’
que estén, acabaran alejandose después de un numero finito de iteraciones. Ademas, hay autématas
que no cumplen con ninguna de las caracteristicas recién mencionadas.

Definicién 2.12. Un autémata celular F' se denomina Ezpansivo Positivo (o N-expansivo) si existe
un nimero § > 0 (llamada constante de expansividad), tal que para todo ¢,d € Q%", ¢ # d existe un
tiempo ¢t € N tal que A(F*(c), Ft(d)) > 4.

2.2. Pre-expansividad

Expansividad es una forma mas fuerte de pensar sobre sensitividad, y por lo mismo son escasos
los autématas que lo cumplen y no existe en autématas reversibles y/o en dos dimensiones. Por esta
razén, se define una nocién mas débil que Expansividad: Pre-FExpansividad, la cual es la propiedad de
expansividad positiva si sélo se consideran pares de configuraciones asintoticas.

Notacién. Dadas dos configuraciones asintéticas ¢,d € Q%", se denota por diff'(¢c,d) al conjunto
{z€2Z": F'(c), # F'(d).}, con t € N. Es decir, diff’(c, d) es el conjunto de celdas en las que ¢ y d son
diferentes, para cada tiempo t. Llamaremos a éste conjunto diferencia.

Definicién 2.13 (Configuraciones Asintéticas). Dos configuraciones ¢,d € Q%" son asintéticas (de-
notado ¢ = d) si difieren en un nimero finito de celdas, es decir, si el conjunto diff’(c, d) es finito.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 8

Definicién 2.14. Sea F un AC sobre Q%". F se denomina Pre-expansivo si
30 >0:Ve,de Q% ,c#dyc = d=3teN,AFc), Ft(d) > 6.

El valor ¢ se llama constante de pre-expansividad.

Esto significa que un autémata sera pre-expansivo si, para cualquier par de configuraciones asintéti-
cas entre si, al aplicar la funcién la suficiente cantidad de veces, sus imédgenes estdan a una distancia

J.

La pre-expansividad es invariante sobre conjugados. Esto es, si un AC F y F’ sobre Q%" son
conjugados a través de ¢, entonces F es pre-expansivo si y sélo si F” lo es. En efecto, ¢ = d es
equivalente a ¢(c) = ¢(d) y para todo ¢ existe un 4 tal que A(p(c), ¢(d)) > e implica que A(c,d) > 6.

Se puede refinar el concepto de pre-expansividad si se consideran pares de configuraciones con un
numero fijo finito de celdas que son distintas.
Definicién 2.15. Sea F un AC sobre Q%" y sea k > 0. F es k-expansivo si:

36>0: Ve,de Q% |diff(¢,d)| =k = 3t e N,A(Fi(c), Ft(d)) > 0

La siguiente proposicién deja establecida la relacién entre expansividad, pre-expansividad, k-expansividad
y otras propiedades que usualmente se estudian en los sistemas dindmicos.

Proposicién 2.3 ([1]). Sea F cualquier AC sobre Q%" . Las siguientes afirmaciones se cumplen:

1. F es d-pre-expansivo si y sélo si para todo k > 0, F es §-k- expansivo.
2. Si F es k-expansivo, entonces F es sensitivo a configuraciones iniciales.

3. F expansivo positivo = F pre-expansivo = F sobreyectivo.

Observar que en general, k—expansividad no implica sobreyectividad.

Puede ser que la diferencia entre configuraciones no se extienda en todas direcciones, en cuyo caso
se habla de direcciones de pre-expansividad. En [1] se introduce esta definicién para el caso en una
dimensién y ahora se extendera esa definicién a Z™.

Definicién 2.16. Sea o € R™. Se dice que un AC F' es pre-expansivo en direccion « si existe 6 > 0
tal que
Ve,de Q7 c#dyc=d=3teN Al o Ft(c), 0™ o F*(d)) > 6

donde [-] se aplica al vector componente a componente.

En particular, que un AC sea pre-expansivo en direccién 6 (con § € Z"™ el vector nulo) es equivalente
a que el autémata sea pre-expansivo.

Ahora se introduce un nuevo concepto, el cual se refiere a las direcciones en que se propagacién de
la diferencia para pares especificos de configuraciones asintéticas.

Definicién 2.17. Sean ¢,d € Q%" distintos y asintéticos. Se dice que z € R" es una direccidn de
propagacion si existen l e Ny z € diﬁo(c7 d) tales que

Vm, 3t : Bi(z + maz) N diff (¢, d) #

Observacion 2.3. Es claro que las direcciones de pre-expansividad son direcciones de propagacion,
pero lo inverso no es cierto.

En primer lugar, porque para que una direccion sea de pre-expansividad, debe serlo para todo c,d tales
que ¢ # d, ¢ = d, mientras que las direcciones de propagacion estdn definidas sélo con respecto a un
par de configuraciones asintdticas.

Y en sequndo lugar, las direcciones de propagacién sdlo piden que diff (F(c), F(d)) se propague en
direccion © € R™, mientras que las de pre-expansividad piden que si F' es pre-expansivo en direccion
a, entonces diff(c® o Ft(c),0% o F(d)) debe ampliarse en todas direcciones.
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2.3. Algebra de las operaciones mod y floor

Antes de presentar la familia de autématas con la que se trabajard, se presentan algunas observa-
ciones sobre los operadores que la componen.
Notacién. El operador mdd se denotard en este trabajo por %.

Definicién 2.18. Dados a,n,r,q € N, tales que a = ng + r, se definen las funciones méd y |-|
como
a%b=r 'y |a/n|l=gq

Es decir, los operadores |-] y % corresponden al cuociente y el resto de la divisién entera, respec-
tivamente.

A continuacion, se estableceran identidades que seran ttiles en el desarrollo de esta memoria

= Dados k, k’,m € N7 tales que m = kk’ y a € N entonces,

ka %m = k(a %k") (2.1)

= Sean A € Zy m,a € NT entonces,

VH La/mJJ _ {mA—i—aJ 22)

m m?
Demostracion.

= Utilizando la definicién del operador méd , se tiene

ka %m = ka — VMJ m
m
= ka — \JZ:ZL’J kK’
k(= |¥)
= k(a %k")

= Si se considera cualquier funcién mondtona creciente que cumpla que
flryeZ=z€Z, dom(f)CR (2.3)

entonces se tiene que | f(z)] = | f(|z])| para todo x € dom(f) [16]. En particular, se considera
f(z)=4%2 con A€ Z, me Nt yzeR. Es ficil ver que f(z) cumple con 2.3, y por lo tanto

m

{A%—LxJJ _ {A:n—xJ  con 2 — a/rm s tene {A—#La/mJJ _ {A+a/mJ _ {mAJraJ

m m m m2




Capitulo 3

Autémata de Multiplicacion y
Propiedades

Existe una familia de autématas reversibles en una dimensién que proveen ejemplos de AC pre-
expansivos [1]. Dados dos ntimeros naturales k y k', se considera el autémata celular F}, 5/ en el conjunto
de estados Z,,, con m = kk’, el cual se define

Fk,k' (C)z = k¢; %m + chi+1/mJ
donde la multiplicacion tiene prioridad sobre el operador médulo, el cual a su vez tiene prioridad sobre
la adicién. Se observa que Fy, i (c);,; siempre pertenece a Z,,, porque k¢; j %om < k(k'—1)y LQZIUJ < k.

Notar entonces que lo que esta familia de automatas hace en cada celda es sumar el resto de la
divisién entre el valor de la celda y m, con el cuociente de la celda de al lado dividido por m.

Proposicién 3.1 ([8]). Fjr es expansivo positivo si y sélo si k' divide a una potencia positiva de k.

Los siguientes tres resultados estdn extraidos del trabajo de A. Gajardo, V. Nesme y G. Theyssier
[1] ¥ no se incluirdn las demostraciones.

Proposicién 3.2 ([1]). Fis es biyectivo y Fy = Fp oo 1.

Teorema 3.1 ([1]). Sean p1,...,pr nimeros primos distintos y sean o y q enteros multiplicativamente
independientes (posiblemente 1), que también son multiplicativamente independientes con pi,...,pr.
Sik=op{,...,p" y kK =pi',....p7 q, entonces Fy i es a—pre-expansivo si y sdlo si

= €] —logm(k),—min{eiijd ie{l,....[}Hyg=1,0
"« 6] - logm(k)70[ Yyq 7& 1.

Este teorema establece que las perturbaciones se propagaran dentro de un cono cuyas pendientes
izquierda y derecha son —log,, (k) y 0 0 —min{_% :i € {1,...,I}}, respectivamente.

Teorema 3.2 ([1]). Fy i tiene direcciones de pre-expansividad si y sélo si k y k' son multiplicativa-
mente independientes.

Este tltimo teorema implica que existen miembros de esta familia que son pre-expansivos y no
expansivos.

10
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3.1. Definicion en dos dimensiones

Vile Salo propuso una forma de generalizar esta familia de autématas a dos dimensiones y asi, se
definen Fy, j» v Gg i en dos dimensiones, donde k, k' € Ny m = kk/, a partir de los AC Hy v y Vi pr
definidos como

Hk:,k’ (C)i,j = ]{/’Ci’j %m + \‘Ci;;,l’jJ
o (3.1)
Cq
Vk,k’(c)i,j = k‘Ci,j %m + \‘ }ij_lJ
De modo que Fj, i y G i se definen como
Cit1,j keijia Yom + [ = |
Fk’k/(c)i’j =k (kCi’j %m —+ \‘ N JJ) %m + \‘ W (32)
» kcir1; %om + | Sttt
G ()i = & (ke Yo + [cé—,ﬂj) %o + { e ™% JJ (3.3)

El conjunto de estados para estos autématas es Q = Z,, y para ambos autéomatas la vecindad de la
funcién local aplicada a ¢; ; corresponde a una seccién de 2 x 2.

Cij+1 | Cit1j+1 | Frw (i
Cij | Cit1, F(c)i;

Asi, F(c) = (V o H)(c);,;, mientras que G(c);; = (H o V)(¢)i;

El trabajo de esta tesis consiste en analizar estos autématas, utilizando las propiedades algebraicas
de éstos, asi como también basindose en los resultados obtenidos para una dimensién. Si se consigue
demostrar que existe algin miembro de esta familia que sea pre-expansivo, seria el primer autémata
en dos dimensiones que cumpliria con esa propiedad.

Dado el objetivo de esta tesis, es til definir los siguientes términos para referirse a las filas y
columnas que determinan el cuadrado en el que se encierra la perturbacién en cada iteracién t.

Dados ¢,d € ZTZ: tales que ¢ = d se definen
Ji =sup{j € Z:3i€Z Fyp(c)ij# Fiw(dij}
Jy =inflj €Z:3 €L Fyp(c)iy # Fiw(d)ig}
If =sup{i € Z:3j €7 Fyj,(c)ij # Fi

(

)i}

Iy =inf{i€Z:3j €Z Ff1(c)ij # Ffp(d)i;}
Ayi=Jf —J5
Af = I(")" -1y

I} e I; indican los mérgenes derecho e izquierdo entre los que se ubica la diferencia entre dos con-
figuraciones asintéticas, en cada iteracién t en que se aplica Fj /. Asi mismo, Jt y J; indican los
margenes superior e inferior. Estos se ven representados en la figura 3.1.
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Ji

Figura 3.1: Representacién visual de I,", I, , J;" v J;

3.2. Propiedades del AC

En esta seccién se demostraran algunas de las propiedades del autémata y de las funciones que lo
componen. e demostrard que estos autématas, al igual que en el caso de una dimensién, son no lineales
y biyectivos. Y ademds, se estableceran relaciones de conjugacién entre Fj, j, G 1 ¥ sus respectivas
inversas.

3.2.1. No-linealidad

Sean ¢,d € ZZ . ¢;,j = k'(k — 1) para todo (i,5) € Z* y d; ; = k' para todo (i, ) € Z*.
Se observa que (¢ + d); ; = 0 para todo (i, j) € Z%
Es fécil ver que Fx/(0);; = k(04 0) %m + L%J =0.

Por otro lado,

0 _ ,
Fia (€)i5 = bk (ot %m + (K (k = 1)) /K ]) %o + {0 £ L (k= D)/ J

=k(k—1)%m+ {WJ

Ademéds, Fy(d);; = k(0+1) %m + [ (0+ 1)/k’'| = k, mientras que

Fip (d)i,j + Fkk’(c)i,j = (k‘) %m + (k?(k? - 1)) %m + \‘

el

e

:(k+k2—k)%m+{

= (k*) %om + {%J
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Obviamente, cada sumando es mayor o igual a cero. En particular, se necesita que (k%) %m = 0.
Por lo tanto
F(c)+ F(d)=F(c+d) & m=k

Y por lo tanto, esta familia de autématas no es lineal cuando k" # k.
3.2.2. Biyectividad
Proposicién 3.3. Fj, ;. es biyectiva y F,;,i, =Gp o o(=1.-1)

Demostracion. Para comenzar, utilizamos que Fy i (¢)ij = View (Hi i (¢))i,5, ya que

Hi, p (C)m‘+1J

Fr i (€)ij =k(Hpg g ()i z) Yom + L %

=k (k’cm Yom + L@D Yom + {

ke i1 %m + Liciﬂlc&jﬂ | J
k/

k/
Primero, se tiene que Hy g 0 Hy j, = o(19. En efecto,

kH; il
Hy iy o Hyr 1()i,j = (kHy k(c)ij) Yom + {kkm(C)HJJ

e L(k/ci+z,j>/mj)

B (k <W‘E L(/flciJrl,j)/mJ)) %m + g (klc' ,

m
0
,l@’k/rci_i_Lj L(kk/CH_Q i
- (5] o |2
= Cit1j
=o19(c)i

Analogamente, se obtiene que Hys j, 0 Hy 1 = o0, Vier o Vi e = o0l y
View o Vi = o@Dy usando la conmutatividad de shift con cualquier AC, podemos escribir

Fk_i, :Hk/,k (¢] 0'(71’0) o Vk-lyk o 0'(0’71)
:Hk’,k: (e} Vk',k‘ (e} 0'(_1’0) (e} O'(O’_l)
=G oo "H7Y
|

Observacién 3.1. La proposicion anterior puede extenderse a n dimensiones, si se define Fy, j =
(n) (2) 1) zn
fk’klo"'ofk’klofk’k/7 dondecézm Yy

(i i = (i, ) Yo + {

(1) (n=1) _ ¢(n)

) ) -1 _ (71»‘“771)
Con el inverso definido por Fy 1, = fr. 0 0 fyr "o fppo0
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3.2.3. Relaciones entre Fk,k’a Fk’,ka Gk,k’ Yy Gk’,k
Proposicion 3.4. = Fiw y Gi son conjugados.
- Fk_,’n}C = sz_,kl’ o Fl?,k’ oo™ "o Vi .
] G,;,rfk = H,;;, oGy oo "o Hy g
Demostracion. Se sabe que Fy, j» = Vi, 3 0 Hy v, mientras que G pr = Hy i © Vi 1. Entonces,

Fk,k' = Vk’,k/ o) Hk,k' [¢] Vk,k/ 0] Vk)_kl’

= Vk:,k)’ o] Gk,k:' [©] Vk:_]j’
Anélogamente,

—1
Gk,k/ = Hk,k/ O Vk,k/ (@] Hk,k’ O Hk,k'

-1
= Hk:,k:’ [0} Fk,k:’ [©] Hk,k’

Usando el item anterior, es facil ver que
Fl?,k’ = Vk’k/ o Gz,k’ o} ijkl/
Por otro lado, se sabe que F,"; = G}, oo~ ™", de modo que

mn -n n,mn —1
By = Vi o By 0 0™ o Vi,

S P =VipoFlyoo ™ o Viw

Es decir, Fk_,l,C y Fj k0 0™™ son conjugados.
Andlogo para G,y v Gy 0 0™™.

El primer item implica que existe una simetria entre ambas funciones, de donde

Fer =RoGrpoR
=RoV, oFuwoVipoR

. . . . 2
Lo que significa que lo que si se tienen a,b € ZZ, tales que Vikr (b) = a, entonces lo que se demuestre
para a, estard demostrado con una simetria para b.

L=1y Fle son conjugados, asi como también lo son

1,

Los otros items establecen que Fj 5 o 0~
G oo b1y Gty Esto era de esperarse, sabiendo que Gy, i 0 0~ 5 7! es la inversa de F j, pero

puede resultar til tenerlo expresado en términos de F'.



Capitulo 4

Simulaciones

El objetivo de este capitulo es mostrar que existen miembros de la familia de autématas de mul-
tiplicacién que parecen ser pre-expansivos. Para ello, se ejecutaron simulaciones de Fj, s, probando
diferentes k, k' € N1 y utilizando el programa Processing 3.5.4.

Para comenzar, se utilizaron ntimeros primos para los valores de k y k' y luego se prob6 usando pares
de nimeros que fueran primos relativos.. Estas elecciones se hicieron inspirados en la caracterizacién
de la pre-expansividad del autémata en una dimensién.

[195e]

Notacién. La configuracién homogénea cuyo estado es “a” en todas las celdas se denotard por el

[195e]

nimero “a” en negrita de pizarra (mathbb).

Sean ¢ € Q%" y a € Q se denota ¢ = @ si para todo z € Z" ¢, = a.

Definicién 4.1. Se sabe que todas las configuraciones homogéneas perteneceran a una unica orbita.
Entonces, se dice que (ap,ar, ..., a,) es la drbita de @y € Z2, si para todo [ € {0,...,n}, F'(ag) = a;
y F(an) =ao.

4.1. k=3yk =2

. . e 2 [e%e} . .
Sean las configuraciones iniciales ¢,d € ZZ tales que ¢ = d son aleatorias, es decir, cada una de

las celdas de d se define con una funcién aleatoria que puede entregar cualquier nimero entero entre
0 y 5 y la configuracién c se define igual a d en todas partes excepto un nimero finito de celdas.

En la figura 4.1, se observa que (—1,0) y (0,—1) parecen ser direcciones de propagacién para
configuraciones aleatorias asintéticas.

Para crear estas imédgenes, la configuracion aleatoria se establecié para cada celda como un ntimero
aleatorio entre 0 y m—1 (5, en este caso). Las imdgenes cuentan con 300 x 200 celdas y la perturbacién
introducida es un cuadrado de 20 x 20. Las figuras ademds incluyen rectas que representan a I,", I, ,
Jry J;.

Para calcular la imagen de las celdas que estan en los extremos de la figura, se definieron las vecindades
de las celdas del extremo derecho usando las del izquierdo para completar y las de arriba con las de
abajo (formando un toroide).

15
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Figura 4.1: Simulacién en fondo aleatorio.
La perturbacion se muestra mediante celdas coloreadas en tonos mas oscuros.

Calculando la dindmica de los fondos homogéneos, se obtiene que

w F39(1) =4y F35(2) = 3. Ademds, H32(2) = 1, con lo que, segiin la proposicién 3.4, se espera
que exista alguna simetria en la dindmica entre ambos pares de configuraciones homogéneas.

» F35(0) = 0. A diferencia de las anteriores, Hs 5(0) = 0.
= F39(5) =5. Al igual que para 0, H3 o(5) = 5.

Las relaciones anteriores se representan a través del grafo de la figura 4.2. En éste, los nodos conecta-
dos por aristas continuas representan configuraciones homogéneas que pertenecen a la misma 6rbita,
mientras que las aristas segmentadas representan que el nodo de llegada es imagen a través de V3 o del
nodo de salida.

Los nodos conectados con aristas azules presentan un comportamiento simétrico al de los que se
conectan con lineas verdes dentro de la misma componente conexa. Si la componente conexa no cuenta
con aristas azules, es porque no existe un fondo homogéneo que tenga un comportamiento simétrico.

Figura 4.2: Grafo de la dindmica de los fondos homogéneos para F3 5.

Cabe destacar que la razén por la que una componente conexas presentan comportamientos simi-
lares es que Fy';,(c) = Ro Vk_,kl, o Fi'4s 0 Vi o R(c). De modo que el comportamiento de los nodos
que se conectan a través de aristas segmentadas serd simétrico entre si. Por ejemplo, V3 2(2) = 1, por
lo tanto la dindmica sobre 2 serd simétrica a lo que ocurra sobre 1.

Simulando para perturbaciones sobre cada una de las configuraciones homogéneas, se obtiene:

1. ¢ £ 10c¢ = 4. En este caso, parece ser que (0,—1) y (=2, —1) son direcciones de propagacion.
Sabiendo que F52(1) =4 (y F32(4) = 1), es claro que describir el comportamiento del autémata
oo . o0
cuando ¢ = 1 es equivalente a hacerlo cuando ¢ = 4.
Notar que sélo se hace referencia a las direcciones de propagacion de los bordes. Naturalmente,
las direcciones entre las dos recién mencionadas también son direcciones de propagacién.
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Figura 4.3: Simulacién en fondo ¢ = 4 y F3(c) =2 1. La figura incluye las rectas de pendiente 1/2 y
2 como referencia.

2. ¢ = 30c¢ = 2. En la figura 4.4 se observa que la perturbacién tiene direccién de propagacién

hacia la izquierda (—1,0) y hacia abajo (—1,—2). Al igual que en el caso anterior, F32(2) = 3
(y F52(3) = 2). Observar también que la forma de la propagacién parece ser una reflexién del
caso 4, lo que es conforme a la proposicién 3.4.

Figura 4.4: Simulacién en fondo ¢ = 3y F3o(c) = 2.
Los casos recién descritos dan una idea positiva sobre la pre-expansividad del autémata F3 5.

Observacion 4.1. Cabe destacar que si el fondo estd compuesto de lineas horizontales de 4 y 1, las
direcciones de propagacion son las mismas que si estuviera sobre cualquiera de esos fondos homogéneos.
Esto estd representado en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Fondo con lineas horizontales homogéneas ¢; ; = 1 = ¢; j+1 = 4 para todo (i, j) € Z2.

Andlogamente, si se tiene un fondo con lineas verticales de 2 y 3, entonces la perturbacidn se
propaga con las mismas direcciones que si la perturbacion fuera asintética a 2 o 3.

Enlos casosenque ¢ = Qoc = 5 (figuras 4.6 y 4.7, respectivamente), la perturbacién crece hacia
la izquierda con direccién (—1,0) y hacia abajo con (0,—1). Pero a diferencia de los casos anteriores,
se tiene que H32(0) = 0y H32(5) = 5, con lo que estas configuraciones presentan dindmicas cuya
propagacion es un reflejo de si misma.

Figura 4.6: Simulacién en fondo ¢ = 0y F3a(c) = 0.

Figura 4.7: Simulacién en fondo ¢ = 5y F35(c) = 5.
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4.2. k=>by Kk =2

Aligual que para el caso con k = 3y k' = 2, cuando se tienen dos configuraciones iniciales aleatorias
z2 oo .2 . . . . .2 e s .
c,d € Z%, tales que ¢ = d, la perturbacién crece hacia la izquierda con direccién de propagacién igual
a (—1,0) y (0,—1) hacia abajo. Lo anterior estd representado en la figura 4.8.

Figura 4.8: Simulacién en fondo aleatorio para F5 .
Al igual que antes, la perturbacién se muestra mediante celdas con tonos mas oscuros.

Cabe destacar que las direcciones antes mencionadas se expresan asintoticamente, lo que significa
que la perturbacién parece propagarse a mayor velocidad en diagonal que en la horizontal o vertical.
Esto le otorga a la perturbacién una forma méas redondeada, similar a una gota, que las que se habian
observado hasta ahora.

020

Figura 4.9: Grafo de la dindmica de los fondos homogéneos para Fs 5.

En el grafo de la figura 4.9 se ve representada la dindmica de los fondos homogéneos para el AC F .
Las perturbaciones sobre los fondos que pertenecen a las componentes conexas de 1 y 3 se propagan
con direccién (—1,0) y (0, —1). No se incluyen figuras para estos casos.

En cambio, en las figuras 4.10 y 4.11 se observa que las perturbaciones sobre los fondos 9 y 0 no se
propagan con la misma direccién que las otras. En estos casos, lo que ocurre es que las perturbaciones
se propagan hacia abajo en direccién (—1,—2) y hacia la izquierda en direccién (-2, —1).
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Figura 4.10: Fondo ¢ = 0

Figura 4.11: Fondo ¢ = 9

4.3. k=Ty kK =2

Al igual que antes, si se tienen dos configuraciones aleatorias ¢, d € Zf: tales que ¢ = d, la per-

turbacién se propaga en direccién (—1,0) a la izquierda y (0, —1) hacia abajo. Esto se observa en la
figura 4.12.

Figura 4.12: Simulacién en fondo aleatorio para F% .
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Se observa que F75(0) = 0y Fr2(13) = 13, y en ambos casos, las direcciones de propagacién es la
misma que en el caso aleatorio, tal como se observa en la figura 4,13

Figura 4.13: Simulacién en fondo 13 para F7 5.

Ademds, como V7 2(0) = 0 y V72(13) = 13 (representado en el grafo con aristas grises segmenta-
das), resulta natural que si (—1,0) es direccién de propagacién, entonces (0, —1) también sea direccién
de propagacién, sabiendo que F72(c); ; = Ro V7T21 o F790Vzg0R(C); ;.

Figura 4.14: Dindmica de los fondos homogéneos para F7 .

En la figura 4,14 se observa que todas las configuraciones homogéneas pertenecen a la misma
componente conexa, a excepcién de 0 y 13.

En las figuras 4.15 y 4.16 se puede apreciar la simetria que el grafo representa con lineas verdes y
azules. En efecto, observar que la forma de la propagacion en la figura 4.15 es un reflejo con respecto
a una recta con pendiente 1, de la propagacién en 4.16.

En estos casos la propagacién parece crecer en todos los casos homogéneos con direccién (—1,0) y
(0, —1), al igual que el caso aleatorio.



CAPITULO 4. SIMULACIONES 22

Figura 4.15: Simulacién en fondo 1 para F7 .

Figura 4.16: Simulacién en fondo 2 para F7 o.

iferenci u urri 39 59, €1 uenci nfiguracion -
A diferencia de lo que ocurrfa con Fj F5, en todas las secuencias de configuraciones ho
mogéneas las perturbaciones son capaces de propagarse en direccién (—1,0) y (0, —1).

4.4. k=5y K =3

Nuevamente, cuando se tienen dos configuraciones aleatorias ¢, d € Zf; tales que ¢ = d, la pertur-
bacién se propaga en direccién (—1,0) y (0,—1), lo que se observa en la figura 4.17.

Figura 4.17: Simulacién en fondo aleatorio.
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En este AC, las perturbaciones sobre todas configuraciones homogéneas se propagan con direccién
(—1,0) y (0,—1). Las secuencias de configuraciones homogéneas son las que se ven representadas en el
grafo de la figura 4.18.

Figura 4.18: Dinamica de los fondos homogéneos para F 3.

El grafo indica que existen cuatro dindmicas a analizar. En las figuras 4.19 y 4.20, la perturbacién
presenta una dindmica similar a otras que ya se han visto.

Figura 4.19: Simulacién en fondo O.

Figura 4.20: Simulacién en fondo 14.

En las figuras 4.21 y 4.22, cabe destacar que la evolucién de las perturbaciones en estos casos tiene
una forma similar a un poligono, lo que hasta ahora sélo se habia visto en el caso F7 5. Todos los casos
homogéneos resultan propagar las perturbaciones con direcciones entre (—1,0) y (0, —1),
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Figura 4.21: Simulacién en fondo 1.

uld!

Figura 4.22: Simulacién en fondo 2.

4.5. k=9y Kk =4

Aligual que en todos los casos anteriores, cuando se tienen dos configuraciones aleatorias ¢, d € Z%g ,
tales que ¢ = d, la perturbacién se propaga en direccién las direcciones entre (—1,0) y (0, —1), lo cual
estd representado en la figura 4.23

Figura 4.23: Simulacién en fondo aleatorio.

_ Las orbitas de las configuraciones homogéneas estdn representadas en el grafo de la figura 4.24.
Este indica que hay potencialmente 10 tipos distintos de dinamicas que podrian desarrollarse.
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Figura 4.24: Dindmica de los fondos homogéneos para Fy 4.

En las figuras 4.25, 4.26 y 4.27 se observa una muestra de los desarrollzos que se ven en las dinamicas
que se presentan en este AC. Esta consiste de los casos donde ¢ € Z%; es tal que ¢ =1c=270

oo

¢ = 15. Los casos ¢ = 6, ¢ = 14 y ¢ = 5 son similares a éstos, en tanto a la forma del crecimiento
de la perturbacion. Cabe destacar que en todos estos casos, las perturbaciones parecen propagarse con
direcciones entre (—1,0) y (0,—1).



CAPITULO 4. SIMULACIONES 26

Figura 4.25: Simulacién en fondo 1 para Fy 4.

Figura 4.26: Simulacién en fondo 7 para Fy 4

Figura 4.27: Simulacién en fondo 15 para Fjy 4

En cambio, en las figuras 4.28 y 4.29, se observa un cambio. En este autémata se encuentran por pri-
mera vez fondos homogéneos cuyas perturbaciones parecen propagarse con direcciones entre (—3, —1)
y (=1, —3), en lugar de las ya conocidas (—1,0), (=2, —1), (—1,—2) o (0,—1). Estas corresponden a
configuraciones ¢ € Z§62 tales que ¢ = 0y ¢ = 35. En las figuras se muestran ahora las rectas con

pendiente % v 3.
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Figura 4.28: Simulacién en fondo O para Fy 4.
Las rectas representadas tienen pendiente 1/3 y 3.

Figura 4.29: Simulacién en fondo 35 para Fy 4

Ademas, vale la pena mencionar que las perturbaciones sobre 2 y 6 también tienen un comporta-
miento inusual, como se observa en la figura 4.30. En este caso, pareciera que la perturbacién even-
tualmente alcanzara la recta vertical, pero su crecimiento es mucho mas lento que en los otros casos.
En esta figura se muestran las mismas rectas que en 4.28 y 4,29.

Figura 4.30: Simulacién en fondo 2 para Fy 4



Capitulo 5

En direccién hacia la
Pre-expansividad

En este capitulo se toman los resultados ya conocidos de pre-expansividad en una dimensién bus-
cando generalizarlos para dos dimensiones. Luego se analiza qué ocurre cuando hay una unica celda
distinta entre dos configuraciones asintoéticas, ese andlisis permite obtener resultados que son ttiles
para todas las perturbaciones.

Después, se analiza la dinamica de perturbaciones sobre configuraciones homogéneas de un sub-
conjunto de esta familia de AC. En esos casos, se describen las condiciones necesarias y suficientes para
determinar (o descartar) direcciones de propagacién, presentando también ejemplos de los distintos
casos.

Finalmente, se analiza en detalle el caso de las configuraciones homogéneas del autémata Fjo.

5.1. Generalizacion de resultados en una dimension

En esta seccién se trabajard en encontrar generalizaciones a dimension superior para los resultados
sobre pre-expansividad que se mencionaron en el capitulo de Preliminares.

Con este fin, se enuncia el siguiente lema.

Lema 5.1. Dada una configuracion a = 0 in {-m+1,...,0,...,m — 1}22, se define el numero
ractonal o
gla)=2_> aim™"
i€Z jez

22

m

entonces, dadas dos configuraciones asintoticas, c,d € Z%, , las siguientes afirmaciones son verdaderas.

1. Si “—’representa la resta en Z, entonces
|9(Fr (€) = Frr ()] = k2|g(c — d)]

2. Dadas I, Iy, Ji y Jy , entonces m~Uo +75) < |g(c — d)| < m*>~Uo +70). Ademas, m~o +75)
divide a |g(c — d)|.

3 I7 +J7 < If + I +2 2188

— — log(k
4o Iy + Jy =2 =2t kg g

28
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Demostracion. 1. Por definicién

9(F(c) = F(d)) =

he): - Wd):
= Z Z(kh(c)z,] %m + L(CZ;]+1J — kh(d)z,] %om — L ( ;;/J-Fl
i€Z jez
=375 k()i i1 Yom — kh(d)s 1 Yom)m™ (D
i€Z j€Z
YO ()i /K| = [h(d)ija /K [ym~ O
i€Z jeZ
=3 (kh(0)ijr Tom + |B(c)ij1 /K]
i€Z jez
- (kh(d)z' g1 %om 4 | A(d)i 1 /K ]))ym” D
=3 k()i 1 — h(d)i ja)m O
i€Z jeZ
= kg(h(c) — h(d))
andlogamente, se obtiene que g(h(c) — h(d)) = kg(c — d),
con lo que |g(Fg i/ (¢) — Fyxr(d)| = k?|g(c — d)|
2.
I+
Z Z cij— dij m—+7)
= P ==
2 m7(1++‘]+)
Por otro lado,
gy VAL
lgle—d)| =D " (cij—dij)m™
i=1— j=J—
It
<> Z i — di gm0
i=1— j=J—
A
Z Z —(i+7)
i=1— j=J—
- D Y T
a (m—1)?
(ml—J’ _ m—ﬁ)(ml—r _ m—ﬁ)

m—1
m2—(~+J7)
< -
m—1

< m2-U"+J7)

m?~ e ) > | g(F(e) — Fi(d))|

= k> |g(c —d)|
> g2t~ +I)

o
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4. Anélogamente,
ot gt
m”~ T < g(F(e) - F'(d))]
= k*|g(c — d)]
< k2tm2-U5 +75)
[ |

Ejemplo 5.1. Cabe destacar que este lema no entrega cotas exactas para I, + J; . Por ejemplo, en
el caso del AC Fy 3, el lema dice que I; + J; < If + Ji + 1 — 2tlogy, (2logy, ~ —1,3). En la figura
5.1, se observa una perturbacion sobre un fondo O.

Figura 5.1: A la izquierda, ¢ = 0. A la derecha, Fg§(c)

Entonces, pasadas 10 iteraciones, se tiene que Ig’ =0, JS‘ =0,I; =-9y J; = —9, mientras que
Iy =—-19y Jjy = —19. Con lo cual,
-19+-19<0+0+4+1-10-1,3
—38 < —13
Observar que en cada aplicaciéon de Fg 3 la perturbacion se propaga una celda hacia la izquierda y una

celda hacia abajo. En efecto, sabiendo que las celdas de la primera linea de la perturbacion sélo pueden
tener dos ceros en las celdas superiores de la vecindad, la primera vez que se aplica Fy 3 se tiene que

0+0
S@QJ%M+¢QHJBD9M4+{—§—Jeﬂx&m}+o
€ {0,8,16}
0] 0 0 0

iy | ciriy | [{0,8,16} | {0, 8,16}

De modo que en la siguiente iteracién, en la celda de la primera fila de la perturbacién que se encuentre
mas a la izquierda sélo se puede tener uno de dos casos

Caso 1
8(8~0%24+L8/3J)%24+{¥J:16+0
=16
00 N 0 0
08|~ [16[{0,8,16]
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Caso 2
0
8(8-0%24+L16/3J)%24+V"§J:16+o
=16
070 ] [0] 0
016 | [16 | {0,8,16

Asi, independiente de cudl sea el valor de la celda mas a la izquierda de la primera fila de la perturbacion,
ésta siempre se propaga una celda hacia la izquierda. Y como el valor con el que se propaga siempre
es 16, entonces, se obtiene que en cada iteracién la perturbacién continuara propagandose una celda a
la izquierda.

Ademés, como V3 3(0) = 0, utilizando la conjugacién entre Fs 3 y Gg 3, se tiene que
F33(0)=Ro st; o Fg30Vs30R(0). Con lo cual, se obtiene que la perturbacién también se propaga
una celda hacia abajo en cada iteracién.

Por lo tanto I, = —(9+1t) y J; = —(9+1).Y reemplazando en la desigualdad se tiene,

-9+t +—-09+t)<0+0+1—-1¢-1,3
—-18 -2t <1—-1,3¢

Asi, mientras mads iteraciones pasen, menos exacta serd la cota.

Utilizando el lema anterior, se puede demostrar el siguiente teorema, que corresponde a la genera-
lizacién del resultado en una dimension.

Teorema 5.1. Suponiendo que p1,...,p; son numeros primos distintos, o y q son enteros co-primos,
los que también son primos relativos con py,...,pr. Stk =opi*,....p} yk' = pil yeee ,p?’ q, entonces
Fypr cumplird que I, + J; — [Bt] mo es acotado inferiormente y I;” + J;* — [Bt] no es acotado
superiormente st

- B¢ —21ogm(k),—ml’n{ef_‘?e; e {1,...,1}} [yg=1,6
= B €] —2log, (k)0 yqg#1
Demostracion. Se quiere que I, + J;” — [Bt] no esté acotado inferiormente y que I;” + J," — [5t] no

esté acotado superiormente, para cualquier par de configuraciones asintoticas ¢ y d, si y s6lo si 5 esta
en el intervalo dado.

o I+ J7 —[Bt] < I +J +1—2tlog,, (k) — [Bt] no estd acotado si B > —2log,, (k).

= Ahora se estudia (I;” + J,7). Suponiendo que la descomposicién prima de g es q]* ... qf;". Supo-
niendo ademés que I =0y J§ = 0y sean = |[g(c — d)|, el cual debe ser natural. Por tltimo,

1" " " 1"
se asume que n = o'pj' ...p} q{l ...q5" donde 0" es primo relativo con p1,...,pr,q1,...,qJ.
Del lema anterior, es ficil ver que s; = —(I;" + J;7) es tal que m®t|k*n. Pero como m® =
s¢(e1+tey) se(ert+er) sifr sefs ot _ i 2t ey +2ter ef +2ter f1 £l
0°py Yoo @it gy ko= o"o%py! .Dy qi' -..q7 con lo que

m3t|k?n si y sélo si
1. o%t]o" 0%
2. Vie{l,...,I}, si(e; +e;) <2te; +elf
3.Vje{l,...,J}, sufy < ff
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la primera condicién es verdadera en forma asintdtica, pues del lema anterior se sabe que
sp < —(Iy +Jy )+ 1+ 2tlog,, (k)
Para las otras dos hay que distinguir ¢ =1y ¢ # 1:

q =1 La condicién 3 se cumple por vacuidad, I > 1y

2tz "
st<m1'n{{e+eJ :ie{l,...,[}}

/
e; +e;

para un t lo suficientemente grande, y por lo tanto,
(I7 + J;7) — [Bt] = —s; — [Bt] no estd acotado inferiormente si
B <min{|(2e;)/(e;+e})]:ie{l,....,I}}
q > 1 En este caso J > 1, y la condicién 3 es no vacfa, con lo que para algin j € {1,...,J},—s; —
[Bt] > —f]/f; — [Bt] que no estard acotado superiormente si y sélo si 3 <0

|
Lamentablemente, el teorema 5.1 no es suficiente para demostrar que Fj jr es a pre-expansiva,

pues sélo establece que la suma de I,;7 4+ J," y la de I;” +.J; no son acotados superior e inferiormente,
respectivamente.

Para poder obtener ese resultado, habria que demostrar que tanto I, como .J; son no acotadas
inferiormente, pues de lo contrario, podria pasar que alguna de ellas quedara fija en algin tiempo, de
modo que la diferencia entre ¢ y d se propague en una franja horizontal, vertical o diagonal.

5.2. Caso |diff’(c,d)| = 1

En esta seccién, se trabajaran perturbaciones en una unica celda sobre cualquier configuracién
22 . . + — + —
d € Z%, , buscando caracterizar el comportamientode I, I, J7 y J~.

Notacién. Se denotara por [-],, la clase de equivalencia tal que para todo a,b € Z,,
a / b /
a€b], < Lﬂ Uk = | | %k
Observar que esta clase de equivalencia también puede ser carecterizada en términos de (k')2.
Lema 5.2. Sean i, € Z fijos y sean ¢, d € Z,Zn2 tales que c; ; = d; ; para todo (i,7) # (1,7). Entonces
1. Sik y k' son primos relativos. F(c); z # F(d); 5 < ¢; 5 #i d; 5 & F(c); 5 #w F(d); 5.
2. F(C)g,1’5 75 F(d);,l’j = G 3 € Hdi,ﬁ]] <~ F(C)%—l,j‘ #k’ F(d);il’j.
Si ademds k > k'
3. F(e) 51 # F(d);5_1 & ¢ #w di

4. Hck/J - Ld;i’/;H >k = F(C)LL}A # F(d)%q,jfl

Demostracion. Para comenzar se definen

Aij=kei;%m B;;= {C];/JJ (5.1)
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Y se observa que A4, ; € {0,k,2k,..., (K" — 1)k},

mientras que B; ; € {0,1,2,...,k—1}

Notar que A;; y B;; no dependen de c¢ ni de d, pues se utilizan para celdas que atin no han sido
alcanzadas por la perturbacion.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que d; 5 > ¢; ;. Entonces existen 5,1 < s < kK —
1 G5 %k + s = d;j V04

1. Si F(c);j = F(d);

2]

Ag s+ B A; s .+ B
k(kng %m+B2+173) %m+l JH k//ﬁ—ﬂ k‘(kd%ﬁ %m+B;+173) %m+l JH fﬂ

Por 2.1, esto es equivalente a

se tiene que

B [(k(es5 %) + By 5) %0k | = b [(k(d; 5 %K') + By 5) %K
Como k y k' son primos relativos, entonces necesariamente
k(c;dﬂ %k') = kz(dm %k")

La otra implicacia es trivial. Ademds, como k [(k(ci’j 7%k') + B; 4 5) %k’] e {0,k,...,(K —1)k}

(lo mismo para d; ;), entonces

F(c); 5 =m F(d);; +nk, ne{l,....k -1}
y por lo tanto F(c)” F F(d);j.
2. S8i F(c);_, ; = F(d);_, ;, entonces
Ay 50+ B Ay 50+ B
K+l /D) o | ST o) | D
Por 2.1
Sk [(A_y g+ LK) oK | = b [(A5_y ; + L5 /K]) %6

Usando la distributividad del operador mod sobre la adicién, se tiene

& A%71’§- %k + LC;&//{/J %k =4 Aiflj %k + Ld;’i/klj %k’

G , ,
| v =]

Es decir, F(c);_y ; # F(d);_; = ¢;; € [[dmﬂ La otra implicancia es trivial.

Entonces

Si ademds k y k' son primos relativos, entonces F'(c);_; 5 # F(d);_; ; & F(c);_, ; #w F(d);_4 5,
por los mismos argumentos que en item anterior.
3. Se procede por contradiccién, suponiendo que ¢; ;s #p d; 5 y F (¢) F(d)

ij-17 ij—1

kc;,j %m

k(A 5 -

7.1 —

1.7 —

+ By kd; ; %om + By 5
; ]J = k‘(A* ~ »J ]J

iF1,5—1 %TI”H—\\ L

T -1]) Jomt {
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Usando 2.1

k‘(c; 5 %ok") + B;Jrlj k(d; 5 %k’ + B;Jrlj
I A el ™ |

Sin pérdida de generalidad, se asume d; ; %k’ > ¢; s %k’ y se define s € N* tal que s = d; 5 —¢; 5
de donde

k‘(d;j—%k/) +kS+B;+1j k’(d;j%ki/) +B;+13
e Tl e

Y como k > k', entonces existe s’ tal que |ks/k’| = s’. Con lo cual se tiene que

- \‘k(di,ﬁ' %k’) + B%-H’jJ L \\k(d;ﬁj %k’) + B%-H’jJ

5 K
&5 =0
ok
Ss<1
Pero s € N, con lo que se ha llegado a una contradiccién.
Por lo tanto F(c) F(d);s = c5=d;5

La otra implicancia es trivial.

#]- ¥ =

-1~

4.

= o #*
SF(c)i_q 50 # F(d);_y 54
. . . dis )
Pero si por ejemplo se considera AFIJ =0, {C’—,’J =Ky L k’iJ =k’ — 1 entonces se tiene que

F(C)ifl,jfl = k(A 1 —+ B - )%m —+ \‘kJ

'271,37 i,j—1 k/
= k(A5 + By ;o) Yom £ 1
# k(A;_1 51+ Byj_1) %om + 0

K -1
1+ Bi,j‘—l) %m + \‘ W J = F(d)i—l,j‘—l

2)-

= k(A

i—1,j—

k’

es decir, F(c);_,;_, # F(d);_,;_, #

|| ¢

Cabe destacar que en el lema anterior, si k' > k

= Kl item 2 se puede escribir equivalentemente como

F(c);_y; # F(d);_y ;& e ;/K | # d;5/K .
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= El item 4 se cumple por vacuidad, pues para todo z,y € Z,, se tiene que

€z Y ’
] - [w]] <
Observacion 5.1. Se recuerda ademds que como el autémata es biyectivo, entonces es imposible que

las diferencia entre ¢ y d desaparezca. Es decir, siempre se va a cumplir al menos uno de los items del
lema.

Observacioén 5.2. Si bien el lema 5.2 se refiere a dos configuraciones asintdticas que tienen una inica
diferencia, éste también puede ser usado en otros casos.

Si (1,7) es una celda tal que las vecindades de F(c);5 y F(d); ;, sdlo difieren en una dnica celda
entonces la celda que sea distinta se llamard esquina y se podrd usar el item del lema 5.2 que le
corresponda segun su ubicacion respecto de 5 En la figura 5.2 se ven representadas las vecindades
de celdas que cumplen con lo recién descrito a través de cuadrados rojos.

Figura 5.2: Representacién de esquinas.
Corresponde a una perturbacion sobre un fondo 2 para el AC F7 3.

En el caso del autémata G = H oV, el lema 5.2 se cumple con una simetria.

Lema 5.3. Sean i, € Z fijos y sean c,d € ij tales que ¢; ; = d; j para todo (i,j) # (i,7). Entonces
1. Sik y k' son primos relativos. G(c); 5 # G(d); 5 & ¢; 5 #i d; 5 & G(c); 5 #w G(d); 5.

2. G(C)i,j'—l 7& G(d)%,j'—l <~ Ci,j ¢ [[di,}']] -~ G(C);ﬁ_l 7£k;’ G(d)i,}'—l‘
Si ademds k > k'

3. G(C)i—l,j #+ G(d)i—l,ﬁ < G Fk! d;ﬁ

C.

4. ‘ {#J - {%J ‘ >k = G(c);71’371 # G(d)zfl,gq

Demostracion. Anéloga a la del lema anterior. [ ]

Definicién 5.1. (E,j) es pilar con respecto al par ¢, d si Ci s Fir d;j y si para todo n, m € N se cumple
que G 5em = di-i-n,}'—&-m'

Notar que si (ij) es pilar con respecto al par c¢,d, de acuerdo al item 1 del lema 5.2, entonces para
todo n € N se tiene que " (c);; #w F"(d);;-
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Gracias al lema 5.2 se puede estudiar el comportamiento de dos configuraciones ¢y d, tales que éstas
difieren en una tnica coordenada (2,5), al aplicarles Fj, jy n veces. A continuacién, se analizard qué
tendria que ocurrir para que no aparecieran pilares, con el objetivo de demostrar que la perturbacion
siempre pasard a ser un pilar a partir del cual se podréd propagar la perturbacion.

Caso 1:
Si F(c); ; # F(d); ;. De acuerdo al ftem 1 del lema 5.2,

F(C)%,j- #* F(d)l’j &6 %k’ # d%’j %k’
= F(C);’j %k’ #* F(d);’j %k’

Es decir, (i,j) es pilar, lo que significa que para todo n € N se tendra que cumplir

Fe);; #0 M (d); 5

Caso 2:

Si no se tiene el caso 1y F(c); 5_; # F(d)
del lema 5.2 ésto no es posible. En efecto,

-1 Si no se cumple lo anterior, segiin los items 1 y 3
Fle)yja # Fd);j o & ¢ 5 %k # d; 5 %K
= F(C);,j %k’ # F(d);’j %k’

Es decir, nuevamente se obtiene (%,j) es pilar, o sea que para todo n € N
F(e);; 7 F"(d); 5

Pero no se puede decir lo mismo sobre F™(c); iy F "(d); ;1 porque por un lado al considerar
cualquier n > 1 se tiene que hay dos componentes del vecindario que define a F}, 5+ que son distintas
y estas dos diferencias podrian interactuar de tal modo que para algin n > 1 F""(c); G = F™(d); i1

y por otro lado, puede ser que F(c) %k' = F(d) %k’ con lo que ni siquiera se puede asegurar
que F(c); 5, # F*(d)

i,j—1 i,j—1

1,j—2"

Caso 3:

Si no se tiene el caso 1y F(c);_, 5 # F(d)
Segun el item 2 del lema 5.2,

i1,

Fle);_y; # F(d);_y ;< F(c);_y,

S %ok! # F(d);_, ; %k’

J

Como F(c); 5 = F(d); ;, entonces (i —1,7) es pilar, con lo cual se obtiene que para todo n € N

Fre)iy; 7 FM(d)iy

2,77

En resumen:
= si F(c); 5 # F'(d); ; (o equivalentemente, si F'(c); ;_; # F'(d); ;_,) entonces (i,7) es pilar.

= siF(c);_y; # F(d);_, ;v F(c); ; = F(d); ; entonces (1 —1,7) es pilar.

2]
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Caso 4:

Si no se cumplen ninguno de los casos anteriores, entonces necesariamente F’ (3)271, 5o +F (d)g,l, o1
Ahora se analizara lo que ocurre con (¢ — 1,5 — 1) cuando ¢; ; = d; ; para todo (4, j) # (¢, 7).

Como el lema 5.2 no dice nada sobre la paridad de F(c);_, 5, con respecto a la de F(d); ;; i,
entonces no se puede asegurar que ésta sea pilar. Pero se sabe que se puede repetir el analisis de los

tres casos anteriores cada vez que se aplique F'. De modo que ahora se procede a analizar lo que ocurre
en un tiempo N en la celda (+ — N,j7 — N).

Interesa saber si existe algin tiempo N € N en el que la perturbacion deje de desplazarse sélo por
la diagonal y en cambio se mueva a la izquierda o hacia abajo, pues de acuerdo a lo anterior, se sabe
que cuando eso ocurra se habrd encontrado un pilar.

Es decir, se quiere sabe si existe N € N tal que

(izq) Siparaun tiempo N € N se tiene que F'V (©i_njov-1) # FN (d);_n,j— (-1 entonces, valiéndo-
se del andlisis anterior, se deduce que para todo n > N F"(c)g_Nj_(N_l) + Fn(d)%—Nj—(N—n

Equivalentemente, (i — N, 7 — (N — 1)) es pilar respecto al par FN(¢) y FN(d).

(abajo) Si para un tiempo N € N se tiene FN(C):if(Nfl),j’fN # FN(d);f(Nfl))ij entonces se aplica el
andlisis del caso 1, de modo que para todon > N F"(¢);_n_1);-v—1) # F"(d);i_(ny_1)j—(n-1)
Esto es, (1 — (N —1),7 — (N — 1)) es pilar respecto al par FN=1(c) y FN=1(d).

Teniendo claro qué es lo que ocurre fuera de la diagonal, se analizard a continuaciéon qué ocurre con
una perturbaciéon que consiste en una tnica celda que “avanza” sola por la diagonal.
Con este fin, se definira una recursividad que permite expresar concisamente el autémata F}',, para

cualquier tiempo n a lo largo de la diagonal (%—n, j —n). Notar que la celda (%—n, J —n) necesariamente
es la Unica distinta entre ¢ y d, pues si hubieran otras, estarian fuera de la diagonal, con lo que ya se
habria encontrado un pilar. Se procede por induccién y para ello se amplian las definiciones de A y B
que se introdujeron en la seccién anterior.

n—1 L
Aii(e) = kE™ ()i %om Bl'i(c) = V?k/(C)MJ

Es facil ver que A7 ;(c) = A7;(d) y B}';(c) = B};(d), sii < i—noj<j—n.
En el resto de esta seccion no se usard algebra modular, sino que se trabajara en Z.

Proposicién 5.1. Sea ¢ = d, tales que ¢ij = dij para todo (1,j) # (i,7), con (i,7) € Z%. Se define

n n—1

An = Z(k’)Ql*lAé_lj_Hl + Z(k’)Zl(k(Aé_lj_l + Bl 15) %m) (5.2)
=1 =1
Entonces -
F (C);in)jin = k(A%—n,j—n + Bg_n+173_n) %m + W (53)
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Demostracion. Usando la identidad 2.2, se tiene que

Al o+ e /K
i—1, 2,
Fle)i1ja :k(A%—l.j—l + Bil,ﬁ'—l) Yom + . L/
1 1 k/A%—lj +¢;
:k(Azq,jq + 35,571) %om + T
Al +c:
(Al 1 1,
_k(A;71’571 +B;’571>%m+ (]{Z/)QJ
definiendo A' = &/ A%—lj
Asumiendo cierto lo siguiente:
. . . A"+ e
F (C)i—n,j'—‘n :k(A%—n,j—n + Bi—(n—l),}—n) Yom + (k/)2n
donde se define
n n—1
A" = Z(k/)Ql_lAéfl,jle + Z(k/)Ql(k(Aé—l,jfl + Bilel+1,jfl) %m)
1=1 1=1
Ahora se demuestra para n + 1
n+1 N N \_ n+1 n+1
F i (1), 5 - (1) _k(A%—(n+1),j—(n+1) Bi—n,j—(n+1)) Yom

A n LF"(C);_n,j_n/k’JJ
+

i—(n+1),5—
k!

- n+1 n+1
_k(A%—<n+1>,5—(n+1> B%—n,i—(n+1))%m

1 An+1 n( ). R
FA i gon T F (C)i—n,j—nJ

(k")?

Tomando el segundo sumando y aplicandole la hipétesis inductiva

/7 gn+1 n R .
k A%—(n—&-l),j—n +r (C)i—n,j—n
(k)?
n+1 n At 5

HA e gon T RAL o+ B oy jon) oM+ M)J

- (k")2
N2n+1 gn+1 N\2n n n An o

AT g F DT RAY 4 B 5 ) AT g
- (k/)2n+2
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Trabajando con los términos del numerador que no dependen de c; 5, se tiene
;

nN2n+1 gn+1 nN2n n n A
(BPRTATHL e (R RAD B ) )+ A
(k )2n+1A?+(1n+1),j —n (k’)Q”(k(AZL n,)—n + an (n—1),7 ) %m)+

3
|
—-

-1 4 . ;
Z )? A Li—i41 T (k") (k (Al_d B 141 )%m)

1—1 4l l l
:Z(k)Z 1Az l] l+1+z(k) (k(Az l] l+Bz l+1] l)%m)

de modo que queda:

An+1 .
F™(c); ; =k(AMT oL ) %o + ATt
i—(n+1),j—(n+1) i—(n+1),j—(n+1) i—n,j—(n+1) (k")2(n+1)
donde
n+1 n
ind+l/ .y _ 21—1 4l l l
A" (c) = Z<kl) Aifl,j‘fl+1 + Z(k )? UC(AZ i1 T B G- ) Yom)
=1 =1

Observacion 5.3.

Notar que en cada paso los elementos A% n .
o= n] n’ i—m+1,7—n

y A" no dependen de 5

Ademds, observar que el elemento A™ puede llegar a ser mucho mayor que m = kk’.

5.3. Kk =2, k impar.

Los ejemplos F3 2 y F5 2 del capitulo de simulaciones corresponden a este grupo y ahora se hard un
andlisis general.

Notar que Fhk/ (0)=0y [(m—1)/F| =k — 1, mientras que k(m — 1) %m = (k' — 1)k, con lo que
Fep(m—1)=m—1.
Sabiendo que las orbitas de las configuraciones homogéneas son conjuntos periddicos, se obtiene que
las 6rbitas de FJ, s pueden tener un maximo de m — 2 elementos.

Se observa que kn %m € {0, k}, para todo n € Z,,, lo que significa que en (3.2) el primer componente
de la suma que define a Fj, o pertenece a {0, k}.
En efecto, kn %m = k(n %2) = 0 si n es par y kn %m = k(n %2) = k si n es impar.

Esto implica que cuando se tienen perturbaciones sobre configuraciones homogéneas, sélo pueden
haber dos valores en las celdas de la imagen de la primera linea de la perturbacién. En efecto, denotando
por by = ka; %om+|a;/2] donde a; € Z,, el elemento I —ésimo de la érbita de ag, para todo! € {0,...,n},
entonces si ¢ = @;, para todo i € Z se tiene

Fkv2(c)i,Jg' = {0, k} + |_bl/2j
€ {[bu/2]. k+ [bu/2]}

Notacién. Sabiendo que a;11 € {[bi/2],k + [bi/2]}, se denotard aj,, =, a;41 + k. Entonces se dira
que aj41 y ap,, son companeros de orbita.

Se denota por Tj al tiempo en que para todo t > Ty, J;7 = J;EO. Se sabe que éste nimero se alcanza,
gracias al teorema 5.1.
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Observacién 5.4. Si k' # 2, entonces se cumple que {0+ By, k+ By, 2k+ By, . ..
serdn los companeros de orbita de a;, donde

B - LHk,k’(;ll)i,jJ

(K =Dk +Bi}\{ai}

Teorema 5.2. Sea {ag,a1,...,a,} la drbita de ag. Entonces (—1,0) serd direccién de propagacion si
y solo si existe 1 € {0,...,n}, tal que a; & [ai],.
En caso que para todo 1 € {0,...,n},a] € [a;], (—z, —y) no serd direccion de propagacion si x/y > 2.

Demostracion. Haremos el andlisis por casos.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la perturbacion se encuentra sobre un fondo igual a

ap.

En primer lugar, observamos que la imagen de los elementos de la primera fila de la perturbacién
s6lo pueden ser a; o af.

Sabemos que a partir de un tiempo Ty, se tiene que para todo t > Ty, J,” = J;O, es decir la fila en
la que por primera vez aparece un companero de érbita siempre tendra companeros de orbita.

Gracias al lema 5.2, sabemos que si a] € [a;],, entonces la perturbacién debe avanzar una celda a
la izquierda.

Esto significa que cada t iteraciones de Fj 2, la perturbacién avanzard al menos una celda a la
izquierda.

Es facil ver que avanzara tantas celdas a la izquierda como se tengan companeros de 6rbita que no
pertenezcan a la clase de equivalencia que les corresponde.

Por lo tanto, si existe algin [ € {0,...,n} tal que a; € [a;],, entonces (—1,0) serd direccién de
propagacion.
Ahora analizaremos el caso en que para todo I € {0,...,n} se tiene que a; € [a;],. Vamos a denotar

~ =Ty s 2 ’ . .z
porc=F k72(c) la configuracién en que por primera vez aparece a; en la primera fila de la perturbacién,

siendo ¢ = @;. Y denotaremos por j = J;'O e ¢ al mayor entero tal que para todo i <, ¢, 5 = a;.

Es decir, la celda EM = aj es la que se encuentra més a la izquierda en la primera fila de la
perturbacion.
aj aj aj ap
a a; aj {ar,a}}
@G 150 16%5 | G

Como G5 = aj, puede ser que Fk72(6);_173_1 & [ai+1]

al+1 al+1 al+1 al+1
Al+1 ar41 Ay {ar1, 07,0}
apr | ()5 [ F(@;50 | F(Oi015-0

Pero sabemos que la celda (i — 2,7 — 1) tendrs valores restringidos a {aiy2,a;, 5}, pues las celdas
superiores a ella son iguales a a;4;. Entonces puede ser que F> (6)%72571 =y,

aj+2 aj+2 aj42 aj42
aryo ait2 ajio {art2, 0] 5}
@y F2(5)2—1 i1 F2(5)23—1 F2(5)2+1 j—1
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O puede ser que esto se demore m pasos en ocurrir, en cuyo caso tendriamos

Al4+m+1 Al+m+1 Al+m+1 Al+m+1
/ !
Al+m+1 Al+m+1 At {al+m+17 al+m+1}
7 mE1( 5. N mE+1(x). . m+1(x). .
Ui | F (0)1'71,]'71 F (c)i,jfl F (C)i+1 -1

De manera que Eenemos que es imposible que a;,, , envie informacién a la celda (i — 3,5 — 1),
pues sabemos que a;_ .1 € [arrmy1],-

Ahora es necesario analizar qué es lo que ocurre si existe alguna celda mas a la izquierda de
(z—1,7 — 1) que ya sea distinta a a;. Entonces tendremos un caso como

a; a a a; a; a

!/ /
a a a a a {ar,a;}
Q| G omi—1 | G—m+1j-1 CG_15-1]%5-1 ] %+15-1

Pero observamos que desde (i —m, j — 1) hasta (2 —2,5— 1), se tiene que todas esas celdas reciben
la misma informacién desde las celdas de arriba que las celdas de la primera fila, de modo que para
todoi € {i—m,...,1 — 2},

F(é)i,€_1 € {al+1va2+1}

Con lo cual al aplicar Fj, o se tendria

ai+1 | Gi41 ar+1 ai+1 ai+1 ai+1
/ !
aj+1 | Al+1 Qj41 aj+1 A1 {al+17al+1}
7 7 E = =
Al+1 | Qpyg {al+1aal+1} F(C)%—l.j—l F(C)23—1 F(C)7i+1 -1
Y a partir de ahi se repite el mismo analisis anterior.
Por lo tanto, si para todo [ € {0,...,n} se tiene a; € [a;], entonces (—x, —y) serd direccién de

propagaciéon sélo si x < 2y |
A partir del teorema anterior, es directo concluir lo que ocurre para obtener un resultado similar
sobre la propagacion vertical de las perturbaciones sobre fondos homogéneos.

Teorema 5.3. Sean (b, by,...,b,) la orbita de by y Vi 2(bo) = @o. Entonces (0, —1) serd direccion de
propagacion si y solo si la orbita de ag cumple que existe | € {0,...,n}, tal que a] & [ai],.
En caso que para todo 1l € {1,...,n}, a] € [a],, (—x, —y) no serd direccion de propagacion siy/z > 2.

Demostracion. Se obﬁrva que como Fj i ¥ Gp iy son conjugadas, entonces se tiene que Fj, j/ (%) =
RoV~loFoVoR(by), de modo que

Fn(bo)iyj =Ro V_l o F"(ao)j,i

Entonces se repite el andlisis anterior, obteniéndose la direccién de propagacion horizontal antes des-
crita. Luego, usando que la érbita es periédica, se puede volver a la 6rbita original a través de V=1 y
finalmente se aplica R, con lo que la direccién de propagacién horizontal pasa a ser vertical. |

Observacién 5.5. Si a; € [a;],, entonces para la primera fila de la perturbacidn, se tiene que aplicar
Fy 2 es similar a aplicar la identidad, en el sentido de que las celdas distintas al fondo seguirdn siendo
distintas y las que eran iguales permanecerdn iguales. Es decir, la perturbacion conservard su forma.

En cambio, si existe | tal que a; & [a;],, entonces cuando se aplique Fy, 2(a@;) la perturbacidon tendrd
que avanzar una celda hacia la izquierda en la primera fila, lo que es similar a la suma en mddulo 2.
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Los teoremas anteriores acotan las direcciones de propagacion de perturbaciones sobre configuracio-
nes homogéneas para autématas que cumplen con los supuestos mencionados. Fj o tiene configuraciones
homogéneas que cumplen con los supuestos del teorema 5.2 y otras que cumplen con los de 5.3. Esto
se analizard en detalle en la siguiente seccion.

Ejemplo 5.2. En el caso del autémata F7 2, ninguna de las érbitas de las configuraciones homogéneas
cumplen con los supuestos y en efecto, las direcciones de propagacién estdn entre (—1,0) y (0, —1).

Este autémata tiene 4 drbitas distintas. Ellas son {0}, {1}, {2} y {13}. Ademds, H72(2) =1.Y,
en efecto, ninguna de ellas cumple con los supuestos del teorema 5.2.
Por ejemplo, 11 pertenece a la érbita de 2 (F3(2) = 2) y si tiene que ¢ = 11 (F(c) = 6y F?(c) = 8).

7 (7ci,j %14 + [“#J) %14 + V' 11714 + LH/QJJ =7 (7% %14 + [%J) %14 + V;‘BJ

>
=7 (7o %14+ | FEL]) %14+ 6

€ {6,13}

11| 11 6 6
=

Ciyj | Cit1, {6,13} | F(c)it1,

Es decir, si se considera ag = 11, se tiene que as = 6 y aj = 13, pero 13 ¢ [6],. En efecto,

7(7-6%14+ FjD %14 + {7'6%14; LG/QJJ =7(0+6) %14+ V)_?F?)J

=0+1
=1

6] 6]_[8] 8
613 1]{8,1}

Los resultados de esta seccién se traducen en que si para un & € Nt dado, se consigue encontrar una
érbita de F o que cumpla con los supuestos del teorema 5.2, entonces las direcciones de propagacién
para las configuraciones homogéneas de ese AC estdn entre (—2,—1) y (0,—1). Si un autémata tiene
orbitas que cumplen con las hipdtesis del teorema 5.3, entonces las direcciones de propagacién de ese
AC estaran entre (—1,0) y (-1, —2).

Si un autémata tiene 6rbitas que cumplen las hipdtesis de los teoremas 5.2 y 5.3 al mismo tiempo,
entonces las perturbaciones sobre esas orbitas tendran direcciones de propagaciéon que estaran entre

(_2a _1) y (_15 _2)
Ejemplo 5.3. F5 > es un ejemplo de un autémata que tiene configuraciones homogéneas que cumplen
con las hipétesis de los teoremas 5,2 y 5,3 a la vez. En efecto,

= ¢ = 0. Se sabe que 0 es el tinico miembro de su 6rbita, y ademds Vj 4 (0) = 0.

5-0%10 4 [0/2]
o

Fya(e)iy; =5 (e, %10+ | 5 |) %10+ {

AR 0+0
=5 (501, %10+ | “E2 | ) %10+ {;J
=5 (501, %10+ [ FEL]) %10+ 0
€ {0,5}
Es decir, ap = 0 y ap = 5. Gréficamente, se tiene que:

0 0 0 0
=

Cij | Cit1,j {0,5} | {0,5}
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Y en efecto, 5 € [0],:

5 5-0%10+ |0/2 0+0
F5,2(c)i_17j:5<5-0%10+{2D %10+{ % 2” / JJ —5(0+0) %mjﬂ‘gJ
=0+0
=0
) [oTo 0] 0
Gréficamente: 05 = 0170,57

Lo que indica que (—2,—1) es una direccién de propagacién, cuando la configuracién inicial es
asintética a 0. y como Vj, 1/ (0) = O, entonces (—1, —2) también es direccién de propagacién.

En efecto, al hacer un desarrollo andlogo al anterior con Gsa2(Hsa(c)) = Gsa2(Hs2(0)), re-
sulta que la perturbacién puede avanzar a lo mas una tnica vez hacia abajo, obteniéndose las
direcciones antes mencionadas.

= ¢ = 9. Anilogo al anterior, primero se calcula que ag =9 y af, = 4.

5 (5ci,j %10 + [C*#D %10 + {5 9710+ LQ/QJJ =5 (5% %10 + f””j) %10 + {5;4J

2 2
_ o Cit1,5
=5 (501, %10+ | TEL |) %10 +4
€ {4,9}
9] 9 | [9 9
Cij | Cit1,j {4,9} | F(¢)i+1,
4 L9%1 2 4
5(5~9%10+ M) %10+ | 2 2% 02+ 19/ JJ = 5(5+2) %10 + f’;J
— 544
—9
979] [91 9

94| [9[{49

Y en efecto, 4 € [9],. Al igual que en el caso ¢ = 0, las direcciones de propagacién estan entre
(_27 _1) y (_la _2)7 pues VkJC'(g) =9.

5.4. Estudio del caso k =3y k' =2

54.1. d=0.

En el caso que la configuraciéon ¢ € Zgz sea asintética a la nula, para todos los i € Z de la primera
fila de la perturbacién (j = J) se tiene

L 3.-0%6 9
ngg(c)i’j =3 <3CiJ' %6 + {%J) %6+ \‘WJ S {0,3}

0 0 0 0
Cij | Citl,j {0,3} | {0,3}
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Es decir, ap = 0y aj, = 3. Luego, al aplicar F3 » nuevamente, esta vez en particular a la celda (i —1, j),
donde j = J(;r e 1 € Z es la menor tal que la imagen de ¢ y d son distintas se obtiene

3(3~0%6+ EJ) %6+ F'O%G;L%J =3

00 0 0
0]3 3| F(0)it1,

Con lo que, en efecto, 3 & [0], y por lo tanto se tiene que la direccién de propagacién sera (—1,0) para
cualquier perturbacién sobre 0. Dicho de otro modo, las perturbaciones sobre ¢ = 0 se propagan con
direccién (—1,0); y con velocidad 1 (es decir, en cada iteracién avanza una celda).

Ademas, Vi 1 (0) = 0, por lo tanto (0, —1) es una direccién de propagacion.

54.2. d=5

Haciendo el mismo anélisis que en el caso anterior, cuando la configuracién es asintética a 5, se
tiene que ag =5y a(, = 2. En efecto,

3-5%6+ |5
2

5 5 5 5
Cij | Cit1,j {2,5} | {2,5}

. 5
3<3~5%6+ EJ) %6+ % =2

5(5 5 5
5]2 2| F(c)iv1,

F372(C)i)j =3 (SCiJ‘ %6 + \‘CH_%J) %6+ S {2, 5}

Es decir, en cada iteracién la perturbacién avanzara una celda hacia la izquierda (2 ¢ [5],), con lo que
(—1,0) es una direccién de propagacién y como Vi (5) = 5, entonces (0, —1) también es direccién de
propagacién.

5.4.3. d=1 (o d=4).

Seguin lo que ya se observé en el capitulo de simulaciones, se conjetura que cualquier perturbacién
sobre estos fondos se propaga con direcciones entre (—2,—1) y (0, —1).

. 2 o) o] . .
Para comenzar, se observa que si ¢ € Z§ es tal que ¢ = 4 0 ¢ = 1, se tiene, respectivamente, que

3(3ci,j %6 + [C*#J) %6 + _3'4%2%_ € {1,4)
(0]
3 (3@-7]- %6 + {%D %6 + _W_ e {1,4)

Es decir, si ap = 1, entonces a; = 4, mientras que aj = 4 y aj = 1. Ademads, como 4 € [1], por el
teorema 5.2, se sabe que la direccién de propagacion de la perturbacién serd (—2, —1), en el mejor de
los casos.

Interesa ver si se puede determinar el tiempo que pasara hasta que la perturbacién alcance la celda
(7’ - 27] - 1)
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Sea Ji” € Z tal que Ji =sup{j € Z|Fi € Z: ¢;; # d; ;}. Se tiene que las celdas de la perturbacién
pueden tener cualquier valor de Zg, pero lo anterior indica que en la primera iteracién, los valores de
la fila J; deberdn ser 1 o 4. Es decir, F(c), g € {1,4}

Observacion 5.6. FEsto significa que puede ocurrir que la fila completa ”desaparezca”si coincide con el
valor del fondo. Es decir, puede ser que la perturbacion se traslade una fila hacia abajo. Si eso ocurre,
se debe repetir el andlisis en la siguiente iteracion, ahora con la fila J1+.

Entonces se pueden tener los siguientes casos

1T 3(3-1%6+[%J)%6+LWJ:4
114 3(3-4‘76+L1J)76+{MJ_1
411 0 3 0 3 =
] 53196+ |4)) o+ | Htera2l| g
114 2 2
1]1 3(3-4%6—1—[%”%64_{3'1%6#le
1 1 3(3'1%6_}_[%)%6—%{sz4
1 1 3(3'4%6+L%J)%6+{WJ=1
xr

Asi, se obtiene que a partir de la primera vez que aparece un 1 en la fila J; cuando el fondo es 4 (o
viceversa), esa celda cumplird que para todo n € N, FH”(C)i,Jf + F’“’”(d)i”]j.

Usando el teorema 5.1, se obtiene que I;” + .J; estd acotada superiormente (en este caso ¢ # 1) y por
lo tanto debe existir un T € N tal que J;- = J} para todo t > T. En otras palabras, debe existir
un 7" € N tal que la perturbacién conserva la posicién de la primera fila de la perturbacién entre una
aplicacién de F3 5 y la siguiente.

Asi, sin pérdida de generalidad, se procede asumiendo T = 0. Para todo (4,5) € Z? tal que j = JJ7
Iy —1<i<If.

4 1

Ci—1,j—1 | Cij—1

3 (301;17]'71 %6 + LCi’éilJ) %6 + {WJ = {073}

1 4
Ci—1,5—1 | Cij—1

3 (ci-1,4-1 %6 + |24 |) %6 + | SLAGHILL| — g2 5)

De modo que, asumiendo que el extremo izquierdo de la perturbacion en la fila J0+ — 1 coincide con el
de Ji, en la siguiente iteracién existen las siguientes configuraciones en dicho extremo:

Sea (i,7) € Z% tal que ¢; ; = d; j para todo i < i, j = J;, donde T € N es tal que J;” = J; para todo
t>T.
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1 (1) c%j_l 3(3-1%6 +[5]) %6 + | “HGHEL =4
1 ;, c%;l_l 3(3-1%6 +[3]) %6 + | FHGLEL =1
i g %1.1 3(3-4%6 +[5]) %6 + | ZHGEL =1
i ;L 0%115_ 3(3.4%6+L§J)%6+ijz4

Es decir, se necesita c;_, 5.1 =25l elfondoes4yc, 51 =3l el fondo es 1 para que la perturbacién
avance hacia la izquierda, ademds, como el resultado es F(c); 55 | =4y F(c);_5; ; = 1, respecti-
vamente, se tiene que la perturbacién no podra seguir avanzando hacia la izquierda en esta fila. De
manera que la direccién de propagacién (—2,—1) es la mejor que este autémata podria tener hacia la
izquierda. En otras palabras, para configuraciones asintéticas a 4 (o 1), las direcciones de propagacién

hacia la izquierda estén entre (—2,—1) y (—1,—1).

Observacion 5.7. Si se tuviera que Ci_oj 1 =+ d%7275717 entonces se debe considerar la fila j —1 para
el andlisis anterior, buscando la celda mds a la izquierda en esa fila que sea distinta.
Notar que ésto se puede hacer porque la perturbacion en ¢; 5 Mo puede avanzar hacia la izquierda, con lo

que a partir de la celda (% — 2,3 —1) todas actian de igual manera que la fila j Es decir, efectivamente
eziste el mejor de los casos.

A partir de las observaciones anteriores se concluye el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Sea c € ZGZQ, c =1 (oc=4) Sea N> Ty el menor natural par tal que existe i € Z

tal que FN(c), ;+ =4 (o FN(c), ;+ = 1). Sean (i,j) € Z* tales que j = J}'O, mientras que i es tal
i o

que FN(c);5 # FN(1);5 =1 (0 FN(c);; # FN(4);5 =4) y FN(¢); 5 =1 (0 FN(c); ; = 4) para todo

i <.

Entonces, existe t > N tal que F*(c); o5 1 # F'(1); 95, (0 F'(c); o5 1 # F'(4); o5 1)

Demostracion. Para comenzar, se define ¢ := FN(c) y d = FN(1) = 1. Segiin las observaciones

anteriores, es ficil ver que FQ"(E)” =4y FQ"'H(E)” =1 para todo n € N.

Se procede por contradiccién: Asumiendo que para todo ¢ € N, F*(¢); , i = Ft(d)
al anslisis anterior, se sabe que F(é);71’371 € {2,5}, por lo tanto es distinto de F(1)
Si F(¢);_y; 1 = 2, entonces F?(¢); o5, =4 # F?(1)
Si F(5)571,§;1 = 5, entonces la perturbacién no puede avanzar a la celda (i — 2,7 — 1). Ahora se
analizard qué ocurre a continuacién.

i—25-1 Gracias
i1y =4

P9 5—71 y listo.

Se sabe que Ft(é)ij- € {1,4} para todo i € Z, para todo t € N, lo que permite caracterizar la fila
j—1entre I e I};. Esta caracterizacién se encuentra en la tabla (5.4). En ella se observa que en la fila
7 — 1, debajo de una celda cuyo estado es 1, sélo pueden encontrarse los estados {0,1, 3,4}, mientras
que debajo de una cuyo estado es 4, sélo existen los estados {1,2,4,5}. Y ademds, esta tabla indica
qué estado debe tener la celda que esta al lado de ese 1 0 4 para que se den dichos valores en la fila 7 —1.
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1 4 N 4 1
Cij—1 | Ciy15-1 {2,5} PKC)¢+L5—1
4 1 N 1 4
Cij-1 | %i+1j5-1 {0, 3} F(C)i+1 -1
(5.4)
4 4 N 1 1
Cii—1 | %i+1,5-1 {1,4} | F(c)iy j—1
1 1 N 4 4
Cij—1] %+15-1 {1,4} F(C)i+1 -1

Si Fz(é);_mﬁ_l = 3, entonces F3(é)¢i_27jc_1 # F3(1)%_275_1. Por lo tanto se necesita que F2(§)i_173_1 #
3. Ahora bien, jqué se necesita para que ésto pueda ocurrir?.

Para que F2(6);717571 # 3, se necesita que F'(¢); 5_; € {2,3}, pero segin la informacién de la tabla
(5.4), se tiene que las tnicas opciones para el estado de una celda debajo de una que contiene un 1,
son {0,1,3,4}, por lo tanto se necesita que F(¢); i1 =3

A partir de aqui, se simbolizard con texto azul a la celda en la posicién (%,j)

a1 [1
53 0 F%@)

i,5—1

A su vez, para que esa condicién pueda darse, se necesita que F(¢); 1= 4

411 4 N 1 4 1
53] F(@i4154 0] F*(&)5-1 | F2(Oip151
Por las mismas razones que antes, para que F3 (5)%—1.5‘—1 # 2 se necesita que F2(¢); 1 =2
411 4 114 1 4 1 4
po = 2/~ = 37~ 37~
513 | F(0)y i-1 0]2|F (C)%+1,j—1 5| F (C)%_j—l F (C)%-s-l.j—l

y para que eso pueda ocurrir, se necesita que F(&);Jrl 51 =2

1[1]4)_[1]4 1 1 1 1
5132 02 FP@ia .| |5 FO 33

i,7—1 i+1,7—1

Se demostrard que el primer tiempo ¢ en el cual F*(¢);_, i1 F F*(1) es I+ 3, siy s6lo si [ es el mayor

A F @11 F@i5
Observar que en la fila j se necesita que los estados estén ordenados alternadamente entre 4 y 1, si hay
dos 1 o dos 4 seguidos, debajo de ellos no pueden haber 2 o 3 (ver tabla (5.4)).

natural tal que F'(¢); 5, F'(¢) _, es subsecuencia de 32%.

Sin pérdida de generalidad, F(¢) = 4, y considerando ! impar. Por induccién sobre el largo de la
secuencia tal que si Cisq = 3 entonces ¢, | o1 = 2, se asume que para n = [, en F(¢) se tiene

il i+l+1]
41741 471 1
4153 2 [ 3]{1,4,5}

Después de aplicar F' n veces se tiene F"1(¢)
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i i+l+1]
114 1[4 1
105
Fn+2 (5)
i i+l4+1]
4141 41 4
412
FTL+3 (E)
il i+l4+1]
114 114 1

Entonces para una secuencia de largo n =1+ 1, en F(¢) se tiene

il i+l+1]
414711 411714 1
41513 2[3]2]1{01,4}
F2(¢)
il i+l4+1]
1[4 1[47]1
1102 31210
FnJrl(E)
i i+l4+1]
47471 411 4
415710
F"+2(E)
il i+l4+1]
1[]1]4 1[4 1
113
Fn+3(6)
il i+l4+1]
41471 411 4
1

De modo que, efectivamente, si [ corresponde al largo de la subsecuencia de 32% en la fila j—1, entonces
en el tiempo [ + 3 se tendrd que FHS(é)j_z,j_l + Fl+3(1)5_273_1.
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El teorema recién demostrado dice que cuando la configuracién inicial es asintética a 1 o 4, en el
peor de los casos, el tiempo que demora la perturbacién en alcanzar la posicion deseada depende a lo
mas de la diferencia entre IO+ e I, si la perturbacién completa estuviera ordenada de la forma que
recién se caracterizo.

Cabe destacar que a diferencia de la perturbacién en la celda (%, j), la perturbacién en (i —2,7— 1) no
necesariamente se preservara en el tiempo, pero cada cierto nimero de iteraciones esa celda volverd a
ser distinta de la configuracion a la cual es asintética.

5.44. d=2 (od=3).

Primero, se observa que Hz2(3) =4y H32(2) = 1. Y usando que Fy'y, = Vi g 0 GZ;} o Hy s, se
obtiene

Fil(2) = Viw 0GR o Hirer(2)
= Vi 0 Gy (1)

Anélogamente,

Fil(3) = Viw 0GRl o Hipe(3)
= Vi 0 Gy (4)

Y usando los mismos argumentos de la seccién anterior, es facil ver que (—1, —2) es una direccién de
propagacién para configuraciones asintoticas a 2 y 3 y no puede existir alguna direccién de propagacion
entre (—1,0) y (—1,—2).

Teorema 5.5. Sea c € Zg2, c =2 (oc=3). Sea NN tal que Ii € Z tal que F(C)LJ;—N =3 (o
F(C)i,J,jN =2). Sean (i,7) € Z? tales que j = Jyy ¥y F2N(c)i73 =2 (o FQN(C)M = 3) para todo i < i.
Entonces, 3t > 2N tal que F'(c); o5 1 # FY2);_ 55, (0 F'(c);_o;5 1 # F'(3);_0;_1)-

Demostracion. Es directo del teorema anterior, usando que Fy';, = ROka,j/OFﬁk,Okak/OR, Vi (2) =1
Yy Vk,k’(4) = 3 .



Capitulo 6

Conclusiones

En primer lugar, escribimos los resultados ya conocidos para esta familia de autématas de multipli-
cacién en una dimensién [1], para luego mostrar que la biyectividad se conserva no sélo en dos dimen-
siones, sino que también para cualquier dimension superior. Ademas, se definié la pre-expansividad
direccional para autématas de dimensiones superiores y las direcciones de propagacién para pares de
configuraciones asintéticas.

Se comprobé que estos autématas son no-lineales, biyectivos y ademds son conjugados. Esto ultimo
significa que si el objeto de estudio hubiese sido Gy, - en lugar de Fj, 5/ los resultados habrian sido los
mismos, con una simetria.

Se pudieron generalizar lemas y teoremas de [1], consiguiendo as{ demostrar que para cualquier par
de configuraciones asintéticas, la perturbaciéon aumentard de tamano. Sin embargo, esto no significa
que no pueda ser no acotada en todas las direcciones, pues podria propagarse en una franja diagonal.
Esto no ocurre en ninguna de las simulaciones que se hicieron, para ningin par de valores de k y &/,
lo que indicaria que aun quedan cosas por demostrar.

Demostramos un lema que permite analizar localmente el comportamiento dindmico del autémata,
a través de la relacién entre k y k' y as{ determinar una cota superior para que una perturbacién no
se desplace en la grilla, sino que se detenga y comience a propagarse.

A través de la simulacién y comparacién de Fj, ;s y su respectiva inversa para distintos valores de
k y k', pudimos hacer conjeturas sobre la propagacién de perturbaciones sobre fondos homogéneos.

Utilizando el concepto de drbita y el hecho de que el autémata es biyectivo, se pudo determinar un
teorema que establece las condiciones bajo las cuales una perturbaciéon se propaga y en qué direccién lo
hace, sobre fondos homogéneos. Ademds, se establecié para k' igual a 2 y k impar que si (—1,0) no es una
direccién de propagacién, entonces (—2,—1) es la mejor direccién hacia la izquierda. Anédlogamente,
si las perturbaciones sobre un fondo homogéneo no se propagan con direccién (0, —1) hacia abajo,
entonces el mejor de los casos es (—1, —2). Estas condiciones serdn ficiles de extender para otros k y
K.

Si bien no se logré responder la pregunta inicial, ; Existen miembros de Fj, » que sean pre-expansivos
en dos dimensiones?, si se consiguieron resultados que permitirdn seguir avanzando en esta linea de
investigacion, tales como las condiciones necesarias y suficientes para determinar las posibles direcciones
de propagacién cuando k' es igual a 2; y también, por supuesto, la generalizacién de los resultados ya
conocidos en una dimensién.

50
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