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Resumen

La tomografia por impedancia eléctrica corresponde a una técnica no invasiva en la cual se
tiene un cuerpo o un medio a analizar y se procede a inyectar corrientes en un determinado orden o
secuencia, midiendo voltajes por cada inyeccidon realizada. Este método permite conocer la
conductividad eléctrica del cuerpo o medio en andlisis mediante la implementacion de herramientas
matematicas, tal como el método de Newton-Raphson modificado y regularizaciéon del tipo
variacion total desarrollados durante este trabajo de Memoria de Titulo. Se obtienen las ecuaciones
caracteristicas que representan el sistema en dos versiones, una version unidimensional y otra
bidimensional. Esto se desarrolla con el objetivo de poder estimar el comportamiento del sistema
con dicho modelo en dos dimensiones y poder aprovechar la matematica reducida otorgada por el
modelo en una dimensidn para asi estimar un perfil conductivo que represente el sistema en un
momento determinado. También se desarrolla un proceso de calibracidn basandose en mediciones
con un conductivimetro de laboratorio para una muestra de agua potable, permitiendo calibrar el
algoritmo y setear las mediciones tal que la coductividad eléctrica arroje 95 uS/cm para dicha
muestra, y un método de ajuste que permita poder traspasar la informacion obtenida por mediciones
de voltaje reales al modelo en una dimensién y posteriormente reconstruir dicho perfil de
conductividad eléctrica. Gracias a las simulaciones de ambos modelos se tiene que es necesario una
eleccion adecuada de hiperparametro de regularizacion de alrededor del valor de 1x1077 y del
parametro de diferenciabilidad del método de variacién total de 1x107° para asegurar la
convergencia del algoritmo de reconstruccion. Finalmente se utilizé 20 kilogramos de dioxido de
silicio como material alterador de conductividad eléctrica en 120 litros de agua potable para obtener
datos reales medidos por la sonda tomografica utilizada y configurada para 15 secuencias
adyacentes de inyeccion de corriente y 15 mediciones de voltaje adyacentes por secuencia,
arrojando resultados que verifican el método de reconstruccion desarrollado a lo largo de este

trabajo y cumpliendo los objetivos definidos inicialmente.
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Nomenclatura

Escalares

ISP ST RN NS

e,
xfrontera
Zo

Zf

Az

a;, by, ¢;

aj, bj,Cj

: Cantidad de electrodos sobre la sonda tomografica.

: Amplitud de corriente inyectada.

: Valor de corriente en i-ésimo electrodo.

: Valor de voltaje en i-ésimo electrodo.

: Valor de voltaje en i-ésimo electrodo del modelo bidimensional.

: i-ésima componente de eje z discretizado.

: Posicion sobre eje z de electrodo de recepcion de corriente.

: Posicion sobre eje z de electrodo de inyeccidon de corriente.

: [-ésima impedancia de contacto de electrodo.

: Cantidad de nodos definido por el método de elementos finitos al modelo
unidimensional.

: Cantidad de nodos definido por el método de elementos finitos al modelo
bidimensional.

: Valor del potencial eléctrico en el i-€simo nodo.

: Valor del potencial eléctrico en el i-ésimo nodo en el modelo bidimensional.
: Pardmetro de diferenciabilidad.

: Valor arbitrario sobre el i-ésimo nodo.

: Valor arbitrario sobre el i-ésimo nodo del modelo bidimensional.

: i-ésima funcion base de u”.

: i-ésima funcion base de u,.

: j-ésima funcién base de V.

: j-ésima funcién base de v5;.

: Ancho de elemento en la malla definida por el método de elementos finitos.
: Componente de eje normalizado.

: Error cuadratico regularizado.

: Valor de hiperpardmetro de regularizacion.

: Sensibilidad del error.

: Valor promedio entre el maximo y minimo valor de U,.

: Area superficie de elemento.

: Area de superficie (largo) del I-ésimo electrodo del modelo bidimensional.
: Posicion de la ubicacion de electrodos en eje x.

: Posicion inicial del dominio del electrodo en eje z.

: Posicion final del dominio del electrodo en eje z.

: Diferencia entre z5 y z,.

: Constantes de posicion nodal de funcion base ¢;,, ;.

: Constantes de posicion nodal de funcidon base ¢ Jog"

: Resistencia asociada a impedancia de contacto del [-ésimo electrodo.

: Resistencia asociada a resistividad del medio.

: Coeficiente de ajuste entre modelos 2-D y 1-D de la i-ésima medicion de voltaje.
: Valor de resistividad del i-ésimo elemento del modelo secundario



Matrices

Vectores

o

024
u

Uzq
ut

h
Uz,
\Y%

V2d
vh

dimension

: Matriz de rigidez del modelo unidimensional de dimension RNV,
: Matriz de rigidez del modelo bidimensional.

: Sub matriz de rigidez del modelo bidimensional.

: Sub matriz de B4 del modelo bidimensional.

: Sub matriz de B4 del modelo bidimensional.

: Sub matriz de rigidez del modelo bidimensional.

: Sub matriz de rigidez del modelo bidimensional.

: Matriz definicion de mediciones y de adaptacion de dimension
: Matriz de calculo de voltajes sobre electrodos del modelo bidimensional.

: Matriz de calculo de voltajes diferenciales del modelo bidimensional.

: Matriz de regularizacion definida por Tikhonov.

: Matriz de regularizacion definida por método de variacion total de dimension

RL—lxN

]RN—ZxN—l

: Matriz Jacobiano por elemento de dimension RV,
: Matriz generada por acondicionamiento de diferenciabilidad en TVp.
: Matriz constante del modelo resistivo.

: Perfil de conductividad sobre eje z de dimension R*N—1,

: Perfil de conductividad bidimensional sobre plano (x,z).

: Potencial eléctrico sobre eje z de dimensiéon RV,

: Potencial eléctrico bidimensional sobre plano (x,z).

: Solucidn potencial eléctrico aproximado sobre eje z de dimension RN,

: Solucién potencial eléctrico aproximado bidimensional sobre plano (x,z).

: Potencial eléctrico secundario definido por el método de elementos finitos de

dimension RV,

: Potencial eléctrico secundario bidimensional sobre plano (X,z).

: Solucién potencial eléctrico secundario aproximado definido por el método de
elementos finitos de dimension
: Solucién potencial eléctrico secundario aproximado bidimensional sobre plano

(x,2).

]RlxN

: Vector de corrientes sobre electrodos por secuencia de dimension R,

: Vector de voltajes diferenciales medidos de dimension RE~1*1,

: Vector de voltajes diferenciales medidos con adicion de ruido de medicion de
dimension RE~1¥1,

: Vector de voltajes sobre electrodos por secuencia de dimension
: Vector de voltajes sobre electrodos por secuencia del modelo bidimensional.

: Vector de solucidn voltajes sobre electrodos aproximado por secuencia de
]RL_ 1x1 .

RL—lxl

Xii

: Vector de solucidn voltajes sobre electrodos aproximado del modelo bidimensional.

: Vector de solucion voltajes diferenciales aproximado del modelo bidimensional.



Xiii

: Vector de voltajes sobre electrodos secundario definido por el método de elementos
finitos de dimension R¥1,

: Vector de voltajes sobre electrodos secundario del modelo bidimensional.

: Vector representativo de la funcion Delta de Dirac sobre todo el eje z de dimension
]Rle .

: Vector de valores nodales del potencial eléctrico de dimension RN,

: Vector de valores nodales del potencial eléctrico del modelo bidimensional.

: Vector de valores nodales arbitrarios de dimensién RN,

: Vector de valores nodales arbitrarios del modelo bidimensional.

: Vector de funciones bases de u"(z) de dimension R*" .

: Vector de funciones bases de v(z) de dimension RN,

: Vector de corrientes de inyeccidon sobre discretizacion del eje z en el método de
elementos finitos de dimension RNV*?,

: Vector resultante de regularizacion de variacion total de dimension RV=1¥1,

: Vector adaptado resultante de regularizacion de variacion total de dimension

]RN_ 1x1 .

: Vector de ruido de dimension RE~1%1

: Vector de valores aleatorios de dimension RE~1%1

: Vector de referencia al j-ésimo electrodo.

: Vector de pesos del modelo bidimensional.

: Vector de datos de inyeccion del modelo bidimensional.

: Vector de valores de resistividad.

: Vector calculado de valores de resistividad.

: Vector de mediciones de voltaje diferencial en modelo resistivo.

: Vector de sumatorias de resistividades.
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Abreviaciones

Mayusculas

TIE
MEF
EIST
EIDORS

RWM
FKM
SKM
MCE
TAC
DIE
WVF
NRm
1-D
2-D
S

V

Minusculas

cm
uS
mS
mV
pV

: Tomografia por Impedancia Eléctrica (EIT, Electrical Impedance Tomography).

: Modelo de Elementos Finitos.

: Electrical Impedance Spectroscopy Tomography.

: Electrical Impedance Tomography and Diffuse Optical Tomography Reconstruction
Software.

: Random Walk Model (Modelo de paso aleatorio).

: First order Kinematic Model.

: Second order Kinematic Model.

: Modelo Completo de Electrodos (CEM, Complete Electrode Model).
: Tomografia Axial Computarizada.

: Departamento de Ingenieria Eléctrica.

: Weak Variational Form (Galerkin Variational).

: Algoritmo de Newton-Raphson modificado.

: Una dimension.

: Dos dimensiones.

: Siemens (unidad de conductividad eléctrica).

: Volt (unidad de voltaje).

: Centimetros (unidad de longitud).

: Micro-Siemens (unidad de conductividad eléctrica).
: Mili-Siemens (unidad de conductividad eléctrica).

: Mili-Volt (unidad de voltaje).

: Pico-Volt (unidad de voltaje).



1. Introduccion

La TIE es una técnica que permite analizar un cuerpo en cuestidon de manera no invasiva
mediante mediciones de conductividad o permitividad a partir de sefiales eléctricas inyectadas en la

superficie del cuerpo [18].

Este método tuvo su nacimiento a mediados de los 80’s, cuando Alberto Pedro Calderon
desarrolld la primera publicacion, donde se realizo la formulacién de la matematica pura necesaria
para la recuperacion de la conductividad a partir de mediciones de corriente [1]. Pasado un tiempo
de su publicacidn, el problema caracteristico de recuperar la informacién de manera inversa en la

TIE se pas6 a conocer como “el problema inverso de Calderén”.

Sin embargo, a la fecha esta técnica se ha estado perfeccionando, considerando nuevas
investigaciones que han permitido establecer conceptos de resolucion, regularizacion, linealizacion
y estabilidad como en [2], [14], [17] y [19] de los métodos de reconstruccion mediante algoritmos
cada vez mas desarrollados y eficientes, como también el andlisis en el comportamiento ante
diferentes componentes frecuenciales, volviendo a la TIE una opciéon cada vez mds presente en
procesos donde se requieran analisis de cuerpos de manera no invasiva y que no se necesite emitir
radiacidn, ya sea en diversas e importantes areas como lo son la medicina, tomando como ejemplo la
aplicacion en neumologia [3], y en el area de la ingenieria eléctrica, electrdnica vistos en [2], [6] ¥y

[10], analisis topograficos de suelos, biomédica y quimica.

En el presente trabajo se realizara el andlisis tedrico considerando variaciones de la
conductividad en una y dos dimensiones, y la implementacion de herramientas matematicas como el
método de elementos finitos descrito en [7], [15] y [16] para la determinacion de la solucidn,
identificacidon y descripcion del hardware requerido y utilizado para definir el método de inyeccion
de corriente y su posterior medicidn durante el proceso de adquisicion de datos para una sonda
tomografica [5], descripcion del software a utilizar y técnicas de regularizacion aplicadas para la

posterior reconstruccidon de la imagen vistas en [4], [11], [12] y [13].



2. Revisién Bibliografica

2.1. Introduccion

En este apartado se comenta la bibliografia utilizada para el entendimiento de la teoria,
avances actuales, ejemplos y aplicaciones en diferentes ambitos de la ingenieria u otras areas en
donde la TIE ha sido una herramienta de vital importancia en el desarrollo de nuevas opciones de

analisis y diagndsticos.

2.2. Trabajos Previos

Aqui se procede al analisis de cada uno de los documentos incorporados en la bibliografia
separandolos en items, tales como: “Desarrollo de modelos y andlisis matematico”, “Analisis
historico”, “Simulaciones y comparacién de resultados”, “Descripcion, programacion y

configuracion del software y hardware”.

2.2.1 Desarrollo de modelos y analisis matematico

& A. P. Calderon, “On an Inverse Boundary Value Problem”, Seminar on Numerical Analysis
and Its Applications to Continuum Physics, Boletim da sociedade Brasileira de Matematica,

pp. 65-73, Rio de Janeiro, 1980, [1].

En este documento se presenta una de las primicias en el desarrollo matematico en analisis
de conductividad. Aqui es donde quedan definidas las condiciones de frontera y ecuaciones
necesarias para definir y modelar la recuperacion de la conductividad, actualmente utilizada en TIE,
a partir de sefiales de corriente medidas en un cuerpo. Gracias a este documento se puede tener
conciencia de la dificultad que presenta el desarrollo de los problemas que describe la obtencidon de

conductividades.

* O. Casas Piedrafita, “Contribucion a la obtencion de imdgenes paramétricas en tomografia
de impedancia eléctrica para la caracterizacion de tejidos bioldgicos”, Tesis doctoral,
Diciembre 1998, Departamento de Ingenieria Electrénica, Universidad Politécnica de
Catalufia, [2].

Este documento presenta una investigacion a fondo de las técnicas de inyeccion de corriente

en TIE, como lo son la inyeccion polar, adyacente y trigonométrica, considerando una estructura



cilindrica de 16 electrodos. Se definen conceptos importantes de resolucidon, optimizacion, error,
estabilidad y linealizacién en los métodos de reconstruccion. Se describe también una técnica que
permite situar el objeto en analisis en el centro de un tomégrafo cilindrico mediante ecuaciones de
transformacion, aparte de realizar comparaciones entre las técnicas de inyeccion, mostrando

resultados que permiten un andlisis claro sobre las limitaciones fisicas de la TIE.

o M. Vauhkonen, D. Vadasz, P. A. Karjalainen, E. Somersalo, J. P. Kaipio. “Tikhonov
Regularization and Prior Information in Electrical Impedance Tomography”, IEEE
Transactions on Medical Imaging, vol. 17, no. 2, pp. 285-293, Abril 1998, [4].

Este documento estd basado en el desarrollo del MEF como una opcion en la aproximacion
de los resultados obtenidos en TIE También muestra a la regularizacién de Tikhonov como método
de regularizacion de matrices en el problema inverso para la reconstruccion de imagenes, resaltando
la importancia que existe en los resultados, la correcta eleccion de supuestos sobre la distribucion de
la impedancia en el cuerpo sometido a analisis. Gracias a este documento se puede tener en cuenta
que este método de regularizacion presenta limitaciones ante diversas condiciones a priori e implica
un sumo cuidado al momento de la programacion del cddigo de reconstruccion de imagenes

necesario para este proyecto.

* J. Winther, “Finite Element Method: Introduction, 1D heat conduction”, Profesor externo,

Departamento Ingenieria Civil, Universidad de Aalborg, Dinamarca, [7].

Aqui, se desarrolla el método de elementos finitos de forma simple en un contexto de
transferencia de calor, el cual se analiza de forma unidimensional. Este documento aporta gran
conocimiento de tal forma poder encontrar el camino que se requiere en el proceso de obtencion de
las ecuaciones principales que definen el problema inverso de TIE mediante un analisis aislado a un
elemento de la MEF para luego describir de forma generalizada para toda la MEF. Se muestra
también durante la obtencion de las matrices que definen la discretizacion de la MEF, el efecto que
tienen entre si los elementos que comparten sus nodos y la forma en que esto queda explicitamente
formulado en dichas ecuaciones. De todas maneras, este documento resulta ser uno de los mas

importantes al momento de desarrollar la solucion al problema inverso presente en este trabajo.



- E. Somersalo, M. Cheney, D. Isaacson, “Existence and Uniqueness for Electrode Models for

Electric Current Computed Tomography”, SIAM Journal on Applied Mathematics, vol. 52,

no. 4, pp. 1023-1040, Agosto 1992, http://www.jstor.org/stable/2102189, [8].

En este documento se realiza un exhaustivo desarrollo matematico que involucra ecuaciones
diferenciales, ecuaciones de Maxwell y condiciones de contorno necesarias para poder desarrollar el
denominado MCE. Se nombran sugerencias para poder definir el tipo de densidad de corriente para
la aplicacion a modelar. Por ejemplo, se desarrolla el modelo considerando una densidad de
corriente como una funciéon continua de la forma cosenoidal o sinusoidal. Si bien este documento
realiza un desarrollo minucioso para la obtencion del MCE, también se demuestran las condiciones
que deben existir para que la solucion a este modelo exista y sea unica. Sin embargo, para objetivos
de este proyecto y dada la complejidad matematica que conlleva, se enfocd principalmente en el
método de obtencion del modelo dejando las demostraciones de existencia y unicidad como tema

aparte.

& L. Ferragut, “Métodos Numéricos: Introduccion al Método de Elementos Finitos”, Diciembre
2005, http://web.usal.es/~ferragut/apuntes/introduccion MEF.pdf, [9].
En este documento se procede a la ensefianza del método de elementos finitos como método
numérico que permite discretizar una superficie continua a modo de poder encontrar soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales. Se definen los conceptos de “elementos” y “nodos” para la

modelacion de los diversos problemas existentes en ingenieria y fisica.

£ A. Borsic, B. M. Graham, A. Adler, W. R. B. Lionheart, “In vivo Impedance Imaging with

Total Variation Regularization”, IEEE Transactions on Medical Imaging, vol. 29, no. 1, pp.

44-54, Enero 2010, [11].

En este documento se presenta a la “Variacion Total” como método de regularizaciéon en
sistemas mal condicionados enfocados en la busqueda de la solucion al problema inverso de la TIE.
Se define a este tipo de regularizacidn como uno de los que aporta mejor aproximacion ante cambios
de conductividad, reduciendo los picks que provoca el algoritmo iterativo tipico de Newton-
Raphson en donde la MEF presenta elementos con cambios de conductividad. Ademas, se realizan
pruebas con dos estilos diferentes de regularizacion, ambas basadas en la teoria de la “Variacion
Total”, las cuales son “The Lagged Diffusivity” y “Primal Dual-Interior Point Method”, siendo el

primero al que se le va a considerar en este trabajo.



£ D. Romano, S. Pisa, E. Piuzzi, “Implementation of the Newton-Raphson and Admittance

Methods for EIT”, International Journal of Bioelectromagnetism, vol. 12, no 1, pp. 12-20,

2010, [12].

Este trabajo desarrolla una aproximacion de diferencias finitas al problema planteado por las
ecuaciones de Maxwell, ademas de la implementacion del algoritmo iterativo de Newton-Raphson
en donde se realiza un capitulo aparte describiendo la forma en que calcula el Jacobiano involucrado
en el algoritmo, ya sea por el método de admitancia o bien, por el método de sensibilidad. Ademas
de implementar el algoritmo de Newton-Raphson, también se recurre a la utilizacion del método de
regularizacion de Tikhonov, variando la matriz de regularizacion y mostrando sus diferentes

resultados.

* J. M. Kang, M. S. Kim, Jae. H. Kim, Ji H. Kim, C. Y. Kim, B. Y. Choi, S. Kim, J. S. Lee,
K.Y. Kim, “The modified Newton-Raphson algorithm using Region of Interes in EIT”, The
23rd  International Technical Conference on Circuits/Systems Computers and
Communications, 2008, [13].

Los autores de este documento quisieron buscar otra forma de poder implementar el
algoritmo de Newton-Raphson al proceso de reconstruccion en TIE. Para ello se enfocaron en
realizar una aproximacion en torno al Hessiano presente en el desarrollo de la ecuacion
caracteristica del algoritmo, puesto que es ahi donde se produce el mal acondicionamiento al
momento de buscar la solucion al problema inverso de reconstruccion. La aproximacion en dicho
Hessiano permite al algoritmo de Newton-Raphson, ahora modificado, poder llegar a soluciones de

reconstruccion en torno a forma y resistividad en la imagen alrededor de una region de interés.

& “Finite Element Methods for Engineers”, U. S. Dixit. Cengage Learning, 2009, [15].

Aqui se desarrolla, al igual que en [9] y [16], el marco tedrico que implica la aplicacion del
método de elementos finitos en el area de ingenieria. Se consideran problemas caracteristicos en
una, dos y tres dimensiones ademds de mostrar las diferencias que existen entre el método de
elementos finitos y el método de diferencias finitas. Se desarrolla una descripcién sobre las
funciones bases y las caracteristicas que otorga la eleccion de dichas funciones. Ademas en este
libro, existe un capitulo de temas diversos en donde se muestra la existencia de problemas mal
condicionados que efectivamente existe en el proceso de encontrar la solucidon al problema inverso

de TIE presente en este trabajo.



& “The Finite Element Method: Its Fundamentals and Applications in Engineering”, Zhangxin

Chen. World Scientific, 2011, [16].

En este libro se desarrollan variados ejemplos de los posibles casos en que se puede recurrir
al método de elementos finitos como herramienta matematica. Se muestran ejemplos y aplicaciones
en una, dos y tres dimensiones detallando de forma clara y didactica las diferencias que cada
problema presenta. Se define la forma variacional de las ecuaciones diferenciales representativas del
entorno fisico y la ayuda que esta expresion otorga. Se considera este libro como apoyo tedrico al

entendimiento del proceso de aplicacion del MEF al presente trabajo de TIE.

2.2.2 Analisis historico

& M. Ramirez, “Tomografia por Impedancia Eléctrica: juna nueva rama de la Teoria del
Caos?”, Revista del Centro de Investigacion, Universidad La Salle, Distrito Federal de
México, vol. 9, no. 34, pp. 13-20, Julio-Diciembre 2010, [18].

En este documento se analiza una revision sobre toda la historia en la tomografia por
impedancia eléctrica. Partiendo desde 1980 describiendo el trabajo del matematico Alberto
Calderon, sobre el planteamiento analitico en la recuperacion de sefiales de conductividad en un
cuerpo a partir de sefiales de corriente inyectadas en el exterior de forma no invasiva. Pasando
también por una descripcion sobre las teorias de funciones pseudoanaliticas desarrolladas por
Lipman Bers en la segunda mitad del siglo XX. Se muestran ejemplos simples a modo de entender
sobre la aplicacién de la TIE y su funcionamiento, dejando en claro su importancia en la actualidad
en las areas de ingenieria y medicina. Considerandose como una ayuda importante en este trabajo

con respecto al entendimiento de las limitaciones practicas de implementar la TIE.

2.2.3 Simulaciones y comparacion de resultados

* B. De Lema, P. Casan, P. Riu. “Tomografia por impedancia eléctrica. Estandarizacion del
procedimiento para su aplicacion en neumologia.” Arch Bronconeumol, vol 42, no. 6, pp.

299-301, Noviembre 2006, [3].

En este documento se muestra la aplicacion de la TIE, en su configuracion de 16 electrodos,
como una nueva herramienta en el campo de la neumologia, mostrando resultados obtenidos en el
comportamiento de imagenes provenientes de pacientes sin antecedentes médicos sobre o6rganos en

el area del térax. Demostrando asi que la TIE es una herramienta en ascenso, pero que muestra



algunas falencias en resoluciéon en comparacién con otras técnicas de imagen invasivas disponibles
en la medicina. Este documento aporta un grado de realidad ante los posibles resultados que se
puedan obtener en este proyecto, dejando en claro que la resolucion es un tema de suma importancia

a considerar en dichos resultados y posterior interpretacion de los mismos.

& O.P. Tossavainen, M. Vauhkonen, V. Kolehmainen, Kyung Youn Kim, “Tracking of moving
interfaces in sedimentation processes using electrical impedance tomography”, Chemical

Engineering Science, vol. 61, no. 23 , pp. 7717-7729, Diciembre 2006, [6].

En este documento se realiza una comparativa entre criterios de andlisis y estimacion en los
procesos de monitoreo de sedimentacion utilizando la tecnologia de la TIE. Para ello se realizaron
pruebas utilizando datos simulados provenientes de un modelo creado con solamente 6 electrodos
colocados de forma vertical en un costado de un tanque de sedimentacidon, donde solamente se
utilizaron 2 electrodos para realizar la inyeccion de corriente. Se realizaron pruebas para 3 diferentes
estilos de monitoreo del proceso de sedimentacion los cuales son el modelo RWM, FKM y SKM,
presentando notables mejoras para los resultados obtenidos con FKM y SKM en cuanto a velocidad
de sedimentacion, ubicacion de las diferentes fases dentro del estanque y las conductividades
representativas de 3 diferentes capas dentro del estanque. Sin embargo se presentan debilidades con
respecto a este trabajo, en cuanto la confiabilidad en la estimacion de resultados que presentaria este
sistema de tan solo 6 electrodos y solamente una inyeccion de corriente, al presentarse situaciones
que alteren la homogeneidad de las distintas fases que se van formando en el proceso de
sedimentacion, como lo son la existencia de burbujas que podrian alterar los resultados de
conductividad, velocidad de sedimentacion e identificacidon de las fases de sedimentacion. Sin
embargo, este documento presenta de forma resumida el tema principal de este proyecto y es de gran
ayuda en el entendimiento del comportamiento que se puede esperar en los futuros resultados de este

trabajo.

* S. Chandia, F. Ferrada, “Configuracion y Operacion de un Tomdgrafo Industrial”, Trabajo
Proyecto Electronico, Junio 2012, Departamento de Ingenieria Eléctrica, Facultad de

Ingenieria, Universidad de Concepcidn, [10].

Este documento trata del andlisis y puesta en marcha de un método de reconstruccidon a base



de la tecnologia de la TIE, enfocado en un ambiente cilindrico con 16 electrodos. Se describe en
detalle la parte teorica que este problema de ingenieria conlleva y se realiza desarrollo el cual
permite poder establecer un valor de hiperparametro que permita una reconstruccion clara y precisa
del perfil de conductividad. También, se describe y se muestra el algoritmo implementado para este
problema basado en software EIDORS en el entorno Matlab y las configuraciones necesarias con
respecto a software, hardware y estrategias de inyeccion de corriente y medicion de voltajes. Este
trabajo aporta conocimiento y mejora el entendimiento de como funciona y de que se trata la TIE en

la ingenieria.

& A. Adler, B. M. Graham, “Objetive selection of hyperparameter for EIT”, Institute of Physics
Publishing, vol. 27, no. 5, pp. s65-s79, Abril 2006, [14].

En este documento se presenta la importancia que tiene la eleccion de un valor de
hiperparametro en el desarrollo de reconstruccion de la imagen. El hiperparametro representa un
grado de resolucion que estd directamente relacionado con la capacidad del equipo, ruido de
medicidn incorporado en los set de datos a considerar y se toma como un factor de importancia al
momento de determinar la veracidad de la imagen reconstruida. Aqui, se presentan 5 métodos que
permiten encontrar un valor adecuado de hiperparametro que permita la obtencién de resultados
proximos a lo ideal, siendo el método de BestRes al que se le ha tomado mayor importancia.
Ademas de BestRes, se presentan y comparan los métodos: Heuristic selection, L-curve,
Generalized cross-validation y Fixed noise figure. Presentando estos 4 métodos nombrados
diferentes desventajas tales como resultados variables en el tiempo, la imposibilidad de aplicar el

método ante condiciones especificas y la dificultad de determinar un valor minimo.

£ D. Silvera, D. Rye, M. Velonaki, “Improved EIT drive patterns for a robotics sensitive skin”,
in Australasian Conference on Robotics and Automation (ACRA), Sydney, Australia, Dic. 2-
4,2009, [17].

En este documento se presenta un trabajo que implica la utilizacion de la TIE en donde a diferencia

de otras aplicaciones, los electrodos se encuentra en el interior de un cuerpo y se intenta poder

reconstruir las diferencias de conductividad en los bordes del mismo, utilizando un contorno

delgado y flexible tal que simule una piel humana. Se muestra la importancia de la correcta eleccion



del valor de hiperparametro, utilizando el método de BestRes para encontrar el valor que permita
una reconstruccion con mayor resolucion y a su vez poder estimar las distancias de distintos
elementos colocados sobre esta piel artificial. Este documento aporta un mejor entendimiento del
método BestRes de eleccion, las consecuencias en la reconstruccién de imagen para distintas
secuencias en inyeccidon de corriente y se presentan 3 maneras de medir la resolucion obtenida en la

imagen reconstruida.

& A. Adler, R. Guardo, “Electrical Impedance Tomography: Regularized Imaging and Contrast
Detection”, IEEE Transactions on Medical Imaging, vol. 15, no. 2, pp. 170-179, Abril 1996,
[19].
En este documento se hace referencia a la capacidad que se tiene al momento de resolver el
problema inverso de reconstruccion de imagen en la TIE con métodos estaticos (un solo set de datos
en ty) y dindmicos (resultado ente la comparacion de datos en t, y t), resultando en los métodos
estaticos una sensibilidad muy alta ante errores de medicion y en los métodos dindmicos una
reduccion de las alteraciones en los set de datos generando una gran inmunidad ante la variabilidad
de los datos de medicion. También, es mencionado de manera breve la importancia de la
parametrizacidon en estos algoritmos, puesto que saltandose este paso, la reconstruccion es erronea
ante valores de conductividad 0 e ®@. Se describe todo el proceso matematico de linealizacion,
adaptacion y regularizacion necesario para estimar una solucion lo mas proxima a la ideal. Se
presenta una debilidad en el hardware implementado, ya que consta con 16 electrodos para
inyeccidn de corriente y medicion de voltaje, lo que deja pocas mediciones independientes para la
reconstruccion de la conductividad provocando una resolucion limitada. De aqui se define el

concepto de BestRes como herramienta en la determinacion de la calidad de la resolucion.

2.2.4 Descripcion, programacion y configuracion del software y hardware
£ Documento oficial empresa Numcore, “Numcore EIST User Manual”, 29 de Julio, 2010, [5].

Este documento es de vital importancia en este proyecto, ya que es donde se describe todo el
equipo a implementar para la inyeccion de corriente y posterior medicion de la distribucion de
tensiones a lo largo de la sonda tomografica (este documento no considera dicha sonda). Ademas, se

describe de manera detallada las caracteristicas del software Numcore incorporado para administrar
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las diferentes configuraciones del equipo. Se nombran y definen explicitamente limitaciones y
rangos donde puede operar el equipo, tal como la capacidad de muestreo, frecuencias maximas de
inyeccion de corrientes alternas, limitaciones en cuanto a la cantidad de puertos y secuencias,
canales de inyeccion y medicion, configuracion del cableado implementado entre otras
caracteristicas. Este manual ha sido fundamental para poder estudiar y comprender la

instrumentacion que se utilizara a lo largo del desarrollo de este informe de Memoria de Titulo.

2.3. Discusion

Como se vio en el analisis bibliografico anterior, gran mayoria de las aplicaciones de la
tomografia por impedancia eléctrica son realizadas en un ambiente cilindrico de 16 o 32 electrodos
en su contorno. El tema que se desarrollara en este proyecto es justamente utilizar la teoria que se
revisd en el MCE y MEF pero en un ambiente donde 16 electrodos son colocados de manera vertical
en una sonda para analisis de la conductividad con variaciones en una sola dimension en estanques
de sedimentacion o en otros procesos en los que se requiera la informacion que brinda este método

para su posterior control.

Queda plasmado en el andlisis anterior, que el método mas utilizado para la etapa de
reconstruccion de la conductividad o imagen representativa del estado del proceso es el algoritmo de
Newton-Raphson, pero tomando en cuenta la aproximacion del Hessiano perteneciente a la ecuacion
propia del algoritmo, conformando el llamado algoritmo de Newton-Raphson Modificado. También
existe la necesidad de acondicionar el problema de reconstruccion mediante la incorporacion de
regularizaciones, en donde la literatura apoya rotundamente el método de Tikhonov agregando
condiciones a la llamada matriz de regularizacion como lo son el método de Variacidn Total
utilizado en este trabajo de Memoria de Titulo. Por otra parte, se vid que es necesaria la eleccion de
un valor adecuado de hiperpardmetro para determinar la sensibilidad de la matriz de regularizacion
en la resolucidon del problema inverso, ya que es muy importante al momento de reconstruir una
imagen con poco error y que sea capaz de entregar una calidad de informacion lo mas proxima a la
real.

La TIE se caracteriza por ser una herramienta no invasiva en el cuerpo o espacio de andlisis
y se considera una tecnologia de bajo costo en comparacion a otras herramientas de reconstruccion
de imagenes como son la TAC, resonancia o la imagenologia por rayos X, por lo que este proyecto

presenta un aporte al desarrollo e incorporacion futura de la TIE al drea de la ingenieria de procesos.
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Definicion del Problema

3.1.

Introduccion

En el presente capitulo se describen los principales objetivos en los cuales se centra este

trabajo. Definiendo la hipdtesis del trabajo, alcances y limitaciones presentes en la Memoria de

Titulo, y la metodologia que implica el cumplimiento de los objetivos establecidos.

3.2.

3.3.

Hipaotesis de Trabajo

La TIE es una nueva herramienta en analisis de conductividad relacionados con procesos que
requieran sensores de conductividad eléctrica y posterior control.

Las variaciones en el perfil de conductividad se pueden aproximar a variaciones en el eje
vertical simplificando el andlisis matematico propuesto por el MCE.

Es necesaria la implementacion de un método de regularizacion que otorgue una solucion

valida al problema inverso de reconstruccion.

Objetivos

3.3.1 Objetivo General

Establecer un método de desarrollo del problema directo e inverso en la TIE, y andlisis de

conductividad considerando un desarrollo matematico unidimensional con respecto a un perfil de

conductividad conocido en el contexto de problema directo, para aplicarlo posteriormente a una

sonda tomografica de tecnologia TIE y asi poder reconstruir un perfil de conductividad real a partir

de mediciones de voltaje dando solucidn al problema inverso considerando un método de

calibracion entre los modelos en una y dos dimensiones.

3.3.2 Objetivos Especificos

Encontrar las ecuaciones que describen la solucion al problema definido por el MCE
utilizando el MEF para un andlisis unidimensional y bidimensional.
Programar mediante software Matlab las ecuaciones para la obtencion de la solucion del

problema directo e inverso del andlisis de conductividad.
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e Simular resultados al problema directo de TIE para un perfil de conductividad dado y
reconstruir el perfil de conductividad con datos reales obtenidos de una sonda tomografica.

e Estudiar el hardware y software Numcore.

3.4. Alcances y Limitaciones

El estudio realizado es basado en un analisis unidimensional principalmente, que describe la
variacion del perfil de conductividad a la largo del eje z de un estanque con un supuesto material
homogéneo que se ve alterado por la incorporacion de otro material con una conductividad
diferente. Dejando el andlisis bidimensional como técnica de calibracion ante los datos de entrada al

modelo unidimensional.

El hardware considerado para el desarrollo de este trabajo fue una sonda tomografica que
consta con un arreglo de 16 electrodos distanciados uniformemente a lo largo de la misma conectado
a un rack con la funcion de inyeccion de las secuencias de corrientes y posterior medicion y
demodulacion de las sefiales de voltaje medidas. Este rack contiene un hardware que presenta sus

propias limitaciones descritas en el anexo A.2.

En este trabajo de Memoria de Titulo se realizaré la obtencion de la solucion del problema
directo, que consta en la obtencion de los wvoltajes inducidos con respecto a un perfil de
conductividad dado para los modelos en una y dos dimensiones, y la obtencién de la solucién al
problema inverso, que trata de la obtencion del perfil de conductividad a partir de los voltajes
medidos por la sonda y las corrientes inyectadas por el hardware utilizado, considerando
herramientas matematicas como MEF, regularizacion de Tikhonov y método de Variacion Total
para la reconstruccion de la conductividad real y simulada utilizando las ventajas del modelo en una

dimension.

3.5. Metodologia

Primero que todo, se realiza el andlisis matematico para la obtencion de las ecuaciones en
una y dos dimensiones que describen la solucidn al problema directo definido por el MCE utilizando
herramientas matematicas como el MEF. Luego se procede a programar mediante software Matlab
dichas ecuaciones para un perfil dado de conductividad y obtener los voltajes requeridos para cada

secuencia establecida. Luego, una vez obtenidas las ecuaciones que determinan la solucidon del



13

problema directo, se realiza el proceso inverso dejando como variable a analizar el perfil de
conductividad en una dimensidon para una posterior reconstruccion de imagen que representa el
medio real (estanque de sedimentacion) utilizando el algoritmo de Newton-Raphson modificado y el
método Tikhonov de regularizacion al problema mal condicionado incorporando teoria que define el

método de Variacion Total.

El desarrollo de este trabajo de Memoria de Titulo se realizard en el laboratorio de control

del DIE, con hardware, software y materiales disponibles.
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4. Modelos Directo e Inverso

4.1. Introduccion

En el presente capitulo se describirdn los avances realizados en cuanto a consideraciones en
analisis tedricos y matematicos, estudios del software y hardware a utilizar en este trabajo de

Memoria de Titulo.

4.2. Obtencion de la solucion al problema directo de TIE (1-D)

Segun [8] y considerando el eje vertical (eje z) como la dimensidn a analizar, la ecuacién
principal que define el problema de conductividad es obtenido con los supuestos que para un cuerpo
Q) (sonda tomografica) con frontera d() (puntos extremos de la sonda) y conductividad conocida
0(z), se encuentran adosados un arreglo de electrodos e;, 1 < I < L. Por los cuales es inyectada una
corriente I, de las cuales se conforma un vector columna de inyeccion I = (I, ...,I;)T, donde T
hace referencia a la funcién transpuesta, y se considera como vector de patrén (secuencia) de
corrientes si se cumple la condicion de conservacion de carga Y.+, I; = 0. Luego el correspondiente

vector columna de patrén de voltajes sera U = (Uy, ..., U,)T.

Luego, por las leyes y ecuaciones de Maxwell descritas en [8] y considerando que el
problema presenta una fuente externa de corriente de valor I, considerar [7] como ejemplo, se
define el problema caracteristico de este sistema de TIE con sus respectivas condiciones de contorno

para una sonda aislada,
V(G(z) . Vu(z)) =1 sobre Q, 4.1)

du(z;) _ du(zy)
dz =~ dz

=0 sobre (, (4.2)

donde V es el operador “nabla” de divergencia para coordenadas cartesianas, lo que para este caso
unidimensional se transmite como una derivada con respecto a la coordenada z, u(z) es la funcion
que describe al potencial eléctrico a lo largo del cuerpo Q, z; y zy corresponden al punto inicial y

final de la sonda de medicidn respectivamente.
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En la literatura al estilo de la ecuacion (4.1) se le denomina “Strong Form” puesto que la
ecuacion diferencial principal que describe el entorno fisico del problema tiene como solucion un
unico valor, o en este caso una Ginica combinacion posible de la variable u(z). Segtn [8], [9], [15] y
[16] es posible considerar un espacio de soluciones H! () donde se encuentra (u, U) y que ademas
considera la existencia de (v,V), v € H1(Q), V € R tal que al aplicar el método propuesto por la

teoria de MEF, se tiene el resultado de multiplicar (4.1) por v(z) e integrar sobre  como,

j v(z) - [V(G(z) . Vu(z))] dz =j v(z) [8(z—2zoy) —8(z—12,)] - I, dz, (4.3)
Q Q

donde (4.3) es la llamada forma variacional del modelo establecido por (4.1) (WVF o Galerkin
Weak Variational Form, [15] y [16]), Z;, ¥ Zou: Te€presentan la ubicacion de los electrodos por donde
se estd produciendo la recepcion e inyeccidon de corriente respectivamente. Notar que se ha

reemplazado I = [8(z — zyy) — 8(z — zin)] - 5, con 8(z — z,) la funcion Delta de Dirac,

8(z—2zy) =< 1, siz =z,
0, otro caso

con el proposito de ubicar la posicion de los 16 electrodos de la sonda a lo largo de la discretizacion

de la misma provocado por el MEF para una cantidad de N nodos, z € [z, zy] y N — 1 elementos.

Definiendo funcionales f =v(z) vy g = 6(2) -Vu(z) y por definicion de integracion por

partes al lado izquierdo de (4.3) se tiene,

| revglaz =17 gt - | 191-gaz
Q

Q

f v(z) - [V(G(z) . Vu(z))]dz = [v(2) - 6(2) - Vu(2)]¥ —f [Vv(2)]-0(2)-Vu(z)dz , (4.4)
Q

Q

sustituyendo las condiciones de contorno definidas en (4.2) en (4.4) y reescribiendo (4.3),
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—f [Vv(2)] - 0(2) - Vu(z) dz = f v(z) [8(z—2zoy) —8(z—12,)] I, dz . (4.5)
Q

Q

Utilizando la teoria del MEF es posible estimar las soluciones u(z) y v(z) como una tnica
combinacién de funciones lineales continuas en dependencias de funciones bases o funciones de

peso. Asi, las soluciones estimadas quedan definidas como,

N

uh=Zai-<pi=(pu-aT, (4.6)
i=1
N

thzlgj'gojzﬁ'(p:[;» (4.7)
i=1

donde a; son los valores nodales a determinar y f8; son valores arbitrarios que definen a la solucion
vl oy @; son las funciones bases de cada vector de solucion respectivamente, de igual manera
@, - ol, B T corresponden a la representacion vectorial de las soluciones donde @, «, @, B son
vectores fila. Segun [7], el método Galerkin permite considerar a las funciones bases de cada

solucion (4.6) y (4.7) de igual forma, por lo tanto que @, = @, = @.

Luego reemplazando (4.6) y (4.7) en (4.5) y desarrollando las integrales del lado derecho de

la ecuacion se tiene,

- f (W(2)] - 0(2) - Vu() dz = v(zgwe) - Is — v(z) “ I
Q
dz

d(e@T d
—B f (:ll; ).a-(z). (@) dz -al =B~ ((PT(Zin) — <PT(Zout)) 1,
Q

dz -of = ((PT(Zout) - (PT(Zin)) I,

d(e") d(¢)
L dz o(z)- dz

B-a"=1, (4.8)
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donde I = ((pT (Zour) — @7 (Zin)) - I es un vector columna con dos elementos no nulos solamente,

(q)) dz es una matriz de

d(‘P ). o(2) -

—I; en la posicidn z;, y I en la posicion z,,; , B = f

rigidez de dimensiones RV*N . De (4.8) se observa de forma exph’cita que la solucién al problema

directo esta definido para B invertible como,
o« =B1-1, (4.9)

asi, a es de dimensién RM*! por lo que se hace necesario un operador adicional para poder
determinar U™ € RE=1¥1, Se define la matriz M € RE-'*N | como la matriz caracteristica que define
la estrategia de medicion de voltajes y ademas realiza una adaptacion de un espacio de N variables a
un espacio de L — 1 valores (mediciones diferenciales de voltaje). Por lo tanto si la estrategia de
medicion es definida como adyacente del tipo diferencial, se deberian considerar 2 electrodos
continuos para realizar las mediciones, y en las posiciones de dichos electrodos van a estar los
valores 1 y —1 donde el valor lo define si el electrodo es definido como punto positivo o negativo

en la medicion del voltaje. Por lo tanto la solucidon al problema directo queda definida como,
Uh=M:a’ . (4.10)

Cabe mencionar que se debe considerar en los vectores y matrices a utilizar, la eliminacion
de todas las componentes asociadas a un electrodo de referencia, para asi poder realizar los calculos

con respecto a un punto de la sonda.

4.2.1 Calculo de la matriz de rigidez B (1-D)

Es posible calcular B para el caso donde se tiene solamente el analisis sobre un solo

elemento aislado [7] y sus respectivos nodos extremos en la malla creada por el MEF.

Sea z; y z; los respectivos nodos inicial y final de un elemento m;, se puede asociar a este

elemento un valor constante de conductividad o; y un valor de distribucion de potencial eléctrico «;

y a; en los respectivos nodos inicial y final, ver figura 4.1. Es posible definir una funcion de

pertenencia del potencial eléctrico,



1 1
u@ =--(z2-2) ai+,(z-2) q,

Oi

= 9

N
)

Fig. 4.1 Representacion del MEF para un elemento aislado.

i

= m_i zj
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(4.11)

donde h = z; — z; representa el ancho del elemento. La ecuacion (4.11) se puede representar de

forma matricial,

a;
u(z) = [—%(z—zj) %(Z—Zl-)] . [

a;

(4.12)

donde ¢ representan las funciones bases en la ecuacion (4.8) y a son los valores nodales definidos

en (4.6).

De manera de poder normalizar de alguna forma el intervalo de integracion definido en el

calculo de la matriz B mostrado en (4.8), se recurre a una transformacion en las coordenadas. Si

bien, el elemento m; comienza en el nodo z; y termina en el nodo z; se puede definir una funcion de

traslado de coordenadas tal que el elemento quede centrado en 0 y sus extremos sean -1 y 1 para z; y

z; respectivamente. Dicha funcion de traslado es definida sobre un eje nuevo ¢, ver Fig. 4.2, y queda

establecida como,

h 1
Z:E'S‘FE'(ZL""Z]') ,
m_i
© @ ©
Z.1 z ] -1
ejez

Fig. 4.2 Traspaso de eje z a eje normalizado &.

(4.13)
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de aqui es posible encontrar que,

dz h de 2
—==- 5 —==, (4.14)
de 2 az h
luego reescribiendo @(z) en las nuevas coordenadas @(€) se tiene,
1 1
0@ =|> - S a+el, (4.15)
expandiendo la derivada de @(2) se tiene,
o) de@)de 112 1 4.t (416)
dz de dz L 2 21 h~ h '’ '

reemplazando (4.16) en la definicion de B nombrada en (4.8) y adaptando las integrales al nuevo

intervalo de integracion [—1,1] se tiene,

1
_ 11 1 1 h
B_L[l] Sron[=1 1] de,

_%irt -1
B= et (4.17)
luego para cada elemento m; existe una matriz de rigidez asociada B;,
_oi1 -1
B =~ [_1 1 ] , (4.18)

Una vez obtenida la representacion de la matriz para un analisis aislado a un solo elemento y
dos nodos, se puede asociar dicha matriz a una generalizacién con respecto a toda la sonda, es decir,

para N nodos y N — 1 elementos,
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_0-1 0-1 + 0-2 _0-2
_0-2 0-2 + 0-3

1

B(o(2)) =] 0 0 |, (419)
ON_3 T Oy_3 —ON-2
—ON-2 OnN—2 T Oy_1 —Oyn_1
L O 0 _O-N—l O-N—l

Se puede observar que la forma de la matriz B en (4.19) es de caracter tridiagonal, en donde
la diagonal principal se encuentra una representacion de la discretizacion de la sonda y de los
efectos que se producen cuando dos elementos se encuentran compartiendo un mismo nodo a

excepcion de los extremos que se encuentran aislados.

4.3. Obtencion de la solucion al problema directo de TIE (2-D)

Tomando las mismas definiciones iniciales del modelo en una dimension (ver primer parrafo
del apartado 4.2), pero esta vez considerando que las variaciones del perfil de conductividad pueden
ocurrir en dos dimensiones, es decir, hacia abajo (eje z) y hacia al lado (eje x), se tienen la

ecuaciones definidas en [8] como sigue,

V- (020(x,2) - Vuyg(x,2)) = 0, sobre Q (4.20)
du,,(x, z
Uyq(x,2) + 21" 024 (x, 2) -% = Usa, sobre e, l=1,..,L (4.21)
du,,(x,z
f ougo ) 222D qo (4.22)
e dv
du,,(x,z L
0,4(x,2) - L =0, sobre 0Q\ U e
dv 1=1

donde V en este caso es el operador “nabla” de divergencia visto anteriormente, solo que en esta
ocasion bidimensional este operador se refiere a variaciones en dos dimensiones, v es el vector
normal unitario exterior provocado por la densidad de corriente, u,4(x, z) es la funcién que describe
al potencial eléctrico y 3; corresponde a la [-ésima impedancia de contacto entre el electrodo [ de

superficie e; y la superficie 0().
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Debido a la teoria de la existencia y unicidad del modelo CEM descrito en [8], se demuestra

que para un espacio H'(Q) donde se encuentra la solucion (u,g4, Uzq) existe (v,4, Vaq), Voq €

H(Q), Vo4 € RE tal que,

L
Bs((uza, Uza), (W24, Vaq)) = Z L Vaay (4.23)
=1

donde B; es la forma variacional (WVF o Galerkin Weak Variational Form) del modelo MCE que

toma la forma de (B, representa la ecuacion 4.23),

L
BS = f 024 (x, Z) . VuZd (x, Z) ' Vde (x, Z) da + Z J (uZd - UZdl)(UZd - VZdl) ds. (424‘)
Q

1=1"¢

Al igual que en el caso en una dimension se procede a la utilizacion del MEF es posible
estimar las soluciones como una unica combinacion de funciones lineales continuas en dependencias
de funciones bases o funciones de pertenencia. Asi, las soluciones de las ecuaciones (4.20) — (4.22)

de la forma (u,4, U,q) pueden ser estimadas como,

Naq

Upg = Z Maq;" P2a;s (4.25)
i=1
L-1

Uy = Z Baa; "y, (4.26)
=1

donde a,4; ¥ B2a; son los pesos a determinar, n; son los vectores de referencia a electrodos de la
forma n, = (1,-1,0,...,0)T, n, = (1,0,-1,0,...,00T, ...,n;._; = (1,0,0,...,—1)T € R, ®2q; SON
las funciones bases de area triangular y N,, es la cantidad de elementos en el modelo bidimensional
creado por el MEF. Dichas funciones bases tienen coordenadas ubicadas de la forma que se observa
en la Fig. 4.3, donde cada punto representa un nodo de la malla creada por el MEF (ver Fig. 4.4),

siendo el mismo triangulo uno de los N,4 elementos.
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(x1,z1)

(x2,22) (x3,23)

Fig. 4.3. Visualizacion ubicacion de coordenadas de un elemento.
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Fig. 4.4 Malla generada por MEF para N,4; = 3261.

a) Malla completa con L=16 electrodos situados en extremo izquierdo, b) Ampliacion de la malla a dos electrodos
contiguos.

Las ecuaciones que describen los nodos de la Fig. 4.3 quedan definidas como ¢54,, ¢24,,

®2a, para las coordenadas (x4, z,), (X2, Z), (X3, 23) respectivamente donde,
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1

Paa1 =5, (xi (2 —z3) + 7+ (x5 — x3) + (X" 23 — x3 'Zz)) ) (4.27)
1

P2a, = ﬂ('xi (zz3—z) +zj (0 —x3) + (X320 — xq- Zs)) , (4.28)
1

P2da3 = ﬂ(xi (z1—z) + 7 (g —x) + (01" 25 — x5 'Z1)) ) (4.29)

donde, a representa el area total del elemento en andlisis y queda definido como,

1
a=3 ((Xz —x1)(23 = 25) + (x5 — x,) (21 — Zz)) ) (4.30)
obteniendo la condicidén de pertenencia,
izj_)(pZdi(xiJZj)z 11 iij_)(pZdi(xi'Zj): 0'

permitiendo que la ecuacion (4.25) pueda ser representada por 3 nodos para cada elemento de la

malla,
3

Upg = Z Taa; " Paa; (4.31)

i=1

Reemplazando las ecuaciones (4.25) y (4.26) en (4.24) y expresandolo en forma matricial de
la forma,

Azq - bygq = faq, (4.32)

donde Ayq € RN2a+L=1xN2a+L=1 oq |3 matriz de rigidez del modelo bidimensional, b,q4 es el vector
T -
de pesos byg = (azdl, s Q2 o B2y -+ Baay 4 )y faq es el vector de datos f,q = (0,1)T, con

0=10(0,..,00Te RN2d yI= (I, - I,,1I; — I,...,1; —I;,)T € R, Luego la matriz de rigidez A4

se puede expresar en términos de 4 sub matrices del tipo,

B4 Cza)

A,y = 4.33
2d (Csz Dyq (4.33)



By (i,)) = f

L
1 .
02q(x,2) " Vpoq, -Vgozdj dQ + zz—lf P24, * P2d; dS, coni,j=1,..,Ny
Q =1 e

1
Cza(i.)) = _<z_1j 24,45 — f (pZdl.dS), coni=1,..,Nyg;j=1,..,L—1
e

1 Jt1l/ejyq

L
1
D,q(i,)) = Zz—f (n),(n;),dS, conij=1,..,L-1
lJe
=1 l

donde |ej| corresponde al largo del j-ésimo electrodo.

24

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Una vez calculada la matriz de rigidez A,4 el vector de pesos resulta del despeje de byg en la

ecuacion (4.32) y las aproximaciones de los voltajes en los electrodos definidos en (4.26) son

obtenidos como,

bza = Azq 24,
L-1
h _
U2d1 - Z ﬁzdl’
=1
h
U2d2 IBZdl'
h
UZdL ﬁZdL 1’

también puede ser representado como,

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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Ugd = Mpes - ﬂ’gd; (4.41)

donde la matriz M, € RUXL=1 contiene los vectores de referencia n;. Sin embargo, este resultado
corresponde a los voltajes de referencia en cada electrodo, y la configuracion de medicion utilizada
en este modelo es del tipo adyacente, por lo que se hace necesario calcular los voltajes diferenciales

de la forma,

U%y, ;= Mg ulr,, (4.42)

aqui, la matriz Mg, € RL1XL es la encargada de producir las diferencias entre los voltajes en los

electrodos, por lo que tiene la forma,

1 -1 O 0
0o 1 -1 :

Mdif = . 0 (443)
0 0 1 -1

4.3.1 Calculo de 1a matriz de rigidez A,4 (2-D)

Es posible considerar la ecuacion (4.34) como dos integrales por separado, una matriz B en
donde se encuentra un factor del perfil de conductividad del medio y otra matriz B34 la que

representa una matriz en funcién del dominio de la superficie de cada electrodo,

By (i,j) = f 02q(x,2) - Voq, V@34, dQ, coni,j=1,.., Ny (4.44)
Q
C . . 1 . .
B34(i,)) = ZZ— P2a; " P2q;dS . coni,j=1,..,Ny (4.45)
/e
=1 L

Para la resolucion de estas integrales es necesario definir las funciones bases como,

1
(pZdi = ﬂ (xi “a; + Zj . bi + Ci)' (446)

1
(pZdj = n (x] ' aj + Zj . b] + Cj), (447)
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donde a;, b;,c;, a;, bj,c; corresponden a valores constantes expresados en (4.27) y su valor

dependera del nodo que se esté considerando.

Para el desarrollo de B3y se aplica el operador nabla de divergencia a dichas funciones bases

dando como resultado componentes vectoriales de la forma,

1 a(pZdi a(pZdi

V(pZdi (x; Z) - 2 . a( ax ) aZ ) (448)
1 (0924, 0024,

Vaa;(x,2) = > a( i - P ’>. (4.49)

Aplicando el producto punto entre ambos resultados y considerando que el valor de la

conductividad en dicho elemento es constante y puede ser sacado del integrando se tiene,

Bgﬁ (l,]) — 024 (xl Z) <a§02di . acp2dj + agDZdi g a

e f o j=1,.. Ny (450)
4-q? ox  Ox 0z 0z ) J, P oML = e Raa A

La integral presente en (4.50) esta sobre el dominio triangular de cada elemento, por lo tanto

arroja como resultado el area de superficie triangular. Ademads, si se resuelven las derivadas

parciales tomando en cuenta la definicion de funciones bases en (4.46) y (4.47) se obtiene

finalmente,

024 (x, Z)

4 q (Cll' -aj +bl b]) con l,] = 1""'N2d (451)

B24(i,)) =

Para el calculo de la matriz B34 es necesario aplicar las definiciones sobre el desarrollo con
integrales de linea. En este caso la integral de linea estd sobre el dominio C de la curva
representada por la superficie de cada electrodo, el cual es una linea recta adosada de forma vertical
a un extremo de la malla. Descrita la forma del dominio es posible parametrizar dicha curva en

funcion de t,

x(t) = Xprontera » 2(t) = z, + (zf —27,)'t, con0<t<1 (4.52)
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de esta manera si t = 0 el valor de z corresponde al punto inicial vertical z, del electrodo, y si

t = 1 toma el valor final z¢, ambas posiciones con un valor horizontal X¢opterq. De modo que la

curva C tiene como ecuacion vectorial,
7(t) = x()i + z(Ok, con0<t<1 (4.53)
cuya derivada y respectivo modulo vectorial corresponde a,

() = x' ()T + z'(Ok, (4.54)

17Ol = Vx' ()2 + 2'(8)? (4.55)

luego por definicion de integral de linea en un campo escalar,

f F(x,2)dS = j F(x(®),20) - IF©lldt, (4.56)
C 0

reemplazando la funcion £(x(t),z(t)) por la multiplicacion directa de las funciones bases presente

en el integrando de (4.45) considerando (4.46) y (4.47) se tiene,

1
f (pZdi ' (pZdj dS = .l- (pZdi (x(t),Z(t)) " (pZdj (x(t),Z(t)) ’ \/xl(t)z + Zl(t)z dt ) (457)
(] 0

1
| 0r 0205 = [ 2@ k207 + ey 20+
(] 0

ko - 2(6) + ks - x(2) - 2() + kg) -%dt ,(458)

donde las constantes k;—; ¢ y Az estan definidas como,

ki=a;-q;,

k, =b;-b;,
ks=a;-ci+c¢-aq,
ky =b;-cj+c;"b;
ks =a; bj+b;-a;,

ke =c;-¢cj,

8z = [# O = |z — 2,
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El siguiente paso es resolver estas 6 integrales resultantes de la ecuacion (4.58) resultando,
j (pZdi : (pZdj dS = C1 + CZ + C3 + C4 + C5 + C6' (459)
el

donde,

. “y2
_ kl Az xfrontera
1 4 . az )

ko, Az 1
C, = 42-a2 (Z§+ZO-(zf—zo)+§-(zf—zo)z) ,

_ k3 Az - Xfrontera
3 4-q? ’

k4_'AZ 1
Cy= 4-a2 <Zo +§'(Zf_ZO)> :

ke-Az-x 1
Ce = 5 4.6]:;‘ontera (ZO+§'(Zf_Zo)> )

C _k6'AZ
67 4.q2°

Finalmente queda por resolver la integral presente en la matriz C,4 descrita en la ecuacion

(4.35) en donde el integrando es una funcion lineal del tipo,

| 02005 = [ 020x0020) -2z
C 0

Az 1
f ©2q,dS = T2 a; * Xgrontera t Ci +bi+ | 2o + o (Zf — ZO) . (4.60)
c

4.4. Obtencion de la solucion al problema inverso de TIE (1-D)

Para la obtenciéon de una solucién al problema inverso de reconstruccion del perfil de
conductividad se recurre a un método iterativo muy bien catalogado por la literatura, dicho método
es el de Newton-Raphson en su versién modificada, implementado en [12] y [13], dando resultados

satisfactorios y de gran veracidad en el perfil de conductividad obtenido.

Se define un vector U, € RE™! como un vector que contiene mediciones reales de voltajes

que representan el perfil de conductividad real del sistema, el cual se quiere determinar. Sea
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F(¢*): RY - RE™! un funcional que mapea un perfil de conductividad dado en la k-ésima

iteracion, 6*, a un conjunto de voltajes representativos en los electrodos.

El algoritmo de NRm desarrollado en [12], muestra que se hace necesario un método de
regularizacion puesto que la ecuacion de actualizacion del perfil de conductividad presenta el
calculo de la inversa de una matriz mal condicionada, la cual provoca que el problema completo
difiera de la solucion 6ptima. Con las consideraciones establecidas hasta ahora se tiene que NRm

trabaja sobre el principio de minimizacion de un funcional de error,
1
¢(c*) = arg m}(nz- |F(c®) - UO||2 +2-|L- ak”z ) (4.61)
o

donde a la ecuacion (4.61) se le denomina “funcidén cuadratica regularizada del error”, donde la
utilizacidon de normas del caracter £, permite que ¢ sea diferenciable provocando que este funcional
sea capaz de tener mayores aplicaciones en problemas inversos de minimizacion. El valor A se le
denomina valor de hiperpardmetro y L corresponde a la matriz de regularizacion. El valor que se le
da a la fijacidon de A es muy importante, puesto que con ello se esta definiendo un estilo de equilibrio
entre resolucion de la imagen y atenuacion o amplificacion de los valores del perfil de conductividad
obtenido durante la reconstruccion. La importancia de estos dos ultimos parametros puede ser vista
en [4], [10], [14], [17] y [19]. La ecuacion (4.61) también puede ser considerada como una

regularizacion que adopta el nombre de regularizacion de Tikhonov [4].

Siguiendo con el algoritmo NRm, se requiere derivar (4.61) con respecto a 6* e igualar a
cero para analizar el problema de minimizacidn del funcional,
¢' (o) = [F'(6¥)]" * [F(6%) = U,] + A-LT-L-6k =0, (4.62)

donde F'(Gk) corresponde al Jacobiano del conjunto de voltajes de medicion para cada o, con i =

1, ..., N. Luego expandiendo (4.62) en serie de Taylor se tiene,

¢'(0%) = ') + ¢"(c¥) - Ac* (4.63)
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donde Ack = ¢¥*1 — oK y ¢)”(6k) corresponde al Hessiano del funcional de error, aproximado

como (de aqui el agregado de “modificado” al nombre del algoritmo),

¢"(65) ~ [F]T-F +1-1T-L. (4.64)

+1

Reemplazando (4.62) y (4.64) en (4.63) e igualando a 0 para despejar 65*!, asumiendo

(4.14) no singular se tiene la actualizacion del perfil de conductividad dado por NRm,

o1 = g%~ [[F(0")]"-F(0¥) +2-17-1] - ([F(a¥)]"- [F(a¥) - U,] +

A-LT-L-06%, (4.65)

siendo necesario un criterio de detencidn, ya sea sobre un nivel de tolerancia en el funcional de

error (4.61) o una cantidad establecida de iteraciones del algoritmo.

4.4.1 Calculo del Jacobiano presente en NRm del problema inverso

Para este apartado es necesario volver a nombrar la definicion del Jacobiano descrito
anteriormente, el cual era que dicho Jacobiano representa las derivadas de cada representacion de las
mediciones de voltaje U;, i = 1, ..., L con respecto a cada valor nodal del perfil de conductividad

X, i=1,..,N—1, por lo tanto,

av(s") _da(M-a7(")) _d(M-B(sH)-D) _ d(B7(0")

F'(ok) = = = =
(0- ) dO'l'k dO'ik dO'l'k dO'ik

-1, (4.66)

luego, aplicando propiedad sobre derivada de matrices con respecto a un escalar se tiene,

F (o) =M--B1(c")- M ‘B~ 1(¢X) -1

dO'l'k

F(cX)=-M:B 1(c")" ( ( k)) o"(c¥) , (4.67)
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por lo que ahora el problema se transforma en encontrar la derivada de la matriz B con respecto a

cada componente del perfil de conductividad ok

4.4.2 Calculo de la derivada de B con respecto a o¥

Esta etapa resulta simple puesto que la forma de la matriz en cuestion ya esta definida en (4.19)
y solamente hace falta encontrar una forma general para representar dicha derivada en funcion del

numero del i-ésimo elemento que se esté analizando.
Derivando (4.19) con respecto a un i-ésimo elemento, se tiene una matriz de dimensiones en

RE*N a cual es una matriz de caracter dispersa poco densa con valores no nulos en las posiciones

definidas en la tabla 4.1 para i = 1,...,N — 1.

Tabla 4.1 Posicién de valores no nulos en dB/da;*

Posicion en B Valor
(fila, columna)

(i,1) 1
(i,i+1) -1
(i+1,i) 1

(i+1,i+1) =1

4.5. Método de Variacion Total de regularizacion

En este apartado se analizard la obtencion de la matriz L necesaria para la etapa de
regularizacion y actualizacion del método NRm, ecuacidon (4.65), que soluciona el mal
condicionamiento del problema inverso. El método de variacion total responde a la necesidad de
poder encontrar una perfil de conductividad que presente cambios bruscos a los largo de la
discretizacion de la malla creada por el MEF. De esta manera el resultado encontrado serd mas

aproximado al ideal, reduciendo los picks de reconstruccion ante variaciones bruscas de 6(z).

Una caracteristica que presenta este método de regularizacidn, es que la componente derecha
del funcional de error cuadratico (4.61) utiliza una norma de caracter ¢4, pero aun asi sigue siendo

diferenciable. Seguin [11], el concepto de variacidn total de un perfil o(z) estd definido como,



32

TV(6(2)) = f Vo (z)|dz, (4.68)
Q

o en su forma matricial,
TV(6(2)) = Ly - 6(@)|, (4.69)

donde Lyy es la matriz de regularizacion definida por el método de variacion total y al tratarse en
(4.68) como norma ¥; representa una combinacion de valores absolutos por cada diferencia entre
componentes continuos en o(z). Explicado de otra forma, como el contexto de este trabajo de
Memoria de Titulo es sobre una dimension, el funcional resultante TV(O‘(Z)) tiene la forma de

vector columna de dimensiones R¥~1* en donde cada componente es representado por,
TV; = lo(z;) — o(zi-1)| . (4.70)

Se observa que este funcional de variacion total presenta un problema de diferenciabilidad en
los puntos donde 6(z;) = o(z;_4), lo que es corregido mas adelante con una técnica descrita en [11].
Sin embargo la importancia de este funcional es que para los casos donde el perfil de conductividad
presenta discontinuidades, la regularizacion se limita a penalizarlas provocando una mejor

adaptacién en aquellos puntos.

Como se dijo anteriormente es necesaria una adaptacion al problema que presenta el
funcional de variacidn total en donde los puntos continuos del perfil de conductividad son iguales.
Para ello se procede a implementar la técnica denominada “Lagged Diffusivity” (Difusividad
Retardada), la cual implica una adaptacion del funcional TV(O'(Z)) a un nuevo funcional que
dependa de un nuevo parametro llamado en este trabajo como “parametro de diferenciabilidad”. La

adaptacion de la ecuacion (4.68) queda,

TV;(6(2)) = f VIVe(2)|? + g4 dz, (4.71)
Q



33

donde se puede observar que para f¢ =0 — TV (G(Z)) = TV(G(Z)) , de modo que este funcional

(4.71) se transforma en un problema de minimizacién sobre B¢ > 0 para conservar la
diferenciabilidad ante no cambios en los valores continuos de conductividad en los elementos

definidos por el MEF.

Considerando lo anterior, y aplicando el funcional de variacion total a la ecuacion que toma
la forma de regularizacion de Tikhonov sobre el funcional de error presente en el algoritmo de

NRm, (4.61), el problema principal de minimizacion queda definido como,

#(6) = arg min - [F(6) = U |[* + 2- TV, (o() 4.72)

1
#(c*) = arg min>- |F(c*) - U0||2 + 1 |Lpy - 6(@)]2 + B2, (4.73)
o
cambiando la forma de la actualizacion de NRm a,

o1 = gk — [[F(a%)]" - F/(c¥) +2- Ly B " LTV]_l ([F'(e¥)]" - [F(c®) —U,] +

ALy E 'Ly 6%, (4.74)
donde en [11] se define a la matriz E; como,

E, = diag(n) , (4.75)

n=yIlwy- 6@+, (4.76)

RN—ZxN—l

ademas, la matriz de diferencias Lty definida inicialmente en (4.69) con dimensiones es

-1 1 0

0 -1 1

de la forma,
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4.6. Métodos de Inyeccion de Corriente y Medicion de Voltaje

Para la etapa de inyeccion de corriente en la etapa de simulacion se utilizara el método de
inyeccion adyacente. Este método de inyeccion es descrito a fondo en [2] y consiste principalmente
en la utilizacidon, como bien dice su nombre, de dos electrodos adyacentes para la inyeccion de la
sefial de corriente, ya sea un electrodo para la inyeccion y el electrodo vecino configurado para
recibir dicha corriente. En [2] se demuestra mediante resultados experimentales y simulaciones que
este método es el que mejor comportamiento presenta en cuanto a resolucion de la imagen a
reconstruir en el problema inverso, por lo que se decidid considerar este método para las
simulaciones y posteriores desarrollos del problema directo y reconstrucciones del problema inverso

de TIE.

Por otro lado se define la medicion de voltajes para la resolucion del problema inverso como
la medicidn entre dos electrodos vecinos para una secuencia de inyeccion, también descrito en [2] y

utilizado en el desarrollo de [2], [3], [8], [10], [17] y [19].

Secuencia 1
vi v2 v3 vd v5 v6 v7 v8 %) vio  vi1 vi2 vi3 vi4 vi5

sonda ff] Jet]| Je2| [e3] Jed] [e5] Je6] Je7| [e8] [eO] [etO] Jetd] [e12] et3] let4] Jet5] [et6][h

inyeccion I_s recepcién I_s

Secuencia 2
v v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 vio  v11 vi2 vi3 vi4 v15

sonda f[ Ted1 | Te2] Te3] [e4l Te5] Te] Te7] Te8] TeoT Jeto] Jet1 [e12] [et3] [e14] [e15] [e16] Ih

inyeccion I_s recepcion I_s

Secuencia 3
vi v2 v3 v4 vb v6 v7 v8 v vio  vi1 vi2 vi3 vi4 v15

sonda ff] Jet| Je2| [e3] [e4] [e5] Je6| [e7] [e8] [e9] [e10] [ett] Je12] [et3] [eta] [e15] [e16] [n

inyeccién I_s recepcién I_s

Fig. 4.5 Ejemplo de inyeccion y medicion para 3 secuencias.



35

En la Fig.4.5 se muestra un ejemplo para una estrategia de 3 secuencias de inyeccion
adyacente, cada una con su respectiva estrategia de medicién de voltaje adyacente y diferencial

desde v, hasta vys.
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5. Calibracion, Simulaciones y Resultados

5.1. Consideraciones pre-simulacion y obtencion de resultados

Como se ha mencionado anteriormente, el algoritmo que permite obtener los resultados a los
problemas directo e indirecto de TIE fue realizado en entorno Matlab, con un valor de inyeccion de
corriente de I = 6.49 mA, para una cantidad de electrodos de L = 16, definiendo al primer
electrodo de la sonda como punto de referencia, una discretizacion de la sonda por MEF con
N = 151 nodos y por ende 150 elementos para el modelo unidimensional, N,; = 1726 nodos y
3207 elementos en el modelo bidimensional , donde cada nodo presenta un espaciamiento constante
de h = 1 para el modelo unidimensional, una impedancia de contacto constante de Z; = 13 ohm y
una estrategia de inyeccion y medicion del estilo adyacente para 15 secuencias de inyeccion en

ambos modelos.

Al considerar un electrodo de referencia implica que durante el céalculo del algoritmo se
deben ir eliminando los datos producidos por el mismo, es decir vectores y matrices deben eliminar
columnas y filas referenciadas a este electrodo-nodo. Dicho lo anterior, la implementacion del MEF
sobre la sonda seria de la forma que se muestra en Fig. 5.1, para el modelo 1-D y como ya se mostro

en la Fig. 4.4 para el modelo 2-D.

ref.
'elem. elem. elem. elem. elem. elem. elem. elem.
1 2 3 4 5 N-3 N-2 N-1__
@ B & L B P— === — o -
nodo] |nodo nodo nodo nodo nodo nodo nodo nodo nodo
1 2 3 4 5 6 N-3 N-2 N-1 N
electrodo ot electrodo electrodo
h=1
1 2 L
e out=1 e in=2
z out=1 z in=6
= - Is -

Fig. 5.1 Visualizacion de MEF sobre la sonda tomografica en modelo 1-D.

Por otro lado, es necesario establecer los valores de 4 y [ definidos en la ecuacion de

regularizacion caracteristica de Tikhonov y el método de regularizacion de variacion total, ambos
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temas vistos en los apartados 4.4 y 4.5. Como criterio se utilizd un método revisado en [14] definido
como “Heuristic selection”, el cual principalmente recurre al criterio humano para establecer la
mejor opcion en la eleccion de estos parametros, es decir, se toma un criterio visual sobre el
comportamiento del algoritmo de reconstruccion y la calidad de la reconstruccién del perfil de
conductividad deseado, permitiendo poder experimentar con perfiles simulados para luego dejar
configurados los valores para las reconstrucciones con datos reales medidos por la sonda

tomografica.

Se consideran cinco tipos de comportamientos simulados del perfil de conductividad deseado
en el modelo 1-D que podrian caracterizar diversas situaciones reales en un estaque de
sedimentacion: valor constante, de tipo sinusoidal, de tipo escalon, de tipo rampa y triangular. Por
otro lado se consideran 3 tipos de comportamientos para el modelo 2-D los cuales son un perfil

constante, un perfil con un cambio en conductividad, y un perfil con dos cambios en conductividad.

2.5 T T 10

o(2)

0.5 : : 1 : .
0 50 100 150 0 50 100 150

Elemento MEF Elemento MEF
a) b)

o(2)
RN
N bR o N BN
T
1

2 > = L
1 ; i :
0 50 100 150 50 100 150
Elemento MEF Elemento MEF

©) d)

O
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0.07

0.06
-0.05
-0.04

0.03
0.02
0.01
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v?».?%EE«?»?Ehg%».z
s
RN cncanc

AV
VAVAN

SRRNERL)

N Dy
O
P

)
a) perfil homogéneo, b) perfil con interfaz media, c) perfil con doble interfaz.

Fig. 5.3 Perfiles 2-D de conductividad simulada.

En este apartado no se definen unidades de conductividad dado que las Fig.5.2 y 5.3 son a

modo de referencia para obtener resultados sin calibracidn. Mas adelante se produce la calibracion

del modelo y se definen unidades de conductividad.

Es necesario realizar la siguiente tabla que resume las secuencias y los electrodos

considerados en la inyeccion y medicidon, donde I — denota electrodos de inyeccion de corriente y

I +denota electrodos de recepcion de corriente.



Voltaje diferencial(v)

Tabla 5.1 Resumen de configuracién secuencia-electrodo

Secuencia I— I+
1 e, e,
2 e, es
3 e; e,
4 e, es
5 es €q
6 €q e,
7 e, eg
8 eg €q
9 €9 €10

10 €10 €11
11 €11 €12
12 €12 €13
13 €13 €14
14 €14 €15
15 €15 €16

5.2. Simulacion del problema directo (1-D)

Para la obtencion de los voltajes diferenciales se consideraron los cinco perfiles mostrados

en la Fig. 5.2, arrojando los resultados observados en la Fig. 5.4.
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—S— sect

—<— sec2
—<— sec3

& secd
—<— sech

sec6
—<— sec7
—<— sec8
—<— sec9
—<— sec10

“~ secl1
—S— sec12

sec13
— S secl4

—S— sec15




Voltaje diferencial(v)
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Fig. 5.4 Voltajes diferenciales resultantes al problema directo 1-D.

a) perfil constante, b) perfil estilo rampa, ¢) perfil estilo sinusoidal, d) perfil estilo triangular, e) perfil estilo escalon.
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Observando los resultados obtenidos al problema directo para los distintos perfiles de
conductividad se puede hacer una relacion inversa entre el comportamiento de dicho perfil y los
voltajes diferenciales obtenidos a lo largo de la sonda tomografica, comprobandose la teoria en
electrénica puesto que para una mayor conductividad de la corriente implica una menor resistencia
del medio, por lo tanto una menor caida de tension. También es posible concluir que efectivamente
se observa un comportamiento correcto de los resultados, tal que el mayor valor de medicién por
secuencia corresponde efectivamente al mismo par de electrodos definidos para la inyeccion de

corriente dejando a las demas mediciones con valores muy cercanos o efectivamente nulos.

5.3. Simulacion del problema directo (2-D)

Para la obtencion de los voltajes diferenciales se consideraron los cinco perfiles mostrados

en la Fig. 5.3, arrojando los resultados observados en la Fig. 5.5.
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Fig. 5.5 Voltajes diferenciales resultantes al problema directo 2-D.

a) perfil homogéneo, b) perfil con interfaz media, c) perfil con doble interfaz.

Al igual que en el caso anterior de los resultados al problema directo para el modelo en una
dimension se tiene que los voltaje responden de manera inversa a la conductividad del medio, solo
que este modelo presenta cambios menos significativos en los voltajes obtenidos. Esto debido a que
el modelo en dos dimensiones presenta un comportamiento menos sensible a los cambios de

conductividad obteniendo voltajes mas representativos a la situacion real.

5.4. Resultados de simulacion del problema inverso (1-D)

5.4.1 Criterio de eleccion de B¢y A

Como se ha mencionado anteriormente, se utilizd el criterio de “Heuristic selection”
mostrado en [14], donde por medio de prueba y error se definen los valores de ¢ y A. Para ello se
realizan varias reconstrucciones variando dichos pardmetros y comparando los resultados de ¢*(z)
dentro de un limite de 50 iteraciones en el algoritmo de NRm para cada eleccion de f¢ y A. Se
considerd el hecho de que para el caso ideal en la teoria del método de regularizacidon de variacion

total se tiene que B¢ = 0 pero en la practica no puede ser dicho valor, por lo que se considerd variar
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A conun 4 = 1x107? fijo. De igual manera par al caso contrario se tomara el valor de A que arroje

la mejor aproximacién para variar S%.
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Fig. 5.6 Reconstrucciones con variacién de 1 y B%=1e-9.

a) perfil constante, b) perfil estilo rampa, ¢) perfil estilo sinusoidal, d) perfil estilo triangular, e) perfil estilo escalon.

De los resultados anteriores es posible establecer que el valor del hiperparametro A =
1x10~7 presenta una aproximacién mds cercana a la ideal mostrada en la Fig. 5.2. Si bien en los
resultados obtenidos para el perfil constante y escalon no existen grandes diferencias entre las
variaciones de A, para los perfiles del tipo sinusoidal, rampa y triangular se pueden observar a
simple vista que existe una gran importancia al momento de considerar variaciones de A.
Posteriormente se realizd el mismo anélisis pero tomando un intervalo de variacion de A < 1x1077,
lo que produjo resultados con cambios infimos de reconstruccion. De lo anterior se establece

A = 1x10~7 como un valor que satisface el criterio de “Heuristic selection”.

Una vez establecido el valor de hiperpardmetro se procede a la fijacion del valor del
parametro de diferenciabilidad f¢ variando su valor de forma descendente de manera de analizar el
caso ideal en la practica cuando B¢ — 0. Dicho intervalo a considerar serdn variaciones en
[1x107%%,1x107°], ya que para valores por debajo de este intervalo el algoritmo de NRm presenta
problemas de singularidad provocando la divergencia del perfil de conductividad reconstruido con

respecto al ideal.
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Fig. 5.7 Reconstrucciones con variaciéon de g4y A=1e-7.

a) perfil constante, b) perfil estilo rampa, ¢) perfil estilo sinusoidal, d) perfil estilo triangular, e) perfil estilo escalon.

En el proceso de eleccién de un valor de B¢ se encontrd que para valores por debajo del
establecido en un principio de f¢ = 1x10~°, las reconstrucciones no presentan grandes variaciones
pero aun asi, a medida que se va disminuyendo la reconstruccion presenta pequefias variaciones que
provocan que la solucion se aleje de la més cercana a la ideal. Sin embargo el valor de ¢ tiene
directa influencia en la aproximacion en donde los cambios del perfil de conductividad son bruscos,
por lo que en las reconstrucciones obtenidas posteriormente con datos reales el valor de f¢ puede
considerarse aun mas pequefio que el definido para simulaciones de ¢ = 1x107°. Los valores
establecidos mediante el método de “Heuristic selection” arrojan las reconstrucciones en

comparacion con la solucidn ideal mostradas en la Fig. 5.8.

Por otro lado, también es posible analizar la rapidez del algoritmo NRm con regularizacion
de variacion total descrito en este trabajo mediante el comportamiento del funcional de error
cuadratico regularizado para cada caso, como se muestra en la Fig. 5.9. Donde es posible observar
que en todos los casos se converge rapidamente antes de la décima iteracion del algoritmo de

actualizacion, en donde el valor del error en todos los casos es del orden de 1x107° permitiendo
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acomodar el algoritmo para un menor coste de tiempo acortando la cantidad de iteraciones

necesarias para converger a la solucion requerida.
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Fig. 5.8 Comparacién de reconstruccion vs perfil ideal.

a) perfil constante, b) perfil estilo rampa, ¢) perfil estilo sinusoidal, d) perfil estilo triangular, e) perfil estilo escalon.
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Fig. 5.9 Error cuadratico regularizado de reconstruccion.

a) perfil constante, b) perfil estilo rampa, ¢) perfil estilo sinusoidal, d) perfil estilo triangular, e) perfil estilo escalon.

5.4.2 Incorporacion del error de medicion

En la practica los datos reales vienen con una adicion que modifica las mediciones ideales,
dicha adicion se considera como un error de medicion que para efectos de simulacion se considerara

como un vector de valores aleatorios w € RET*1 | tal que,

€
Il

s-C, (5.1)

donde, C € RE™™*1 contiene valores aleatorios entre [—p,p] siendo p el valor medio entre el
maximo y el minimo valor de U, (vector de mediciones de voltaje diferencial), y el valor s

representa el porcentaje de sensibilidad del error. Definido lo anterior el vector de mediciones a

utilizar se considera como,

U yizo = Up+ @ . (5.2)

Para la etapa de simulacion se consideran valores de sensibilidad de 0.5%, 3%, 5% y 10%
con respecto al valor medio definido anteriormente, y un limite de 20 iteraciones ya que es

suficiente para que el error cuadratico regularizado se estabilice en torno a un valor, obteniéndose

los siguientes resultados.
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Fig. 5.10 Reconstruccion perfil constante con adicion de error de medicion.

paras = 10%.

a) reconstruccion para s = 0.5%, b) reconstruccion para s = 3%, c) reconstruccion para s = 5%, d) reconstruccion
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Fig. 5.11 Reconstruccién perfil rampa con adicion de error de medicion.

a) reconstruccion para s = 0.5%, b) reconstruccion para s = 3%, c) reconstruccion para s = 5%, d) reconstruccion
paras = 10%.
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Fig. 5.12 Reconstruccién perfil sinusoidal con adicion de error de medicion.

a) reconstruccion para s = 0.5%, b) reconstruccion para s = 3%, c) reconstruccion para s = 5%, d) reconstruccion

paras = 10%.
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Fig. 5.13 Reconstruccion perfil triangular con adicion de error de medicion.

paras = 10%.
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d)

a) reconstruccion para s = 0.5%, b) reconstruccion para s = 3%, c) reconstruccion para s = 5%, d) reconstruccion
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Fig. 5.14 Reconstruccion perfil escalén con adicion de error de medicién.

a) reconstruccion para s = 0.5%, b) reconstruccion para s = 3%, c) reconstruccion para s = 5%, d) reconstruccion

paras = 10%.
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5.5. Ajuste y calibracion del modelo 2-D

En este punto se adquirié una muestra de datos reales considerando la columna de acrilico
descrita en el anexo B y C en conjunto de la sonda tomografica descrita en el anexo A para un
liquido homogéneo, en este caso agua potable, ver Fig.5.16(a). Con un sensor de conductividad de
laboratorio modelo Lab 960 (SCHOTT Instruments) se obtuvo una medicion de referencia de agua

potable arrojando aproximadamente 95 uS/cm a 22°C , ver Fig. 5.15.

Luego se obtuvieron las mediciones arrojadas por el modelo 2-D para un perfil homogéneo

de valor 95 uS/cm, resultando las mediciones de la Fig. 5.16(b).

Se puede observar de la comparacion entre los resultados mostrados en la Fig. 5.16 que las
mediciones realizadas por la sonda tomografica, a pesar de que el liquido es homogéneo a todos los
niveles de altura, presenta pequefias variaciones en los voltajes obtenidos. Esto es debido a que cada
uno de los 16 electrodos presentes en la sonda presenta su propio valor de impedancia de contacto.
Para corregir estas variaciones entre las mediciones reales y del modelo en 2-D se le asignaron
impedancias de contacto z; diferentes de manera de ajustar estos dos resultados. Una vision mas

detallada se muestra en las comparaciones de la Fig. 5.17.

Fig. 5.15 Medicion de referencia con conductivimetro de laboratorio Lab 960.
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Fig. 5.16 Mediciones reales de sonda tomografica para agua potable.

a) mediciones reales con sonda tomografica para agua potable, b) mediciones simuladas por modelo 2-D para agua

potable (95 uS/cm) y z; = 13ohm.
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Fig. 5.17 Comparacién entre medicion real y modelo 2-D ajustado.

a) voltajes en par de inyeccion para z; = 13ohm, b) voltajes en par de inyeccion para impedancias de contacto ajustadas

a datos de muestra homogénea.
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Fig. 5.18 Variacion de medicion con respecto a la impedancia de contacto.

Las mediciones de voltaje estan fuertemente ligadas al valor de la impedancia de contacto que
se defina para el modelo. Como se puede ver en la Fig. 5.18, para la secuencia 8 de inyeccion de
corriente por ejemplo, las mediciones aumentan a medida que el valor de las impedancias, en este
caso todas las impedancias de igual valor, aumentan. El ejemplo anterior esta simulado para un

perfil de conductividad definido para agua potable de 95 uS/cm.

5.5.1 Relacion perfil conductivo y mediciones de voltaje

En este apartado se realizara un andlisis entre la evolucion que presenta el conjunto de
mediciones de voltaje considerando los valores maximos de cada secuencia y el valor del perfil de
conductividad. Para esto se utilizara el modelo en dos dimensiones ya ajustado a los datos reales.

Los resultados se pueden ver en las imdgenes y tablas siguientes.



Tabla 5.2 Voltajes diferenciales vs conductividad entre [0.01 mS/cm, 1000 mS/cm].

(m;’;i . 0,4=0,01 0,4=0,1 024=1 0,4=10 024=100 | 0,4=1000
U'sgi(v) | 28,1427 2,8142 0,2814 0,0281 0,0028 0,0003
U'sga(v) | 28,3581 2,8358 0,2835 0,0283 0,0028 0,0003
U'ss(v) | 27,8330 2,7833 0,2783 0,0278 0,0028 0,0003
U'sga(v) | 27,6888 2,7688 0,2768 0,0276 0,0028 0,0003
U'sgs(v) | 28,0918 2,8091 0,2809 0,0280 0,0028 0,0003
U'sgs(v) | 29,0032 2,9003 0,2900 0,0290 0,0029 0,0003
U's7(v) | 29,1899 2,9189 0,2918 0,0291 0,0029 0,0003
U'ss(v) | 30,0272 3,0027 0,3002 0,0300 0,0030 0,0003
U'so(v) | 30,3251 3,0325 0,3032 0,0303 0,0030 0,0003
U'so(v) | 30,2725 3,0272 0,3027 0,0303 0,0030 0,0003
U'ui(v) | 30,7047 3,0704 0,3070 0,0307 0,0031 0,0003
U'i(v) | 30,6136 3,0613 0,3061 0,0306 0,0031 0,0003
U'gis(v) | 30,9258 3,0925 0,3092 0,0309 0,0031 0,0003
U'saza(v) | 31,2440 3,1244 0,3124 0,0312 0,0031 0,0003
U'sis(v) | 31,3320 3,1332 0,3133 0,0313 0,0031 0,0003
35,0000
30,0000 W
25,0000
20,0000 —4—02d=0,01
—8-02d=0,1
Voltajes (V) 15,0000 == 02d=1
10,0000 —2d=10
5,0000 62d=100
0,0000 m —@—02d=1000

Uh2d 1

Uh2d 2

Uh2d 3
Uh2d 4

Uh2d 5

Uh2d 6

Uh2d 7
Uh2d 8
Uh2d 9

Mediciones
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Uh2d 14
Uh2d 15

Fig. 5.19 Visualizacion de tabla 5.2.
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Tabla 5.3 Voltajes diferenciales vs conductividad entre [0.01 mS/cm, 0.1 mS/cm].

(mg;f: m) 0,4=0,01 0,4=0,03 0,4=0,05 0,4=0,07 0,4=0,09 0,4=0,1
U'sq1(v) 28,1427 9,3809 5,6285 4,0203 3,1269 2,8142
U's42(v) 28,3581 9,4527 5,6716 4,0511 3,1509 2,8358
U's43(v) 27,8330 9,2776 5,5660 3,9761 3,0925 2,7833
U'sq4(v) 27,6888 9,2296 5,3577 3,9555 3,0765 2,7688
Uh2d5(v) 28,0918 9,3639 5,6183 4,0131 3,1213 2,8091
U'sq6(v) 29,0032 9,6677 5,8006 4,1433 3,2225 2,9003
U'sq7(v) 29,1899 9,7299 5,8379 4,1699 3,2433 2,9189
U'sag(v) 30,0272 10,0090 6,0054 4,2896 3,3363 3,0027
U'sg0(v) 30,3251 10,1083 6,0650 4,3321 3,3694 3,0325
U'sq10(v) 30,2725 10,0908 6,0545 4,3246 3,3636 3,0272
U'sq11(v) 30,7047 10,2349 6,1409 4,3863 3,4116 3,0704
U'sq12(v) 30,6136 10,2045 6,1227 4,3733 3,4015 3,0613
U'sq13(v) 30,9258 10,3086 6,1851 4,4179 3,4362 3,0925
U'sq14(v) 31,2440 10,4146 6,2488 4,4634 3,4715 3,1244
U'sq15(v) 31,3320 10,4440 6,2664 4,476 3,4813 3,1332
35,0000
30,0000
25,0000
20,0000 —4—02d=0,01
Voltajes (V) == 02d=0,03
15,0000 —h—020d=0,05
10,0000 == 02d=0,07
5,0000 == 02d=0,09
=0-02d=0,1
0,0000 — T T T T T T —

Mm < n O~ 0 O
T T T T T T T
o o o o oN o o
e c ey ey ey ey e
5 5 5 5 5 5 5
Mediciones

Fig. 5.20 Visualizacion de tabla 5.3.
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Tabla 5.4 Voltajes diferenciales vs conductividad entre [0.002 mS/cm, 0.01 mS/cm].

(mg;:: m) 0,4=0,002 | 0,3=0,004 | 0,4=0,006 | 0,4=0,008 0,43=0,01
U's1(v) 140,7135 70,3567 46,9045 35,1783 28,1427
U's2(v) 141,7905 70,8952 47,2635 35,4476 28,3581
U'5(v) 139,165 69,5825 46,3883 34,7912 27,8330
U'sga(v) 138,4442 69,2221 46,1480 34,611 27,6888
U5 (v) 140,4592 70,2296 46,8197 35,1148 28,0918
U'sas(v) 145,0164 72,5082 48,3388 36,2541 29,0032
U4 7(v) 145,9498 72,9749 48,6499 36,4874 29,1899
U's(v) 150,1364 75,0682 50,0454 37,5341 30,0272
U'sg0(v) 151,6258 75,8129 50,5419 37,9064 30,3251
U'sa10(v) 151,3626 75,6813 50,4542 37,8406 30,2725
U'sa11(v) 153,5238 76,7619 51,1746 38,3809 30,7047
U212 (v) 153,068 76,5340 51,0226 38,267 30,6136
U3 (v) 154,6292 77,3146 51,5430 38,6573 30,9258
U214 (v) 156,2203 78,1101 52,0734 39,0550 31,2440
U415 (v) 156,6604 78,3302 52,2201 39,1651 31,3320

183

163

143 'w

123

Voltajes (V)

103

83
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Fig. 5.21 Visualizacion de tabla 5.4.
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En todos los casos se puede observar que cuando el valor de la conductividad aumenta se
tiende a un mismo valor en cada punto de medicidn diferencial de voltaje. Dicho valor corresponde
al voltaje medido sobre las impedancias de contacto de los electrodos de medicion, ya que la
resistividad del medio es demasiado baja y puede ser aproximada a cero a medida que la
conductividad aumenta comprobandose la relacion inversa entre resistividad y conductividad. Esta
tendencia se puede entender de mejor manera con la Fig. 5.22, en donde se representa de manera

resistiva el sistema inyeccidn-medicidn.

o, R
I
Uy R,
.
I; <4
% R

c
7
Fig. 5.22 Representacion resistiva de medicion.
En la Fig. 5.22, R,, representa la resistencia asociada a la resistividad del medio, R,

representa la resistencia asociada a la impedancia de contacto del [-ésimo electrodo. Por lo tanto la
ecuacion segun la ley de Ohm para una resistividad considerable del medio, es decir una baja
conductividad del medio,

Uy =1 (Re, + Ropyy + Rin), (5.3)

€l+1

por lo tanto para medios donde la conductividad es demasiado alta (> 0.1 mS/cm) la ecuacidén

(5.3) puede considerarse como,
Uy ~ I+ (Re, + Reyy ) - (5.4)

En las ecuaciones (5.3) y (5.4) las resistencias que representan a las impedancias de contacto

R, presentan un comportamiento que tiene relacion con la resistividad del medio, segun [20] de
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forma inversamente proporcional, es decir, a valores altos de conductividad del medio presente en

contacto con el electrodo, la impedancia de contacto de dicho electrodo sera pequeiia.

5.6. Calibracion entre modelo 2-D y 1-D

Como se ha visto durante este trabajo, los modelos en una y dos dimensiones tienen sus

propios comportamientos, los cuales se pueden ejemplificar obteniendo los resultados del problema

directo de ambos modelos para un igual perfil de conductividad, (ver Fig. 5.23).

En este apartado el trabajo se centra en encontrar un factor el cual permita relacionar los

datos obtenidos por el modelo bidimensional con el modelo unidimensional. Esto se realiza para

ingresar al problema inverso con un set de voltajes equivalentes a un perfil de conductividad

correcto o cercano al deseado, ya que cada modelo presenta sus propias mediciones para un

respectivo perfil conductivo.

Voltaje diferencial (v)

Medicion

a)

Medicion
b)

Fig. 5.23 Voltajes de problema directo para o = 95 mS/cm.

a) resultados modelo 1-D, b) resultados modelo 2-D.
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Fig. 5.24 Voltajes par de inyeccién para ¢ = 95 mS/cm.

a) resultados modelo 1-D, b) resultados modelo 2-D.

Dado que el problema inverso de reconstruccion responde a una entrada entregada por el
problema directo del modelo unidimensional para la obtenciéon de la magnitud de conductividad
correcta, se hace necesario un ajuste para convertir las mediciones reales o entregadas por el modelo

bidimensional a un equivalente del modelo unidimensional.

En este punto se utiliza la ventaja de tener el modelo en dos dimensiones puesto que con él1
es posible obtener los voltajes asociados a cada par de electrodos de inyeccion de corriente para
cualquier valor de conductividad simulado. De igual manera, se obtienen los resultados para los
mismos perfiles de conductividad arrojados por el modelo en una dimension y asi obtener un factor
de conversion que acomode los voltajes desde el modelo bidimensional al modelo unidimensional.

La Fig. 5.26 resume de forma grafica la creacion de dicha matriz de coeficientes.
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Fig. 5.25 Evolucion de coeficiente de ajuste para primera secuencia de inyeccion.

Perfil referencia

Fig. 5.26 Diagrama creacién del vector de coeficientes.

Problema directo
modelo 1-D

Problema directo
modelo 2-D

Voltajes 1-D

Voltajes 2-D

Vector de
coeficientes

En la Fig. 5.25 se tiene el coeficiente para cada valor de conductividad entre 0.001 y 1000

mS/cm correspondiente a la primera secuencia de inyeccion y por ende los coeficientes que

permiten el ajuste del primer punto de medicion entre Fig. 5.24(a) y Fig. 5.24(b). De igual manera,

se obtienen las dindmicas de dichos coeficientes de ajustes para las 14 secuencias restantes.

Se puede observar también que los coeficientes presentan un comportamiento casi constante

lo que puede asociarse a que ambos modelos tienen una relacion casi lineal.
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Aplicado este ajuste al modelo bidimensional se tienen los resultados mostrados en la Fig.
5.27 en donde se muestra que el ajuste acomoda de buena manera el resultado del modelo
bidimensional (ver Fig. 5.24(b)) a los resultados entregados por el modelo unidimensional tomado

como referencia.
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Fig. 5.27 Resultado de ajuste del modelo 2-D a 1-D.
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=]

Se puede verificar este ajuste para otros perfiles de conductividad que no sean constantes,
como por ejemplo distintos tamafios de cambio del tipo escalén que se observan a continuacion.
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Fig. 5.28 Resultado de ajuste entre modelo 2-D y 1-D para perfiles de conductividad escal6n.

a) voltajes par de inyeccion para escalén de 0.1 uS/cm, b) voltajes par de inyeccion para escalon de 10 uS/cm,
¢) voltajes par de inyeccion para escalon de 100 uS/cm.



Error cuadratico medio (v)

69

Una muestra de la evolucidon del error cuadratico medio del ajuste entre ambos modelos a
medida que el perfil de conductividad constante aumenta se muestra en la Fig. 5.29(a), para un perfil
constante incorporando un escalén de 0.1 uS/cm se muestra en la Fig. 5.29(b) y de 10 uS/cm en la
Fig. 5.29(c). Como se observa en la Fig.5.29 para todos los casos el error es mayor a bajas
conductividades (< 6 uS/cm), esto es provocado ya que a bajas conductividades los voltajes
obtenidos por el problema directo para ambos modelos son altos en magnitud. Sin embargo los
errores estan en el orden de los pV para el caso constante y alrededor de los mV para los casos con

escalén. Una vision mas detallada se tiene en la Fig. 5.30 para el caso de perfil constante de la Fig.
5.29(a).
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Fig. 5.29 Error cuadratico medio ajuste entre modelo 2-D y 1-D con respecto al perfil simulado.

a) error para perfil constante, b) error para perfil escalon de 0.1 uS/cm, ¢) error para perfil escaléon de 10 uS/cm.
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Fig. 5.30 Error cuadratico medio para conductividades bajas y perfil constante.

5.7. Resultados con data simulada
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En este apartado se muestran algunos resultados implementando todos los ajustes y

calibraciones realizados en este trabajo siguiendo un perfil de conductividad de referencia simulado

para obtener las respectivas reconstrucciones de conductividad entregadas por el problema inverso

del modelo unidimensional a partir de los voltajes obtenidos por el problema directo del modelo

bidimensional inicialmente. La siguiente imagen ilustra el orden que sigue el algoritmo creado con

las técnicas y métodos vistos durante este trabajo.

Perfil conductivo de
referencia

_ P. Directo Voltajes de
- modelo 1-D referencia 1-D
N P. Directo

- modelo 2-D

_| Coeficientes
Voltajes 2-D de ajuste

P. Inverso
modelo 1-D

Voltajes ajustados

amodelo 1-D

Fig. 5.31 Diagrama ilustrativo del orden de calculos.

Perfil conductivo
calculado modelo 1-D

Voltajes calculados
modelo 1-D
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Luego se procedi6 a realizar las respectivas simulaciones y reconstruccion del perfil de

conductividad para los casos mostrados en las Fig. 5.27 y 5.28 obteniendo los siguientes resultados.
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Fig. 5.32 Reconstrucciones de perfil conductivo.

a) referencia perfil constante, b) referencia perfil escalon de 0.1 uS/cm, ¢) referencia perfil escalon de 10 uS/cm,

d) referencia perfil escalén de 100 uS/cm.
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Se observa en la Fig. 5.33 los respectivos errores de la reconstruccion realizada por el

método planteado en este trabajo.
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Fig. 5.33 Errores de reconstruccion.
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a) error perfil constante, b) error perfil escalén de 0.1 uS/cm, ¢) error perfil escalén de 10 uS/cm,

d) error perfil escalon de 100 uS/cm.
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Los errores mostrados anteriormente corresponden a la diferencia por elemento del perfil
ideal y el perfil reconstruido por el problema inverso. Se puede observar que para los perfiles de
referencia del tipo escalon efectivamente se producen errores al momento del cambio brusco de la
conductividad, sin embargo el algoritmo de reconstruccion responde de buena manera acomodando
el perfil reconstruido al de referencia y por ende reduciendo el valor del error. Por otro lado para el
perfil constante de referencia, el error obtenido por elemento de reconstruccion alcanza un maximo
de 2.0554x1073uS/cm lo que se puede considerar como dentro de los margenes aceptables

(< 5uS/cm) para obtener una reconstruccion acorde al valor deseado.

Estas reconstrucciones son posibles representarlas en imagenes tal que imiten la situacion de
la columna en dicho instante y de esta manera tener una vision de lo que estd ocurriendo
permitiendo una comparacion mas directa con el Set up implementado. A continuacién se muestran
dichas representaciones para el caso de perfil constante y escalén mostrado en la Fig. 5.32(a) y

5.32(d).

Conductividad (uS/cm) Conductividad (uS/cm)
200 200

180 180

160 160

140 140

120 120

a) b)

Fig. 5.34 Reconstrucciones en vision de columna.

a) perfil constante, b) perfil escalon de 100 uS/cm.
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5.8. Resultados con data real

Para la obtencidon de las mediciones de las situaciones reales se utilizd 120 litros de agua
potable como solucion principal y 20 kilogramos de silice (Si0,) como compuesto alterador de
conductividad incorporando floculante TEC 228 en una concentracion de 1.5 gr/750 ml de agua

destilada y 9 litros de agua potable.

Se procedieron a tomar muestras sobre siete instantes de tiempo dentro de la columna de
acrilico que abarcan desde aire hasta distintos niveles de altura para la interfaz creada considerando
siempre un nivel de conductividad de agua potable conocido de 95 uS/cm. Los niveles de altura de
la interfaz fueron creados mediante la inyeccion de pulpa o concentrado desde el fondo de la
columna a una altura deseada. Una vez que se forme la interfaz a simple vista se detuvo la bomba
por 1 minuto y se procedid a obtener las muestras por el minuto siguiente. E] muestreo es de 0.25
segundos definidos por el hardware, por lo que de cada 4 mediciones se calculd un promedio el cual

representa un muestreo de 1 segundo definido por el software creado.

Cabe mencionar que los resultados mostrados a continuacion y durante todo este trabajo son

sobre el largo efectivo de la sonda utilizada, la cual no alcanza el fondo de la columna de acrilico.
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Fig. 5.35 Resultados reales para situacién de aire himedo.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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Fig. 5.36 Resultados reales para situacién de agua potable.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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Fig. 5.37 Resultados reales para situacion homogénea.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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Fig. 5.38 Resultados reales para primer nivel de interfaz.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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Fig. 5.39 Resultados reales para segundo nivel de interfaz.

120

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna

reconstruida.
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Fig. 5.40 Resultados reales para tercer nivel de interfaz.

reconstruida.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna



Voltaje diferencial (v)

a)
x 107
7 L L T T T L L
/ N
— 2 U1d (H,0)
— 9 U2d (referencia)
% U1d (calculado)
6 L
&
&
5

Medicion

)

c (uS/cm)

130

125

120

81

Conductividad (uS/cm
200

180
160
= 140
120
= -100

= 180

60
40

20

b)

| o calculado |
b mm—— c H,0 -
20 40 60 80 100 120 140
Elemento MEF
d)

Fig. 5.41 Resultados reales para cuarto nivel de interfaz.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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Fig. 5.42 Resultados reales para nivel doble de interfaz.

a) situacion a reconstruir, b) vision de columna obtenida, ¢) voltajes medidos en sonda, d) conductividad en columna
reconstruida.
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5.8.1 Analisis de los resultados con data real

Como se menciond anteriormente se utilizé el compuesto quimico llamado silice o diéxido de
silicio (SiO,) como compuesto alterador de la conductividad. Segun [21] y [22] el diéxido de silicio
tiene una solubilidad en agua muy baja de alrededor de 0.012% para 20°C, siendo esta porcion
disuelta la que provoca un aumento de la conductividad en la columna y el porcentaje restante se
mantiene como didéxido de silicio sedimentando a una velocidad que depende de la granulometria
del compuesto. Ademas, se produce acido silicico el cual es un acido débil implicando que una
fraccion de este se descompone en iones silicatos e iones hidrogenos o hidrogeniones. La ecuacion

quimica representativa de la columna cuando se agrega dioxido de silicio se muestra a continuacion,

Si0, + H,0 & Si0, + H,0 +  H,SiO, + Si0z2  +  2HY . (5.3)

Silice  Agua Silice Agua  Acido Silicico Ion Silicato  Ton hidrégeno

En resumen se tiene una baja porcion de silice que se convierte en acido silicico y este a su
vez al ser un acido débil una pequefia porcion se disuelve formando iones que afectan aumentando
la conductividad y el restante de silice que no se alcanza a disolver sedimenta disminuyendo la

conductividad del medio.

En los resultados observados en las Fig.5.38 a Fig.5.42 se muestra efectivamente estos
efectos en la alteracion de la conductividad. En los resultados sobre el primer nivel de la interfaz se
tiene que la conductividad aumenta precisamente al nivel correspondiente al cambio de fase dentro
de la columna. En cambio para los siguientes niveles se tiene un aumento que le sigue una pendiente
negativa a medida que se alcanza el fondo efectivo medido por la sonda alcanzando el mismo valor
de conductividad de la fase superior a la interfaz creada. Esta pendiente se explica a raiz que a
medida que el nivel de la interfaz sube en altura, el concentrado de silice inyectado a este nivel
aporta nuevos iones que a su vez se encuentran cada vez mas diluidos nivelando los valores de

conductividad.

Por otro lado en la Fig.5.42 se observa este mismo comportamiento pero con una baja
considerable en la conductividad efectivamente en la parte baja de la sonda, lo que se produce por el

efecto de que a este nivel (linea roja mostrada en Fig.5.42(a) se encuentra un concentrado de silice
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que no ha podido ser disuelto en agua aumentando la resistividad del medio a este nivel y por ende

bajando la conductividad eléctrica.

Para el caso de la Fig.5.35 en donde se tienen los resultados para el caso donde solamente
existe aire huimedo dentro de la columna, las reconstrucciones avalan la teoria de que el aire himedo
es capaz de conducir corriente a un cierto nivel y no funcionar como aislante como el caso del aire

S€CO.
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6. Conclusiones

Se ha demostrado en el transcurso de este trabajo que la tomografia por impedancia eléctrica
es una técnica factible para la medicién y andlisis de conductividad eléctrica. Los métodos de
inyeccion y medicion adyacentes han proporcionado los datos necesarios de entrada al algoritmo de
reconstruccion desarrollado. Gracias a las simulaciones realizadas se pudo conocer la importancia
del valor de hiperparametro, el cual para valores grandes el algoritmo de reconstruccién se va
alejando de la convergencia de una solucion, determinando la sensibilidad del método de

regularizacion.

Se ha podido conocer la no implicancia que tiene la conductividad eléctrica con lo observado
visualmente, puesto que la naturaleza quimica presente en los resultados permite obtener resultados
que no necesariamente pueden ser deducidos a simple vista, haciendo la técnica de TIE una

herramienta sumamente util para determinados tipos de control.

En la parte de calibracion, es posible mencionar que la etapa de transicion entre el modelo
bidimensional y unidimensional es de wvital importancia para un correcto funcionamiento del
algoritmo y posterior convergencia del problema inverso, puesto que sin los coeficientes de ajuste
los voltajes ingresados al problema inverso del modelo unidimensional no estarian nivelados, por
ende no se asegura la convergencia del algoritmo ya que se pueden producir problemas de no

singularidad del problema inverso.

Durante este trabajo se ha podido aprovechar por una parte la simpleza matematica que
otorga el modelo en una dimension pero a su vez utilizando la exactitud en la obtencion de datos
reales, permitiendo también la prediccidn de resultados e informacidon otorgada en simulaciones

obtenidas por el modelo bidimensional.

En general se considera que se han cumplido los objetivos descritos al principio de este
trabajo de Memoria de Titulo obteniendo los resultados esperados y dejando abierta la opcion de

potenciar los métodos vistos para una mejora futura del algoritmo.
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Anexo A. Caracteristicas del Hardware
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A.1. Sonda tomografica

]5% -7

26,7

@ 48,3

[ L[ Tof fel Qe[ o[ Dol Ao o[ Tl def fof Tl Do [ ol I I

18,9
1369.6

2010

Fig. A.1 Dimensiones en mm de la sonda tomografica.

Tabla A.1 Resumen de las especificaciones fisicas de la sonda tomografica.

Diametro sector efectivo 60,3 mm

Diametro sector superior 48,3 mm

Ancho de electrodos 27,5 mm

Ancho entre electrodos 52 mm

Largo sonda total 2010 mm

Largo efectivo de la sonda 1369,6 mm

Ancho superior de la zona efectiva 26,7 mm

Ancho inferior de la zona efectiva 18,9 mm

A.2. Placa P64 EIST
Tabla A.2 Especificaciones de placa dispositivo P64 EIST.

Amplitud maxima de inyeccion 6.5 mA
Frecuencia minima de inyeccidén 0Hz
Frecuencia méxima de inyeccion 1 MHz
Ajuste de angulo de fase de inyeccion 0°...360°
Electrodos de inyeccion 30+ 30
Canales paralelos de inyeccion 8
Componentes frecuenciales por canal de inyeccion 3
Maximo nimero de secuencia 53
Precision méxima de medicidon (max. oscilacion de voltaje) 153 ulV (£1.25V)
Maxima oscilacion de voltaje (max. precision de medicion) +10V (1.25 mV)
Maximo niimero de muestras de medicion (por canal) 2048
Frecuencia méxima de muestreo 25MHz
Numero maximo de canales de medicion 64




numcore

Fig. A.2 Gabinete Numcore.

Fig. A.3 Placa maestra P64 con cableado coaxial, cable Ethernet y par trenzado a DSP.

89



Fig. A.4 Tarjeta DSP en conexion de cable par trenzado de adquisicion de datos.

A.3. Variador PowerFlex 70EC

Fig. A.5 Imagen frontal del variador de frecuencia PowerFlex 70EC.
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A.4. Bombas Bredel Hose SP/25

Fig. A.6 Imagen frontal bombas Bredel Hose SP/25.

A.S. PLC Allen Bradley 1756 y Switch

. Fuente de Poder Modulo Controlador

Modulo Ethernet

Fig. A.7 Imagen frontal PLC.



92

Anexo B. Diagrama de Columna y Sonda
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Fig. B.1 Diagrama 2D de instalacion columna de sedimentacién.
a) diagrama frontal con bombas, b) diagrama frontal resaltando ubicacion de sonda tomografica, ¢) diagrama lateral con

bombas, d) diagrama lateral resaltando ubicacion de sonda tomografica.
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Fig. B.2 Diagrama 3D de instalacion columna de sedimentacién.

Fig. B.3 Instalacion en terreno de la columna de sedimentaciéon y sonda tomografica.
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Anexo C. Set-up Experimental

El hardware a utilizar consiste en una sonda tomografica de 1.4 m (largo efectivo) con
caracteristicas que se muestran en el anexo A.1 y el equipo disponible en el laboratorio de control
del DIE de la empresa Numcore para la etapa de inyeccion de corrientes y medicion de voltajes por
medio de una tarjeta DSP configurada como esclava y un sistema de placa maestra modelo P64

EIST, con caracteristicas disponibles en anexo A.2.

La sonda tomografica es conectada al equipo Numcore por medio de cables coaxiales para la
inyeccion de las respectivas corrientes y un cable serial par trenzado para la medicion de voltajes.
Las corrientes son inyectadas por medio de la placa maestra P64 y los voltajes medidos son

trabajados y demodulados en la tarjeta esclava DSP.

Por otro lado, los softwares utilizados consisten en 2 programas principales. Primero esta el
software que viene incluido con el hardware de Numcore, el cual permite realizar las respectivas
configuraciones de cableado, secuencias de inyeccion de corriente, par de electrodos de medicion e
inyeccion ademds de establecer el muestreo de senales, frecuencias y amplitudes de inyeccion [5].
Segundo, se encuentra el software de programacion Matlab (R2012a), que es utilizado en este
trabajo de Memoria de Titulo en la etapa de resolver las ecuaciones del problema directo e inverso
de TIE considerando un set de datos definidos a modo de prueba y posteriormente la adquisicion y

prueba del algoritmo de reconstruccion con datos reales medidos mediante la sonda tomogréafica.

El set-up experimental es mostrado en la Fig. C.1 y consta principalmente en una columna de
material acrilico de 120 litros de capacidad, didmetro interior 28,5 cm y exterior 30 cm con una
altura de 2 m, en donde se encuentra en su interior la sonda tomografica. El liquido en analisis
mantendra una circulacion constante por medio de 2 bombas modelo Bredel Hose SP/25 conectadas
por alimentacion trifésica a variadores individuales modelo PowerFlex 70EC, a su vez comunicados
via cableado Ethernet a un Switch conectado a un mddulo Ethernet IP 1756-EN2T incorporado en
un PLC Allen Bradley Controllogix 1756 con mddulo controlador 1756-L64. Finalmente se cuenta
con dos estanques de 200 y 60 litros para la descarga y carga de la columna por medio de las

bombas.
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Anexo D. Modelo Resistivo en una Dimension

El problema directo que se vio a lo largo de este trabajo es el representado por la ecuacion
(4.9) y (4.10), el cual depende del calculo mediante la inversa de la matriz de rigidez B que a su vez
contiene las variables de estado de conductividad eléctrica. Provocando que el problema directo sea

automaticamente un problema no lineal.

En este apartado se muestra otra opcion a la solucion del problema directo y su respectivo
problema inverso que consta en trabajar con un modelo que permita evitar la no linealidad y que a
su vez brinde la ventaja de trabajar con un problema que pueda ser resuelto en solamente una

iteracion para obtener resultados cercanos a los obtenidos con el modelo trabajado anteriormente.

Este modelo unidimensional consta principalmente en que se considera a la sonda y su
entorno como un circuito resistivo de la forma en que se muestra en la Fig.D.1 implementando la

definicion de nodos y elementos vistas en el MEF.

nodo 1 nodo 2 nodo3 nodo4 nodoN-2 nodoN-1 nodoN

O—A—0—AM——AM—p- - - - - -o—i\:)v\—o—w—o
2 )

’% 2 3 N-2 'ON-1

Fig. D.1 Representacion circuital para modelo resistivo.

Se considera una estrategia de inyeccidn de corriente y mediciéon de voltaje visto en el
apartado 4.6. Se mantiene el mismo nimero de nodos (N = 150) por lo que la cantidad de
elementos, en este caso la cantidad de valores de resisitividades del medio, es de N — 1 = 149. Lo
que implica que cada electrodo estd separado por 10 elementos. La inyeccion de corriente puede ser
visualizada en la Fig.D.2, lo que equivale a la Fig.5.1 para el modelo no lineal trabajado

anteriormente para la primera secuencia de inyeccion.
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nodo 1 nodo 11 nodo 21

.._w_........._w_ﬂ_w_........._w_.. mammas

=~ P, Po P B ﬁ

elctrodo 1 electrodo 2 electrodo 3

-1 +1

Fig. D.2 Visualizacion para primera secuencia de inyeccion del modelo resistivo.

De la Fig.D.2 es posible considerar un circuito cerrado entre la sonda y el medio formando
una ecuacion por secuencia de inyeccion (Ley de Ohm) en funcion de las resistividades involucradas

como sigue,

U,=R, I, (D.1)

donde R, representa un vector de una columna en donde cada fila se encuentra la sumatoria de
resistividades involucradas en cada inyeccion de corriente. U, es un vector de voltajes diferenciales,

que para el caso de la sonda corresponde a las mediciones realizadas por el hardware para el par de
electrodos que involucra la inyeccion de corriente en cada secuencia. La ecuacion (D.1) puede ser

representada como,

— 10 —

ZPL'
I[UHI =
I ; |= A R (D.2)
[UéSJ 150

Z Pi

~i=141 -

la ecuacidn (D.2) puede ser escrita en funcion directa de las variables p;,
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K
L [ |
|;|=Ap-| |-1, (D.3)
lUgSJ lp150J
U,=A,p-1, (D.4)

donde la matriz A, es constante de 15 filas (secuencias de inyeccion) y N — 1 columnas. Cada fila

contiene valores 0 a excepcidn de las respectivas posiciones de p; donde el valor es 1.

La ecuacion (D.4) puede considerarse como un problema lineal mal condicionado dado el
niamero de ecuaciones e incdgnitas, por lo que se utiliza el mismo método de regularizacion de
Tikhonov visto en la ecuacién (4.61) con L =1 la matriz identidad y el mismo valor de
hiperparametro de regularizacion A utilizado en el modelo trabajado anteriormente. Para poder
realizar la solucién del problema inverso visto en la ecuacion (4.61) se utilizo la forma explicita de

la solucion al método de Tikhonov [23],
iiz((A-I)T-(A-I)+AZ-l)‘l-(A-I)T-Up, (D.5)

luego se aplica la inversa a cada valor del vector p encontrado para convertir los valores a

conductividades eléctricas.

Finalmente se obtuvieron los resultados a las reconstrucciones para este modelo resistivo de
una iteracion y se comparan al mismo tiempo con las reconstrucciones obtenidas con el modelo no

lineal desarrollado anteriormente en este trabajo.
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Fig. D.3 Comparacién de reconstrucciones entre modelos.

a) reconstruccion para aire humedo, b) reconstruccion para agua potable, ¢) reconstruccion para mezcla homogénea, d)

reconstruccidn para primer nivel de interfaz, e) reconstruccion para segundo nivel de interfaz, f) reconstruccidn para

tercer nivel de interfaz, g) reconstruccion para cuarto nivel de interfaz, h) reconstruccion para doble interfaz.



101

Dados los resultados obtenidos es posible observar que las reconstrucciones del modelo
resistivo lineal tienen la misma tendencia que las reconstrucciones del modelo no lineal, pero
presentan un estilo tipo escalon y no una tendencia a reconstruir curvas suaves del modelo no lineal.
Si bien el modelo en dos dimensiones desarrollado en este trabajo permite conocer la dindmica real
de la situacion, también permite conocer los valores de coeficientes de ajuste los cuales se adaptan
de buena manera a este modelo resistivo, comprobandose con la superposicion entre los perfiles

reconstruidos por ambos modelos.

Sin embargo, la naturaleza del problema nos permite establecer que los cambios de
conductividad eléctrica dentro de la columna de acrilico no pueden presentar un cambio escalon
demasiado pronunciado, por lo que se considera que el modelo no lineal presenta mejores resultados
de reconstruccion. Sin dejar de lado que el modelo lineal presentado en este apartado presenta una
opcion viable al momento de la reconstruccion proporcionando una mejora sustancial en términos de

procesamiento y desarrollo matematico.



