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Profesor gúıa: Lilian Salinas Ayala
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Resumen

La compresión y manejo eficiente de grandes grafos se vuelve cada d́ıa más funda-
mental en distintos ámbitos, desde la representación de la Web y las redes sociales, hasta
representar componentes biológicos. Su crecimiento ha tenido un aumento constante, y
con esto se eleva la exigencia en recursos para procesar consultas sobre ellos. Una solución
a este problema es buscar una opción de representar estos grafos de maneras alternativas
que permitan responder dichas consultas en el menor tiempo posible.

En este trabajo se desarrolla un método de compresión para grafos no dirigidos po-
co densos, que aprovecha la superposición de cliques maximales en la generación de una
estructura compacta que permite manejar de manera eficiente dichos grafos. Si bien el
problema de obtener los cliques maximales de un grafo es muy complejo (NP-completo),
existen algoritmos para grafos poco densos que logran generar el listado en poco tiem-
po. Además es un costo que se debe pagar una sola vez, luego de generar la estructura
compacta se puede obtener nuevamente el listado de cliques directo de ella.

Finalmente se prueba el rendimiento de esta estructura propuesta con diferentes grafos,
estudiando qué caracteŕısticas deben tener para aprovechar sus ventajas, y se compara
con otros algoritmos relevantes del estado del arte, comprobando su rendimiento tanto en
la compresión de grafos como en resolver las consultas sobre ella.

Se identifica que para grafos altamente clusterizados la compresión logra su máxima
eficiencia, ocupando menos de un bit por arco. En cuanto a respuesta de consultas, se
muestra que para ciertos casos se logran tiempos cercanos al estado del arte. Además se
desarrollan algoritmos que permiten recuperar el listado de cliques maximales, y consultar
la vecindad de dos vértices, sin necesidad de descomprimir. Por último, se proponen ĺıneas
de investigación para acelerar las consultas.
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Caṕıtulo 3. ESTADO DEL ARTE 9
3.1. Compresión de grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.1.1. The WebGraph Framework, Boldi y Vigna . . . . . . . . . . . . . . 9
3.1.2. BFS, Apostolico y Drovandi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.1.3. Using Re-Pair, Claude y Navarro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.1.4. Virtual Node Mining, Buehrer y Chellapilla . . . . . . . . . . . . . 16
3.1.5. k2-tree, Brisaboa, Ladra y Navarro . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.1.6. List Merging, Grabowski y Bieniecki . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2. Estructuras compactas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.1. Secuencias binarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2.2. Wavelet Tree y Wavelet Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2.3. SDSL - Succinct Data Structure Library . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3. Enumeración de cliques maximales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En los últimos años se ha visto un gran crecimiento en grafos de redes sociales y de la
web. Por ejemplo, el número de sitios indexados por los principales motores de búsqueda
en la web se estima actualmente en al menos 5,68 miles de millones1, o la cantidad de
usuarios activos diarios en redes sociales, como Facebook2 con 1,56 mil millones y un
crecimiento anual de un 8 %, o Instagram3 con más de mil millones de usuarios y más de
500 millones de historias diarias.

El grafo de la web representa los enlaces que tiene cada sitio hacia otro, y se modela
como un grafo dirigido, con un nodo por cada sitio anexado y un arco dirigido por cada
enlace que apunte a otro sitio. Los grafos de redes sociales representan relaciones entre
entidades, como personas o empresas, y son modelados como grafos dirigidos o no dirigidos
según corresponda. Por ejemplo, Twitter e Instagram permiten a sus usuarios seguir a
otros, conectándolos de manera asimétrica, y sus representaciones corresponden a un
grafo dirigido, mientras Facebook conecta de manera simétrica a sus usuarios, por tanto
se representa como un grafo no dirigido.

La estructura de enlaces del grafo de la web es usada por algoritmos de ranking
como PageRank [50], HITS [41], y Positional Power Function [32, 33], como también
para la detección de comunidades [43, 26, 55], detección de SPAM [14, 4, 53], detección de
anomaĺıas [51], además de servir para estudiar la web y su evolución [21, 42, 22]. Los grafos
de redes sociales son estudiados para reconocer actores relevantes en comunidades [54, 16],
identificar difundidores eficientes [40, 44, 58], desarrollar algoritmos para la maximización
de influencia [18], y estudiar cómo se propaga la información [47, 15, 57, 3, 17].

El gran tamaño de estos grafos trae consigo grandes problemas de procesamiento. Su
gran cantidad de vértices y aristas hacen prácticamente imposible mantener en memoria
toda esa información, sobre mil millones de nodos y todas las conexiones entre ellos. Y
procesar consultas sobre dichos grafos es muy costoso, sobre todo cuando la jerarqúıa
de memoria de los sistemas computacionales modernos penaliza los tiempos de acceso a
medida que los datos se alejan de las unidades de procesamiento.

Estos problemas han motivado a la comunidad cient́ıfica a proponer estructuras com-
primidas que permitan la navegación del grafo a través de consultas básicas, como obtener
el listado de vecinos de un nodo. El objetivo de estas representaciones comprimidas es
permitir la simulación de algoritmos de procesamiento de grafos usando mucho menos
espacio en memoria que las representaciones sin comprimir.

1http://www.worldwidewebsize.com/, consultado el 07 de agosto del 2019.
2https://investor.fb.com, informe de resultados del primer trimestre del 2019 de Facebook.
3https://instagram-press.com/our-story/, Infocenter de Instagram.

1

http://www.worldwidewebsize.com/
https://investor.fb.com/investor-news/press-release-details/2019/Facebook-Reports-First-Quarter-2019-Results/default.aspx
https://instagram-press.com/our-story/
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Por otra parte, la detección de cliques maximales en grafos es un problema NP-Hard
[39], y existen varios enfoques para tratar el problema [12, 23, 31, 9, 24, 25]. Esto es
particularmente de interés en grafos de red social para detectar comunidades [48], donde
es provechoso contar con modelos comprimidos de dichos grafos, y que permitan obtener
el listado de cliques maximales de manera rápida.

En el contexto de estructuras de datos sucintos, actualmente existen estructuras com-
pactas que permiten representar secuencias de bits, bytes y śımbolos, con soporte de
consultas básicas y rápidas [52, 30, 20].

Este método primero enumera los cliques maximales y luego los representa en una
estructura compacta. El esquema propuesto aprovecha tanto el tamaño como la superpo-
sición de vértices en los cliques con el objetivo de reducir el número de vértices expĺıcita-
mente representados en la estructura. Los resultados muestran alto nivel de compresión y
tiempos de acceso competitivo en grafos reales con un alto coeficiente de clustering y con
tamaños de cliques medianos o grandes.



Caṕıtulo 2

MARCO TEÓRICO

En este caṕıtulo se presentan las definiciones de grafos, cliques maximales, y algunas
métricas de clusterización, junto a codificaciones ocupadas en este trabajo.

2.1. Grafos, cliques maximales y métricas de clusterización

Se define un grafo G = (V,E) como el conjunto finito de vértices o nodos V y el
conjunto de aristas E ⊆ V × V (arcos). La expresión V (G) representa el conjunto de
sus vértices y E(G) el conjunto de sus aristas. El orden de un grafo corresponde al total
de sus vértices |V (G)|, mientras que el tamaño de un grafo corresponde al total de sus
aristas |E(G)|.

Dos vértices v1 y v2 ∈ V (G) son adyacentes o vecinos si (v1, v2) ∈ E(G) y v1 6=
v2. Un grafo es no dirigido cuando la arista conlleva ambos sentidos, quiere decir que
(v1, v2) = (v2, v1), ambos vértices son vecinos directos entre śı. Distintos son los grafos
dirigidos, donde las aristas tienen un solo sentido, y (v1, v2) 6= (v2, v1). En este caso, v2
es llamado vecino directo de v1, mientras v1 es llamado vecino inverso o reverso de
v2. Un grafo denso es aquel que su número de aristas es cercano al máximo. Este trabajo
está enfocado a utilizar grafos no dirigidos y poco densos.

El grado de un vértice d(v) se define como la cantidad de vértices en V (G) que son
adyacentes con v. La matriz de adyacencia de un grafo G corresponde a una matriz
binaria cuadrada |V (G)| × |V (G)| donde una celda (i, j) almacena un 1 solo si existe una
arista entre los vértices que corresponden a la conjunción del par (fila, columna) = (i, j).
En caso contrario, la celda contiene un 0.
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Figura 2.1: Ejemplo de grafos bipartitos. (a) Grafo bipartito. (b) Grafo bipartito completo
o biclique.
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Figura 2.2: Ejemplo de grafo y sus cliques maximales.

Un grafo k-degenerate es un grafo no dirigido donde cada subgrafo tiene un vértice
con grado a lo más k. El ı́ndice de degeneracy de un grafo, D(G), es el menor valor k
para el cual el grafo es k-degenerate.

Un grafo bipartito es un grafo tal que sus vértices pueden ser particionados en dos
conjuntos independientes, es decir, que los elementos de cada partición no son adyacentes
entre śı. Un grafo es bipartito completo o biclique, cuando todos los vértices de un
conjunto son vecinos directos de todos los vértices del otro conjunto. En la Figura 2.1 se
ilustra un ejemplo de grafo bipartito y un biclique.

Un clique es un subgrafo donde todos los vértices son adyacentes entre śı, es decir,
∃V ′ ⊆ V (G),∀v1, v2 ∈ V ′, (v1, v2) ∈ E(G). Un clique maximal no puede extenderse
incluyendo otro vértice adyacente, es decir, no es subconjunto de otro clique más grande.
En la Figura 2.2 se presenta ejemplo de un grafo y sus cliques maximales.

Un triángulo es un subgrafo de tres vértices y tres aristas. Se define λ(v) como la
cantidad de triángulos donde participa un nodo v, y λ(G) como la cantidad de triángulos
de un grafo, y se calcula sumando el cálculo individual para cada vértice, y dividiendo
el total en tres (por cada triángulo se cuentan 3 veces los vértices), como lo muestra la
siguiente ecuación

λ(G) =
1

3

∑
v∈V

λ(v) (2.1)

Un triplete es un subgrafo de tres vértices y dos aristas, donde las aristas comparten
un vértice común. Se define τ(v) como la cantidad de tripletes donde v es el vértice común,
y τ(G) como la cantidad de tripletes de un grafo.

τ(G) =
∑
v∈V

τ(v) (2.2)

El coeficiente de clusterización de un vértice indica cuánto está conectado con sus
vecinos, y se define como c(v) = λ(v)/τ(v). El coeficiente de clusterización de un grafo
(C(G)) es el promedio del coeficiente de todos los nodos del grafo, y se define como:
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C(G) =
1

|V ′|
∑
v∈V ′

c(v) (2.3)

V ′ = {v ∈ V |d(v) ≥ 2}

donde V ′ es el conjunto de vértices con un grado mayor a dos. Su rango es entre [0, 1],
mientras más cercano a 1 indica más conexión entre vértices.

La transitividad de un grafo (T (G)) es la probabilidad que un par de nodos adya-
centes estén interconectados, y se define como:

T (G) =
3λ(G)

τ(G)
(2.4)

y su rango también va entre [0, 1], siendo 1 cuando todos los nodos están interconectados
con todos.

Tanto el coeficiente de clusterización como la transitividad son métricas que permi-
ten vislumbrar cuán conectados o clusterizados están los vértices de un grafo, y de sus
ecuaciones se puede notar que están relacionados.

2.2. Codificaciones

Existen distintos tipos de codificaciones, según la aplicación. En esta sección se re-
sumen algunas de relevancia para este trabajo, como algunos códigos universales o la
codificación Huffman.

2.2.1. Códigos universales

Los códigos universales para enteros son un tipo de códigos que transforman enteros
positivos en secuencias de bits, donde el largo de la secuencia final de bits tiene relación
con el entero a codificar. Existen varios códigos de este tipo, algunos son:

Código unario: Se representa un entero x por una secuencia de 1x−10, donde el
0 indica el término de la secuencia. Por ejemplo, el número 5 se representa por la
secuencia 11110. Este código no es muy eficiente por si solo, pero se usa de base
para otro tipo de códigos.

Código gamma (γ): Se representa un entero x en un par concatenado de largo y
offset. Offset es la representación binaria de x, pero sin el primer 1. Por ejemplo,
para x = 5 su representación binaria es 101, por tanto su offset es 01. Largo codifica
el largo de offset en código unario. Para x = 5, el largo de offset es 2 bits, por tanto
largo es 110. Concatenando ambas, el código γ para x = 5 es 11001.

Código delta (δ): Este código es una extensión del código γ para enteros largos.
Básicamente hacen lo mismo, pero el largo lo representan en código γ en vez de
código unario. El código δ para x = 5 es 10001.
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2.2.2. Codificación Huffman

La codificación Huffman[38] es un técnica de compresión de datos óptima que define
códigos de largo variable libre de prefijos. Es óptima porque el tamaño de la represen-
tación comprimida es mı́nima y es libre de prefijos porque ningún código es prefijo de
otro. Huffman es un algoritmo greedy basado en definir códigos mas cortos para aquellos
elementos mas frecuentes.

Una codificación binaria de largo fijo, le asigna la misma cantidad de bits a todos
los śımbolos por codificar. Una de largo variable le asigna menos bits a los śımbolos más
frecuentes, y más bits a los menos frecuentes, cuidando que las secuencias binarias cortas
no sean prefijos de las más largas. La Figura 2.3 se tiene la frecuencia de seis śımbolos en
una secuencia de 100.000 caracteres, y se comparan ambos códigos. Para el caso de largo
fijo, se requieren 3 bits por cada śımbolo en la secuencia, un total de 300.000 bits. Para el
caso de largo variable, el śımbolo más frecuente a requiere un bit, y los menos frecuentes
requieren 4 bits. Aśı, la secuencia requiere:

(45 · 1 + 13 · 3 + 12 · 3 + 16 · 3 + 9 · 4 + 5 · 4) · 1.000 = 224.000 bits

lo que significa una reducción cercana al 20 %.

Un código prefijo es aquel donde ninguna palabra codificada es usada como prefijo
de otra. Estos códigos son simples de decodificar, basta con comenzar el proceso desde el
primer bit hasta encontrar una de las posibles codificaciones, traducirla a su valor original,
y seguir con el resto de bits codificados. Siguiendo el ejemplo, la secuencia 001011101 se
identifica como 0 · 0 · 101 · 1101, y se traduce como aabe.

Para agilizar la búsqueda, el código prefijo se puede representar como un árbol binario,
donde los nodos hojas son los caracteres codificados. Siguiendo cada bit de la secuencia, se
puede ir avanzando por el árbol hasta llegar a un nodo hoja, y aśı llegar al valor buscado.
En la Figura 2.4 se ilustran los árboles de las codificaciones de la Figura 2.3, en (a) el
correspondiente a código de largo fijo, y en (b) el de largo variable.

La codificación Huffman aprovecha todo lo anterior, utilizando una heuŕıstica greedy
para la construcción de su estructura y su compresión final. Asumiendo que se tiene una
secuencia C de n caracteres, y que cada carácter c ∈ C tiene una frecuencia f [c] en C.
El algoritmo crea un árbol desde los nodos hojas hacia el nodo ráız, inicialmente con |C|
hojas, y ejecutando |C| − 1 conexiones para llegar al árbol final. Luego identifica los dos
elementos menos frecuentes y los conecta a un nuevo elemento, con frecuencia igual a la

a b c d e f

Frecuencia (en miles) 45 13 12 16 9 5
Código largo fijo 000 001 010 011 100 101
Código largo variable 0 101 100 111 1101 1100

Figura 2.3: Ejemplo de códigos de largo fijo y largo variable.
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suma de ambos. Esto continúa hasta que todos los nodos hojas están conectados al árbol.
En la Figura 2.5 se ilustra este proceso para la secuencia ejemplo de la Figura 2.4(b), y a
continuación se detalla el proceso:

1. Figura 2.5(a): Se crean los |C| = 6 nodos hoja para cada carácter.

2. Figura 2.5(b): Se identifican los dos nodos de caracteres menos frecuentes, f con
f [f ] = 5 y e con f [e] = 9 (en miles), y se conectan a un nuevo nodo con frecuencia
5 + 9 = 14.

3. Figura 2.5(c): Los siguientes nodos menos frecuentes son c con f [c] = 12 y b con
f [b] = 13, y se conectan a otro nodo nuevo con frecuencia 12 + 13 = 25.

4. Figura 2.5(d): El nodo creado que conecta f con e posee la menor frecuencia
(14), y junto al nodo d con f [d] = 16 se conectan en un nuevo nodo con frecuencia
14 + 16 = 30.

5. Figura 2.5(e): Para juntar a los nuevos nodos de menor frecuencia, 25 y 30 res-
pectivamente, se crea un nuevo nodo con frecuencia 25 + 30 = 55.

6. Figura 2.5(f): Finalmente, se conecta el último nodo hoja restante, a con f [a] = 45,
con el reciente nodo creado de frecuencia 55, mediante el nodo ráız con frecuencia
45 + 55 = 100, confirmando la correcta creación del árbol.

Se visualiza que se crearon |C| − 1 = 6 − 1 = 5 nodos para conectar todo el árbol.
Con este resultado, se puede reconstruir de manera secuencial una secuencia codificada,
simplemente recorriendo el árbol desde el nodo ráız hasta llegar a un nodo hoja, sustituir
esa subsecuencia de bits por el valor de dicho nodo, y continuar con el resto de la secuencia
de igual manera hasta el final. Retomando el ejemplo de secuencia 001011101, en la
Figura 2.6 se visualizan los tres casos a decodificar: en (a) los primeros bits 0 llegan al
nodo hoja de a, en (b) la secuencia 101 llega al nodo b, y en (c) la secuencia 1101 llega al
nodo e, dando en (d) la equivalencia entre bits y caracteres con resultado aabe.

11000

0 186 0 14

0 158 0 128 0 114

a:45 b:13 c:12 d:16 e:9 f:5

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(a)

11000

0 186 0 14

0 158 0 128 0 114

a:45 b:13 c:12 d:16 e:9 f:5

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(b)

Figura 2.4: Árboles correspondientes a los códigos de la Figura 2.3. (a) Árbol para código
de largo fijo. (b) Árbol para código de largo variable.
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f:5 e:9 c:12 b:13 d:16 a:45

c:12 b:13 d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

10 25

c:12 b:13

10 30

0 114 d:16

f:5 e:9

a:45
10 25

c:12 b:13

0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

a:45

(a)

f:5 e:9 c:12 b:13 d:16 a:45

c:12 b:13 d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

10 25

c:12 b:13

10 30

0 114 d:16

f:5 e:9

a:45
10 25

c:12 b:13

0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

a:45

(b)

f:5 e:9 c:12 b:13 d:16 a:45

c:12 b:13 d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

10 25

c:12 b:13

10 30

0 114 d:16

f:5 e:9

a:45
10 25

c:12 b:13

0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

a:45

(c)

f:5 e:9 c:12 b:13 d:16 a:45

c:12 b:13 d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

10 25

c:12 b:13

10 30

0 114 d:16

f:5 e:9

a:45
10 25

c:12 b:13

0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

a:45 (d)

f:5 e:9 c:12 b:13 d:16 a:45

c:12 b:13 d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

d:16 a:45
0 114

f:5 e:9

10 25

c:12 b:13

10 30

0 114 d:16

f:5 e:9

a:45
10 25

c:12 b:13

0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

a:45

(e)

11000

0 186 0 14

0 158 0 128 0 114

a:45 b:13 c:12 d:16 e:9 f:5

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(f)

Figura 2.5: Etapas de construcción para codificación Huffman, para secuencia C ejemplo.

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(a)

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(b)

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

0 1100

a:45
0 155

10 25 10 30

c:12 b:13
0 114 d:16

f:5 e:9

(c)

0 0 101 1101

a a b e

(d)

Figura 2.6: Usando el árbol para decodificar Huffman. (a) Decodificando 0. (b) Decodifi-
cando 101. (c) Decodificando 1101. (d) Equivalencias de bits y caracteres.



Caṕıtulo 3

ESTADO DEL ARTE

En este caṕıtulo se realiza una revisión del trabajo previo realizado en compresión de
grafos, se profundiza sobre las posibles estructuras compactas a utilizar, y se detalla el
problema y la solución a utilizar para la detección de cliques maximales.

3.1. Compresión de grafos

El problema de compresión de grafos ha sido abordado de distintas maneras en las
últimas décadas. En esta sección se revisan los trabajos más relevantes del área.

3.1.1. The WebGraph Framework, Boldi y Vigna

Uno de los primeros trabajos en la materia es WebGraph de Boldi y Vigna [7], apun-
tado a comprimir grafos dirigidos como el grafo de la Web, aprovechando la distribución
potencial de las diferencias entre vecinos sucesivos, reflejados en dos caracteŕısticas de sus
enlaces ordenados por su URL, localidad (hiperv́ınculos donde sus URL tienen un prefijo
en común y si se ordenan lexicográficamente en una lista estarán muy cerca entre ellos) y
similitud (los sitios que tienden a estar juntos en esa lista lexicográfica también tienden
a tener muchos sucesores en común). Aśı, codifican las listas de adyacencias basadas en
otras listas de adyacencias y cuán similar sean entre ellas.

Primero, se numeran los N nodos del grafo de 0 a N − 1, ordenados de manera
lexicográfica según sus URL. En una primera aproximación, cada nodo tiene asociado su
grado de salida (Outdegree) y su listado de adyacencia o sucesores asociado S(x). Luego,
aprovechando la localidad de los nodos en dichas listas, se pueden representar usando las
diferencias entre sus nodos, quiere decir si S(x) = (s1, s2, ..., sk) es el listado de sucesores
del nodo x con k vecinos, se codifica como (s1−x, s2−s1−1, ..., sk−sk−1−1). En la Tabla 3.1
se muestran ambos casos, usando listado de sucesores y usando la diferencia. Para evitar
tener que lidiar con números negativos, el primer número en esta nueva secuencia se
codifica de la siguiente manera:

w(x) =

{
2x x ≥ 0

2|x| − 1 x < 0
(3.1)

Avanzando en el modelo de compresión, cada nodo tiene un entero r llamado referencia,
si r = 0 la lista no está comprimida usando una referencia, y para r > 0 la lista x está
definida por la diferencia de la lista x − r. Un bitmap llamado copy list codifica los

9
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Tabla 3.1: Representación de Webgraph usando listado de sucesores directo y con brechas.
Nodo Outd. Sucesores Usando brechas

... ... ... ...
15 11 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034 3, 1, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 178, 111, 718
16 10 15, 16, 17, 22, 23, 24, 315, 316, 317, 3041 1, 0, 0, 4, 0, 0, 290, 0, 0, 2723
17 0
18 5 13, 15, 16, 17, 50 9, 1, 0, 0, 32
... ... ... ...

Tabla 3.2: Representación de Webgraph usando copy list.
Nodo Outd. Ref. Copy list Nodos extra

... ... ... ... ...
15 11 0 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034
16 10 1 01110011010 22, 316, 317, 3041
17 0
18 5 3 11110000000 50
... ... ... ... ...

Tabla 3.3: Representación de Webgraph usando copy blocks.
Nodo Outd. Ref. # blocks Copy blocks Nodos extra

... ... ... ... ... ...
15 11 0 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034
16 10 1 7 0, 0, 2, 1, 1, 0, 0 22, 316, 317, 3041
17 0
18 5 3 1 4 50
... ... ... ... ... ...

sucesores que deben ser copiados a la lista, con un 1 si el nodo referente está presente
en dicha lista o no. Adicionalmente se usa una lista extra para agregar todos los nodos
remanentes. Las copy list se codifican en copy blocks, donde el primer block es 0 si la copy
list comienza con un 0. Un bloque se representa por l largo de 0 o 1 en la lista menos uno,
y el último bloque se omite. En la Tabla 3.2 y Tabla 3.3 se ilustran ejemplos para ambos
casos.

Como se puede apreciar de los ejemplos, la consecutividad es frecuente en el listado de
nodos extra. Este hecho se puede aprovechar en un paso previo a la compresión por brecha,
aislando las subsecuencias correspondientes a intervalos de enteros. Sólo los intervalos de
largo no menor a un cierto umbral Lmin son considerados. Entonces, cada listado de nodos
extra se comprime de la siguiente manera:

Un listado de intervalos de enteros. Se representa cada intervalo por su valor extremo
izquierdo y su largo. Su valor extremo izquierdo se comprime usando la diferencia
entre śı mismo y el previo extremo derecho menos dos, ya que debe haber al menos
un entero entre el final de un intervalo y el inicio del siguiente. Al largo del intervalo
se le resta el umbral Lmin.

Una lista de nodos residuales, los que no son parte de los intervalos anteriores,
comprimida usando la diferencia.
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Tabla 3.4: Representación de Webgraph usando intervalos, con umbral Lmin = 2.
Nodo Outd. Ref. # blocks Copy blocks # intervalos Ext. izq. Largo Residuales

... ... ... ... ... ... ... ... ...
15 11 0 2 0, 2 3, 0 5, 189, 111, 718
16 10 1 7 0, 0, 2, 1, 1, 0, 0 1 600 0 12, 3018
17 0
18 5 3 1 4 0 50
... ... ... ... ... ... ... ... ...

Finalmente, en la Tabla 3.4 se puede apreciar la representación comprimida resultante,
con un umbral Lmin = 2.

En un trabajo posterior Boldi et. al. [6], usando la matriz de adyacencia y basados en
aplicar permutaciones a sus filas, logran re-ordenar y generar una nueva matriz donde las
filas, si son similares (contienen 1s en posiciones muy comunes), deben ser consecutivas o
en una vecindad acotada. En otro trabajo propusieron un nuevo algoritmo llamado Layered
Label Propagation [5] (propagación de etiquetas por capas). Su objetivo era poder ocupar
las técnicas desarrolladas anteriormente para grafos de redes sociales, donde los vértices
no pueden ser ordenados de manera lexicográfica. Usando la matriz de adyacencia, junto
con descomponer en tareas el re-ordenamiento de la matriz y aprovechar los procesadores
multi-core, logran muy buenos resultados.

Francisco, Gagie, Ladra y Navarro [27] estudian cómo potenciar el cálculo del pro-
ducto de matrices con vectores de una manera eficiente, por ejemplo para PageRank[50].
Además, demuestran que se puede aprovechar el formato de algunos esquemas de compre-
sión, en particular el de Boldi y Vigna, para hacer el cálculo en un tiempo proporcional
al tamaño de la matriz comprimida.

3.1.2. BFS, Apostolico y Drovandi

Otra alternativa de compresión bastante competitiva, también para grafos dirigidos,
es la que presentan Apostolico y Drovandi [2], basado en la topoloǵıa del grafo de la Web
en vez de las URL subyacentes. En vez de asignarle ı́ndices a los nodos según el orden
lexicográfico de sus URL, realizan un recorrido por breath-first o búsqueda en anchura
del grafo, numerando cada nodo según el orden en que se expanden. Este proceso y su
compresión inducida lo llaman Fase 1, y la compresión de las aristas remanentes como
Fase 2.

En la Fase 1, al expandir un nodo vi ∈ V se le asignan ı́ndices enteros consecutivos
a sus ki vecinos, y se guarda el valor ki. Cuando el recorrido del grafo se completa,
todas las aristas que pertenecen al árbol de búsqueda por anchura quedan codificadas en
la secuencia {k1, k2, ..., k|V |} llamada traversal list (lista de recorrido). En la Figura 3.1
se presenta un ejemplo para la Fase 1, donde en (a) se presenta el orden de los nodos
asignados por BFS, y en (b) las aristas restantes junto con el listado de recorrido.

Luego comprimen por separado trozos consecutivos de l nodos, siendo l un valor es-
pećıfico que define el nivel de compresión. Cada trozo comprimido C, conformado por los
nodos vi, vi+1, ..., vi+l−1, lleva prefijado la secuencia {ki, ki+1, ..., ki+l−1}.
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0

1 2
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4

0
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T = {2, 2, 1, 0, 0, 0}
(b)

Figura 3.1: Ejemplo de Fase 1 de BFS. (a) Índices asignados a los nodos. (b) Aristas
restantes después de BFS, junto listado de recorrido T .

Tabla 3.5: Lista de adyacencia para BFS, con vi siendo el primer nodo de un trozo.
Nodo Grado Adyacentes

... ... ...
i 8 13, 15, 16, 17, 20, 21, 23, 24
i + 1 9 13, 15, 16, 17, 19, 20, 25, 31, 32
i + 2 0
i + 3 2 15, 16
... ... ...

En la Fase 2, codifican la lista de adyacencia Ai de cada nodo vi ∈ V de un trozo C en
orden creciente. Cada lista codificada consiste en la diferencia entre elementos adyacentes
en la lista y un indicador tipo del set {α, β, χ, φ}. Con Aji indicando el elemento j de la
lista Ai, distinguen tres casos:

1. Aji−1 ≤ Aj−1i < Aji : el código es φ · (Aji − A
j−1
i − 1).

2. Aj−1i < Aji−1 ≤ Aji : el código es β · (Aji − A
j
i−1).

3. Aj−1i < Aji < Aji−1: se subdivide en dos subcasos:

a) Si Aji − A
j−1
i − 1 ≤ Aji−1 − A

j
i − 1: el código es α · (Aji − A

j−1
i − 1).

b) De otro modo: el código es χ · (Aji−1 − A
j
i − 1).

Los tipo α y φ codifican la diferencia con respecto al elemento previo de la lista (Aj−1i ),
mientras β y χ con respecto al elemento en la misma posición de la lista de adyacencia del
nodo previo (Aji−1). Cuando Aji−1 no existe se reemplaza porAjk, donde k(k < i−1∧vk ∈ C)
es el ı́ndice más cercano a i para el cual el grado de vk no es menor que j, o por un código
tipo φ en caso que un nodo aśı no exista.

En la Tabla 3.5 se ilustra un ejemplo de listado de adyacencia, y en la Tabla 3.6 su
codificación basada en los casos ya mencionados.

Luego, aprovechan distintos tipos de redundancias en los listados de adyacencia, como
se puede ver en la Tabla 3.7, distinguiendo cuatro casos:
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Tabla 3.6: Codificación BFS del listado de adyacencia en la Tabla 3.5.
Nodo Grado Adyacentes

... ... ...
i 8 φ13, φ1, φ0, φ0, φ2, φ0, φ1, φ0
i + 1 9 β0, β0, β0, β0, χ0, α0, β2, φ5, φ0
i + 2 0
i + 3 2 β2, α0
... ... ...

Tabla 3.7: Ejemplo de redundancias a explotar en listado de adyacencia de BFS.
Grado Adyacentes

... ...
0
9 β1, φ1, φ1, φ1, φ0, φ1, φ1, φ1, φ1,
9 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β2,
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, φ903
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β223, φ900
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, α0
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, β0
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, β0
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, β0
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β1, β0
10 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, α76, α232
9 β0, β1, β0, β0, β0, β0, β0, β0, β0
... ...

1. Un conjunto de ĺıneas idénticas (ver bloque ancho amarillo en la Tabla 3.7) se
codifican asignando un multiplicador a la primera ĺınea de la secuencia.

2. Los intervalos con grado constante de nodos (ver bloque consecutivo de 9s en la
Tabla 3.7), se codifican por su diferencia.

3. Una secuencia de largo Lmin de elementos idénticos (ver el bloque de φ1s en la
Tabla 3.7), se codifica por su largo.

4. Un bloque de filas idénticas (ver gran bloque azul en la Tabla 3.7) que superen un
umbral Amin, se codifica por su largo.

Para ello introducen un nuevo śımbolo Σ, seguido de un indicador ΣF toma valor 2
si la redundancia es de tipo 3, 3 si es de tipo 4, o 1 si son ambas. Dependiendo de la
redundancia a codificar, el código se expresa como ‘tipoΣ ΣF gap l’ o ‘tipoΣ ΣF gap l w h’,
siendo tipo uno de los śımbolos del set {α, β, χ, φ}, gap un entero indicando la diferencia, l
la cantidad de elementos idénticos en la misma ĺınea, w y h el ancho y alto de las columnas
y filas idénticas. En la Tabla 3.8 se ilustra esta codificación para el caso ejemplo de la
Tabla 3.7.
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Tabla 3.8: Ejemplo de redundancias codificadas de BFS para la Tabla 3.7.
Ĺıneas Grado Enlaces

... ... ...
0 0
0 9 β7, φ Σ 2 1 1, φ0, φ Σ 2 1 2
0 0 β Σ 3 0 7 5, β1, β Σ 2 0 4, β2
0 1 β1, φ903
0 0 β223, φ900
0 0 β1, α0
3 0 β1, β0
0 0 α76, α232
0 -1 β0
... ... ...

Tabla 3.9: Ejemplo de Re-Pair. Las reglas en la tabla conforman el diccionario asociado
a la compresión.

Reglas String

singing.do.wah.diddy.diddy.dum.diddy.do
A→ .d singingAo.wahAiddyAiddyAumAiddyAo
B → dd singingAo.wahAiByAiByAumAiByAo
C → Ai singingAo.wahCByCByAumCByAo
D → By singingAo.wahCDCDAumCDAo
E → CD singingAo.wahEEAumEAo
F → in sFgFgAo.wahEEAumEAo
G→ Ao sFgFgG.wahEEAumEG
H → Fg sHHG.wahEEAumEG

Finalmente, usan códigos Huffman para codificar α, β, χ, φ, y proponen una nueva
codificación π para cifrar diferencias, Σ, y otros enteros.

3.1.3. Using Re-Pair, Claude y Navarro

El trabajo de Claude y Navarro [19] propone usar Re-Pair [45], un método de com-
presión basado en gramática, para comprimir grafos dirigidos como el grafo de la Web.
Re-Pair consiste en buscar el par de śımbolos más frecuente en una secuencia y reemplazar
cada ocurrencia por un nuevo śımbolo, el cual se añade a un diccionario como nueva regla.
En la Tabla 3.9 se muestra un ejemplo simple de Re-Pair, donde las reglas conforman el
diccionario para descomprimir la secuencia.

Claude y Navarro [19] aplican esta idea a los listados de adyacencia de un grafo dirigido.
Si V = {v1, v1, ..., vn} es el listado de n nodos del grafo G, adj(vi) = {vi,1, vi,2, ..., vi,ai}
el listado de ai nodos adyacentes a vi, y vi una alternativa de notación para el nodo vi,
proponen concatenar todos los listados de adyacencia con la siguiente notación:
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12

3

4 6

5

(a)

B1 111101
B2 1111001

(c)

T (G) -1 1 3 4 -2 1 3 4 -3 4 5 -4 3 4 5 6 -5 -6 4 5

7→ 4 5 -1 1 3 4 -2 1 3 4 -3 7 -4 3 7 6 -5 -6 7
8→ 1 3 -1 8 4 -2 8 4 -3 7 -4 3 7 6 -5 -6 7
9→ 8 4 -1 9 -2 9 -3 7 -4 3 7 6 -5 -6 7
Borrar < 0 9 9 7 3 7 6 7

(b)

Figura 3.2: Ejemplo para Re-Pair aplicado a grafos por Claude y Navarro. (a) Grafo
de ejemplo. (b) Listado concatenado T (G) y resultado final luego de tres reemplazos y
eliminar nodos de referencia. (c) Bitmaps indicadores de nodos de referencia removidos.

T = T (G) = v1 v1,1, v1,2, ..., v1,a1 , v2 v2,1, v2,2, ..., v2,a2 , ..., vn vn,1, vn,2, ..., vn,an (3.2)

donde se debe cumplir con vi,j < vi,j+1 para cualquier 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ ai. Esto significa
que cada lista de adyacencia concatenada debe partir con su nodo referencia, y todos los
nodos de ella deben estar ordenados de menor a mayor. Luego se van reemplazando
recursivamente, sin incluir los nodos de referencia, los pares de śımbolos consecutivos más
frecuentes por uno nuevo, hasta que no sea conveniente, y cada reemplazo se guarda como
regla.

Finalmente, se eliminan los nodos de referencia con el cuidado de codificar en dos
bitmaps: En B1 si tienen nodos adyacentes, y en B2 la ubicación de dichos nodos en el
arreglo final. En la Figura 3.2 se ilustra un ejemplo, donde en (a) se tiene el grafo de
ejemplo, en (b) la concatenación T (G) de todos los listados de adyacencia ordenados de
menor a mayor, los reemplazos necesarios para su compresión y el arreglo resultante, y
en (c) los bitmaps indicadores de los nodos de referencia. Se debe notar que la notación
alternativa vi se reemplaza por −vi en el arreglo. También presentan otras mejoras, como
usar diferencias para codificar los listados de adyacencia o re-ordenar los nodos para
aprovechar mejor Re-Pair.

Una propuesta de compresión más reciente, de Maneth y Peternek [46], también ge-
neraliza Re-Pair para comprimir grafos, espećıficamente hipergrafos dirigidos.
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VN

S1 S2 S3 S4 S5 S6

D1 D2 D3 D4 D5

S1 S2 S3 S4 S5 S6

D1 D2 D3 D4 D5

(a)

VN

S1 S2 S3 S4 S5 S6

D1 D2 D3 D4 D5

S1 S2 S3 S4 S5 S6

D1 D2 D3 D4 D5

(b)

Figura 3.3: Ejemplo de reemplazo por nodo virtual. (a) Biclique. (b) Biclique con reem-
plazo de aristas por nodo virtual V .

3.1.4. Virtual Node Mining, Buehrer y Chellapilla

Buehrer y Chellapilla [13] aprovechan que muchos grupos de nodos en el grafo de la
Web consisten en conjuntos de sitios que comparten los mismos vecinos directos, lo que
genera un grafo bipartito completo. Su propuesta reduce la cantidad de aristas en grafos
dirigidos, definiendo nodos virtuales que son agregados artificialmente al grafo entre los
dos conjuntos del biclique. Esto reduce la cantidad total de aristas, ya que cada biclique
une un set de U nodos con uno de W nodos, genera en total |U ×W | aristas, y usando
un nodo virtual disminuye a |U + W |, un gran ahorro cuando los bicliques son grandes.
En la Figura 3.3 se ejemplifica este reemplazo, cambiando de las iniciales 30 aristas del
biclique en (a), 19 por un nodo virtual VN en (b), quedando solo 11 aristas restantes.

Este proceso se repite iterativamente hasta que ya no se reducen significativamente
más aristas. Luego aplican codificación delta (ver Subsección 2.2.1) sobre el grafo redu-
cido. La propuesta logra una buena compresión, pero no reportan los tiempos de acceso.
Además, su resultado no se ve afectado por el orden de numeración de los nodos, y permite
actualizaciones.

Anh y Moffat [1] también aprovechan esta localidad y similaridad en los listados de
adyacencia, dividiendo en grupos de h listas consecutivas. Luego reducen las listas apli-
cando reglas gramáticas como Re-Pair [45] de manera recursiva, y finalmente aplican
codificaciones como el código ζ [8].

3.1.5. k2-tree, Brisaboa, Ladra y Navarro

Una propuesta que aprovecha lo dispersa y agrupada que es la matriz de adyacencia
del grafo de la Web es la propuesta por Brisaboa, Ladra y Navarro [10] donde proponen
una estructura llamada k2-tree para ahorrar espacio y poder responder consultas tanto de
vecinos directos como reversos. Esto último significa que este método, si bien fue pensado
para grafos dirigidos, también se puede aplicar para no dirigidos. En un trabajo posterior,
lograron mejorar sus resultados aplicando el ordenamiento por BFS antes de crear su
estructura [11].

Este modelo propone representar la matriz de adyacencia con un árbol k2-nario de
altura h = d(logk n)e, donde n es el número de vértices en el grafo. Luego subdivide la
matriz de adyacencia en k2 submatrices de tamaño n2/k2, si una de ellas contiene solo
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0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(a)

1 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 000 00 01 0 1 0 1 1 1 1 0

0 1 00 0011 00 01 00 01 10 01 10 00 01 01 00 01 01 00

(b)

Figura 3.4: Ejemplo de k2-tree. (a) Matriz de adyacencia. (b) Diagrama de estructura.

ceros se representa solo con un bit en 0, de lo contrario se marcan con un 1 y se vuelven a
subdividir de manera recursiva. Esta estructura soporta las consultas de vecinos directos y
reversos de manera simétrica, ya que significa revisar las filas o columnas de la matriz. En
la Figura 3.4 se presenta (a) un ejemplo de una matriz de adyacencia y sus subdivisiones
para k2tree, y (b) un diagrama de la estructura final.

Finalmente, la compresión se realiza representando el árbol usando dos arreglos de bits,
un bitmap T para representar la estructura del árbol, y un bitmap L para representar
las hojas, que representan las celdas de la matriz. Además usan un bitmap adicional para
acelerar la resolución de consultas.

En 2011, Hernández y Navarro [35] propusieron combinar varios métodos: Primero
reducir la cantidad de aristas con nodos virtuales [13], y luego comprimir usando la pro-
puestas de k2-tree y Webgraph. Con esto, el número de aristas del grafo original se reduce
cerca de diez veces, y el número de vértices aumenta en un 10 %. Este enfoque proporciona
resultados competitivos principalmente en grafos de la Web, pero no en grafos de redes
sociales.

En trabajos posteriores, Hernández et. al. [34, 36, 37] proponen una estructura bastante
similar, que consiste en obtener subgrafos bipartitos de grafos dirigidos, o no dirigidos con
aristas duplicadas, usando una heuŕıstica que evalúa lo atractivo del tamaño del subgrafo
bipartito en base a las aristas a representar, que pueden incluir cliques, y define una
ganancia proporcional al número de aristas que pueden ser representadas por los vértices
definidos por los conjuntos del subgrafo bipartito. Este enfoque contiene una parte del
grafo representada por un conjunto de subgrafos bipartitos y un grafo restante. Finalmente
se construye una estructura compacta, basada en wavelet trees y bitmaps comprimidos
para representar la colección de subgrafos, y el resto del grafo se comprime con otras
técnicas como k2tree. Esta estructura permite obtener los vecinos directos y reversos de



18

grafos dirigidos, o grafos no dirigidos representados como dirigidos.

3.1.6. List Merging, Grabowski y Bieniecki

Grabowski y Bieniecki [29] proponen agrupar los listados de adyacencia de grafos
dirigidos en bloques de h listas cada uno, de manera similar a lo propuesto por Anh y
Moffat [1]. Cada bloque luego es descompuesto en dos arreglos: el primero es long list, un
arreglo de todos los ı́ndices de los vértices presentes en el bloque de listados de adyacencia,
sin repetir ninguno. El segundo es flags, un arreglo de bits que permite la reconstrucción
de las listas agrupadas.

El arreglo de enteros long list es reducido usando las diferencias, terminada en cero y
codificada en bytes. El arreglo de bits flags indica la pertenencia de los ı́ndices en long
list a sus listas de adyacencias asociadas. El número de bits por cada ı́ndice es h, definido
como un múltiplo de 8, su largo queda definido por el largo de long list. Este arreglo puede
no comprimirse (en cual caso lo llaman LM-bitmap), o codificarse usando las diferencias
entre los 1 sucesivos, escritas en bytes individuales (LM-diff ).

Ambas secuencias, long list y ya sea LM-bitmap o LM-diff, luego son concatenadas y
comprimidas usando el algoritmo Deflate. Este algoritmo consiste en una serie de bloques,
todos precedidos por una cabecera de 3 bits, que indican lo siguiente:

Primer bit:

• 0: No es el último bloque de la secuencia.

• 1: Es el último bloque de la secuencia.

Segundo y tercer bit:

• 00: Bloque sin codificar.

• 01: Bloque codificado con Huffman, con un árbol de Huffman ya definido.

• 10: Bloque codificado con Huffman y su árbol asociado.

• 11: Reservado; No usar.

Para más detalles sobre la codificación Huffman, ver la Subsección 2.2.2.
En este trabajo, se considerarán en la comparación final los métodos considerados más

eficientes, en términos de construcción y resultados en compresión y tiempos de accesos
a vecinos.

3.2. Estructuras compactas

En esta sección se describen las posibles estructuras compactas basadas en secuencias
que se evaluarán para la compresión de la estructura planteada. Las operaciones básicas
que permiten son Rank, Select y Access, las cuales se detallan a continuación:
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RankS(a, i): Cuenta las ocurrencias del śımbolo a hasta la posición i en la secuencia
S.

SelectS(a, i): Encuentra la posición de la ocurrencia i del śımbolo a en la secuencia
S.

AccessS(i): Retorna el śımbolo en la posición i de la secuencia S.

3.2.1. Secuencias binarias

Una representación muy utilizada es la de Raman, Raman, Rao [52], quienes proponen
una secuencia binaria comprimida que logra las funciones de Rank y Select en tiempo
constante. Además, con B[1, n] un bitmap de largo n con n0 ceros y n1 unos, en espacio
requiere nH0(B) + o(n) bits, siendo H0(B) la entroṕıa de orden cero de B:

H0(B) =
n0

n
log

n

n0

+
n1

n
log

n

n1

(3.3)

Okanohara y Sadakane [49] proponen una mejora que elimina el costo de o(n) en bits
para bitmaps poco densos, y si bien el costo para la operación Select se mantiene, aumenta
para Rank.

3.2.2. Wavelet Tree y Wavelet Matrix

Grossi, Gupta y Vitter [30] proponen una estructura llamada wavelet tree para
codificar secuencias, la cual consiste en un árbol binario donde la ráız y cada nodo interno
son bitmaps. Si el śımbolo en la secuencia pertenece a la primera mitad del alfabeto de la
secuencia de entrada, se marca con un 0 en su correspondiente bit del bitmap asociado,
y se escribe en el nodo hijo izquierdo. Si pertenece a la segunda mitad del alfabeto, se
marca con un 1 en el bitmap y se escribe en el nodo hijo derecho. En la Figura 3.5 se
muestran dos ejemplos de wavelet-tree. En (a) se tiene un ejemplo simple de la subdivisión
de una secuencia ordenada. En (b) se presenta un ejemplo práctico de los alfabetos, la
subdivisión de la secuencia y los bitmaps por nodo del wavelet-tree.

Un wavelet tree se construye de la siguiente manera: Dada una secuencia S de largo
n = |S|, donde S[i] ∈ Σ y σ = |Σ|, se tiene: La ráız del árbol consiste en un bitmap B
donde B[i] = 0 si S[i] ∈ [0, σ

2
] y B[i] = 1 si S[i] ∈ [σ

2
+ 1, σ]. El siguiente nivel del árbol se

construye basado en los śımbolos asociados al nodo por el bitmap B padre. Para B[i] = 0,
se crea el bitmap hijo de la izquierda, y el alfabeto asociado a esos śımbolos nuevamente se
divide en dos, asignando valor a dicho bitmap siguiendo el mismo procedimiento descrito
anteriormente. De manera similar, para B[i] = 1 se crea el bitmap derecho y se sigue el
mismo procedimiento. Esto se repite por cada nodo hasta llegar a śımbolos únicos en cada
nodo terminal. Se requiere guardar los punteros a cada nodo hijo izquierdo y derecho, con
los que se permite la navegación por el árbol.

Mejorando la propuesta de wavelet tree [30], Claude, Navarro y Ordóñez [20] proponen
una nueva estructura llamada wavelet matrix. Primero crean una versión de wavelet
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S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

S1,	S2 S3,	S4 S5,	S6 S7,	S8

S1,	...,	S8

S5,	...,	S8S1,	...,	S4

(a)

(b)

Figura 3.5: Ejemplos de wavelet-tree. (a) Ejemplo básico de subdivisión de secuencia
ordenada. (b) Ejemplo práctico con alfabetos y bitmaps por nodo.

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1
1	1	0	0	1	0	0

4	7	6	5	4	7
0	1	1	0	0	1

1	0	1	1
1	0	1	1

3	2	2
1	0	0

4	5	4
0	1	0

7	6	7
1	0	1

0 1	1	1 2	2 3 4	4 5 6 7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	3	2	2	4	5	4	7	6	7
1	0	1	1	1	0	0	0	1	0	1	0	1

0	1	1	1	2	2	3	4	4	5	6	7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	4	5	4	3	2	2	7	6	7
1	0	1	1	0	1	0	1	0	0	1	0	1

0	4	4	2	2	6	1	1	1	5	3	7	7

(a)

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1
1	1	0	0	1	0	0

4	7	6	5	4	7
0	1	1	0	0	1

1	0	1	1
1	0	1	1

3	2	2
1	0	0

4	5	4
0	1	0

7	6	7
1	0	1

0 1	1	1 2	2 3 4	4 5 6 7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	3	2	2	4	5	4	7	6	7
1	0	1	1	1	0	0	0	1	0	1	0	1

0	1	1	1	2	2	3	4	4	5	6	7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	4	5	4	3	2	2	7	6	7
1	0	1	1	0	1	0	1	0	0	1	0	1

0	4	4	2	2	6	1	1	1	5	3	7	7

(b)

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1
1	1	0	0	1	0	0

4	7	6	5	4	7
0	1	1	0	0	1

1	0	1	1
1	0	1	1

3	2	2
1	0	0

4	5	4
0	1	0

7	6	7
1	0	1

0 1	1	1 2	2 3 4	4 5 6 7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	3	2	2	4	5	4	7	6	7
1	0	1	1	1	0	0	0	1	0	1	0	1

0	1	1	1	2	2	3	4	4	5	6	7	7

4	7	6	5	3	2	1	0	2	1	4	1	7
1	1	1	1	0	0	0	0	0	0	1	0	1

3	2	1	0	2	1	1	4	7	6	5	4	7
1	1	0	0	1	0	0	0	1	1	0	0	1

1	0	1	1	4	5	4	3	2	2	7	6	7
1	0	1	1	0	1	0	1	0	0	1	0	1

0	4	4	2	2	6	1	1	1	5	3	7	7

(c)

Figura 3.6: Ejemplos para wavelet-matrix. (a) Un wavelet tree. (b) El mismo wavelet tree
sin punteros. (c) La wavelet matrix correpondiente.

tree sin punteros, reemplazando cada bitmap por nodo por solo un bitmap por nivel, y
contando la cantidad de ceros pueden determinar las subdivisiones pertinentes en cada
nivel.

Luego, para crear la wavelet matrix, liberan a la estructura de la suposición que
los hijos de un nodo v deben ir alineados. Esto les permite diseñar un mecanismo de
clasificación mas sencillo entre un nivel y otro: todos los ceros pasan a la izquierda y
todos los unos a la derecha. Por cada nivel, guardan en un entero z` la cantidad de ceros
del nivel `. En la Figura 3.6 se presentan en (a) un wavelet tree de ejemplo, en (b) su
correspondiente wavelet tree sin punteros, y en (c) su wavelet matrix, donde las ĺıneas
verticales representan el valor de z` para cada nivel.

También prueban otras alternativas de representación, como usar Huffman [38] tanto
para la representación sin punteros del wavelet-tree como para la wavelet matrix. Su
resultado apunta a la superioridad tanto en tiempo como espacio de wavelet matrix sobre
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wavelet-tree, lo que se tendrá en consideración a la hora de evaluarlos como alternativas
de compresión.

3.2.3. SDSL - Succinct Data Structure Library

Gog, Beller, Moffat y Petri [28] desarrollan la libreŕıa SDSL1 (Succinct Data Structure
Library), desarrollada en C++11 y registrada bajo GPLv3, donde se pueden utilizar las
estructuras planteadas en las secciones anteriores, entre muchas otras más.

3.3. Enumeración de cliques maximales

La detección de cliques maximales en un grafo es un problema NP-Hard [39]. Existen
varios enfoques para tratar el problema [12, 23, 31, 9, 24, 25], donde la propuesta de
Eppstein y Strash [25], basado en el trabajo de Eppstein, Löffler y Strash [24], es una de
las más apropiadas para el trabajo de esta tesis, dado que su enfoque considera grafos
poco densos.

Eppstein et al. [24] presentan una modificación al algoritmo de Bron–Kerbosch [12],
que permite encontrar los cliques maximales de un grafo poco denso, con n nodos y
degeneracy d, en un tiempo O(dn3d/3).

Antes de detallar el funcionamiento de los algoritmos, primero es necesario definir lo
siguiente: Sea un grafo G = (V,E), con n vértices y m aristas. Para un vértice v se define
Γ(v) como el set {w|(v, w) ∈ E}, llamado la vecindad de v, y similarmente para un subset
W ⊂ V se define Γ(W ) como el set ∩w∈WΓ(w), llamado la vecindad común de todos los
vértices en W .

El algoritmo de Bron–Kerbosch [12] es un algoritmo backtracking recursivo, sencillo
y muy usado para enumerar los cliques maximales de un grafo. Una llamada recursiva
entrega tres sets separados de nodos: R, P , yX. R es un clique (posiblemente no maximal),
y P ∪X = Γ(R) son todos los vértices adyacentes a cada vértice en R. Los nodos en P
son aquellos que serán considerados para añadirse a R, y los pertenecientes a X deben
ser excluidos del clique. El algoritmo elige un candidato en v ∈ P para añadirlo al clique
R, realiza una llamada recursiva con v ya movido de P a R, y con X restringido a los
vecinos de v. Cuando la llamada recursiva retorna, v se mueve a X para evitar trabajo
redundante. Cuando la recursión llega al punto donde P y X están vaćıos, R es reportado
como un clique maximal. Para obtener todos los cliques maximales, se debe iniciar la
recursión con P igual a todos los nodos del grafo, y R con X vaćıos.

Bron–Kerbosch [12] también describen la heuŕıstica llamada pivoting, que limita la
cantidad de llamadas recursivas realizadas por el algoritmo. Para cualquier nodo u ∈
P ∪ X, llamado pivot, cualquier clique maximal debe contener algún nodo no vecino de
u, incluido śı mismo. Por tanto, se retrasa que los vértices en P ∩ Γ(u) sean añadidos al
clique, beneficiando realizar menos llamadas recursivas. Tomita et al. [56] demuestran que
eligiendo el pivot u para maximizar |P ∩ Γ(u)|, se garantiza un orden de tiempo O(3n/3).

1https://github.com/simongog/sdsl-lite

https://github.com/simongog/sdsl-lite
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(a)

(b)

Figura 3.7: Ejemplo de ordenamiento por degeneracy. (a) Grafo con degeneracy 3. (b) Po-
sible ordenamiento de nodos por degeneracy.

Eppstein et al. [24] prueban que el orden de procesamiento de los vértices de G por el
algoritmo de Bron–Kerbosch también es importante. Lo primero que hacen es un ordena-
miento por degeneracy de los nodos del grafo, y en ese orden hacen las llamadas recursivas
del algoritmo, usando la regla de pivot de Tomita. En la Figura 3.7 se ilustra un ejemplo
de ordenamiento por degeneracy. Gracias a esto, garantizan que su algoritmo propuesto
logra listar todos los cliques maximales en un tiempo O(dn3d/3).



Caṕıtulo 4

MÉTODO DE COMPRESIÓN PROPUESTO

En esta sección se procede a desarrollar el algoritmo de compresión de grafos dispersos,
usando estructuras compactas y aprovechando la redundancia de vértices del grafo en sus
cliques maximales.

El método propuesto consiste en tres etapas. La primera consta de listar todos los
cliques maximales del grafo. Luego se define una heuŕıstica eficiente para agrupar o par-
ticionar los cliques, aprovechando la superposición entre ellos. Finalmente se define una
estructura compacta basada en secuencias para almacenar las particiones.

4.1. Detección de cliques maximales

La representación del grafo mediante su grafo de cliques (ver Definición 4.1) conlleva
un problema, listar los cliques maximales de un grafo. Enumerarlos todos es un problema
complejo desde un punto de vista teórico y práctico.

Eppstein et. al. [24, 25] proponen un algoritmo rápido para listar cliques maximales de
grafos poco densos. La complejidad de su algoritmo es O(dn3d/3) en tiempo y O(n + m)
en espacio, siendo d el ı́ndice de degeneracy, n la cantidad de vértices, y m la cantidad de
aristas del grafo (ver Sección 3.3).

Este algoritmo está disponible en el repositorio Quick Cliques1, implementado por
los mismos autores. Luego, el problema se concentra en encontrar un método eficiente
para dividir en particiones el grafo de cliques, que permita tanto ahorrar espacio como
responder consultas sobre el grafo de manera rápida.

Con el listado de cliques maximales, se puede definir el grafo de cliques del grafo, el
cual se define a continuación.

Definición 4.1. Gafo de cliques
Dado un grafo G = (V,E) y C = {c1, c2, ..., cN} el conjunto de tamaño N de cliques

maximales que cubren G, se tiene CGC = (VC, EC) un grafo de cliques donde:

1. VC = C

2. ∀c, c′ ∈ C, (c, c′) ∈ EC ⇐⇒ c ∩ c′ 6= ∅

En la Figura 4.1 (a) se muestra un grafo no dirigido de ejemplo, en la Figura 4.1 (b)
su listado de cliques maximales, y en la Figura 4.1 (c) el grafo de cliques resultante.

1https://github.com/darrenstrash/quick-cliques

23

https://github.com/darrenstrash/quick-cliques
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(a)

C0 : 0, 1, 2

C1 : 0, 2, 3, 4

C2 : 3, 5

C3 : 5, 6, 7, 8, 9

C4 : 4, 9

(b)

C3

C1

C2C4

C0

(c)

Figura 4.1: (a) Grafo no dirigido. (b) Lista de cliques maximales. (c) Grafo de cliques.

4.2. Particionamento del grafo de cliques

Dado que construir el grafo de cliques maximales requiere un tiempo de computación
muy alto (necesita el cómputo de intersecciones de conjuntos para todos los pares de
cliques maximales), se define una heuŕıstica que estima una partición sin calcular el grafo
de cliques maximales.

Se desean encontrar particiones del grafo de cliques que exploten dicha redundancia
de vértices en los cliques maximales, y permita agrupar en una misma partición a cliques
que tengan una cantidad razonable de vértices en común, y los que no la tengan queden
separados en otras particiones. El problema de encontrar particiones de cliques se define
a continuación.

Problema 4.1. Encontrar particiones de cliques para el grafo de cliques CGC.

Dado un grafo de cliques CGC = (VC, EC), encontrar un set de particiones de cliques
CP = {cp1, cp2, ..., cpM} de CGC(VC, EC) con M ≥ 1, tal que

1.
M⋃
i=1

cpi = CGC

2. cpi ∩ cpj = ∅ para i 6= j

3. cualquier cpi ∈ CP es un subgrafo de CGC(VC, EC) inducido por el subset de vértices
en cpi

Esto indica que cada partición es un subgrafo del grafo de cliques maximales del grafo
G(V,E). El punto 2 es importante, ya que proh́ıbe que un clique se repita en una partición,
no aśı un subset de vértices de grafo G(V,E) que śı puede estar en varias particiones a la
vez.

A continuación se plantea una heuŕıstica que, basada en el listado de cliques maximales
C = {c1, c2, ..., cN} y funciones de ranking, genere el particionamiento del grafo de cliques
sin necesidad de generar dicho grafo.
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4.3. Algoritmo de particionamiento o clustering

En esta sección se procede a describir el algoritmo para generar las particiones del
grafo de cliques. Para ello, en la Definición 4.2 se define una función de ranking, que
valoriza cada vértice según ciertas caracteŕısticas. También se detallan ciertas funciones
de ranking basadas en la cantidad y tamaño de los cliques maximales donde un vértice se
encuentre.

Definición 4.2. Función de ranking
Dado un grafo G = (V,E) y C = {c1, c2, ..., cN} el conjunto de tamaño N de cliques

maximales que cubren G, una función de ranking es una función r : V → R+ que retorna
un valor de puntuación para cada vértice v ∈ V .

La heuŕıstica de clustering se describe en el Algoritmo 4.1. La salida del cálculo de
ranking son los arreglos D y R (Algoritmo 4.1 ĺınea 1), donde D contiene los ı́ndices de
los cliques donde cada vértice participa en el grafo G, y R contiene el valor de puntuación
para cada vértice en G. La complejidad del algoritmo de cálculo de ranking se compone
primero por pasar por todos los vértices en G en el conjunto de cliques maximales C, y
luego ordenar R de mayor a menor. La complejidad total del algoritmo es de O(L logL),
donde L =

∑
ci∈C |ci|.

Luego se crea un arreglo de bits Z de largo N = |C| iniciando cada bit en cero, el
cual servirá para mantener revisado si un clique ya fue incluido o no en una partición.
Se recorre el arreglo R y por cada vértice u, se obtienen los ı́ndices de los cliques donde
u participa según D[u] y se añaden el ı́ndice id de cada clique a la partición pertinente
(cpid) solo si Z[id] = 0. Si el ı́ndice id fue exitosamente agregado, se cambia el valor
de Z[id] = 1. Si la partición cpid contiene al menos un ı́ndice de clique, la partición es
agregada a la colección CP , y se continúa procesando vértices en R. La complejidad del
algoritmo para este paso es de O(N + V ). Finalmente, el algoritmo retorna la colección
de particiones CP , donde cada partición contiene un set de los ı́ndices de cliques que las
componen.

Las funciones de ranking (Definición 4.2) que se proponen toman en cuenta la cantidad
y el tamaño de los cliques donde participa cada vértice del grafo G(V,E). Primero se define
el conjunto C(u) para cada vértice u ∈ V como C(u) = {c ∈ C|u ∈ c}, luego las funciones
de rankings son las siguientes:

rf (u) = |C(u)| (4.1)

rc(u) =
∑
c∈C(u)

|c| (4.2)

rr(u) =
rc(u)

rf (u)
(4.3)

La función rf (u) (Ecuación 4.1) indica en cuántos cliques está presente el vértice u,
la función rc(u) (Ecuación 4.2) entrega la suma del tamaño de los cliques donde está
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Algorithm 4.1 Algoritmo de particionamiento del grafo de cliques.

Require: C maximal clique collection (N = |C|), ranking function r(u)
Ensure: Returns clique-graph partition collection CP

1: (D,R)← computeRanking(r, C) (array D y R, ∀u ∈ V )
2: Initialize bit array Z of size N and set each bit to 0
3: for u ∈ R do
4: cpid← ∅
5: for id ∈ D[u] and Z[id] = 0 do
6: Z[id]← 1
7: cpid← cpid ∪ {id}
8: end for
9: if cpid 6= ∅ then

10: CP ← CP : cpid
11: end if
12: end for
13: return CP

u ∈ G 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rrf 2,0 1,0 2,0 2,0 2,0 1,0 1,0 1,0 1,0 2,0
Rrc 7,0 3,0 7,0 6,0 6,0 7,0 5,0 5,0 5,0 7,0
Rrr 3,5 3,0 3,5 3,0 3,0 3,5 5,0 5,0 5,0 3,5

(a)

CPrf C0 C1 C2 C4 C3

CPrc C0 C1 C2 C3 C4

CPrr C3 C0 C1 C2 C4

(b)

Figura 4.2: Resultados de las funciones de ranking, asociados al grafo de la Figura 4.1.
(a) Puntaje final. (b) Particiones de cliques.

presente el vértice u, y la función rr(u) (Ecuación 4.3) es la razón entre rc(u) y rf (u). En
la Figura 4.2 se muestra el resultado de las funciones de ranking para el caso ejemplo, y
las particiones de cliques resultantes para cada una.

4.4. Representación en estructuras compactas

En esta sección se detalla la estructura compacta para representar G(V,E) usando las
particiones CP obtenida en la Sección 4.3. Se consideran estructuras de datos compactas
basadas en śımbolos y secuencias de bits, con soporte para las operaciones de rank(),
select() y access().
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4.4.1. Secuencias de la representación de las particiones

La representación de las particiones consta de cuatro elementos, dos secuencias de
enteros X e Y, un mapa de bits B, y una secuencia de bytes BB, las cuales se describen
a continuación.

La secuencia de enteros X consiste en las listas concatenadas de los vértices presentes
en los cliques de cada partición.

El mapa de bits B contiene un bit por cada elemento en X inicializados en cero,
indicando el inicio de las particiones con un uno. Además se agrega un bit extra en
uno al final de la secuencia para indicar su final.

La secuencia de bytes BB codifica en qué cliques está presente cada vértice, mar-
cando un 1 en cada bit de cada byte por clique si el vértice pertenece a ese clique.

La secuencia de enteros Y indica cuántos bytes omitir en BB para acceder rápida-
mente a la partición deseada.

La definición formal de la estructura se presenta en la Definición 4.3. Se puede observar
en la Ecuación 4.6 que BBp ∈ BB es una matriz de bytes, donde cada fila representa un
vértice u en Xp ∈ X, y las columnas corresponden a los bytes usados por los vértices para
marcar los cliques donde participan en la partición.

También se debe notar el caso especial, cuando un clique maximal queda solo en una
partición, no ocupa espacio en su BBp correspondiente. Para poder reconocer estos casos,
se agrupan al final de la estructura compacta todas estas particiones, y con esto se puede
ahorrar espacio tanto en BB como en Y .

Definición 4.3. Representación compacta del grafo G(V,E).
Dado CP = {cp0, ..., cpM−1}, cpp ∈ CP, y cpp = {c0, ..., cmr−1}. Se especifica bpup =⌈

mr−1
8

⌉
como la cantidad de bytes por vértice u en Xp, y se definen las secuencias Xp, Bp,

BBp, Yp como sigue:

Xp = {u ∈ c|c ∈ cpp} = {u0, ...u|Xp|−1} (4.4)

Bp = 1 : 0|Xp|−1 (4.5)

BBp = bb[|Xp|][bpup] (4.6)

bb[i][j] =

{∑7
k=0 2k(ui ∈ c8j+k), bpup 6= 0

∅, otherwise

Yp =


Y [1] = 0

|Xp| × bpup + Yp−1, bpup 6= 0

∅, otherwise

(4.7)
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CPrr C0 C1 C3 C2 C4

(a)

X: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 3 5 4 9
B: 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1
BB: 3 1 3 2 2
Y : 0 5

(b)

Figura 4.3: Ejemplo de reordenamiento y estructura compacta. (a) CPrr reordenado. (b)
Estructura compacta reordenada.

En la Figura 4.3 se presenta la estructura resultante del ejemplo, usando las particiones
CPrr reordenadas. Como se puede apreciar, solo la primera partición tiene dos cliques,
por tanto será la única que agregue bytes en la secuencia BB, codificando la pertenencia
de cada clique en un bit del byte, requiriendo entonces solo un byte por vértice en X.

Cada secuencia Xp consiste en la unión de los vértices que comparten todos los cliques
de en la partición p. La secuencia X está formada por la concatenación de todas las
secuencias Xp. La secuencia B escribe un 1 en cada inicio de una partición más uno extra
para indicar el final. Para la secuencia BB, los cliques involucrados son C0 : {0, 1, 2} y
C1 : {0, 2, 3, 4}, ambos contienen los vértices 0 y 2, codificado con sus bytes en 3, el vértice
1 solo está presente en C0 y se codifica con su respectivo byte en 1, y los vértices 3 y 4 solo
participan en C1 y sus bytes toman el valor 2. Finalmente, la secuencia Y se inicia con
un 5 por la cantidad de cliques presentes en la primera partición, y como las siguientes
solo tienen un clique, no se agregan más enteros.

4.4.2. Algoritmos de consulta

A continuación se presentan los algoritmos de consulta que soporta la estructura com-
pacta. El Algoritmo 4.3 reconstruye el grafo G(V,E) recorriendo de manera secuencial
la estructura compacta. El Algoritmo 4.4 recupera el listado de vecinos para un vértice
cualquiera u del grafo G(V,E). El Algoritmo 4.5 verifica si dos vértices son vecinos. El
Algoritmo 4.6 recupera el listado de cliques maximales C del grafo G(V,E).

Para reconstruir el grafo, el Algoritmo 4.3 recorre secuencialmente la estructura com-
pacta, revisando los vecinos de cada partición. Si una partición contiene un solo clique
entonces todos los vértices asociados son vecinos. Si contiene más de un clique, para cada
vértice en X se comparan sus bytes asociados en BB con todos los demás, y si el resultado
es distinto de cero, son vecinos.

Primero obtiene la cantidad P de particiones, contando la cantidad de unos en la
secuencia B. Para cada una de las particiones, se obtiene el ı́ndice del inicio (s) y final (e)
de la partición en la secuencia B. Luego se calcula en bpup la cantidad de bytes por vértice
en la secuencia X, y se copia el listado de vértices de la partición actual a RAM para
mejorar el tiempo de acceso. Por cada vértice, se revisan los demás restantes; si la cantidad
de bytes por vértice es cero, se agregan todos los pares de vértices a la reconstrucción del
grafo. De lo contrario, se comparan todos los bytes por vértice correspondientes, y si dicha
comparación da algo distinto a cero, se agrega esa arista a ambos vértices involucrados, y
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se continúa con el siguiente vértice. Cuando se revisan todas las combinaciones de pares
de vértices posibles, se prosigue con la partición siguiente. Finalmente retorna el grafo
completo G. La complejidad de este algoritmo es O(P0 ·N2) cuando bpup es igual a cero,
de lo contrario O(P1 · N2 · bpup), siendo P0 el número de particiones con cero bytes por
vértice, P1 las particiones que śı tienen bytes por vértice, y N el largo de las particiones.

Para encontrar vecinos de vértices aleatorios, el Algoritmo 4.4) detecta las particiones
donde participa el vértice u en la secuencia X, y luego revisa cada partición detectada.
Gracias a las funciones de acceso rank(), select() y access() que soporta la estructura
compacta, esta tarea se realiza de manera eficiente.

Primero se cuentan las ocurrencias del vértice u, y por cada una se obtiene el inicio
y final de las particiones donde está presente, junto con la cantidad de bytes por vértice
y la copia a RAM de los vértices que tiene dicha partición. Luego, por cada vértice en la
partición y posible vecino, si bpup es cero se agrega directamente dicho vértice al listado
de vecinos de u. Si no lo es, se comparan uno a uno los bytes por vértice de u con
su posible vecino, y si alguna comparación es distinta de cero, se agrega el vértice en
evaluación al listado final y se continúa al siguiente posible. Finalmente retorna el listado
de vecinos N(u). La complejidad del algoritmo es O(M0 ·N) cuando bpup es igual a cero,
y O(M1 ·N · bpup) cuando no lo es, siendo M0 la cantidad de particiones que contienen al
vértice en la secuencia X con cero bytes por vértice, M1 el resto de particiones con bytes
por vértice distinto de cero, y N el largo de las particiones.

Para verificar si dos vértices son vecinos, el Algoritmo 4.5 primero cuenta las ocu-
rrencias de ambos nodos en la secuencia X, y luego revisa de manera ordenada en qué
particiones se encuentra cada una de ellas. Si dos ocurrencias coinciden en una partición,
revisa si existe algún bit en común entre sus correspondientes bytes de BB, si lo hay
entonces son vecinos, de lo contrario continúa buscando otra partición donde vuelvan a
encontrarse ambos nodos. La complejidad del algoritmo es O(M1 + M2) cuando bpup es
igual a cero, y O((M1 +M2) · bpup) cuando no lo es, siendo M1 el número de particiones
que contienen al vértice u1, y M2 el número de particiones que contienen al vértice u2.

Para recuperar el listado de cliques maximales, el Algoritmo 4.6 recorre la estructura
compacta de manera secuencial, y va recreando los cliques representados por los bytes en
la secuencia BB de cada partición.

El algoritmo primero obtiene la cantidad de particiones P , luego por cada una de
ellas obtiene sus ı́ndices de inicio (s) y final (e) en B, calcula la cantidad de bytes por
vértice bpup, y copia a RAM los vértices de la partición. Si bpup es cero, quiere decir
que todos los vértices pertenecen al mismo clique, por tanto los agrega como un clique
directamente. Y si bpup es distinto de cero, revisa por cada vértice y cada bit de cada
byte la pertenencia de dicho vértice a un clique maximal; si el bit es uno lo agrega, y
si es cero lo omite. Finalmente, agrega cada clique detectado al listado final de cliques
maximales. La complejidad del algoritmo es O(P0 · N) cuando bpup es igual a cero, y
O(P1 ·N · 8 · bpup) cuando no lo es, siendo P0 el número de particiones con cero bytes por
vértice, P1 las particiones que śı tienen bytes por vértice, y N el largo de las particiones.
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Algorithm 4.3 Algoritmo secuencial para reconstruir G(V,E).

Require: X, B, BB, Y
Ensure: Returns G(V,E)

1: Initialize empty graph G
2: P ← rank1(B, |B|)
3: for p = 1 to P do
4: s← select1(B, p)
5: e← select1(B, p+ 1)
6: bpup ← Yp+1−Yp

e−s
7: Xp ← X[s..e]
8: for j = 0 to |Xp| do
9: for k = j + 1 to |Xp| do

10: if bpup = 0 then
11: Insert (unoriented) edges (Xp[j], Xp[k]) into G
12: else
13: BBp ← HuffmanToBytes(BB[Yp], BB[Yp+1])
14: iBBj ← bpup · j
15: iBBk ← bpup · k
16: for b = 1 to bpup do
17: if BBp[iBBj + b] & BBp[iBBk + b] 6= 0 then
18: Insert (unoriented) edge (Xp[j], Xp[k]) into G
19: break
20: end if
21: end for
22: end if
23: end for
24: end for
25: end for
26: return G
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Algorithm 4.4 Algoritmo para recuperar vecinos N(u) de un vértice u ∈ V .

Require: u, X, B, BB, Y
Ensure: Returns N(u)

1: Initialize empty graph N(u)
2: occur ← ranku(X, |X|)
3: for i = 1 to occur do
4: up ← selectu(X, i)
5: p← rank1(B, up)
6: s← select1(B, p)
7: e← select1(B, p+ 1)
8: bpup ← Yp+1−Yp

e−s
9: Xp ← X[s..e]

10: for j = 0 to |Xp| do
11: if Xp[j] 6= u then
12: if bpup = 0 then
13: Insert Xp[j] 6= u to N(u)
14: else
15: BBp ← HuffmanToBytes(BB[Yp], BB[Yp+1])
16: iBBj ← bpup · j
17: iBBx← bpup · (up − s)
18: for b = 1 to bpup do
19: if BBp[iBBx+ b] & BBp[iBBj + b] 6= 0 then
20: Insert Xp[j] into N(u)
21: break
22: end if
23: end for
24: end if
25: end if
26: end for
27: end for
28: return N(u)
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Algorithm 4.5 Algoritmo para verificar si dos nodos u1, u2 ∈ V son vecinos.

Require: u1, u2, X, B, BB, Y
Ensure: Returns if (u1, u2) ∈ E

1: occur1 ← ranku1(X, |X|)
2: occur2 ← ranku2(X, |X|)
3: ySize← |Y |
4: u1p ← selectu1(X, 1)
5: p1← rank1(B, u1p)
6: i1← 1
7: for i2 = 1 to occur2 do
8: u2p ← selectu2(X, i2)
9: p2← rank1(B, u2p)

10: while p1 < p2 do
11: i1← i1 + 1
12: if i1 > occur1 then
13: return false
14: end if
15: u1p ← selectu1(X, i1)
16: p1← rank1(B, u1p)
17: end while
18: if p1 = p2 then
19: if ySize < p1 then
20: return true
21: end if
22: s← select1(B, p1)
23: e← select1(B, p1 + 1)
24: bpup ← Yp1+1−Yp1

e−s
25: BBp ← HuffmanToBytes(BB[Yp], BB[Yp+1])
26: iBB1← bpup · (u1p − s)
27: iBB2← bpup · (u2p − s)
28: for b = 1 to bpup do
29: if BBp[iBB1 + b] & BBp[iBB2 + b] 6= 0 then
30: return true
31: end if
32: end for
33: end if
34: end for
35: return false
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Algorithm 4.6 Algoritmo para recuperar listado de cliques maximales C de G(V,E).

Require: X, B, BB, Y
Ensure: Returns collection of maximal cliques C

1: C ← ∅
2: P ← rank1(B, |B|)
3: for p = 1 to P do
4: s← select1(B, p)
5: e← select1(B, p+ 1)
6: bpup ← Yp+1−Yp

e−s
7: Xp ← X[s..e]
8: if bpup = 0 then
9: C ← C ∪Xp[e..s]

10: else
11: BBp ← HuffmanToBytes(BB[Yp], BB[Yp+1])
12: CC ← ∅
13: for j = 0 to |Xp| − 1 do
14: cluster ← 0
15: iBBj ← bpup · j
16: for b = 1 to bpup do
17: for k = 1 to 8 do
18: CC[cluster]← ∅
19: if BBp[iBBj + b][k] = 1 then
20: CC[cluster]← CC[cluster] ∪Xp[j]
21: end if
22: cluster ← cluster + 1
23: end for
24: end for
25: end for
26: end if
27: C ← C ∪ {CC[1], CC[2], · · · , CC[cluster]}
28: end for
29: return C



Caṕıtulo 5

RESULTADOS

En esta sección se presentan las caracteŕısticas de los grafos G(V,E) y de la estructura
compacta utilizada para evaluar la propuesta, y luego se compara tanto el nivel de com-
presión como los tiempos de acceso secuencial y aleatorio de los algoritmos propuestos
contra otros algoritmos relevantes del área.

Los algoritmos a comparar son actuales en el estado del arte para compresión de grafos,
incluyendo la última versión de WebGraph [5], Apostolico and Drovandi [2], y k2tree [11].

Todas las pruebas y experimentos se realizaron en una computadora con un procesador
Intel i7 2.70GHz CPU con 12GB de RAM, y los algoritmos fueron implementados con el
compilador g++ 8.2.1 con la opción de optimización O3.

5.1. Grafos

Para evaluar el rendimiento del método propuesto y comparar los resultados con el
estado del arte, se seleccionan 8 grafos no densos y no dirigidos, ya que el método apunta
a lograr una mejor compresión para grafos con estas caracteŕısticas. Los 8 grafos son los
siguientes:

dblp-2010 y dblp-2011 de WebGraph1.

snap-dblp y snap-amazon de SNAP2.

marknewman-astro y marknewman-condmat de Quick-Cliques3.

coPapersDBLP junto a coPapersCiteseer de Network repository4.

En la Tabla 5.1 se muestran la cantidad de vértices (|V |), aristas (|E|), cliques ma-
ximales (|C|), grado medio (d) y máximo (dmax) de los vértices de los grafos, valor de
degeneracy (D(G)), coeficiente de clusterización (C(G)) y transitividad (T (G)). De ella
se pueden apreciar varias caracteŕısticas importantes de los grafos.

En cuanto a tamaño, marknewman-astro y marknewman-condmat son los más pe-
queños, no superan los 50.000 vértices. Los demás tienen un tamaño bastante similar,
siendo dblp-2011 el más grande con 986.324 vértices.

1http://law.di.unimi.it/datasets.php
2https://snap.stanford.edu/data/
3http://www.dcs.gla.ac.uk/~pat/jchoco/clique/enumeration/quick-cliques/doc/
4http://networkrepository.com/
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Tabla 5.1: Cantidad de vértices, aristas, cliques, grado medio y máximo de los vértices,
degeneracy, coeficiente de clusterización y transitividad de los grafos a comprimir.

Grafo |V | |E| |C| d dmax D(G) C(G) T (G)

marknewman-astro 16.706 242.502 15.794 14,51 360 56 0,66 0,42
marknewman-condmat 40.421 351.386 34.274 8,69 278 29 0,64 0,24
dblp-2010 326.186 1.615.400 196.434 4,95 238 74 0,61 0,39
dblp-2011 986.324 6.707.236 806.320 6,80 979 118 0,63 0,20
snap-dblp 317.080 2.099.732 257.551 6,62 2.752 113 0,63 0,30
snap-amazon 403.394 4.886.816 1.023.572 12,11 343 10 0,41 0,16
coPapersDBLP 540.486 30.491.458 139.340 56,41 3.299 336 0,80 0,65
coPapersCiteseer 434.102 32.073.440 86.303 73,88 1.188 844 0,83 0,77

Con respecto al número de aristas, marknewman-astro y marknewman-condmat tam-
bién son los menores con menos de 400.000, luego dblp-2010, dblp-2011, snap-dblp y
snap-amazon entre 1 y 7 millones, y finalmente coPapersDBLP junto a coPapersCiteseer

con más de 30 millones de aristas.
En cantidad de cliques maximales, la mayoŕıa tiene una cantidad proporcional a su

número de vértices, a excepción de tres grafos: snap-amazon posee más del doble de cliques
que vértices, y tanto coPapersDBLP y coPapersCiteseer tienen menos de la mitad de
cliques que vértices. Esto quiere decir que su clusterización es distinta a los demás, lo que
se confirma estudiando los indicadores restantes.

Con respecto al grado medio y máximo de los vértices en los grafos, se destacan
snap-dblp con 6,62 de media pero 2.752 de máxima, que contrasta con dblp-2011 que
tiene cerca del triple de vértices, aristas y cliques, pero una media similar y un grado
máximo tres veces menor. Y coPapersDBLP con coPapersCiteseer que presentan 56,41
y 73,88 de grado medio, y 3.299 con 1.188 de grado máximo, respectivamente.

Finalmente en los indicadores de clusterización, los mismos grafos coPapersDBLP y
coPapersCiteseer presentan los valores más altos, lo que podŕıa dar un indicio que los
resultados de compresión y tiempos de acceso serán distintos a los demás.

La distribución del grado de los vértices para cada grafo se presenta en la Figura 5.1.
Se puede apreciar que todos los grafos presentan una distribución similar, donde muchos
vértices tienen pocos vecinos, y pocos vértices tienen muchos vecinos.

La distribución de los tamaños de los cliques maximales para cada grafo se muestra
en la Figura 5.2. Es importante notar que el gráfico del grafo coPapersCiteseer está
truncado para efectos de comparación, pero tiene muy pocos cliques maximales por sobre
el ĺımite fijado gráficamente. Además, el grafo snap-amazon posee la mayor cantidad de
cliques maximales pequeños.

La mayoŕıa de los grafos contienen muchos cliques con menos de 50 vértices, a excep-
ción de los grafos snap-amazon, coPapersDBLP y coPapersCiteseer. El primero contiene
solo cliques pequeños, de no más de 20 vértices. Los otros dos grafos contienen una canti-
dad considerable de cliques de hasta 100 vértices. Esto permitirá contrastar los resultados
del método propuesto entre grafos con distintas cantidades de cliques maximales grandes.
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Figura 5.1: Distribución del grado de los vértices para cada grafo.
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Figura 5.2: Distribución del tamaño de los cliques maximales para cada grafo.
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5.2. Estructura compacta

Para generar la estructura compacta se usa SDSL5 desarrollada por Gog et al.[28], y se
implementó Huffman con acceso aleatorio [38]. Las estructuras de datos sucintas a evaluar
dependen del tipo de secuencia a compactar.

Para las secuencias de śımbolos, se consideran las estructuras basadas en wavelet
matrix (wm) [20] y wavelet tree (wt) [30].

Para la secuencia de bits, se consideran las estructuras basadas en bitmaps compri-
midos de Raman, Raman y Rao (rrr) [52], y Okanohara y Sadakane (sdb) [49].

La secuencia de bytes BB se comprime usando código Huffman[38]. Esto significa
que BB se transforma en una secuencia de bits, lo que requiere actualizar los ı́ndices
de inicio de sus particiones en la secuencia Y , para poder obtener la secuencia de bytes
equivalentes, de acuerdo a un desplazamiento en BB. Esto también conlleva que, por cada
consulta a una partición, primero hay que decodificar todos los bytes correspondientes de
esa partición antes de poder usarlos para detectar si los nodos asociados son vecinos o no.
Esta codificación se implementó, ya que no es parte de la libreŕıa SDSL.

Como factores de selección, se consideran el nivel de compresión en bits, y tanto el
tiempo de reconstrucción secuencial usando el Algoritmo 4.3, como el tiempo de acceso
aleatorio al recuperar los vecinos de un millón de nodos, usando el Algoritmo 4.4, para
cada grafo y cada función de ranking con cada una de las estructuras antes planteadas.

Para ello, se decide construir la estructura compacta para cada grafo y cada función
de ranking, con todas las posibles combinaciones para las secuencias. En la Figura 5.7,
Figura 5.8, Figura 5.9, y Figura 5.10, se compara para cada grafo el BPE de las ocho
posibles combinaciones para cada función de ranking con respecto al tiempo secuencial de
reconstrucción del grafo. Y en la Figura 5.3, Figura 5.4, Figura 5.5 y Figura 5.6, el BPE
con respecto al tiempo de acceso aleatorio al recuperar los vecinos de un millón de nodos.

En la mayoŕıa de los casos, la estructura que presenta la mejor relación entre BPE y
tiempos es la de secuencias de śımbolos con wm, secuencia de bytes con hutu, y secuencia de
bits con sdb. Las opciones que presentan menores tiempos aumentan en BPE, y viceversa.
Por tanto, se elige esta combinación de estructuras de secuencias como la estructura
compacta a desarrollar.

5.3. Comparación de funciones de ranking

A continuación se comparan las estructuras compactas resultantes, usando las tres
funciones de ranking basadas en la frecuencia del vértice en los cliques maximales rf (u),
en la cantidad de vecinos en los cliques del vértice rc(u), y la razón entre ambas funciones
rr(u).

En la Figura 5.11 y la Tabla 5.2 se muestran los BPE de las estructuras compactas
finales, aplicando las funciones de ranking en la heuŕıstica de clusterización. Se puede

5https://github.com/simongog/sdsl-lite

https://github.com/simongog/sdsl-lite
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Figura 5.3: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada función de ranking, para los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.4: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada función de ranking, para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.5: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada función de ranking, para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.6: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada función de ranking, para los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.



43

3.80 3.85 3.90 3.95 4.00
BPE

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

Ti
em

po
 [

s]

marknewman-astro
 

 

X/Y B 

 

wm rrr 

 

wt rrr 

 

wm sdb 

 

wt sdb 

 

r 
r 

 

 

r 
c 

 

 

r 
f 

 

(a)

5.40 5.45 5.50 5.55 5.60 5.65 5.70 5.75 5.80
BPE

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

Ti
em

po
 [

s]

marknewman-condmat
 

 

X/Y B 

 

wm rrr 

 

wt rrr 

 

wm sdb 

 

wt sdb 

 

r 
r 

 

 

r 
c 

 

 

r 
f 

 

(b)

Figura 5.7: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada función de ranking, para los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.8: BPE y Tiempo de acceso secuencial medio para posibles estructuras compac-
tas, por cada función de ranking, para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.9: BPE y Tiempo de acceso secuencial medio para posibles estructuras compac-
tas, por cada función de ranking, para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.10: BPE y Tiempo de acceso secuencial medio para posibles estructuras com-
pactas, por cada función de ranking, para los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.
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Figura 5.11: BPE de las estructuras compactas para las funciones de ranking.

apreciar que rf (u) logra los mejores resultados de compresión, con excepción del grafo
snap-amazon donde rr(u) tiene un BPE levemente menor. Si este parámetro fuera el único
a considerar para elegir la mejor función, rf (u) seŕıa la mejor opción, pero es necesario
profundizar en la conformación de la estructura.

En la Figura 5.12 se presentan la cantidad de particiones que contiene las estructuras
compactas para cada función de ranking. Se aprecia con bastante claridad que la fun-
ción rr(u) genera más particiones que las otras dos, y dado que el BPE expuesto en la
Figura 5.11 no refleja esta diferencia, se puede intuir que las particiones son más pe-
queñas. Para profundizar en este punto, se estudiará la composición de las secuencias de

Tabla 5.2: Comparativa de BPE de las estructuras compactas para las funciones de ran-
king.

Grafo rr rc rf

marknewman-astro 3,96 3,86 3,82
marknewman-condmat 5,74 5,47 5,44
dblp-2010 5,85 5,97 5,73
dblp-2011 6,58 6,63 6,48
snap-dblp 6,89 6,50 6,41
snap-amazon 10,44 10,53 10,46
coPapersDBLP 0,78 0,79 0,76
coPapersCiteseer 0,52 0,50 0,48
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Figura 5.12: Número de particiones en las estructuras compactas para las funciones de
ranking.

las estructuras compactas para cada función de ranking.

En la Figura 5.13(a) se ilustra la proporción de bits para cada secuencia dentro de
la estructura compacta, para cada función de ranking. En la Figura 5.13(b) se ilustra la
misma proporción normalizada. Como se puede observar, la secuencia que más aporta
para todos los casos es la de vértices X, seguida de la secuencia de bytes BB, luego Y
y finalmente la secuencia de bits B. Nuevamente las funciones de ranking rf (u) y rc(u)
tienen resultados similares, y para la función rr(u) la secuencia X aumenta su proporción
mientras que BB disminuye. Esto seguramente afectará positivamente el tiempo de res-
puesta de los algoritmos propuestos, ya que todos requieren comparar los bytes de BB de
cada partición entre ellos, y si hay menos bytes requerirá menos tiempo.

Para estudiar la composición de las particiones para cada función de ranking, en la
Figura 5.14 se ilustran la cantidad máxima de vértices en la secuencia X por partición,
y en la Figura 5.15 la cantidad máxima de bytes por vértice en la secuencia BB de las
estructuras compactas resultantes. Como se puede apreciar, la función rr(u) presenta
consistentemente los menores valores entre las tres funciones, lo que permite asegurar que
es la que mejor agrupa y usa el espacio de las particiones en la estructura compacta.

En la Figura 5.16 se puede estudiar la función de distribución acumulativa (CDF)
para la cantidad de bytes por vértice en la estructura compacta, para cada función de
ranking. Se confirma que para la función rr(u) las particiones contienen menos bytes en
la secuencia BB, ya que la cantidad de bytes por vértice es significativamente menor.

En la Figura 5.17 se ven los tiempos de acceso aleatorio para la obtención de vecinos
de cualquier vértice u ∈ G(V,E) desde las estructuras compactas generadas con las tres
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Figura 5.14: Número máximo de vértices en la secuencia X para las funciones de ranking.
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Figura 5.15: Número máximo de bytes por nodo para las funciones de ranking.
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Figura 5.16: CDF para bytes por vértice en estructuras compactas para cada función de
ranking.
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Figura 5.17: Tiempos de acceso aleatorio para las funciones de ranking.

funciones de ranking en comparación. Como se esperaba, los tiempos menores se obtienen
usando la estructura basada en la función rr(u), ya que no tiene que comparar tantos
bytes por particiones como las otras dos.

Entonces, considerando la gran ventaja en tiempo de acceso y la leve diferencia en
compresión, se concluye que la mejor alternativa entre las tres funciones de ranking es
rr(u).

En la Tabla 5.3 se muestran los tiempos en segundos de la generación del listado de
cliques maximales C (tC) directo del grafo, el tiempo de generar la estructura compacta
desde el listado de cliques (tCS), el tiempo total de generar la estructura compacta (tT =
tC + tCS) y el tiempo para recuperar el listado de cliques C desde la estructura compacta
(t′C)) usando el Algoritmo 4.6.

Se debe notar que el tiempo para recuperar el listado de cliques desde la estructura
compacta es menor al requerido desde el grafo directamente. Si bien se puede argumentar
que para llegar a la estructura compacta se debe generar el listado desde el grafo, por
tanto tC es necesario pagarlo ineludiblemente, una vez generada la estructura se puede
obtener C de ella, en menor tiempo y sin tener que descomprimir el grafo. Se destaca este
contraste en los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer, donde desde la estructura
compacta es sobre 10 veces más rápida.

A continuación se procede a comparar la opción de compresión seleccionada con los
algoritmos del estado del arte ya mencionados.
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Tabla 5.3: Tiempos de obtención de listado de cliques maximales y construcción de la
estructura compacta, en segundos.

Grafo tC tCS tT t′C

marknewman-astro 0,18 0,28 0,46 0,05
marknewman-condmat 0,28 0,40 0,68 0,11
dblp-2010 1,12 1,46 2,58 0,57
dblp-2011 5,58 7,30 12,88 2,77
snap-dblp 1,68 2,30 3,98 0,86
snap-amazon 5,93 8,44 14,37 3,01
coPapersDBLP 17,96 3,44 21,40 1,39
coPapersCiteseer 26,70 4,70 31,40 0,96

5.4. Comparando con estado del arte

En esta sección se compara el nivel de compresión y los tiempos de acceso de la
estructura compacta usando la función de ranking rr(u) seleccionada en la sección anterior,
con los algoritmos más recientes de WebGraph [5], Apostolico and Drovandi (AD) [2], y
k2tree [10, 11].

A continuación se detallan las notaciones a usar en el resto de la sección.

Para la estructura compacta propuesta, basada en las superposición de cliques ma-
ximales, se diferencian dos casos:

• Crf : Usando la estructura con función de ranking rf (u).

• Crr: Usando la estructura con función de ranking rr(u).

En el caso de Webgraph, como el algoritmo genera una estructura adicional para el
caso de acceso aleatorio, se diferencian dos casos:

• WGs: Para el caso de acceso secuencial.

• WGa: Para el caso de acceso aleatorio.

Para el caso de k2tree, se diferencian dos casos:

• k2T : Cuando el algoritmo usa el orden del grafo original.

• k2TBFS: Cuando el algoritmo usa el orden por BFS.

AD: El algoritmo BFS de Apostolico y Drovandi.

Es importante recordar que los algoritmos Webgraph y AD están orientados a com-
primir grafos dirigidos. Esto requiere que cada arco de los grafos no dirigidos a evaluar
deben ser anotados en ambos sentidos antes de ser comprimidos.
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Tabla 5.4: BPE de algoritmos de compresión.

Grafo Crf Crr k2T k2TBFS AD WGa WGs

marknewman-astro 3,82 3,96 4,89 4,34 5,67 8,10 7,30
marknewman-condmat 5,44 5,74 6,28 5,60 7,86 11,78 10,45
dblp-2010 6,41 5,84 4,23 4,30 6,71 8,67 6,91
dblp-2011 10,46 6,58 5,48 5,89 9,67 10,13 8,71
snap-dblp 5,73 6,89 5,88 5,23 8,14 11,80 10,17
snap-amazon 6,48 10,44 8,02 6,38 10,96 14,50 13,35
coPapersDBLP 0,76 0,78 1,67 0,94 1,81 2,71 2,48
coPapersCiteseer 0,48 0,52 1,21 0,45 0,85 1,79 1,63

Mención especial requiere k2-tree, donde la autora proporcionó una versión mejorada
del algoritmo orientado espećıficamente a grafos no dirigidos, que reduce el espacio nece-
sario para representar el grafo considerando la mitad de la matriz de adyacencia, junto
con la capacidad de dicho modelo de entregar los listados de vecinos directos como rever-
sos. Para obtener el listado de adyacencia de un nodo, se debe obtener ambos listados y
retornar su unión.

Con esto presente, en la Tabla 5.4 se comparan los BPE de todos los casos, resal-
tando los mejores resultados. Para dos de los grafos comprimidos, marknewman-astro y
coPapersDBLP, la propuesta usando la función de ranking rf (u) es la que obtiene el me-
nor resultado, seguido muy de cerca por la versión usando la función de ranking rr(u).
Para marknewman-condmat también logra el mejor resultado, pero seguido por k2tree con
BFS. Con el grafo coPapersCiteseer se obtiene un resultado muy cercano al mejor caso
de k2tree con BFS, y en los demás, los dos mejores resultados los obtienen alguna de
las dos versiones de k2-tree, seguido siempre por alguna de las dos opciones del método
propuesto. Tanto Webgraph como AD no logran competir en compresión con los demás.

Esto confirma que la propuesta es competitiva con el estado del arte, solo considerando
el nivel de compresión. A continuación se evalúa el rendimiento en tiempos de acceso.

Para comparar el tiempo de acceso aleatorio, se prueba el Algoritmo 4.4 recuperando
los vecinos de un millón de vértices aleatorios de G(V,E), y se divide el tiempo que demora
dicha solicitud por la cantidad de aristas recuperadas. En la Tabla 5.5 se presentan los
resultados, sin considerar el caso de Webgraph secuencial (WGs), ya que solo se considera
acceso aleatorio.

Como se puede apreciar, Webgraph presenta los menores tiempos de acceso entre todos
los algoritmos, y AD lo sigue siempre en segundo lugar. Luego para los grafos dblp-2010,
dblp-2011, snap-dblp y snap-amazon, el método propuesto logra mejores resultados que
ambas versiones de k2-tree, con especial atención a dblp-2011 donde logra ser el doble de
rápido. Para el resto de los casos, el resultado es bastante competitivo entre esos métodos.

El tiempo de reconstrucción secuencial se midió usando el Algoritmo 4.3. En la Ta-
bla 5.6 se presentan los resultados obtenidos para los algoritmos evaluados. En este caso, si
bien el método propuesto es más lento que los demás, para casos como marknweman-astro,
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Tabla 5.5: Tiempos de acceso aleatorio, en microsegundos por arco.

Grafo Crf Crr k2T k2TBFS AD WGa

marknewman-astro 2,97 2,67 2,58 1,33 1,79 0,052
marknewman-condmat 3,32 3,16 5,53 2,81 2,32 0,063
dblp-2010 3,80 3,70 5,55 4,84 2,15 0,097
dblp-2011 5,21 4,66 11,43 10,69 2,36 0,114
snap-dblp 4,06 4,07 10,35 6,93 2,30 0,125
snap-amazon 12,17 6,99 13,97 7,13 2,47 0,087
coPapersDBLP 1,69 1,51 1,89 1,16 0,73 0,045
coPapersCiteseer 1,25 1,30 0,95 0,50 0,45 0.037

marknewman-condmat, dblp-2010 y snap-dblp, la diferencia es menor a un segundo. Para
el resto de los casos, los grafos tienen una cantidad considerable de arcos, dblp-2011 y
snap-amazon tienen la mayor cantidad de cliques, y coPapersDBLP con coPapersCiteseer

tienen muchos cliques de hasta 100 vértices, y presentan una relación no proporcional en-
tre cantidad de vértices y cantidad de cliques, como lo muestra la Tabla 5.1, lo que afecta
bastante a la hora de recuperar dichos grafos.

Para evaluar mejor la competitividad, en las Figuras 5.18- 5.21 se muestras los BPE
con respecto a los tiempo de acceso aleatorio en micro-segundos, y en las Figuras 5.22- 5.25
los BPE con respecto a los tiempos de reconstrucción secuencial en segundos, obtenidos
para cada algoritmo y cada grafo.

Se puede apreciar que, para el caso aleatorio, si bien el método de compresión se ubica
casi siempre en el cuadrante de menor BPE y mayor tiempo, otros logran una ubicación
de menor calidad, como los casos de los algoritmos de k2tree para los grafos dblp-2010,
dbpl-2011 en la Figura 5.19, y snap-dblp en la Figura 5.20. En el caso secuencial, para
el set de grafos pequeños marknewman-astro y marknewman-condmat, se logra muy buena
ubicación en el cuadrante de menor BPE y menor tiempo (Figura 5.22), pero para los
demás grafos el tiempo es muy lejano a los demás algoritmos.

En cuanto a verificar si dos nodos son vecinos o no, la estructura planteada es la
única que tiene dicha consulta implementada y no requiere descomprimir para responder
directamente. Tanto Webgraph como AD, al usar diferencias para codificar los listados
de adyacencia, primero requieren obtener el listado de vecinos de un nodo y luego revisar
si el segundo nodo pertenece o no a dicha lista. La propuesta de k2tree podŕıa responder
dicha consulta, ya que codifica la matriz de adyacencia de tal manera que podŕıa revisar
directamente la vecindad de dos nodos, pero no la tiene implementada.
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Tabla 5.6: Tiempos de reconstrucción secuencial del grafo, en segundos.

Grafo Crf Crr k2T k2TBFS WGs

marknewman-astro 0,09 0,09 0,03 0,02 0,28
marknewman-condmat 0,16 0,16 0,07 0,04 0,52
dblp-2010 0,79 0,82 0,18 0,16 1,09
dblp-2011 4,61 4,45 1,10 1,31 2,41
snap-dblp 1,16 1,26 0,58 0,35 1,20
snap-amazon 7,09 4,53 1,36 1,13 1,30
coPapersDBLP 5,68 5,81 1,45 1,01 1,59
coPapersCiteseer 4,62 5,46 1,33 0,65 1,56
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Figura 5.18: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.19: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos dblp-2010 y dblp-2010.
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Figura 5.20: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.21: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.
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Figura 5.22: BPE y tiempo de reconstrucción secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.23: BPE y tiempo de reconstrucción secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.24: BPE y tiempo de reconstrucción secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.25: BPE y tiempo de reconstrucción secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.



Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla un método de compresión de grafos no dirigidos y poco
densos, basado en clustering de cliques maximales, usando estructuras de datos sucintos.
Se logra llegar a una representación comprimida que permite responder consultas usuales
como listado de vecinos de un nodo y reconstrucción del grafo, y otras consultas novedosas
como obtener el listado de cliques maximales o saber si dos nodos son vecinos, todo sin
tener que descomprimir el grafo.

El nivel de compresión, medido en BPE, es bastante competitivo al estado del arte,
siendo superado solo por las dos versiones evaluadas de k2tree, ambas contando con una
reciente mejora realizada directamente por la autora para representar grafos no dirigidos.
Comparado con los otros algoritmos, el resultado en compresión es bastante mejor, sobre
todo comparado con WebGraph. Los mejores BPE se logran con los grafos coPapersDBLP
(0,78) y coPapersCiteseer (0,52), los cuales presentan los ı́ndices de clusterización más
altos, muy pocos cliques comparado con la cantidad de nodos, y la mayoŕıa de dichos
cliques con al menos 100 nodos.

Para el tiempo de acceso aleatorio, medido como los segundos por arco que toma
recuperar vecinos para un millón de nodos, en varios casos se logran mejores resultados
que ambos algoritmos de k2tree, pero no logra superar a BFS ni menos a WebGraph, que
mantiene total predominancia en este ámbito. Analizando junto al resultado en BPE, se
puede apreciar que la propuesta se mantiene competitiva, siempre en la zona media de
la comparación. El mejor balance lo logran los grafos marknewman-condmat, dblp-2010,
dblp-2011, y snap-dblp, todos los cuales poseen una cantidad similar entre vértices y
cliques maximales.

Para el tiempo de reconstrucción secuencial del grafo, la estructura propuesta presenta
su menor desempeño. En todos los casos, alguna versión de k2tree logra una respuesta
más rápida, del orden de 4 veces mejor. Se destaca que para los grafos marknewman-astro,
marknewman-condmat y dblp-2010, el método logra mejor tiempo que WebGraph.

En cuanto al tiempo de recuperar el listado de cliques maximales, la propuesta es
mucho mas rápida que el algoritmo Quick Cliques1 y si bien es cierto que para generar
la estructura se debe generar dicho listado previamente, una vez comprimido el grafo se
puede volver a obtener en un tiempo menor. Especial atención a los grafos coPapersDBLP
y coPapersCiteseer, que son los grafos con menor BPE, y recuperan el listado de cliques
más de 10 veces más rápido.

Esta propuesta además posee la consulta que permite saber si dos vértices son vecinos,
sin tener que generar los listados de adyacencia de ninguno de los dos, directamente de

1https://github.com/darrenstrash/quick-cliques
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la estructura, y en un tiempo O((M1 +M2) · bpup) cuando hay bytes en las particiones, o
O(M1 + M2) si no los hay, siendo M1 la cantidad de particiones que contienen al vértice
1, y M2 al vértice 2.

Con esto en consideración, una buena aplicación para el método propuesto son máqui-
nas donde el espacio para guardar el grafo sea limitado, como dispositivos móviles con
poca RAM y espacio en disco, donde se pueden almacenar los grafos gracias al buen nivel
de compresión, y además permite responder consultas sin ocupar espacio en la descom-
presión, pagando un tiempo algo mayor.

Como trabajo futuro, se puede explorar cómo mejorar los tiempos de acceso de esta
estructura, por ejemplo investigar nuevas funciones de ranking en la heuŕıstica de clus-
terización. Otra opción es explotar el potencial de paralelismo que posee la estructura
compacta, ya que cada partición se puede acceder de manera simultánea, y cada compa-
ración de bytes dentro de las particiones se puede optimizar usando instrucciones paralelas
como SIMD2.

2SIMD: Single Instruction, Multiple Data. Una Instrucción, múltiples datos.
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