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Resumen

La compresién y manejo eficiente de grandes grafos se vuelve cada dia mas funda-
mental en distintos dmbitos, desde la representacion de la Web y las redes sociales, hasta
representar componentes biolégicos. Su crecimiento ha tenido un aumento constante, y
con esto se eleva la exigencia en recursos para procesar consultas sobre ellos. Una solucion
a este problema es buscar una opcién de representar estos grafos de maneras alternativas
que permitan responder dichas consultas en el menor tiempo posible.

En este trabajo se desarrolla un método de compresién para grafos no dirigidos po-
co densos, que aprovecha la superposicion de cliques maximales en la generacién de una
estructura compacta que permite manejar de manera eficiente dichos grafos. Si bien el
problema de obtener los cliques maximales de un grafo es muy complejo (NP-completo),
existen algoritmos para grafos poco densos que logran generar el listado en poco tiem-
po. Ademas es un costo que se debe pagar una sola vez, luego de generar la estructura
compacta se puede obtener nuevamente el listado de cliques directo de ella.

Finalmente se prueba el rendimiento de esta estructura propuesta con diferentes grafos,
estudiando qué caracteristicas deben tener para aprovechar sus ventajas, y se compara
con otros algoritmos relevantes del estado del arte, comprobando su rendimiento tanto en
la compresion de grafos como en resolver las consultas sobre ella.

Se identifica que para grafos altamente clusterizados la compresién logra su maxima
eficiencia, ocupando menos de un bit por arco. En cuanto a respuesta de consultas, se
muestra que para ciertos casos se logran tiempos cercanos al estado del arte. Ademaés se
desarrollan algoritmos que permiten recuperar el listado de cliques maximales, y consultar
la vecindad de dos vértices, sin necesidad de descomprimir. Por 1ltimo, se proponen lineas
de investigacién para acelerar las consultas.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En los ultimos anos se ha visto un gran crecimiento en grafos de redes sociales y de la
web. Por ejemplo, el nimero de sitios indexados por los principales motores de busqueda
en la web se estima actualmente en al menos 5,68 miles de millones!, o la cantidad de
usuarios activos diarios en redes sociales, como Facebook? con 1,56 mil millones y un
crecimiento anual de un 8 %, o Instagram?® con mds de mil millones de usuarios y méas de
500 millones de historias diarias.

El grafo de la web representa los enlaces que tiene cada sitio hacia otro, y se modela
como un grafo dirigido, con un nodo por cada sitio anexado y un arco dirigido por cada
enlace que apunte a otro sitio. Los grafos de redes sociales representan relaciones entre
entidades, como personas o empresas, y son modelados como grafos dirigidos o no dirigidos
segiin corresponda. Por ejemplo, Twitter e Instagram permiten a sus usuarios seguir a
otros, conectandolos de manera asimétrica, y sus representaciones corresponden a un
grafo dirigido, mientras Facebook conecta de manera simétrica a sus usuarios, por tanto
se representa como un grafo no dirigido.

La estructura de enlaces del grafo de la web es usada por algoritmos de ranking
como PageRank [50], HITS [41], y Positional Power Function [32, 33], como también
para la deteccién de comunidades [43, 26, 55|, deteccién de SPAM [14, 4, 53], deteccién de
anomalias [51], ademds de servir para estudiar la web y su evolucién [21, 42, 22]. Los grafos
de redes sociales son estudiados para reconocer actores relevantes en comunidades [54, 16],
identificar difundidores eficientes [40, 44, 58], desarrollar algoritmos para la maximizacién
de influencia [18], y estudiar cémo se propaga la informacién [47, 15, 57, 3, 17].

El gran tamano de estos grafos trae consigo grandes problemas de procesamiento. Su
gran cantidad de vértices y aristas hacen practicamente imposible mantener en memoria
toda esa informacién, sobre mil millones de nodos y todas las conexiones entre ellos. Y
procesar consultas sobre dichos grafos es muy costoso, sobre todo cuando la jerarquia
de memoria de los sistemas computacionales modernos penaliza los tiempos de acceso a
medida que los datos se alejan de las unidades de procesamiento.

Estos problemas han motivado a la comunidad cientifica a proponer estructuras com-
primidas que permitan la navegacion del grafo a través de consultas basicas, como obtener
el listado de vecinos de un nodo. El objetivo de estas representaciones comprimidas es
permitir la simulacién de algoritmos de procesamiento de grafos usando mucho menos
espacio en memoria que las representaciones sin comprimir.

http://www.worldwidewebsize.com/, consultado el 07 de agosto del 2019.
Zhttps://investor.fb.com, informe de resultados del primer trimestre del 2019 de Facebook.
3https://instagram-press.com/our-story/, Infocenter de Instagram.


http://www.worldwidewebsize.com/
https://investor.fb.com/investor-news/press-release-details/2019/Facebook-Reports-First-Quarter-2019-Results/default.aspx
https://instagram-press.com/our-story/
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Por otra parte, la deteccién de cliques maximales en grafos es un problema NP-Hard
[39], y existen varios enfoques para tratar el problema [12, 23, 31, 9, 24, 25]. Esto es
particularmente de interés en grafos de red social para detectar comunidades [48], donde
es provechoso contar con modelos comprimidos de dichos grafos, y que permitan obtener
el listado de cliques maximales de manera rapida.

En el contexto de estructuras de datos sucintos, actualmente existen estructuras com-
pactas que permiten representar secuencias de bits, bytes y simbolos, con soporte de
consultas bésicas y rapidas [52, 30, 20].

Este método primero enumera los cliques maximales y luego los representa en una
estructura compacta. El esquema propuesto aprovecha tanto el tamano como la superpo-
sicion de vértices en los cliques con el objetivo de reducir el nimero de vértices explicita-
mente representados en la estructura. Los resultados muestran alto nivel de compresion y
tiempos de acceso competitivo en grafos reales con un alto coeficiente de clustering y con
tamanos de cliques medianos o grandes.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan las definiciones de grafos, cliques maximales, y algunas
métricas de clusterizacion, junto a codificaciones ocupadas en este trabajo.

2.1. Grafos, cliques maximales y métricas de clusterizacion

Se define un grafo G = (V, E) como el conjunto finito de wvértices o nodos V y el
conjunto de aristas E C V x V (arcos). La expresién V(G) representa el conjunto de
sus vértices y F(G) el conjunto de sus aristas. El orden de un grafo corresponde al total
de sus vértices |V (G)|, mientras que el tamarno de un grafo corresponde al total de sus
aristas |E(G)].

Dos vértices v; y vo € V(G) son adyacentes o vecinos si (vi,v5) € E(G) y vy #
vo. Un grafo es no dirigido cuando la arista conlleva ambos sentidos, quiere decir que
(v1,v9) = (vq,v1), ambos vértices son vecinos directos entre si. Distintos son los grafos
dirigidos, donde las aristas tienen un solo sentido, y (v1,vq) # (ve,v1). En este caso, vq
es llamado vecino directo de v, mientras v, es llamado vecino inverso o reverso de
vy. Un grafo denso es aquel que su niimero de aristas es cercano al maximo. Este trabajo
estd enfocado a utilizar grafos no dirigidos y poco densos.

El grado de un vértice d(v) se define como la cantidad de vértices en V(G) que son
adyacentes con v. La matriz de adyacencia de un grafo G corresponde a una matriz
binaria cuadrada |V (G)| x |V (G)| donde una celda (i, ) almacena un 1 solo si existe una
arista entre los vértices que corresponden a la conjuncién del par (fila, columna) = (4, 7).
En caso contrario, la celda contiene un 0.

Figura 2.1: Ejemplo de grafos bipartitos. (a) Grafo bipartito. (b) Grafo bipartito completo
o biclique.



Figura 2.2: Ejemplo de grafo y sus cliques maximales.

Un grafo k-degenerate es un grafo no dirigido donde cada subgrafo tiene un vértice
con grado a lo més k. El indice de degeneracy de un grafo, D(G), es el menor valor k
para el cual el grafo es k-degenerate.

Un grafo bipartito es un grafo tal que sus vértices pueden ser particionados en dos
conjuntos independientes, es decir, que los elementos de cada particién no son adyacentes
entre si. Un grafo es bipartito completo o biclique, cuando todos los vértices de un
conjunto son vecinos directos de todos los vértices del otro conjunto. En la Figura 2.1 se
ilustra un ejemplo de grafo bipartito y un biclique.

Un clique es un subgrafo donde todos los vértices son adyacentes entre si, es decir,
V" C V(G),Yv,v9 € V' (v1,v2) € E(G). Un clique maximal no puede extenderse
incluyendo otro vértice adyacente, es decir, no es subconjunto de otro clique mas grande.
En la Figura 2.2 se presenta ejemplo de un grafo y sus cliques maximales.

Un tridngulo es un subgrafo de tres vértices y tres aristas. Se define A(v) como la
cantidad de tridngulos donde participa un nodo v, y A(G) como la cantidad de tridngulos
de un grafo, y se calcula sumando el cédlculo individual para cada vértice, y dividiendo
el total en tres (por cada tridngulo se cuentan 3 veces los vértices), como lo muestra la
siguiente ecuacion

\NG) = %ZA@) (2.1)

veV

Un triplete es un subgrafo de tres vértices y dos aristas, donde las aristas comparten
un vértice comin. Se define 7(v) como la cantidad de tripletes donde v es el vértice comin,
y 7(G) como la cantidad de tripletes de un grafo.

T(G) =) 7(v) (2.2)

veV

El coeficiente de clusterizacién de un vértice indica cuanto esta conectado con sus
vecinos, y se define como c(v) = A(v)/7(v). El coeficiente de clusterizacién de un grafo
(C(Q@)) es el promedio del coeficiente de todos los nodos del grafo, y se define como:



C(G) = “i,' S ew) (2.3)

veV!

V' ={v e Vl]d() > 2}

donde V' es el conjunto de vértices con un grado mayor a dos. Su rango es entre [0, 1],
mientras mas cercano a 1 indica mas conexion entre vértices.

La transitividad de un grafo (7'(G)) es la probabilidad que un par de nodos adya-
centes estén interconectados, y se define como:

(2.4)

y su rango también va entre [0, 1], siendo 1 cuando todos los nodos estan interconectados
con todos.

Tanto el coeficiente de clusterizaciéon como la transitividad son métricas que permi-
ten vislumbrar cuan conectados o clusterizados estan los vértices de un grafo, y de sus
ecuaciones se puede notar que estan relacionados.

2.2. Codificaciones

Existen distintos tipos de codificaciones, segin la aplicacion. En esta seccion se re-
sumen algunas de relevancia para este trabajo, como algunos codigos universales o la
codificacién Huffman.

2.2.1. Cébdigos universales

Los cédigos universales para enteros son un tipo de cédigos que transforman enteros
positivos en secuencias de bits, donde el largo de la secuencia final de bits tiene relacion
con el entero a codificar. Existen varios cédigos de este tipo, algunos son:

» Cédigo unario: Se representa un entero x por una secuencia de 1710, donde el
0 indica el término de la secuencia. Por ejemplo, el nimero 5 se representa por la
secuencia 11110. Este codigo no es muy eficiente por si solo, pero se usa de base
para otro tipo de codigos.

» Cédigo gamma (7): Se representa un entero x en un par concatenado de largo y
offset. Offset es la representacion binaria de z, pero sin el primer 1. Por ejemplo,
para x = 5 su representacion binaria es 101, por tanto su offset es 01. Largo codifica
el largo de offset en codigo unario. Para x = 5, el largo de offset es 2 bits, por tanto
largo es 110. Concatenando ambas, el coédigo v para z = 5 es 11001.

» Cédigo delta (0): Este codigo es una extension del cédigo vy para enteros largos.
Béasicamente hacen lo mismo, pero el largo lo representan en cédigo v en vez de
c6digo unario. El codigo 6 para x =5 es 10001.



2.2.2. Codificacion Huffman

La codificacién Huffman[38] es un técnica de compresiéon de datos éptima que define
codigos de largo variable libre de prefijos. Es 6ptima porque el tamano de la represen-
tacién comprimida es minima y es libre de prefijos porque ningin codigo es prefijo de
otro. Huffman es un algoritmo greedy basado en definir cédigos mas cortos para aquellos
elementos mas frecuentes.

Una codificacion binaria de largo fijo, le asigna la misma cantidad de bits a todos
los simbolos por codificar. Una de largo variable le asigna menos bits a los simbolos més
frecuentes, y mas bits a los menos frecuentes, cuidando que las secuencias binarias cortas
no sean prefijos de las mas largas. La Figura 2.3 se tiene la frecuencia de seis simbolos en
una secuencia de 100.000 caracteres, y se comparan ambos cédigos. Para el caso de largo
fijo, se requieren 3 bits por cada simbolo en la secuencia, un total de 300.000 bits. Para el
caso de largo variable, el simbolo mas frecuente a requiere un bit, y los menos frecuentes
requieren 4 bits. Asi, la secuencia requiere:

(45-14+13-34+12-34+16-3+9-4+5-4)-1.000 = 224.000 bits

lo que significa una reduccién cercana al 20 %.

Un codigo prefijo es aquel donde ninguna palabra codificada es usada como prefijo
de otra. Estos cddigos son simples de decodificar, basta con comenzar el proceso desde el
primer bit hasta encontrar una de las posibles codificaciones, traducirla a su valor original,
y seguir con el resto de bits codificados. Siguiendo el ejemplo, la secuencia 001011101 se
identifica como 0-0- 101 - 1101, y se traduce como aabe.

Para agilizar la busqueda, el cdigo prefijo se puede representar como un arbol binario,
donde los nodos hojas son los caracteres codificados. Siguiendo cada bit de la secuencia, se
puede ir avanzando por el arbol hasta llegar a un nodo hoja, y asi llegar al valor buscado.
En la Figura 2.4 se ilustran los drboles de las codificaciones de la Figura 2.3, en (a) el
correspondiente a c6digo de largo fijo, y en (b) el de largo variable.

La codificaciéon Huffman aprovecha todo lo anterior, utilizando una heuristica greedy
para la construccion de su estructura y su compresién final. Asumiendo que se tiene una
secuencia C' de n caracteres, y que cada cardcter ¢ € C tiene una frecuencia f|c| en C.
El algoritmo crea un arbol desde los nodos hojas hacia el nodo raiz, inicialmente con |C/|
hojas, y ejecutando |C| — 1 conexiones para llegar al arbol final. Luego identifica los dos
elementos menos frecuentes y los conecta a un nuevo elemento, con frecuencia igual a la

‘abcdef

Frecuencia (en miles)| 45 13 12 16 9 5
Codigo largo fijo 000 001 010 011 100 101
Cédigo largo variable| 0 101 100 111 1101 1100

Figura 2.3: Ejemplo de cédigos de largo fijo y largo variable.
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suma de ambos. Esto contintia hasta que todos los nodos hojas estan conectados al arbol.
En la Figura 2.5 se ilustra este proceso para la secuencia ejemplo de la Figura 2.4(b), y a
continuacion se detalla el proceso:

1.
2.

Figura 2.5(a): Se crean los |C| = 6 nodos hoja para cada caracter.

Figura 2.5(b): Se identifican los dos nodos de caracteres menos frecuentes, f con
flf] =5y econ fle] =9 (en miles), y se conectan a un nuevo nodo con frecuencia
5+9=14.

. Figura 2.5(c): Los siguientes nodos menos frecuentes son ¢ con f[c¢] = 12 y b con

f[b] = 13, y se conectan a otro nodo nuevo con frecuencia 12 + 13 = 25.

Figura 2.5(d): El nodo creado que conecta f con e posee la menor frecuencia
(14), y junto al nodo d con f[d] = 16 se conectan en un nuevo nodo con frecuencia
14 + 16 = 30.

. Figura 2.5(e): Para juntar a los nuevos nodos de menor frecuencia, 25 y 30 res-

pectivamente, se crea un nuevo nodo con frecuencia 25 + 30 = 55.

Figura 2.5(f): Finalmente, se conecta el iltimo nodo hoja restante, a con f[a] = 45,
con el reciente nodo creado de frecuencia 55, mediante el nodo raiz con frecuencia
45 + 55 = 100, confirmando la correcta creacion del arbol.

Se visualiza que se crearon |C| — 1 = 6 — 1 = 5 nodos para conectar todo el arbol.
Con este resultado, se puede reconstruir de manera secuencial una secuencia codificada,
simplemente recorriendo el arbol desde el nodo raiz hasta llegar a un nodo hoja, sustituir
esa subsecuencia de bits por el valor de dicho nodo, y continuar con el resto de la secuencia
de igual manera hasta el final. Retomando el ejemplo de secuencia 001011101, en la
Figura 2.6 se visualizan los tres casos a decodificar: en (a) los primeros bits 0 llegan al
nodo hoja de a, en (b) la secuencia 101 llega al nodo b, y en (c) la secuencia 1101 llega al
nodo e, dando en (d) la equivalencia entre bits y caracteres con resultado aabe.

la:45 | [b:13| | c:12 | [d:16] [ e9 || £:5 |

(a)

Figura 2.4: Arbolqs correspondientes a los c6digos de la Figura 2.3. (a) Arbol para codigo
de largo fijo. (b) Arbol para cédigo de largo variable.



[c12] [b:13] @ [d:16] [a:45
[£5 | [e9 | [c12] [b:a3] [dia6] [a:45] 0 !
[ &9 |

(a)

. 1

Ic:12| Ib:13| I f:5 I I e:9 I

0 0 101 1101
aa b e
(d)

Figura 2.6: Usando el drbol para decodificar Huffman. (a) Decodificando 0. (b) Decodifi-
cando 101. (¢) Decodificando 1101. (d) Equivalencias de bits y caracteres.



Capitulo 3

ESTADO DEL ARTE

En este capitulo se realiza una revision del trabajo previo realizado en compresion de
grafos, se profundiza sobre las posibles estructuras compactas a utilizar, y se detalla el
problema y la solucion a utilizar para la deteccion de cliques maximales.

3.1. Compresion de grafos

El problema de compresion de grafos ha sido abordado de distintas maneras en las
ultimas décadas. En esta secciéon se revisan los trabajos més relevantes del area.

3.1.1. The WebGraph Framework, Boldi y Vigna

Uno de los primeros trabajos en la materia es WebGraph de Boldi y Vigna [7], apun-
tado a comprimir grafos dirigidos como el grafo de la Web, aprovechando la distribucién
potencial de las diferencias entre vecinos sucesivos, reflejados en dos caracteristicas de sus
enlaces ordenados por su URL, localidad (hipervinculos donde sus URL tienen un prefijo
en comun y si se ordenan lexicograficamente en una lista estaran muy cerca entre ellos) y
similitud (los sitios que tienden a estar juntos en esa lista lexicogréfica también tienden
a tener muchos sucesores en comun). Asi, codifican las listas de adyacencias basadas en
otras listas de adyacencias y cuan similar sean entre ellas.

Primero, se numeran los N nodos del grafo de 0 a N — 1, ordenados de manera
lexicografica segin sus URL. En una primera aproximacion, cada nodo tiene asociado su
grado de salida (Qutdegree) y su listado de adyacencia o sucesores asociado S(x). Luego,
aprovechando la localidad de los nodos en dichas listas, se pueden representar usando las
diferencias entre sus nodos, quiere decir si S(x) = (s1, Sa, ..., i) es el listado de sucesores
del nodo x con k vecinos, se codifica como (s;—x, s5—$1—1, ..., s, —sk_1—1). En la Tabla 3.1
se muestran ambos casos, usando listado de sucesores y usando la diferencia. Para evitar
tener que lidiar con ntumeros negativos, el primer nimero en esta nueva secuencia se
codifica de la siguiente manera:

2x x>0
= - 3.1
w(z) {2yx|—1 z <0 (31)

Avanzando en el modelo de compresion, cada nodo tiene un entero r llamado referencia,
si r = 0 la lista no estd comprimida usando una referencia, y para r > 0 la lista x esta
definida por la diferencia de la lista « — r. Un bitmap llamado copy list codifica los
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Tabla 3.1: Representacién de Webgraph usando listado de sucesores directo y con brechas.

‘ Nodo ‘ Outd. ‘ Sucesores ‘ Usando brechas ‘
15 11 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034|3, 1, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 178, 111, 718
16 10 15, 16, 17, 22, 23, 24, 315, 316, 317, 3041 1, 0, 0, 4, 0, 0, 290, 0, 0, 2723
17 0

18 5 13, 15, 16, 17, 50 9,1,0,0, 32

Tabla 3.2: Representacion de Webgraph usando copy list.
‘ Nodo ‘ Outd. ‘ Ref. ‘ Copy list ‘ Nodos extra ‘

15 11 0 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034
16 10 1 01110011010 | 22, 316, 317, 3041

17 0

18 5 3 11110000000 | 50

Tabla 3.3: Representacion de Webgraph usando copy blocks.

‘ Nodo ‘ Outd. ‘ Ref. ‘ # blocks ‘ Copy blocks ‘ Nodos extra ‘
15 |11 0 13, 15, 16, 17, 18, 19, 23, 24, 203, 315, 1034
16 |10 1|7 0,0,2,1,1,0,0]|22 316, 317, 3041
17 0
18 5 3 1 4 50

sucesores que deben ser copiados a la lista, con un 1 si el nodo referente estd presente
en dicha lista o no. Adicionalmente se usa una lista extra para agregar todos los nodos
remanentes. Las copy list se codifican en copy blocks, donde el primer block es 0 si la copy
list comienza con un 0. Un bloque se representa por [ largo de 0 o 1 en la lista menos uno,
y el dltimo bloque se omite. En la Tabla 3.2 y Tabla 3.3 se ilustran ejemplos para ambos
casos.

Como se puede apreciar de los ejemplos, la consecutividad es frecuente en el listado de
nodos extra. Este hecho se puede aprovechar en un paso previo a la compresion por brecha,
aislando las subsecuencias correspondientes a intervalos de enteros. Sélo los intervalos de
largo no menor a un cierto umbral L,,;, son considerados. Entonces, cada listado de nodos
extra se comprime de la siguiente manera:

= Un listado de intervalos de enteros. Se representa cada intervalo por su valor extremo
izquierdo y su largo. Su valor extremo izquierdo se comprime usando la diferencia
entre si mismo y el previo extremo derecho menos dos, ya que debe haber al menos
un entero entre el final de un intervalo y el inicio del siguiente. Al largo del intervalo
se le resta el umbral L,,;,.

= Una lista de nodos residuales, los que no son parte de los intervalos anteriores,
comprimida usando la diferencia.
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Tabla 3.4: Representacion de Webgraph usando intervalos, con umbral L,,;, = 2.

‘ Nodo ‘ Outd. ‘ Ref. ‘ # blocks ‘ Copy blocks ‘ # intervalos ‘ Ext. izq. ‘ Largo ‘ Residuales
15 11 0 2 0, 2 3,0 |5,189, 111, 718
16 10 1 7 0,0,2,1,1,0,0(1 600 0 12, 3018
17 0

18 5 3 1 4 0 50

Finalmente, en la Tabla 3.4 se puede apreciar la representacion comprimida resultante,
con un umbral L,,;, = 2.

En un trabajo posterior Boldi et. al. [6], usando la matriz de adyacencia y basados en
aplicar permutaciones a sus filas, logran re-ordenar y generar una nueva matriz donde las
filas, si son similares (contienen 1s en posiciones muy comunes), deben ser consecutivas o
en una vecindad acotada. En otro trabajo propusieron un nuevo algoritmo llamado Layered
Label Propagation [5] (propagacién de etiquetas por capas). Su objetivo era poder ocupar
las técnicas desarrolladas anteriormente para grafos de redes sociales, donde los vértices
no pueden ser ordenados de manera lexicografica. Usando la matriz de adyacencia, junto
con descomponer en tareas el re-ordenamiento de la matriz y aprovechar los procesadores
multi-core, logran muy buenos resultados.

Francisco, Gagie, Ladra y Navarro [27] estudian cémo potenciar el célculo del pro-
ducto de matrices con vectores de una manera eficiente, por ejemplo para PageRank|[50].
Ademas, demuestran que se puede aprovechar el formato de algunos esquemas de compre-
sién, en particular el de Boldi y Vigna, para hacer el calculo en un tiempo proporcional
al tamano de la matriz comprimida.

3.1.2. BFS, Apostolico y Drovandz

Otra alternativa de compresién bastante competitiva, también para grafos dirigidos,
es la que presentan Apostolico y Drovandi [2], basado en la topologia del grafo de la Web
en vez de las URL subyacentes. En vez de asignarle indices a los nodos segun el orden
lexicografico de sus URL, realizan un recorrido por breath-first o busqueda en anchura
del grafo, numerando cada nodo segin el orden en que se expanden. Este proceso y su
compresion inducida lo llaman Fase 1, y la compresion de las aristas remanentes como
Fase 2.

En la Fase 1, al expandir un nodo v; € V' se le asignan indices enteros consecutivos
a sus k; vecinos, y se guarda el valor k;. Cuando el recorrido del grafo se completa,
todas las aristas que pertenecen al arbol de bisqueda por anchura quedan codificadas en
la secuencia {k1, ka, ..., kjv|} llamada traversal list (lista de recorrido). En la Figura 3.1
se presenta un ejemplo para la Fase 1, donde en (a) se presenta el orden de los nodos
asignados por BFS, y en (b) las aristas restantes junto con el listado de recorrido.

Luego comprimen por separado trozos consecutivos de [ nodos, siendo [ un valor es-
pecifico que define el nivel de compresion. Cada trozo comprimido C', conformado por los
nodos v;, Vit1, ..., Vi1—1, lleva prefijado la secuencia {k;, ki1, ..., kiti—1}-
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T ={2,2,1,0,0,0}
(b)

Figura 3.1: Ejemplo de Fase 1 de BFS. (a) Indices asignados a los nodos. (b) Aristas
restantes después de BF'S, junto listado de recorrido T'.

Tabla 3.5: Lista de adyacencia para BFS, con v; siendo el primer nodo de un trozo.
‘ Nodo ‘ Grado ‘ Adyacentes ‘

i 8 13, 15, 16, 17, 20, 21, 23, 24
i+1/9 13, 15, 16, 17, 19, 20, 25, 31, 32
i+2/0

i+ 32 15, 16

En la Fase 2, codifican la lista de adyacencia A; de cada nodo v; € V' de un trozo C' en
orden creciente. Cada lista codificada consiste en la diferencia entre elementos adyacentes
en la lista y un indicador tipo del set {«, 3, x, ¢}. Con Ag indicando el elemento j de la
lista A;, distinguen tres casos:

1. A < AN < Al el cdigo es ¢ - (A) — ATTH —1).
2. AT < AT < Al:el codigo es B - (Al — AL ).
3. A1 < Al < A |: se subdivide en dos subcasos:

a) Si A{ — Az_l -1< A‘Z_l — Ag — 1: el cddigo es o - (Ai — Ag_l —1).
b) De otro modo: el cédigo es x - (A]_, — AT —1).

Los tipo a y ¢ codifican la diferencia con respecto al elemento previo de la lista (A{ _1),
mientras §y x con respecto al elemento en la misma posicién de la lista de adyacencia del
nodo previo (A7 ). Cuando A’_, no existe se reemplaza por A%, donde k(k < i—1Av, € C)
es el indice mas cercano a ¢ para el cual el grado de v; no es menor que 7, o por un coédigo
tipo ¢ en caso que un nodo asi no exista.

En la Tabla 3.5 se ilustra un ejemplo de listado de adyacencia, y en la Tabla 3.6 su
codificacién basada en los casos ya mencionados.

Luego, aprovechan distintos tipos de redundancias en los listados de adyacencia, como
se puede ver en la Tabla 3.7, distinguiendo cuatro casos:
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Tabla 3.6: Codificacién BFS del listado de adyacencia en la Tabla 3.5.
‘ Nodo ‘ Grado ‘ Adyacentes ‘

613, 61, 60, 60, 62, 60, 61, PO

i 8
i+119 0, 50, B0, B0, X0, a0, 52, ¢5, ¢0
i+210

2

i+3 32, a0

Tabla 3.7: Ejemplo de redundancias a explotar en listado de adyacencia de BF'S.
‘ Grado ‘ Adyacentes ‘

0
- Bl _ ¢0, oL, ¢, oL, ¢l

po, p1, B0, p0, B0, 50, pO, B2,
10 | B0, B1, Ao, 50 80, B0, B0, B0, Bl,  $903
10 | B0, B1, BO, BO, GO, BO, GO, B0, (223, $900
10 | g0, B1, Ao, Bo, B0, BO, GO, BO, Bl, O
10 po, p1, B0, SO, pO, B0, SO, pO, BL, B0
10 po, p1, B0, pBO, pO, B0, B0, pO, B1, B0
10 | go, B1, Bo, Bo, B0, BO, B0, B0, Bl, B0
10 | go, B1, B0, Bo, B0, BO, B0, B0, Bl, A0
10 | B0, B1, B0, B0, BO, BO, GO, BO, a76, a232
9 po, pB1, B0, pO, BO, B0, B0, BO, [0

1. Un conjunto de lineas idénticas (ver bloque ancho amarillo en la Tabla 3.7) se
codifican asignando un multiplicador a la primera linea de la secuencia.

2. Los intervalos con grado constante de nodos (ver bloque consecutivo de 9s en la
Tabla 3.7), se codifican por su diferencia.

3. Una secuencia de largo L,,;, de elementos idénticos (ver el bloque de ¢ls en la
Tabla 3.7), se codifica por su largo.

4. Un bloque de filas idénticas (ver gran bloque azul en la Tabla 3.7) que superen un
umbral A,,;,, se codifica por su largo.

Para ello introducen un nuevo simbolo 3, seguido de un indicador X toma valor 2
si la redundancia es de tipo 3, 3 si es de tipo 4, o 1 si son ambas. Dependiendo de la
redundancia a codificar, el c6digo se expresa como ‘tipo ¥ g gapl’ o ‘tipo X Xp gaplw h’,
siendo tipo uno de los simbolos del set {«, 3, x, ¢}, gap un entero indicando la diferencia,
la cantidad de elementos idénticos en la misma linea, w y h el ancho y alto de las columnas
y filas idénticas. En la Tabla 3.8 se ilustra esta codificacién para el caso ejemplo de la
Tabla 3.7.
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Tabla 3.8: Ejemplo de redundancias codificadas de BFS para la Tabla 3.7.

‘ Lineas ‘ Grado ‘ Enlaces ‘

0 0

0 9 A1, 6X211, ¢0, $¥212
0 0 BY3075, B, B¥204, 52

0 1 A1, $903

0 0 3223, $900

0 0 A1, a0

3 0 A1, 80

0 0 aT6, 2232

0 1 50

Tabla 3.9: Ejemplo de Re-Pair. Las reglas en la tabla conforman el diccionario asociado
a la compresion.

‘ Reglas ‘ String ‘

singing.do.wah.diddy.diddy.dum.diddy.do
A — .d |singingAo.wahAiddyAiddyAumAiddyAo
B — dd |singingAo.wahAiByAiByAumAiByAo
C — Ai |singingAo.wahC ByC ByAumC ByAo

D — By |singingAo.wahCDCDAumC D Ao

E — CD|singingAo.wahEEAumE Ao

F —in |sFgFgAo.wahEEAumE Ao

G — Ao |sFgFgGwahEEAumEG

H — Fg |sHHG.wahEEAumEG

Finalmente, usan cédigos Huffman para codificar «, 3, x, », y proponen una nueva
codificacién 7 para cifrar diferencias, X, y otros enteros.

3.1.3. Using Re-Pair, Claude y Navarro

El trabajo de Claude y Navarro [19] propone usar Re-Pair [45], un método de com-
presién basado en gramatica, para comprimir grafos dirigidos como el grafo de la Web.
Re-Pair consiste en buscar el par de simbolos mas frecuente en una secuencia y reemplazar
cada ocurrencia por un nuevo simbolo, el cual se anade a un diccionario como nueva regla.
En la Tabla 3.9 se muestra un ejemplo simple de Re-Pair, donde las reglas conforman el
diccionario para descomprimir la secuencia.

Claude y Navarro [19] aplican esta idea a los listados de adyacencia de un grafo dirigido.
Si V= {v1,v1,...,0,} es el listado de n nodos del grafo G, adj(v;) = {vi1,vi2, ..., Via; }
el listado de a; nodos adyacentes a v;, y U; una alternativa de notaciéon para el nodo v;,
proponen concatenar todos los listados de adyacencia con la siguiente notacién:
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B1[111101
B2[1111001
(c)
T(G) -1 1[3 |4 |-2|1|3 |4]|-3|4]5 |-4]3 |4 |5 |6 |-5|-6]4]5|
7—45 |-1]1|3 |4 [-2]1|3 [4]-3]7|-4]|3 |7 |6 |-5]-6]7 |

1

8—=13 -118 41-3|7|-4|3|7 16 |-5|-6|7
9 -84 -1191-219 |-3|7|-4|3|7 |6]-5|-6|7
Borrar < 01|19 |9 6|7

Figura 3.2: Ejemplo para Re-Pair aplicado a grafos por Claude y Navarro. (a) Grafo
de ejemplo. (b) Listado concatenado T'(G) y resultado final luego de tres reemplazos y
eliminar nodos de referencia. (c¢) Bitmaps indicadores de nodos de referencia removidos.

T = T(G) = U_1 V1,1,V1,25 -+ ULal,U_Q V2,1,V22; -+, V2,45, ,m Un,1,Un,25 s Un,a, (32)

donde se debe cumplir con v; ; < v; j41 para cualquier 1 <¢ < ny1l < j < q;. Esto significa
que cada lista de adyacencia concatenada debe partir con su nodo referencia, y todos los
nodos de ella deben estar ordenados de menor a mayor. Luego se van reemplazando
recursivamente, sin incluir los nodos de referencia, los pares de simbolos consecutivos mas
frecuentes por uno nuevo, hasta que no sea conveniente, y cada reemplazo se guarda como
regla.

Finalmente, se eliminan los nodos de referencia con el cuidado de codificar en dos
bitmaps: En B1 si tienen nodos adyacentes, y en B2 la ubicacion de dichos nodos en el
arreglo final. En la Figura 3.2 se ilustra un ejemplo, donde en (a) se tiene el grafo de
ejemplo, en (b) la concatenacion 7'(G) de todos los listados de adyacencia ordenados de
menor a mayor, los reemplazos necesarios para su compresion y el arreglo resultante, y
en (c) los bitmaps indicadores de los nodos de referencia. Se debe notar que la notacién
alternativa v; se reemplaza por —v; en el arreglo. También presentan otras mejoras, como
usar diferencias para codificar los listados de adyacencia o re-ordenar los nodos para
aprovechar mejor Re-Pair.

Una propuesta de compresion més reciente, de Maneth y Peternek [46], también ge-
neraliza Re-Pair para comprimir grafos, especificamente hipergrafos dirigidos.
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(b)

Figura 3.3: Ejemplo de reemplazo por nodo virtual. (a) Biclique. (b) Biclique con reem-
plazo de aristas por nodo virtual V.

3.1.4. Virtual Node Mining, Buehrer y Chellapilla

Buehrer y Chellapilla [13] aprovechan que muchos grupos de nodos en el grafo de la
Web consisten en conjuntos de sitios que comparten los mismos vecinos directos, lo que
genera un grafo bipartito completo. Su propuesta reduce la cantidad de aristas en grafos
dirigidos, definiendo nodos virtuales que son agregados artificialmente al grafo entre los
dos conjuntos del biclique. Esto reduce la cantidad total de aristas, ya que cada biclique
une un set de U nodos con uno de W nodos, genera en total |U x W| aristas, y usando
un nodo virtual disminuye a |U + W/, un gran ahorro cuando los bicliques son grandes.
En la Figura 3.3 se ejemplifica este reemplazo, cambiando de las iniciales 30 aristas del
biclique en (a), 19 por un nodo virtual VN en (b), quedando solo 11 aristas restantes.

Este proceso se repite iterativamente hasta que ya no se reducen significativamente
més aristas. Luego aplican codificacién delta (ver Subseccién 2.2.1) sobre el grafo redu-
cido. La propuesta logra una buena compresién, pero no reportan los tiempos de acceso.
Ademas, su resultado no se ve afectado por el orden de numeracion de los nodos, y permite
actualizaciones.

Anh y Moffat [1] también aprovechan esta localidad y similaridad en los listados de
adyacencia, dividiendo en grupos de h listas consecutivas. Luego reducen las listas apli-
cando reglas gramdticas como Re-Pair [45] de manera recursiva, y finalmente aplican
codificaciones como el cédigo ¢ [§].

3.1.5. k2-tree, Brisaboa, Ladra y Navarro

Una propuesta que aprovecha lo dispersa y agrupada que es la matriz de adyacencia
del grafo de la Web es la propuesta por Brisaboa, Ladra y Navarro [10] donde proponen
una estructura llamada k2-tree para ahorrar espacio y poder responder consultas tanto de
vecinos directos como reversos. Esto tltimo significa que este método, si bien fue pensado
para grafos dirigidos, también se puede aplicar para no dirigidos. En un trabajo posterior,
lograron mejorar sus resultados aplicando el ordenamiento por BFS antes de crear su
estructura [11].

Este modelo propone representar la matriz de adyacencia con un arbol ks-nario de
altura h = [(log, n)], donde n es el nimero de vértices en el grafo. Luego subdivide la
matriz de adyacencia en k?* submatrices de tamafio n?/k?, si una de ellas contiene solo
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Figura 3.4: Ejemplo de k2-tree. (a) Matriz de adyacencia. (b) Diagrama de estructura.

ceros se representa solo con un bit en 0, de lo contrario se marcan con un 1 y se vuelven a
subdividir de manera recursiva. Esta estructura soporta las consultas de vecinos directos y
reversos de manera simétrica, ya que significa revisar las filas o columnas de la matriz. En
la Figura 3.4 se presenta (a) un ejemplo de una matriz de adyacencia y sus subdivisiones
para k2tree, y (b) un diagrama de la estructura final.

Finalmente, la compresion se realiza representando el arbol usando dos arreglos de bits,
un bitmap T para representar la estructura del arbol, y un bitmap L para representar
las hojas, que representan las celdas de la matriz. Ademés usan un bitmap adicional para
acelerar la resolucién de consultas.

En 2011, Herndndez y Navarro [35] propusieron combinar varios métodos: Primero
reducir la cantidad de aristas con nodos virtuales [13], y luego comprimir usando la pro-
puestas de k2-tree y Webgraph. Con esto, el nimero de aristas del grafo original se reduce
cerca de diez veces, y el nimero de vértices aumenta en un 10 %. Este enfoque proporciona
resultados competitivos principalmente en grafos de la Web, pero no en grafos de redes
sociales.

En trabajos posteriores, Herndndez et. al. [34, 36, 37| proponen una estructura bastante
similar, que consiste en obtener subgrafos bipartitos de grafos dirigidos, o no dirigidos con
aristas duplicadas, usando una heuristica que evalia lo atractivo del tamano del subgrafo
bipartito en base a las aristas a representar, que pueden incluir cliques, y define una
ganancia proporcional al nimero de aristas que pueden ser representadas por los vértices
definidos por los conjuntos del subgrafo bipartito. Este enfoque contiene una parte del
grafo representada por un conjunto de subgrafos bipartitos y un grafo restante. Finalmente
se construye una estructura compacta, basada en wavelet trees y bitmaps comprimidos
para representar la colecciéon de subgrafos, y el resto del grafo se comprime con otras
técnicas como k2tree. Esta estructura permite obtener los vecinos directos y reversos de
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grafos dirigidos, o grafos no dirigidos representados como dirigidos.

3.1.6. List Merging, Grabowsk: y Bienieck:

Grabowski y Bieniecki [29] proponen agrupar los listados de adyacencia de grafos
dirigidos en bloques de h listas cada uno, de manera similar a lo propuesto por Anh y
Moffat [1]. Cada bloque luego es descompuesto en dos arreglos: el primero es long list, un
arreglo de todos los indices de los vértices presentes en el bloque de listados de adyacencia,
sin repetir ninguno. El segundo es flags, un arreglo de bits que permite la reconstruccion
de las listas agrupadas.

El arreglo de enteros long list es reducido usando las diferencias, terminada en cero y
codificada en bytes. El arreglo de bits flags indica la pertenencia de los indices en long
list a sus listas de adyacencias asociadas. El nimero de bits por cada indice es h, definido
como un multiplo de 8, su largo queda definido por el largo de long list. Este arreglo puede
no comprimirse (en cual caso lo llaman LM-bitmap), o codificarse usando las diferencias
entre los 1 sucesivos, escritas en bytes individuales (LM-diff ).

Ambas secuencias, long list y ya sea LM-bitmap o LM-diff, luego son concatenadas y
comprimidas usando el algoritmo Deflate. Este algoritmo consiste en una serie de bloques,
todos precedidos por una cabecera de 3 bits, que indican lo siguiente:

s Primer bit:

e (: No es el ultimo bloque de la secuencia.

e 1: Es el ultimo bloque de la secuencia.
= Segundo y tercer bit:

e 00: Bloque sin codificar.

01: Bloque codificado con Huffman, con un arbol de Huffman ya definido.

10: Bloque codificado con Huffman y su arbol asociado.

11: Reservado; No usar.

Para més detalles sobre la codificacion Huffman, ver la Subsecciéon 2.2.2.

En este trabajo, se consideraran en la comparacion final los métodos considerados mas
eficientes, en términos de construccién y resultados en compresion y tiempos de accesos
a vecinos.

3.2. Estructuras compactas

En esta seccién se describen las posibles estructuras compactas basadas en secuencias
que se evaluaran para la compresion de la estructura planteada. Las operaciones basicas
que permiten son Rank, Select y Access, las cuales se detallan a continuacion:
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» Rankgs(a,i): Cuenta las ocurrencias del simbolo a hasta la posicién i en la secuencia

S.

» Selects(a,i): Encuentra la posicién de la ocurrencia i del simbolo a en la secuencia

S.

» Accessg(i): Retorna el simbolo en la posicién i de la secuencia S.

3.2.1. Secuencias binarias

Una representacion muy utilizada es la de Raman, Raman, Rao [52], quienes proponen
una secuencia binaria comprimida que logra las funciones de Rank y Select en tiempo
constante. Ademds, con B[l,n] un bitmap de largo n con ng ceros y n; unos, en espacio
requiere nHy(B) + o(n) bits, siendo Hy(B) la entropia de orden cero de B:
n

n non
Hy(B) = EO log - + gl log (3.3)

ny

Okanohara y Sadakane [49] proponen una mejora que elimina el costo de o(n) en bits
para bitmaps poco densos, y si bien el costo para la operacion Select se mantiene, aumenta
para Rank.

3.2.2. Wavelet Tree y Wavelet Matrix

Grossi, Gupta y Vitter [30] proponen una estructura llamada wavelet tree para
codificar secuencias, la cual consiste en un arbol binario donde la raiz y cada nodo interno
son bitmaps. Si el simbolo en la secuencia pertenece a la primera mitad del alfabeto de la
secuencia de entrada, se marca con un 0 en su correspondiente bit del bitmap asociado,
y se escribe en el nodo hijo izquierdo. Si pertenece a la segunda mitad del alfabeto, se
marca con un 1 en el bitmap y se escribe en el nodo hijo derecho. En la Figura 3.5 se
muestran dos ejemplos de wavelet-tree. En (a) se tiene un ejemplo simple de la subdivisién
de una secuencia ordenada. En (b) se presenta un ejemplo practico de los alfabetos, la
subdivisiéon de la secuencia y los bitmaps por nodo del wavelet-tree.

Un wavelet tree se construye de la siguiente manera: Dada una secuencia S de largo
n = |S|, donde S[i] € ¥ y 0 = |X]|, se tiene: La raiz del arbol consiste en un bitmap B
donde Bli| = 0si S[i] € [0, §] y Bli] = 1si S[i] € [§ +1,0]. El siguiente nivel del arbol se
construye basado en los simbolos asociados al nodo por el bitmap B padre. Para B[i] = 0,
se crea el bitmap hijo de la izquierda, y el alfabeto asociado a esos simbolos nuevamente se
divide en dos, asignando valor a dicho bitmap siguiendo el mismo procedimiento descrito
anteriormente. De manera similar, para B[i] = 1 se crea el bitmap derecho y se sigue el
mismo procedimiento. Esto se repite por cada nodo hasta llegar a simbolos tinicos en cada
nodo terminal. Se requiere guardar los punteros a cada nodo hijo izquierdo y derecho, con
los que se permite la navegacion por el arbol.

Mejorando la propuesta de wavelet tree [30], Claude, Navarro y Ordénez [20] proponen
una nueva estructura llamada wavelet matrix. Primero crean una versién de wavelet
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¥ ={,A,C H,L,0}
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Figura 3.5: Ejemplos de wavelet-tree. (a) Ejemplo béasico de subdivisién de secuencia
ordenada. (b) Ejemplo préctico con alfabetos y bitmaps por nodo.
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Figura 3.6: Ejemplos para wavelet-matrix. (a) Un wavelet tree. (b) El mismo wavelet tree
sin punteros. (c¢) La wavelet matrix correpondiente.

tree sin punteros, reemplazando cada bitmap por nodo por solo un bitmap por nivel, y
contando la cantidad de ceros pueden determinar las subdivisiones pertinentes en cada
nivel.

Luego, para crear la wavelet matrix, liberan a la estructura de la suposicién que
los hijos de un nodo v deben ir alineados. Esto les permite disenar un mecanismo de
clasificacion mas sencillo entre un nivel y otro: todos los ceros pasan a la izquierda y
todos los unos a la derecha. Por cada nivel, guardan en un entero z, la cantidad de ceros
del nivel £. En la Figura 3.6 se presentan en (a) un wavelet tree de ejemplo, en (b) su
correspondiente wavelet tree sin punteros, y en (c) su wavelet matrix, donde las lineas
verticales representan el valor de z, para cada nivel.

También prueban otras alternativas de representacién, como usar Huffman [38] tanto
para la representacion sin punteros del wavelet-tree como para la wavelet matrix. Su
resultado apunta a la superioridad tanto en tiempo como espacio de wavelet matrix sobre
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wavelet-tree, lo que se tendréd en consideracién a la hora de evaluarlos como alternativas
de compresion.

3.2.3. SDSL - Succinct Data Structure Library

Gog, Beller, Moffat y Petri [28] desarrollan la librerfa SDSL! (Succinct Data Structure
Library), desarrollada en C++11 y registrada bajo GPLv3, donde se pueden utilizar las
estructuras planteadas en las secciones anteriores, entre muchas otras mas.

3.3. Enumeracién de cliques maximales

La deteccién de cliques maximales en un grafo es un problema NP-Hard [39]. Existen
varios enfoques para tratar el problema [12, 23, 31, 9, 24, 25|, donde la propuesta de
Eppstein y Strash [25], basado en el trabajo de Eppstein, Loffler y Strash [24], es una de
las mas apropiadas para el trabajo de esta tesis, dado que su enfoque considera grafos
poco densos.

Eppstein et al. [24] presentan una modificacién al algoritmo de Bron—Kerbosch [12],
que permite encontrar los cliques maximales de un grafo poco denso, con n nodos y
degeneracy d, en un tiempo O(dn3%/3).

Antes de detallar el funcionamiento de los algoritmos, primero es necesario definir lo
siguiente: Sea un grafo G = (V, E), con n vértices y m aristas. Para un vértice v se define
['(v) como el set {w|(v,w) € E}, llamado la vecindad de v, y similarmente para un subset
W C V se define I'(W) como el set Nyew ! (w), llamado la vecindad comin de todos los
vértices en W.

El algoritmo de Bron—Kerbosch [12] es un algoritmo backtracking recursivo, sencillo
y muy usado para enumerar los cliques maximales de un grafo. Una llamada recursiva
entrega tres sets separados de nodos: R, P,y X. R es un clique (posiblemente no maximal),
y PUX =T'(R) son todos los vértices adyacentes a cada vértice en R. Los nodos en P
son aquellos que seran considerados para anadirse a R, y los pertenecientes a X deben
ser excluidos del clique. El algoritmo elige un candidato en v € P para anadirlo al clique
R, realiza una llamada recursiva con v ya movido de P a R, y con X restringido a los
vecinos de v. Cuando la llamada recursiva retorna, v se mueve a X para evitar trabajo
redundante. Cuando la recursion llega al punto donde P y X estan vacios, R es reportado
como un clique maximal. Para obtener todos los cliques maximales, se debe iniciar la
recursion con P igual a todos los nodos del grafo, y R con X vacios.

Bron—Kerbosch [12] también describen la heuristica llamada pivoting, que limita la
cantidad de llamadas recursivas realizadas por el algoritmo. Para cualquier nodo u €
P U X, llamado pivot, cualquier clique maximal debe contener algin nodo no vecino de
u, incluido si mismo. Por tanto, se retrasa que los vértices en P NT'(u) sean anadidos al
clique, beneficiando realizar menos llamadas recursivas. Tomita et al. [56] demuestran que
eligiendo el pivot u para maximizar |P N T (u)|, se garantiza un orden de tiempo O(3"/3).

'https://github.com/simongog/sdsl-1lite
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Figura 3.7: Ejemplo de ordenamiento por degeneracy. (a) Grafo con degeneracy 3. (b) Po-
sible ordenamiento de nodos por degeneracy.

Eppstein et al. [24] prueban que el orden de procesamiento de los vértices de G por el
algoritmo de Bron—Kerbosch también es importante. Lo primero que hacen es un ordena-
miento por degeneracy de los nodos del grafo, y en ese orden hacen las llamadas recursivas
del algoritmo, usando la regla de pivot de Tomita. En la Figura 3.7 se ilustra un ejemplo
de ordenamiento por degeneracy. Gracias a esto, garantizan que su algoritmo propuesto
logra listar todos los cliques maximales en un tiempo O(dn3%?).



Capitulo 4

METODO DE COMPRESION PROPUESTO

En esta seccién se procede a desarrollar el algoritmo de compresion de grafos dispersos,
usando estructuras compactas y aprovechando la redundancia de vértices del grafo en sus
cliques maximales.

El método propuesto consiste en tres etapas. La primera consta de listar todos los
cliques maximales del grafo. Luego se define una heuristica eficiente para agrupar o par-
ticionar los cliques, aprovechando la superposicién entre ellos. Finalmente se define una
estructura compacta basada en secuencias para almacenar las particiones.

4.1. Deteccion de cliques maximales

La representacién del grafo mediante su grafo de cliques (ver Definicién 4.1) conlleva
un problema, listar los cliques maximales de un grafo. Enumerarlos todos es un problema
complejo desde un punto de vista tedrico y practico.

Eppstein et. al. [24, 25] proponen un algoritmo rapido para listar cliques maximales de
grafos poco densos. La complejidad de su algoritmo es O(dn3%/?) en tiempo y O(n + m)
en espacio, siendo d el indice de degeneracy, n la cantidad de vértices, y m la cantidad de
aristas del grafo (ver Seccién 3.3).

Este algoritmo est4 disponible en el repositorio Quick Cliques!, implementado por
los mismos autores. Luego, el problema se concentra en encontrar un método eficiente
para dividir en particiones el grafo de cliques, que permita tanto ahorrar espacio como
responder consultas sobre el grafo de manera rapida.

Con el listado de cliques maximales, se puede definir el grafo de cliques del grafo, el
cual se define a continuacion.

Definicién 4.1. Gafo de cliques
Dado un grafo G = (V,E) y C = {c1,ca, ...,cn} el conjunto de tamano N de cliques
mazimales que cubren G, se tiene CGe = (Ve, E¢) un grafo de cliques donde:

1. Vo =C
2. Ve,d €C,(c,d) € Ec <= cNd # @

En la Figura 4.1 (a) se muestra un grafo no dirigido de ejemplo, en la Figura 4.1 (b)
su listado de cliques maximales, y en la Figura 4.1 (c) el grafo de cliques resultante.

"https://github.com/darrenstrash/quick-cliques
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(b)

Figura 4.1: (a) Grafo no dirigido. (b) Lista de cliques maximales. (¢) Grafo de cliques.

4.2. Particionamento del grafo de cliques

Dado que construir el grafo de cliques maximales requiere un tiempo de computaciéon
muy alto (necesita el cémputo de intersecciones de conjuntos para todos los pares de
cliques maximales), se define una heuristica que estima una particién sin calcular el grafo
de cliques maximales.

Se desean encontrar particiones del grafo de cliques que exploten dicha redundancia
de vértices en los cliques maximales, y permita agrupar en una misma particion a cliques
que tengan una cantidad razonable de vértices en comun, y los que no la tengan queden
separados en otras particiones. El problema de encontrar particiones de cliques se define
a continuacion.

Problema 4.1. Encontrar particiones de cliques para el grafo de cliques C'Ge.

Dado un grafo de cliques CGe = (Ve, E¢), encontrar un set de particiones de cliques
CP = {cp1,cpa,...;cpp} de CGe(Ve, E¢) con M > 1, tal que

M
1. U cp; = CGe

=1
2. cp; Nepj = D para i # j

3. cualquier cp; € CP es un subgrafo de CGe(Ve, Ec) inducido por el subset de vértices
en cp;

Esto indica que cada particion es un subgrafo del grafo de cliques maximales del grafo
G(V, E). El punto 2 es importante, ya que prohibe que un clique se repita en una particién,
no asi un subset de vértices de grafo G(V, E) que si puede estar en varias particiones a la
vez.

A continuacién se plantea una heuristica que, basada en el listado de cliques maximales
C ={c1,ca,...,cy} y funciones de ranking, genere el particionamiento del grafo de cliques
sin necesidad de generar dicho grafo.
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4.3. Algoritmo de particionamiento o clustering

En esta seccion se procede a describir el algoritmo para generar las particiones del
grafo de cliques. Para ello, en la Definicion 4.2 se define una funcién de ranking, que
valoriza cada vértice segiin ciertas caracteristicas. También se detallan ciertas funciones
de ranking basadas en la cantidad y tamano de los cliques maximales donde un vértice se
encuentre.

Definicién 4.2. Funcion de ranking

Dado un grafo G = (V,E) y C = {c1,¢ca,...,cn} el conjunto de tamano N de cliques
mazimales que cubren G, una funcién de ranking es una funcién r : V. — RT que retorna
un valor de puntuacion para cada vértice v € V.

La heuristica de clustering se describe en el Algoritmo 4.1. La salida del cédlculo de
ranking son los arreglos D y R (Algoritmo 4.1 linea 1), donde D contiene los indices de
los cliques donde cada vértice participa en el grafo GG, y R contiene el valor de puntuacion
para cada vértice en G. La complejidad del algoritmo de célculo de ranking se compone
primero por pasar por todos los vértices en GG en el conjunto de cliques maximales C, y
luego ordenar R de mayor a menor. La complejidad total del algoritmo es de O(Llog L),
donde L =} . lcil.

Luego se crea un arreglo de bits Z de largo N = |C| iniciando cada bit en cero, el
cual servird para mantener revisado si un clique ya fue incluido o no en una particion.
Se recorre el arreglo R vy por cada vértice u, se obtienen los indices de los cliques donde
u participa segin Dlu| y se anaden el indice id de cada clique a la particiéon pertinente
(epid) solo si Z[id] = 0. Si el indice id fue exitosamente agregado, se cambia el valor
de Z[id] = 1. Si la particién cpid contiene al menos un indice de clique, la particién es
agregada a la coleccion CP, y se continiia procesando vértices en R. La complejidad del
algoritmo para este paso es de O(N + V). Finalmente, el algoritmo retorna la coleccién
de particiones CP, donde cada particién contiene un set de los indices de cliques que las
componen.

Las funciones de ranking (Definicién 4.2) que se proponen toman en cuenta la cantidad
y el tamano de los cliques donde participa cada vértice del grafo G(V, E'). Primero se define
el conjunto C'(u) para cada vértice u € V' como C(u) = {c € C|u € ¢}, luego las funciones
de rankings son las siguientes:

ri(u) = |C(u)| (4.1)
re(u) = Y | (4.2)
ceC(u)
. Te(u)
re(u) = (W) (4.3)

La funcién r¢(u) (Ecuacién 4.1) indica en cudntos cliques esta presente el vértice u,
la funcién r.(u) (Ecuacién 4.2) entrega la suma del tamano de los cliques donde estd
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Algorithm 4.1 Algoritmo de particionamiento del grafo de cliques.
Require: C maximal clique collection (N = |C|), ranking function 7(u)
Ensure: Returns clique-graph partition collection CP

1: (D, R) < computeRanking(r,C) (array Dy R, Yu €V )
2: Initialize bit array Z of size N and set each bit to 0
3: for u € R do

4:  cpid <+ 0

5. for id € D[u] and Z[id] = 0 do

6: Zid] <1

7 cpid < epid U {id}

8 end for

9: if cpid # () then

10: CP «+ CP : cpid

11: end if

12: end for

13: return CP

weG[O0[ 1234567809
R.; [2.0/1,0(2,0/2,0(2,0(1,0/1,0/1,0/1,02,0
R.. [7,0/3,0]7.06,0(6,0|7,05,0]5,0[5,0[7,0
R, [35(3,0]3,5]3,03,0/3,5/50(5,0]5,0]3,5

(a)
CPs[Co Ci] Co [CalCh
CP,.[Co C1|C> C3|Cy
CP,.[ G5 |[Co C1|Ce|Ca
(b)

Figura 4.2: Resultados de las funciones de ranking, asociados al grafo de la Figura 4.1.
(a) Puntaje final. (b) Particiones de cliques.

presente el vértice u, y la funcién r,(u) (Ecuacién 4.3) es la razén entre r.(u) y r¢(u). En
la Figura 4.2 se muestra el resultado de las funciones de ranking para el caso ejemplo, y
las particiones de cliques resultantes para cada una.

4.4. Representacién en estructuras compactas

En esta seccién se detalla la estructura compacta para representar G(V, E') usando las
particiones CP obtenida en la Seccién 4.3. Se consideran estructuras de datos compactas
basadas en simbolos y secuencias de bits, con soporte para las operaciones de rank(),
select() y access().
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4.4.1. Secuencias de la representacion de las particiones

La representacion de las particiones consta de cuatro elementos, dos secuencias de
enteros X e Y, un mapa de bits B, y una secuencia de bytes BB, las cuales se describen
a continuacion.

= La secuencia de enteros X consiste en las listas concatenadas de los vértices presentes
en los cliques de cada particion.

= El mapa de bits B contiene un bit por cada elemento en X inicializados en cero,
indicando el inicio de las particiones con un uno. Ademas se agrega un bit extra en
uno al final de la secuencia para indicar su final.

= La secuencia de bytes BB codifica en qué cliques esta presente cada vértice, mar-
cando un 1 en cada bit de cada byte por clique si el vértice pertenece a ese clique.

= La secuencia de enteros Y indica cuantos bytes omitir en BB para acceder rapida-
mente a la particion deseada.

La definicién formal de la estructura se presenta en la Definicién 4.3. Se puede observar
en la Ecuacién 4.6 que BB, € BB es una matriz de bytes, donde cada fila representa un
vértice u en X, € X, y las columnas corresponden a los bytes usados por los vértices para
marcar los cliques donde participan en la particion.

También se debe notar el caso especial, cuando un clique maximal queda solo en una
particion, no ocupa espacio en su BB, correspondiente. Para poder reconocer estos casos,
se agrupan al final de la estructura compacta todas estas particiones, y con esto se puede
ahorrar espacio tanto en BB como en Y.

Definicién 4.3. Representacion compacta del grafo G(V, E).

Dado CP = {cpo, ...,corm—-1}, cpp € CP, y cpp = {Co, .., Cm,—1}. Se especifica bpu, =
(mTT_l-‘ como la cantidad de bytes por vértice u en X, y se definen las secuencias X,, By,
BB,, Y, como sigue:

X, ={u e clc€cpp} = {uo, ..ux, -1} (4.4)
B,=1:0"%"! .
BB, = {1, |[bpu (16)
o S0 25 (s € cjr), bpuy, # 0
bbli]lj] = .
0, otherwise
Y[1] =0
Yy = q |1 Xp| x bpu, + Y, -1, bpu, # 0 (4.7)

0, otherwise
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X: [0T112[3141516[71819]3[514]9
B: [1[0[0[0[0[1[0[0[0[0[1[0[T]0[T]
CPr|Co C1|C5[C|Cy] BB:[3[13]2]2
(a) Y: [0]5

Figura 4.3: Ejemplo de reordenamiento y estructura compacta. (a) CP,, reordenado. (b)
Estructura compacta reordenada.

En la Figura 4.3 se presenta la estructura resultante del ejemplo, usando las particiones
CP,, reordenadas. Como se puede apreciar, solo la primera particién tiene dos cliques,
por tanto serd la Unica que agregue bytes en la secuencia BB, codificando la pertenencia
de cada clique en un bit del byte, requiriendo entonces solo un byte por vértice en X.

Cada secuencia X, consiste en la unién de los vértices que comparten todos los cliques
de en la particiéon p. La secuencia X esta formada por la concatenacion de todas las
secuencias X,,. La secuencia B escribe un 1 en cada inicio de una particiéon mas uno extra
para indicar el final. Para la secuencia BB, los cliques involucrados son Cy : {0,1,2} y
C1 :4{0,2,3,4}, ambos contienen los vértices 0 y 2, codificado con sus bytes en 3, el vértice
1 solo estd presente en Cj y se codifica con su respectivo byte en 1, y los vértices 3 y 4 solo
participan en C y sus bytes toman el valor 2. Finalmente, la secuencia Y se inicia con
un 5 por la cantidad de cliques presentes en la primera particion, y como las siguientes
solo tienen un clique, no se agregan mas enteros.

4.4.2. Algoritmos de consulta

A continuacion se presentan los algoritmos de consulta que soporta la estructura com-
pacta. El Algoritmo 4.3 reconstruye el grafo G(V, E) recorriendo de manera secuencial
la estructura compacta. El Algoritmo 4.4 recupera el listado de vecinos para un vértice
cualquiera u del grafo G(V, E). El Algoritmo 4.5 verifica si dos vértices son vecinos. El
Algoritmo 4.6 recupera el listado de cliques maximales C del grafo G(V, E).

Para reconstruir el grafo, el Algoritmo 4.3 recorre secuencialmente la estructura com-
pacta, revisando los vecinos de cada particién. Si una particion contiene un solo clique
entonces todos los vértices asociados son vecinos. Si contiene mas de un clique, para cada
vértice en X se comparan sus bytes asociados en BB con todos los demas, y si el resultado
es distinto de cero, son vecinos.

Primero obtiene la cantidad P de particiones, contando la cantidad de unos en la
secuencia B. Para cada una de las particiones, se obtiene el indice del inicio (s) y final (e)
de la particién en la secuencia B. Luego se calcula en bpu,, la cantidad de bytes por vértice
en la secuencia X, y se copia el listado de vértices de la particion actual a RAM para
mejorar el tiempo de acceso. Por cada vértice, se revisan los demas restantes; si la cantidad
de bytes por vértice es cero, se agregan todos los pares de vértices a la reconstruccién del
grafo. De lo contrario, se comparan todos los bytes por vértice correspondientes, y si dicha
comparacion da algo distinto a cero, se agrega esa arista a ambos vértices involucrados, y
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se continia con el siguiente vértice. Cuando se revisan todas las combinaciones de pares
de vértices posibles, se prosigue con la particién siguiente. Finalmente retorna el grafo
completo G. La complejidad de este algoritmo es O(F, - N?) cuando bpu,, es igual a cero,
de lo contrario O(P; - N? - bpu,), siendo Py el nimero de particiones con cero bytes por
vértice, P, las particiones que si tienen bytes por vértice, y N el largo de las particiones.

Para encontrar vecinos de vértices aleatorios, el Algoritmo 4.4) detecta las particiones
donde participa el vértice u en la secuencia X, y luego revisa cada particion detectada.
Gracias a las funciones de acceso rank(), select() y access() que soporta la estructura
compacta, esta tarea se realiza de manera eficiente.

Primero se cuentan las ocurrencias del vértice u, y por cada una se obtiene el inicio
y final de las particiones donde esta presente, junto con la cantidad de bytes por vértice
y la copia a RAM de los vértices que tiene dicha particion. Luego, por cada vértice en la
particiéon y posible vecino, si bpu,, es cero se agrega directamente dicho vértice al listado
de vecinos de wu. Si no lo es, se comparan uno a uno los bytes por vértice de u con
su posible vecino, y si alguna comparacién es distinta de cero, se agrega el vértice en
evaluacion al listado final y se contintia al siguiente posible. Finalmente retorna el listado
de vecinos N (u). La complejidad del algoritmo es O(M, - N) cuando bpu, es igual a cero,
y O(M; - N - bpu,) cuando no lo es, siendo M, la cantidad de particiones que contienen al
vértice en la secuencia X con cero bytes por vértice, M; el resto de particiones con bytes
por vértice distinto de cero, y N el largo de las particiones.

Para verificar si dos vértices son vecinos, el Algoritmo 4.5 primero cuenta las ocu-
rrencias de ambos nodos en la secuencia X, y luego revisa de manera ordenada en qué
particiones se encuentra cada una de ellas. Si dos ocurrencias coinciden en una particion,
revisa si existe algin bit en comun entre sus correspondientes bytes de BB, si lo hay
entonces son vecinos, de lo contrario continta buscando otra particion donde vuelvan a
encontrarse ambos nodos. La complejidad del algoritmo es O(M; + Ms) cuando bpu, es
igual a cero, y O((M; + Ms) - bpu,,) cuando no lo es, siendo M; el nimero de particiones
que contienen al vértice uy, y My el nimero de particiones que contienen al vértice us.

Para recuperar el listado de cliques maximales, el Algoritmo 4.6 recorre la estructura
compacta de manera secuencial, y va recreando los cliques representados por los bytes en
la secuencia BB de cada particion.

El algoritmo primero obtiene la cantidad de particiones P, luego por cada una de
ellas obtiene sus indices de inicio (s) y final (e) en B, calcula la cantidad de bytes por
vértice bpu,, y copia a RAM los vértices de la particién. Si bpu, es cero, quiere decir
que todos los vértices pertenecen al mismo clique, por tanto los agrega como un clique
directamente. Y si bpu, es distinto de cero, revisa por cada vértice y cada bit de cada
byte la pertenencia de dicho vértice a un clique maximal; si el bit es uno lo agrega, y
si es cero lo omite. Finalmente, agrega cada clique detectado al listado final de cliques
maximales. La complejidad del algoritmo es O(F, - N) cuando bpu, es igual a cero, y
O(P; - N -8-bpuy,) cuando no lo es, siendo P, el nimero de particiones con cero bytes por
vértice, P, las particiones que si tienen bytes por vértice, y N el largo de las particiones.
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Algorithm 4.3 Algoritmo secuencial para reconstruir G(V, E).

Require: X, B, BB, Y
Ensure: Returns G(V, E)
1: Initialize empty graph G
2: P < rank,(B,|B])
3: for p=1to P do

4: s <« select1(B,p)

5. e« select;(B,p+1)

6:  bpu, %

7. X, <+ X]s..€]

8: for j =0to |X,| do

9 for k =j+1to |X,| do

10: if bpu, = 0 then

11: Insert (unoriented) edges (X,[j], X,[k]) into G
12: else

13: BB, < HuffmanToBytes(BB|Y,], BB[Yp+1])
14: 1BBj < bpuy, - j

15: iBBk < bpu, - k

16: for b =1 to bpu, do

17: if BB,[iBBj +b| & BB,[iBBk + b] # 0 then
18: Insert (unoriented) edge (X,[j], X,[k]) into G
19: break

20: end if

21: end for

22: end if

23: end for

24: end for

25: end for

26: return G




Algorithm 4.4 Algoritmo para recuperar vecinos N(u) de un vértice u € V.

Require: u, X, B, BB, Y

Ensure: Returns N(u)
1: Initialize empty graph N (u)
2: occur <— rank,(X,|X])
3: for 1 =1 to occur do

u, < select, (X, 1)

p < rank (B, u,)

s < select,(B,p)

e < selecty(B,p+1)

bpu,, < —Y”E:Yp

X, < X|s..€]

10: for j =0 to |X,| do

11: if X,[j] # u then

12: if bpu, = 0 then

13: Insert X,[j] # u to N(u)

14: else

15: BB, < HuffmanToBytes(BB[Y,|, BB[Y,+1])
16: iBBj < bpuy, - j

17: iBBx « bpu,, - (u, — s)

18: for b =1 to bpu, do

19: if BB,[iBBx +b] & BB,[iBBj + b] # 0 then
20: Insert X, [j] into N (u)

21: break

22: end if

23: end for

24: end if

25: end if

26: end for

27: end for

28: return N (u)
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Algorithm 4.5 Algoritmo para verificar si dos nodos uy,us € V' son vecinos.

Require: uy, us, X, B, BB, Y
Ensure: Returns if (uy,us) € F
1: occury <— rank,, (X, |X|)
2: occury < rank,, (X, | X|)
ySize + |Y|
ul, < select,,(X,1)
pl < rank,(B,ul,)
11«1
for 12 =1 to occury do
u2, < select,,(X,i2)
p2 < rank, (B, u2,)
10:  while pl < p2 do
11: 1l il +1

12: if 71 > occur; then
13: return false
14: end if

15: ul, < select,, (X,il)

16:  pl < rank,(B,ul,)

17:  end while

18: if pl = p2 then

19: if ySize < pl then

20: return true

21: end if

22: s < select,(B, pl)

23: e < select(B,pl + 1)
24: bpu,, < %

25: BB, < HuffmanToBytes(BBIY,|, BB[Y,+1])
26:  iBB1 < bpuy, - (ul, —s)
27:  iBB2 < bpu, - (u2, — s)
28: for b =1 to bpu, do

29: if BB,[iBB1+b] & BB,[iBB2+b] # 0 then
30: return true

31: end if

32: end for

33: end if

34: end for

35: return false
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Algorithm 4.6 Algoritmo para recuperar listado de cliques maximales C de G(V, E).

Require: X, B, BB, Y

Ensure: Returns collection of maximal cliques C
1: C+ 0
2: P < rank,(B,|B])
3: for p=1to P do

4: s <« select1(B,p)

5. e« select;(B,p+1)

6:  bpu, %

7. X, <+ X]s..€]

8: if bpu, = 0 then

9. C+CUX,e..s]|

10: else

11: BB, < HuffmanToBytes(BB|Y,|, BB[Y,+1])
122 CC+ 0

13: for j =0to |X,| —1do

14: cluster < 0

15: iBBj <+ bpuy, - j

16: for b =1 to bpu, do

17: for k=1to 8 do

18: CClcluster] < ()

19: if BB,[iBBj + b][k] =1 then

20: CClcluster] <= CC|cluster] U X,[j]
21: end if

22: cluster < cluster + 1

23: end for

24: end for

25: end for

26: end if

21 C+ CU{CC[1],CC[2],---,CC[cluster]}
28: end for

29: return C




Capitulo 5

RESULTADOS

En esta seccién se presentan las caracteristicas de los grafos G(V, E) y de la estructura
compacta utilizada para evaluar la propuesta, y luego se compara tanto el nivel de com-
presién como los tiempos de acceso secuencial y aleatorio de los algoritmos propuestos
contra otros algoritmos relevantes del area.

Los algoritmos a comparar son actuales en el estado del arte para compresién de grafos,
incluyendo la tltima versiéon de WebGraph [5], Apostolico and Drovandi [2], y k2tree [11].

Todas las pruebas y experimentos se realizaron en una computadora con un procesador
Intel i7 2.70GHz CPU con 12GB de RAM, y los algoritmos fueron implementados con el
compilador g++ 8.2.1 con la opciéon de optimizacion O3.

5.1. Grafos

Para evaluar el rendimiento del método propuesto y comparar los resultados con el
estado del arte, se seleccionan 8 grafos no densos y no dirigidos, ya que el método apunta
a lograr una mejor compresion para grafos con estas caracteristicas. Los 8 grafos son los
siguientes:

dblp-2010 y dblp-2011 de WebGraph!.

snap-dblp y snap-amazon de SNAPZ

marknewman-astro y marknewman-condmat de Quick-Cliques?.

coPapersDBLP junto a coPapersCiteseer de Network repository?.

En la Tabla 5.1 se muestran la cantidad de vértices (|V'|), aristas (| E|), cliques ma-~
ximales (|C|), grado medio (d) y méximo (dynqz) de los vértices de los grafos, valor de
degeneracy (D(GQ)), coeficiente de clusterizacion (C'(G)) y transitividad (T'(G)). De ella
se pueden apreciar varias caracteristicas importantes de los grafos.

En cuanto a tamano, marknewman-astro y marknewman-condmat son los mas pe-
quenos, no superan los 50.000 vértices. Los demas tienen un tamano bastante similar,
siendo dblp-2011 el més grande con 986.324 vértices.

"http://law.di.unimi.it/datasets.php

’https://snap.stanford.edu/data/
3http://www.dcs.gla.ac.uk/~pat/jchoco/clique/enumeration/quick-cliques/doc/
“http://networkrepository.com/
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Tabla 5.1: Cantidad de vértices, aristas, cliques, grado medio y maximo de los vértices,
degeneracy, coeficiente de clusterizacion y transitividad de los grafos a comprimir.

Crafo V) E|| Cl|  d| dmaa | D(G)|C(G) | T(G)
marknewman-astro 16.706 242.502 15.794 14,51 | 360 56| 0,66| 0,42
marknewman-condmat | 40.421 351.386 34.274| 8,69 278 29| 0,64| 0,24
dblp-2010 326.186| 1.615.400| 196.434| 4,95| 238 74| 0,61| 0,39
dblp-2011 986.324 | 6.707.236| 806.320| 6,80 979| 118| 0,63| 0,20
snap-dblp 317.080| 2.099.732| 257.551| 6,62|2.752| 113| 0,63| 0,30
snap-amazon 403.394 | 4.886.816(1.023.572 (12,11 | 343 10| 0,41/ 0,16
coPapersDBLP 540.486 | 30.491.458 | 139.340|56,41/3.299| 336| 0,80 0,65
coPapersCiteseer 434.102 | 32.073.440 86.303 | 73,88 1.188| 844 | 0,83| 0,77

Con respecto al nimero de aristas, marknewman-astro y marknewman-condmat tam-
bién son los menores con menos de 400.000, luego dblp-2010, dblp-2011, snap-dblp y
snap-amazon entre 1 y 7 millones, y finalmente coPapersDBLP junto a coPapersCiteseer
con mas de 30 millones de aristas.

En cantidad de cliques maximales, la mayoria tiene una cantidad proporcional a su
numero de vértices, a excepcion de tres grafos: snap-amazon posee mas del doble de cliques
que vértices, y tanto coPapersDBLP y coPapersCiteseer tienen menos de la mitad de
cliques que vértices. Esto quiere decir que su clusterizacion es distinta a los demas, lo que
se confirma estudiando los indicadores restantes.

Con respecto al grado medio y méaximo de los vértices en los grafos, se destacan
snap-dblp con 6,62 de media pero 2.752 de méxima, que contrasta con dblp-2011 que
tiene cerca del triple de vértices, aristas y cliques, pero una media similar y un grado
maximo tres veces menor. Y coPapersDBLP con coPapersCiteseer que presentan 56,41
y 73,88 de grado medio, y 3.299 con 1.188 de grado maximo, respectivamente.

Finalmente en los indicadores de clusterizacion, los mismos grafos coPapersDBLP y
coPapersCiteseer presentan los valores mas altos, lo que podria dar un indicio que los
resultados de compresion y tiempos de acceso seran distintos a los demas.

La distribucién del grado de los vértices para cada grafo se presenta en la Figura 5.1.
Se puede apreciar que todos los grafos presentan una distribucion similar, donde muchos
vértices tienen pocos vecinos, y pocos vértices tienen muchos vecinos.

La distribucion de los tamanos de los cliques maximales para cada grafo se muestra
en la Figura 5.2. Es importante notar que el grafico del grafo coPapersCiteseer esta
truncado para efectos de comparacion, pero tiene muy pocos cliques maximales por sobre
el limite fijado gréaficamente. Ademas, el grafo snap-amazon posee la mayor cantidad de
cliques maximales pequenos.

La mayoria de los grafos contienen muchos cliques con menos de 50 vértices, a excep-
cién de los grafos snap-amazon, coPapersDBLP y coPapersCiteseer. El primero contiene
solo cliques pequenos, de no mas de 20 vértices. Los otros dos grafos contienen una canti-
dad considerable de cliques de hasta 100 vértices. Esto permitira contrastar los resultados
del método propuesto entre grafos con distintas cantidades de cliques maximales grandes.
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5.2. Estructura compacta

Para generar la estructura compacta se usa SDSL? desarrollada por Gog et al.[28], y se
implement6 Huffman con acceso aleatorio [38]. Las estructuras de datos sucintas a evaluar
dependen del tipo de secuencia a compactar.

= Para las secuencias de simbolos, se consideran las estructuras basadas en wavelet
matrix (wm) [20] y wavelet tree (wt) [30].

= Para la secuencia de bits, se consideran las estructuras basadas en bitmaps compri-
midos de Raman, Raman y Rao (rrr) [52], y Okanohara y Sadakane (sdb) [49].

La secuencia de bytes BB se comprime usando cédigo Huffman[38]. Esto significa
que BB se transforma en una secuencia de bits, lo que requiere actualizar los indices
de inicio de sus particiones en la secuencia Y, para poder obtener la secuencia de bytes
equivalentes, de acuerdo a un desplazamiento en BB. Esto también conlleva que, por cada
consulta a una particién, primero hay que decodificar todos los bytes correspondientes de
esa particion antes de poder usarlos para detectar si los nodos asociados son vecinos o no.
Esta codificacién se implementé, ya que no es parte de la libreria SDSL.

Como factores de seleccidn, se consideran el nivel de compresion en bits, y tanto el
tiempo de reconstruccién secuencial usando el Algoritmo 4.3, como el tiempo de acceso
aleatorio al recuperar los vecinos de un millén de nodos, usando el Algoritmo 4.4, para
cada grafo y cada funcién de ranking con cada una de las estructuras antes planteadas.

Para ello, se decide construir la estructura compacta para cada grafo y cada funcion
de ranking, con todas las posibles combinaciones para las secuencias. En la Figura 5.7,
Figura 5.8, Figura 5.9, y Figura 5.10, se compara para cada grafo el BPE de las ocho
posibles combinaciones para cada funcién de ranking con respecto al tiempo secuencial de
reconstruccién del grafo. Y en la Figura 5.3, Figura 5.4, Figura 5.5 y Figura 5.6, el BPE
con respecto al tiempo de acceso aleatorio al recuperar los vecinos de un millén de nodos.

En la mayoria de los casos, la estructura que presenta la mejor relacion entre BPE y
tiempos es la de secuencias de simbolos con wm, secuencia de bytes con hutu, y secuencia de
bits con sdb. Las opciones que presentan menores tiempos aumentan en BPE, y viceversa.
Por tanto, se elige esta combinacién de estructuras de secuencias como la estructura
compacta a desarrollar.

5.3. Comparacién de funciones de ranking

A continuacion se comparan las estructuras compactas resultantes, usando las tres
funciones de ranking basadas en la frecuencia del vértice en los cliques maximales 7 (u),
en la cantidad de vecinos en los cliques del vértice r.(u), y la razén entre ambas funciones
().

En la Figura 5.11 y la Tabla 5.2 se muestran los BPE de las estructuras compactas
finales, aplicando las funciones de ranking en la heuristica de clusterizacion. Se puede

Shttps://github.com/simongog/sdsl-lite


https://github.com/simongog/sdsl-lite
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Figura 5.4: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,

por cada funcion de ranking, para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.5: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada funcion de ranking, para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.6: BPE y Tiempo de acceso aleatorio medio para posibles estructuras compactas,
por cada funcion de ranking, para los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.
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por cada funcién de ranking, para los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.8: BPE y Tiempo de acceso secuencial medio para posibles estructuras compac-
tas, por cada funcién de ranking, para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.9: BPE y Tiempo de acceso secuencial medio para posibles estructuras compac-
tas, por cada funcién de ranking, para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.11: BPE de las estructuras compactas para las funciones de ranking.

apreciar que ry(u) logra los mejores resultados de compresién, con excepcién del grafo
snap-amazon donde 7, (u) tiene un BPE levemente menor. Si este parametro fuera el tinico
a considerar para elegir la mejor funcién, r;(u) serfa la mejor opcién, pero es necesario
profundizar en la conformacién de la estructura.

En la Figura 5.12 se presentan la cantidad de particiones que contiene las estructuras
compactas para cada funcion de ranking. Se aprecia con bastante claridad que la fun-
cién r,.(u) genera mas particiones que las otras dos, y dado que el BPE expuesto en la
Figura 5.11 no refleja esta diferencia, se puede intuir que las particiones son mas pe-
quenas. Para profundizar en este punto, se estudiara la composicion de las secuencias de

Tabla 5.2: Comparativa de BPE de las estructuras compactas para las funciones de ran-

king.

Grafo Ty ‘ Te ‘ Tf
marknewman-astro 3,96| 3,86| 3,82
marknewman-condmat | 5,74| 5,47| 5,44
dblp-2010 5,85 5,97| 5,73
dblp-2011 6,58 6,63| 6,48
snap-dblp 6,89| 6,50| 6,41
snap-amazon 10,44 (10,53]10,46
coPapersDBLP 0,78 0,79| 0,76
coPapersCiteseer 0,52 0,50| 0,48
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Figura 5.12: Ntumero de particiones en las estructuras compactas para las funciones de
ranking.

las estructuras compactas para cada funcién de ranking.

En la Figura 5.13(a) se ilustra la proporcion de bits para cada secuencia dentro de
la estructura compacta, para cada funcién de ranking. En la Figura 5.13(b) se ilustra la
misma proporcién normalizada. Como se puede observar, la secuencia que mas aporta
para todos los casos es la de vértices X, seguida de la secuencia de bytes BB, luego Y
y finalmente la secuencia de bits B. Nuevamente las funciones de ranking r¢(u) y 7.(u)
tienen resultados similares, y para la funcién r,.(u) la secuencia X aumenta su proporcién
mientras que BB disminuye. Esto seguramente afectara positivamente el tiempo de res-
puesta de los algoritmos propuestos, ya que todos requieren comparar los bytes de BB de
cada particion entre ellos, y si hay menos bytes requerira menos tiempo.

Para estudiar la composicién de las particiones para cada funcién de ranking, en la
Figura 5.14 se ilustran la cantidad maxima de vértices en la secuencia X por particion,
y en la Figura 5.15 la cantidad méxima de bytes por vértice en la secuencia BB de las
estructuras compactas resultantes. Como se puede apreciar, la funcién r.(u) presenta
consistentemente los menores valores entre las tres funciones, lo que permite asegurar que
es la que mejor agrupa y usa el espacio de las particiones en la estructura compacta.

En la Figura 5.16 se puede estudiar la funcién de distribuciéon acumulativa (CDF')
para la cantidad de bytes por vértice en la estructura compacta, para cada funcién de
ranking. Se confirma que para la funcién r,.(u) las particiones contienen menos bytes en
la secuencia BB, ya que la cantidad de bytes por vértice es significativamente menor.

En la Figura 5.17 se ven los tiempos de acceso aleatorio para la obtencién de vecinos
de cualquier vértice u € G(V, E) desde las estructuras compactas generadas con las tres
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Figura 5.13: (a) Proporcién de bits por cada secuencia en la estructura compacta, para
cada funcién de ranking. (b) Proporcién normalizada.
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Tiempos de acceso aleatorio para funciones de ranking.
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Figura 5.17: Tiempos de acceso aleatorio para las funciones de ranking.

funciones de ranking en comparacién. Como se esperaba, los tiempos menores se obtienen
usando la estructura basada en la funcién r,.(u), ya que no tiene que comparar tantos
bytes por particiones como las otras dos.

Entonces, considerando la gran ventaja en tiempo de acceso y la leve diferencia en
compresion, se concluye que la mejor alternativa entre las tres funciones de ranking es
().

En la Tabla 5.3 se muestran los tiempos en segundos de la generacion del listado de
cliques maximales C (t¢) directo del grafo, el tiempo de generar la estructura compacta
desde el listado de cliques (tcg), el tiempo total de generar la estructura compacta (t7 =
te +tes) v el tiempo para recuperar el listado de cliques C desde la estructura compacta
(tz)) usando el Algoritmo 4.6.

Se debe notar que el tiempo para recuperar el listado de cliques desde la estructura
compacta es menor al requerido desde el grafo directamente. Si bien se puede argumentar
que para llegar a la estructura compacta se debe generar el listado desde el grafo, por
tanto t¢ es necesario pagarlo ineludiblemente, una vez generada la estructura se puede
obtener C de ella, en menor tiempo y sin tener que descomprimir el grafo. Se destaca este
contraste en los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer, donde desde la estructura
compacta es sobre 10 veces mas rapida.

A continuacién se procede a comparar la opcién de compresién seleccionada con los
algoritmos del estado del arte ya mencionados.
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Tabla 5.3: Tiempos de obtencion de listado de cliques maximales y construccion de la
estructura compacta, en segundos.

Grafo ‘ tc‘ tcs‘ tT‘ té
marknewman-astro 0,18/0,28| 0,46 0,05
marknewman-condmat | 0,28|0,40| 0,680,11
dblp-2010 1,12]1,46| 2,58|0,57
dblp-2011 5,587,30]12,88|2,77
snap-dblp 1,6812,30| 3,98|0,86
snap-amazon 5,9318,44114,37 3,01
coPapersDBLP 17,96 (3,44121,40|1,39
coPapersCiteseer 26,70(4,70(31,40|0,96

5.4. Comparando con estado del arte

En esta seccién se compara el nivel de compresion y los tiempos de acceso de la
estructura compacta usando la funcién de ranking r,.(u) seleccionada en la seccién anterior,
con los algoritmos més recientes de WebGraph [5], Apostolico and Drovandi (AD) [2], ¥
k2tree [10, 11].

A continuacion se detallan las notaciones a usar en el resto de la seccién.

Para la estructura compacta propuesta, basada en las superposicion de cliques ma-
ximales, se diferencian dos casos:

e C,s: Usando la estructura con funcion de ranking r¢(u).

e (,.: Usando la estructura con funcién de ranking r,.(u).

En el caso de Webgraph, como el algoritmo genera una estructura adicional para el
caso de acceso aleatorio, se diferencian dos casos:

e WG, Para el caso de acceso secuencial.

o WG, Para el caso de acceso aleatorio.

Para el caso de k2tree, se diferencian dos casos:

e k2T Cuando el algoritmo usa el orden del grafo original.

o k2Tprg: Cuando el algoritmo usa el orden por BFS.

AD: El algoritmo BFS de Apostolico y Drovandi.

Es importante recordar que los algoritmos Webgraph y AD estédn orientados a com-
primir grafos dirigidos. Esto requiere que cada arco de los grafos no dirigidos a evaluar
deben ser anotados en ambos sentidos antes de ser comprimidos.
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Tabla 5.4: BPE de algoritmos de compresion.
Grafo | Cip| G| k2T |k2Tprs| AD|WG.| WG,

marknewman-astro 3,82 3,96| 4,89 4,341 5,67 810| 7,30
marknewman-condmat | 5,44 | 5,74| 6,28 5,60| 7,86|11,78|10,45
dblp-2010 6,41 5,84/4,23 430( 6,71 8,67 6,91
dblp-2011 10,46| 6,58|5,48 5,891 9,67/10,13| 8,71
snap-dblp 5,73| 6,89 5,88 5,23 | 8,14/11,80/10,17
snap-amazon 6,48|10,44 | 8,02 6,38]10,96|14,50|13,35
coPapersDBLP 0,76 0,78 | 1,67 0,94 1,81 2,71| 2,48
coPapersCiteseer 0,48 0,52 1,21 0,45 0,85 1,79| 1,63

Mencién especial requiere k2-tree, donde la autora proporcioné una version mejorada
del algoritmo orientado especificamente a grafos no dirigidos, que reduce el espacio nece-
sario para representar el grafo considerando la mitad de la matriz de adyacencia, junto
con la capacidad de dicho modelo de entregar los listados de vecinos directos como rever-
sos. Para obtener el listado de adyacencia de un nodo, se debe obtener ambos listados y
retornar su union.

Con esto presente, en la Tabla 5.4 se comparan los BPE de todos los casos, resal-
tando los mejores resultados. Para dos de los grafos comprimidos, marknewman-astro y
coPapersDBLP, la propuesta usando la funcién de ranking r;(u) es la que obtiene el me-
nor resultado, seguido muy de cerca por la versién usando la funcién de ranking r,(u).
Para marknewman-condmat también logra el mejor resultado, pero seguido por k2tree con
BFS. Con el grafo coPapersCiteseer se obtiene un resultado muy cercano al mejor caso
de k2tree con BFS, y en los demés, los dos mejores resultados los obtienen alguna de
las dos versiones de k2-tree, seguido siempre por alguna de las dos opciones del método
propuesto. Tanto Webgraph como AD no logran competir en compresiéon con los demés.

Esto confirma que la propuesta es competitiva con el estado del arte, solo considerando
el nivel de compresion. A continuacién se evalia el rendimiento en tiempos de acceso.

Para comparar el tiempo de acceso aleatorio, se prueba el Algoritmo 4.4 recuperando
los vecinos de un millén de vértices aleatorios de G(V, E), y se divide el tiempo que demora
dicha solicitud por la cantidad de aristas recuperadas. En la Tabla 5.5 se presentan los
resultados, sin considerar el caso de Webgraph secuencial (W G), ya que solo se considera
acceso aleatorio.

Como se puede apreciar, Webgraph presenta los menores tiempos de acceso entre todos
los algoritmos, y AD lo sigue siempre en segundo lugar. Luego para los grafos db1p-2010,
dblp-2011, snap-dblp y snap-amazon, el método propuesto logra mejores resultados que
ambas versiones de k2-tree, con especial atencion a dblp-2011 donde logra ser el doble de
rapido. Para el resto de los casos, el resultado es bastante competitivo entre esos métodos.

El tiempo de reconstruccion secuencial se midié usando el Algoritmo 4.3. En la Ta-
bla 5.6 se presentan los resultados obtenidos para los algoritmos evaluados. En este caso, si
bien el método propuesto es mas lento que los demés, para casos como marknweman-astro,
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Tabla 5.5: Tiempos de acceso aleatorio, en microsegundos por arco.

Grafo ‘ C’Tf‘ C’M‘ kQT‘kQTBFS‘ AD‘ WaG,
marknewman-astro 29712,67| 2,58 1,33]1,79 (0,052
marknewman-condmat | 3,32(3,16| 5,53 2,8112,32{0,063
dblp-2010 3,8013,70| 5,55 4,8412,15/0,097
dblp-2011 5,2114,66|11,43| 10,69/2,36/0,114
snap-dblp 4,06(4,07|10,35 6,9312,30| 0,125
snap-amazon 12,1716,99|13,97 7,13(2,47|0,087
coPapersDBLP 1,691,51| 1,89 1,16]0,73|0,045
coPapersCiteseer 1,2511,30| 0,95 0,5010,45|0.037

marknewman-condmat, dblp-2010 y snap-dblp, la diferencia es menor a un segundo. Para
el resto de los casos, los grafos tienen una cantidad considerable de arcos, dblp-2011 y
snap-amazon tienen la mayor cantidad de cliques, y coPapersDBLP con coPapersCiteseer
tienen muchos cliques de hasta 100 vértices, y presentan una relacién no proporcional en-
tre cantidad de vértices y cantidad de cliques, como lo muestra la Tabla 5.1, lo que afecta
bastante a la hora de recuperar dichos grafos.

Para evaluar mejor la competitividad, en las Figuras 5.18- 5.21 se muestras los BPE
con respecto a los tiempo de acceso aleatorio en micro-segundos, y en las Figuras 5.22- 5.25
los BPE con respecto a los tiempos de reconstruccion secuencial en segundos, obtenidos
para cada algoritmo y cada grafo.

Se puede apreciar que, para el caso aleatorio, si bien el método de compresion se ubica
casi siempre en el cuadrante de menor BPE y mayor tiempo, otros logran una ubicacion
de menor calidad, como los casos de los algoritmos de k2tree para los grafos dblp-2010,
dbpl-2011 en la Figura 5.19, y snap-dblp en la Figura 5.20. En el caso secuencial, para
el set de grafos pequenos marknewman-astro y marknewman-condmat, se logra muy buena
ubicacion en el cuadrante de menor BPE y menor tiempo (Figura 5.22), pero para los
demas grafos el tiempo es muy lejano a los demas algoritmos.

En cuanto a verificar si dos nodos son vecinos o no, la estructura planteada es la
unica que tiene dicha consulta implementada y no requiere descomprimir para responder
directamente. Tanto Webgraph como AD, al usar diferencias para codificar los listados
de adyacencia, primero requieren obtener el listado de vecinos de un nodo y luego revisar
si el segundo nodo pertenece o no a dicha lista. La propuesta de k2tree podria responder
dicha consulta, ya que codifica la matriz de adyacencia de tal manera que podria revisar
directamente la vecindad de dos nodos, pero no la tiene implementada.
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Tabla 5.6: Tiempos de reconstruccion secuencial del grafo, en segundos.
Grafo ‘ Crf ‘ Om« ‘ k2T ‘ ]CQTBFS ‘ WGS

marknewman-astro 0,09|0,09| 0,03 0,02| 0,28
marknewman-condmat | 0,16 0,16 | 0,07 0,04 0,52
dblp-2010 0,7910,82| 0,18 0,16 1,09
dblp-2011 4,61/4,45/1,10 1,31] 2,41
snap-dblp 1,16 1,26 | 0,58 0,35 1,20
snap-amazon 7,094,563 | 1,36 1,13 1,30
coPapersDBLP 5,685,811 1,45 1,01 1,59
coPapersCiteseer 462]5,46| 1,33 0,65| 1,56
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Figura 5.18: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.19: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos dblp-2010 y dblp-2010.
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Figura 5.20: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.21: BPE y tiempo de acceso aleatorio en microsegundos de cada algoritmo, para
los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.
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Figura 5.22: BPE y tiempo de reconstruccién secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos marknewman-astro y marknewman-condmat.
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Figura 5.23: BPE y tiempo de reconstruccién secuencial en segundos de cada algoritmo,
para los grafos dblp-2010 y dblp-2011.
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Figura 5.24: BPE y tiempo de reconstruccién secuencial en segundos de cada algoritmo,

para los grafos snap-dblp y snap-amazon.
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Figura 5.25: BPE y tiempo de reconstruccién secuencial en segundos de cada algoritmo,

para los grafos coPapersDBLP y coPapersCiteseer.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla un método de compresién de grafos no dirigidos y poco
densos, basado en clustering de cliques maximales, usando estructuras de datos sucintos.
Se logra llegar a una representacién comprimida que permite responder consultas usuales
como listado de vecinos de un nodo y reconstruccién del grafo, y otras consultas novedosas
como obtener el listado de cliques maximales o saber si dos nodos son vecinos, todo sin
tener que descomprimir el grafo.

El nivel de compresién, medido en BPE, es bastante competitivo al estado del arte,
siendo superado solo por las dos versiones evaluadas de k2tree, ambas contando con una
reciente mejora realizada directamente por la autora para representar grafos no dirigidos.
Comparado con los otros algoritmos, el resultado en compresion es bastante mejor, sobre
todo comparado con WebGraph. Los mejores BPE se logran con los grafos coPapersDBLP
(0,78) y coPapersCiteseer (0,52), los cuales presentan los indices de clusterizacién mas
altos, muy pocos cliques comparado con la cantidad de nodos, y la mayoria de dichos
cliques con al menos 100 nodos.

Para el tiempo de acceso aleatorio, medido como los segundos por arco que toma
recuperar vecinos para un milléon de nodos, en varios casos se logran mejores resultados
que ambos algoritmos de k2tree, pero no logra superar a BFS ni menos a WebGraph, que
mantiene total predominancia en este ambito. Analizando junto al resultado en BPE, se
puede apreciar que la propuesta se mantiene competitiva, siempre en la zona media de
la comparacion. El mejor balance lo logran los grafos marknewman-condmat, db1p-2010,
dblp-2011, y snap-dblp, todos los cuales poseen una cantidad similar entre vértices y
cliques maximales.

Para el tiempo de reconstruccion secuencial del grafo, la estructura propuesta presenta
su menor desempeno. En todos los casos, alguna version de k2tree logra una respuesta
maés rapida, del orden de 4 veces mejor. Se destaca que para los grafos marknewman-astro,
marknewman-condmat y dblp-2010, el método logra mejor tiempo que WebGraph.

En cuanto al tiempo de recuperar el listado de cliques maximales, la propuesta es
mucho mas rdpida que el algoritmo Quick Cliques® y si bien es cierto que para generar
la estructura se debe generar dicho listado previamente, una vez comprimido el grafo se
puede volver a obtener en un tiempo menor. Especial atencion a los grafos coPapersDBLP
y coPapersCiteseer, que son los grafos con menor BPE, y recuperan el listado de cliques
mas de 10 veces mas rapido.

Esta propuesta ademas posee la consulta que permite saber si dos vértices son vecinos,
sin tener que generar los listados de adyacencia de ninguno de los dos, directamente de

"https://github.com/darrenstrash/quick-cliques
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la estructura, y en un tiempo O((M; + Ms) - bpu,) cuando hay bytes en las particiones, o
O(M; + My) si no los hay, siendo M; la cantidad de particiones que contienen al vértice
1, y M, al vértice 2.

Con esto en consideracién, una buena aplicacién para el método propuesto son maqui-
nas donde el espacio para guardar el grafo sea limitado, como dispositivos moéviles con
poca RAM y espacio en disco, donde se pueden almacenar los grafos gracias al buen nivel
de compresién, y ademas permite responder consultas sin ocupar espacio en la descom-
presion, pagando un tiempo algo mayor.

Como trabajo futuro, se puede explorar como mejorar los tiempos de acceso de esta
estructura, por ejemplo investigar nuevas funciones de ranking en la heuristica de clus-
terizacién. Otra opcion es explotar el potencial de paralelismo que posee la estructura
compacta, ya que cada particion se puede acceder de manera simultanea, y cada compa-
racion de bytes dentro de las particiones se puede optimizar usando instrucciones paralelas
como SIMD?.

2SIMD: Single Instruction, Multiple Data. Una Instruccién, multiples datos.
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