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Resumen

En este trabajo se obtuvo soluciones de estrellas de neutrones, modeladas como
un fluido perfecto estatico y esféricamente simétrico, en la teoria de curvatura
cibica Einsteinian Cubic Gravity (ECG) en D = 4 mediante la construccion de

un modelo perturbativo de equilibrio estelar.

Debido a la complejidad de las ecuaciones de campo de ECG, y en particular
a la presencia de derivadas de orden superior (tercero y cuarto), se opto por el
uso de métodos perturbativos para la obtenciéon de soluciones, tomando como
parametro de expansion la constante de acoplamiento A introducida en la teoria.
Como resultado se obtuvo un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
que describe la estructura interna de estrellas en este modelo. Del analisis del
comportamiento de estas ecuaciones se pudo ver que la métrica de la solucion
externa coincide con la solucién perturbativa de agujeros negros en D = 4 reportada

en trabajos anteriores.

Considerando un gas ideal de Fermi a temperatura cero como modelo de estrellas
de neutrones degeneradas, fue posible obtener mediante métodos numéricos un
conjunto de soluciones de estrellas de neutrones para distintos valores del parametro
Ay de densidad central de la estrella. Cada una de estas soluciones posee una
masa y radio caracteristico, asi como perfiles de presion y densidad para el interior
de la estrella. Los resultados son contrastados con las soluciones correspondientes
al caso analogo en Relatividad General (RG), obtenidas de forma independiente y
también a través del limite A — 0 (como medida de control de la perturbacion). A
densidades centrales bajas (p. < 10*[g/cm?]) las soluciones en ECG reproducen
las soluciones de RG, pero en general, las soluciones de ECG admiten estrellas de
igual radio y mayor masa que aquellas de RG, es decir, dada la misma densidad

central la solucion de ECG es méas densa que aquella de RG.
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Abstract

In this work neutron star solutions modelled using a static and spherically
symmetrical perfect fluid in the cubic curvature theory of Einsteinian Cubic
Gravity (ECG) for D = 4, through the construction of a perturbative model of

stellar equilibrium.

Due to the complexity of the equations of motion of ECG, and in particular to the
presence of higher derivatives in the equations, we have chosen to use perturbative
methods to obtain solutions, taking as expansion parameter the coupling constant
A introduced by the theory. As a result, we obtain a first order system of equations
that describes the inner structure of stars in this theory. Analysing the behavior
of the equations we found that the metric form outside the star agrees with the

perturbed black hole solution in D = 4 reported in other works in this theory.

Considering an ideal Fermi gas at zero temperature as a model of degenerated
neutron stars, it was possible to obtain by numerical means a set of neutron
star solutions for different values of the parameter \ and the central density of
the star. Each of these solutions has a characteristic mass-radius value as well
as pressure and density profiles inside the star. We compare these results with
the corresponding solutions of the analogous case in General Relativity (GR),
which can be obtained independently and from the limit A — 0. Additionally,
we found that ECG solutions match GR solutions for low central density regime
(pe < 10%[g/cm?]). For higher central densities the ECG solutions differ from

those of GR and are more dense given the same central density value.
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Capitulo 1. Introduccién: Modelos clasicos de equilibrio estelar 1

Capitulo 1

Introduccion: Modelos clasicos de

equilibrio estelar

1.1. Resena historica

Los modelos de equilibrio estelar se usan para describir a las estrellas en estado de
equilibrio . Este estado de equilibrio se logra debido a que la atraccion gravitacional
es contrarrestada por las fuerzas internas de la estrella, que en general son de
caracter termodinamico o cuantico. Una forma simple de construir estos modelos

es considerar a las estrellas como cuerpos estaticos que poseen simetria esférica.

En 1934 W. Baade y F. Zwicky propusieron la idea de estrellas compuestas
exclusivamente por neutrones, las cuales serian estrellas pequenas de alta densidad
con campos gravitacionales superiores a las estrellas ordinarias. No seria hasta
1939 que R. Tolman, seguido por J. Oppenheimer y M. Volkoff, propondrian un

modelo basado en la teoria de la relatividad general [1].

El equilibrio en las estrellas de neutrones tiene origen en la naturaleza fermionica
de éstas, lo que las hace satisfacer el principio de exclusion de Pauli. De esta
manera, en la micro-escala, la presion ejercida por la repulsion entre las particulas

cercanas contrarresta la atraccion gravitacional de la estrella.

En 1932 L. Landau propuso como primera aproximacion para describir estrellas
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compuestas por particulas fermiénicas’ al suponer que éstas conforman un gas
degenerado de particulas no-interactuantes (gas de Fermi). Esta descripcion
posteriormente seria aplicada al caso de las estrellas de neutrones, destacando
el trabajo de R. Tolman, J. Oppenheimer, M. Volkoff y S. Chandrasekhar, entre

otros [!].

—— Star Surface
Il Pressure
H Gravity

Figura 1.1.1: Esquema de la relacion entre la presion interna y la gravedad de
una estrella.

1.2. Conceptos basicos de equilibrio estelar

1.2.1. Ecuaciones de estructura

Las ecuaciones de estructura tienen por objetivo describir la estructura interna
de las estrellas, ademés de caracterizar elementos tales como su luminosidad, color,
formacion y posible colapso. La parametrizacion més simple es dada por densidad
(p), presion (P) y masa (M), los cuales en el caso de que la estrellas sea estatica

y esféricamente simétrica dependen sélo de la coordenada radial r desde el centro

'Ejemplo: Enanas Blancas.
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de la estrella, mediante las ecuaciones de equilibrio, de masa y de estado

= %(p,P,M), (1.2.1)
M = %@), (1.2.2)
P= P(p). (1.2.3)

La ecuacion de equilibrio (1.2.1), alternativamente ecuacion de equilibrio
hidrostatico, describe el balance entre las fuerzas internas con la gravedad de la
estrella. Esta se deriva de la teorfa gravitacional en conjunto con las ecuaciones
hidrodindmicas correspondientes. En este trabajo nos enfocaremos exclusivamente

a los fluidos ideales.

La ecuacion de masa (1.2.2), alternativamente ecuacion de continuidad de la masa,
describe el crecimiento acumulado de la funcién de masa con respecto al radio. La

relacion es parametrizada por

M(r,n,S):/ 4 p(r,n, S)dr (1.2.4)
0

donde n y S son la densidad numérica de particulas y la entropia respectivamente.
Por ultimo, la ecuacion de estado (1.2.3) caracteriza la relacion entre la presion
interna y la densidad de la estrella debido a la composicién y procesos internos de

ésta, variando segun el tipo de estrella que se desea estudiar.

1.2.2. Ecuaciéon de estado

Para encontrar soluciones de los modelos de equilibrio estelar es necesario incluir
una ecuaciéon que describa la microfisica dentro de un objeto compacto, el cual
puede ser una estrella, planeta, etc. Esta ecuaciéon corresponde a la ecuacion
de estado, la cual caracteriza la relacién que se da entre distintas variables que
describen el estado macroscopico de un sistema dindmico (variables de estado). En
termodinamica las variables de estado son la energfa interna (U), la entalpia (H),

la temperatura (7"), la presion (P), la densidad (p), el volumen (V') y la entropia

(5) [3]:
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Asumiendo equilibrio hidrostatico y que la materia que forma a la estrella puede
ser descrita como un fluido perfecto, podemos describir su densidad de masa y su

presion interna, como

p=p(n,S), (1.2.5)
P = P(n,S). (1.2.6)

Aunque los fluidos perfectos son adiabaticos (la entropia S de cualquier particula
de fluido se mantiene constante a medida que la particula se mueve en el espacio,
es decir, dS/dt = 0), no necesariamente son isoentropicos (S tiene el mismo
valor en todas partes) [I, 1]. En el caso de enanas blancas frias y estrellas de
neutrones la temperatura es esencialmente cero en todas partes (mas precisamente
la temperatura es mucho menor que la temperatura de Fermi del sistema kgT <
Er) y por tanto S ~ 0 también en todas partes. En estos casos la ecuacion de
estado se reduce a P = P(p) [!|. Un ejemplo de ecuaciones de estado de este tipo

es la ecuacion de estado politropica (o adiabatica) |1]

P=Kp, (1.2.7)

donde K es una constante de conversion y «y el indice politropico. Esta ecuacion de
estado es particularmente 1til en la teoria newtoniana, cuya ecuacion de estructura
P’ se reduce a la ecuacion de Lane-Emden|!], permitiendo obtener soluciones
analiticas para algunos valores especificos de v. Los casos v = 4/3, v =5/3 y
v — 0 llevan a: una solucién de masa total independiente del radio de la estrella
(masa de Chandrasekhar), una solucion que se comporta como un gas monoatomico

y a una solucion con densidad constante (estrella incompresible), respectivamente.

Otros ejemplos de ecuaciones de estado para modelar estrellas de neutrones son
los modelos de SLy, AP4, MPA1, GMInph [3, 13]. En este trabajo usaremos
la ecuacion de estado de un gas ideal de Fermi, en particular el caso del gas

degenerado (7" — 0), explicada con méas detalle en el apéndice A.
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1.2.3. Condiciones de borde

Debido a que la estrella se encuentra en estado de equilibrio, sabemos que en su

superficie la presion, densidad y masa deben satisfacer las siguientes condiciones

P(r) =0, r>R,
p(r) = O’ r > R7 (128)
M(r) = M, r>R,

donde R y M son el radio y la masa de la estrella. Por otro lado, en el centro de

la estrella podemos considerar que ésta tiene presion y densidad finitas, ademas

de que no posee singularidades en el origen, por lo que tenemos las condiciones

P(TZO) =P,
p(r=0) =p, (1.2.9)
M(r=0)=0,

donde P,y p. son la presion y densidad centrales.

1.2.4. Estrellas estaticas y esféricamente simétricas

Existe el caso particular en que una estrella esta estética y no presenta ninguna
deformacion debido a fuerzas que sean ajenas a la gravedad propia o a la presion
de sus propios procesos termonucleares, que suele usarse como un modelo de
juguete para construir un modelo simplificado. El ejemplo més emblemaético es
el de J. Oppenheimer y M. Volkoff 7], en el cual encontraron la ecuacion de
equilibrio para Relatividad General, junto con soluciones para un gas degenerado
de neutrones, con lo cual sentaron las bases de los modelos de equilibrio estelar

en teorias relativistas.

En la teoria de Newton ésta se deriva de la ecuacion de Euler para el campo de

velocidades v* de un fluido ideal

L’ o’ i i i
p(r)— = p(7) < 5 +v]ajv) — —0'P + fi(F), (1.2.10)
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donde f? es la densidad de fuerza externa que acttia en cada elemento de volumen,
en conjunto con el potencial gravitacional newtoniano ¢, que satisface la ecuacion

de Poisson

V3¢ = 4nGp(7) . (1.2.11)

En el caso de Relatividad General, la ecuaciéon de equilibrio se deriva de las

ecuaciones del movimiento para un fluido ideal, tal como se ve en el capitulo 2.

La ecuacion de masa se interpreta como la masa dentro de un radio r

M(ry) = /07‘0 4 p(r)dr (1.2.12)

tal que para el radio R de la estrella
R
M = / 4rr?p(r)dr (1.2.13)
0

es la masa total de la estrella.
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Capitulo 2
Equilibrio estelar relativista

En la teoria de la Relatividad General de Einstein tenemos la accion de Einstein-
Hilbert
1
SEH = % /d417\/ ‘g|R + Smattery (201)

con ecuaciones de campo

1
R, — §gw,R = KT, (2.0.2)
donde
87TG —2 5Smatter
kK=—-", , = — ) 2.0.3
C4 1 /_|g| dg,uy ( )

Para modelar una estrella de neutrones consideraremos a ésta como una
distribucion esférica y estatica de un fluido ideal en equilibrio, que corresponde al
caso en que la propia presion que ejerce la materia es capaz de contrarrestar a la
atraccion gravitacional. Entonces, considerando un espacio esféricamente simétrico

parametrizado en las coordenadas z* = (ct,r,0, ¢) por la métrica g,,

ds? — —ea(r)(Cdt)Q + P dqr2 4 r2d0? , (204)



y usando el tensor energia-momentum de un fluido ideal

1
Tw = (pc® + P) uyu, + Py, (2.0.5)
donde u* = da*/dr = u°8}y es la 4-velocidad, se puede construir un sistema de

ecuaciones al reemplazar en (2.0.2). De este sistema se obtiene que las componentes

del tensor de Ricci son

1 510/ 20/ 04/2 K N
Ry’ = —5e™” (O‘"_ 2 +7+7) — Lt 43P, (20.6)
1 pla’ 28" a? K

1 —_ _B " - _ —_— = — 2 — P ﬁ 2 .

R, %€ (a 5 + . + 5 2(PC )e” (2.0.7)
1 1 1 1

2 — _ﬁ —_ / — g = — 2 — P 2 2. .

R?P= 5~ ( ST+ 2m) (pc* — P)r, (2.0.8)

con lo que se puede construir un sistema de ecuaciones diferenciales para las

funciones o y . Considerando la siguiente suma de términos

o1 2
R, - R'—2R,> = —2¢7" (g — —) — — = —2rpc?, (2.0.9)

r or? r2

podemos despejar la siguiente ecuacion diferencial para e®("):

d

5(7‘6'8) =1— rpc*r?. (2.0.10)

Integrando desde el centro de la estrella hasta un radio r despejamos el coeficiente

CA(r)
1 kc? " -
eﬁ(r) — |:1 + Zlim TQ_B(T) _ p(r’)r,2dr,:| (2011)
r r—0 T 0
1 2GM(r)]
_ [1+ L i e 800 _ _2} . (2.0.12)
r r—0 rc

Suponiendo que g;; = € no tenga una singularidad en el origen podemos
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imponer que lim,_,o re B = 0, obteniéndose

., 1
eBr) — w7 (2.0.13)
o equivalentemente
2GM
=—In(1- . 2.0.14
) = - (1- 25 (2.0.14)
Por otro lado, de la “ley de conservacion” V,T" = 0, obtenemos
v, TV =9,T" + 1%, T + T, T (2.0.15)
/
— L (P4 PP 4 PP
2 p
=0,
d 2 dP
= 2 (2.0.16)

dr pc? + P dr’
obteniéndose asi expresiones para ' y [3 necesarias para construir la ecuacion de

Tolman-Oppenheimer-Volkof.

2.1. Ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkof

2.1.1. Obtencién de la ecuacién de estructura para la

presion

Reemplazando (2.0.14) y (2.0.16) en Ryy obtenemos la ecuacion

GM

rc?

Ar G+ (1 B 2GM(7‘)) r dP  4nG

2 2
EiPdr o (pc” +3P)r=, (2.1.1)

rc?
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de la cual podemos despejar dP/dr, obteniendo una de las ecuaciones de estructura,

—_— = —_— — 2.1.2
dr 72 Mc? pc? rc2 ( )

P GMp {1 N 47r7“3P} [1 P } [1 B QGM}I

conocida como ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)!.

2.2. Solucion de densidad constante

Consideremos el caso limite en que la estrella es incompresible y de densidad p..

En tal caso tenemos que la masa de la estrella es dada por

M(r) g < (2.2.1)
- = 2.
%”R%C, r>R.

Reemplazando en la ecuacion de TOV se tiene

AP 4nGpPr 3P P srG , \ '
— = < (1 1 1— .
dr 3 ( i chQ> ( i /)cc2> ( 3c? nr >

ArGr 9 9 87tGpe 5\
=~ (pcc + SP) (pcc + P) <1 ~ 52 T )
por lo que es posible despejar la expresion
-1
dP _ _AnGr 1 87TG,OCT2 o (2.2.2)
(pec® 4+ 3P) (pec® + P) 3ct 3c?

Mediante el cambio de variable

v = <87TGPC> B (2.2.3)

3c?

!Esta expresion fue derivada por Oppenheimer y Volkoff en 1939 [5], en base a trabajos de R.
Tolman [6].
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la ecuacion (2.2.3) se reescribe como

—2p.Cc? x
dP = ——d
(P +3P) (pe+ P~ 1—a2 / /

—2p.c? x
dP = d
/ (pec® + 3P) (pec® + P) / 1—22 "

integrando por partes

1
—pec?In (pcc2 + 3P) + pec®In (pC02 + P) = —§p002 In(1 — 2% + C,
o* + P =
n (&) —In ([Cy(1 —22)]7/?) |

pec? + 3P
se obtiene
) _1
PcC + P __1 87TGpC 2 2
——==C,? : 2.2.4
pec? + 3P < 3c? ( )
Evaluando en » = R se despeja la constante de integracion
~—1 87Gpe 9 3
- 81Gpe -
= ()= R . 2.2.5
! < 3c? > ( )
Con esto, se puede reescribir (2.2.4) como
2. p 1 — 87Gpe .2
L e (2.2.6)
pec? +3P  \ 11— ¥Cpep2

Introduciendo el radio de Schwarzschild ry = 2GM/c* = 87Gp.R>/3c* se puede
despejar P(r), obteniendo

T

/ rg'rQ
3¢17

:olm
vl
w
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Es posible obtener la aproximacion newtoniana, es decir, la presion en el modelo
de Newton, si se toma el limite en que el radio de Schwarzschild r, de la estrella
sea mucho menor que su radio R, por lo que al expandir las raices en potencias

de r¢/ R, la presion (2.2.7) se reduce a

17rsr? 1r
(1-3%) - (01— 4%)
Pr) = ped S, .
3(1-3%) — (1-35%)
Ts
~ PCCQ4R3 (R* —1r?), (2.2.8)

siendo el resultado anterior la solucién newtoniana de la presién para una estrella

incompresible.

2.2.1. Estabilidad de la soluciéon

En el origen la presion dada por (2.2.7) toma la forma

P Plr—0) = p2| Lo VTR 229
i Pl 0) = | - AR (229
R

Esta presion central divergira si su denominador se anula, lo que implica

Ts
P, = o 3 /1=l 1=
o0 R

& R=-Sr, (2.2.10)

Sin embargo, si la presion diverge en el centro de la estrella no es posible que ésta
esté en estado de equilibrio, lo que impone una cota en el radio de la estrella tal
que la presion central sea finita

9  9GM

R>—-r,=
>8r 4c2?

(2.2.11)
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2.3. Soluciétn para un gas degenerado de Fermi

Proponiendo el cambio de variables » — x, M — m, dado por

r=ax, M =bm, (2.3.1)

donde m es la funcion adimensional para la masa y x es el pardmetro adimensional
del radio. Haciendo uso de la ecuaciones de estado del gas degenerado de Fermi

(A.1.15) y (A.1.16), la ecuacion (2.1.2) se reescribe como

dP 4G [ AnaPK? 2Gb \ '/ , t
T ( 5.2 > (:c — Wm) (smh(t) — 2sinh (§)>

x {(4::32[() m+ %S(sinh(t) _ 8sinh <%> + 3t)] : (2.3.2)

de la cual se puede despejar una ecuacion para t si usamos la siguiente relacion

dP  _,dP dt dt  dP <dP>_1

Reemplazando (A.1.15) y (2.3.2) en (2.3.3), se obtiene

dx axc?

dt 4G (4md*K 2Gb \ ' [ sinh(¢) — 2sinh(%)
= T ———m
c? cosh(t) —4cosh(%) +3

ac?
bc? B | .
X |:<47ra3K) m + g(smh(t) — 8sinh (§> + 3,5)] .

Por otra parte, de las ecuaciones (1.2.4) y (A.1.16) se puede despejar una ecuacion

) (2.3.4)

para la masa en funcion del pardmetro ¢

dm Ara’ K
dv bc?

) 2*(sinh(t) — t). (2.3.5)

Debido a que a y b atin no han sido determinados, es posible imponer

47ra3KL1 2Gbi

be? T ac? ’
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con tal de simplificar las ecuaciones anteriores. Despejando los valores de a y b
8rGK \ 2 2 (87GK\*
™ 2 & ™ 2
= b= — 2.3.6
= (T2F) = (TE) (236

el sistema queda de la forma

d
% = 2%(sinh(t) — 1), (2.3.7)
dt 2 sinh(t) — 2sinh(%) e ' t
- — _ —(sinh(t) — 8sinh | = 3t
dx z(x —m) (cosh(t) —4cosh(3) +3 me 3 (sinh(t) — 8sin 2) )|
(2.3.8)
con condiciones de borde
tlr=0)=t, tlx=xz7)=0 m(x=0)=0, (2.3.9)

donde ¢; es el valor de t que define la presion central y la densidad central y ¢ es

el radio adimensional total de ésta.

2.3.1. Soluciéon numeérica

Integrando numeéricamente el sistema compuesto por (2.3.7) y (2.3.8) con las
condiciones de borde (2.3.9) se obtienen soluciones de t(x), m(z) dependiendo
de la condicion inicial ¢; para x = 0 (centro de la estrella). A continuacion se
presentan los modulos implementados para la correspondiente integracion numérica

en lenguaje Python (para el caso de RG)

from numpy import *
from scipy.integrate import odeint, quad, solve_ivp

from scipy.special.cython_special import jO, j1, yO, yil

#Constantes Fisicas utiles *
G = 6.6743%10*%x(-11) #[m~3 Kg~-1 s~-2]
h = 6.626%x10%%(-34) #[J s] = [m~2 Kg s~-1]
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c = 299792458 #[m s~-1]
m_n = 1.6749%10%x(-27) #[Kq]
Mo = 1.989%10%x*(30) #/[Kg]

kappa = 8*pi*G/c**4

K = pi*(m_n**4)*(c**5)/(4*h**3) #Constante K [N/m~2]

a
b

sqrt (2) /sqrt (Kxkappa) #[m]

Para integrar el sistema propuesto se define la funciéon

# Solucion Numérica
def Sol(t0):
yOo = [0.,t0] # m, t
x = linspace(1.0e-30, 6., 10%*6)

def dy(x, y):

#def dy(y, z, y0):
m = y[0]
& = yl[1]

# Functiones Sigma

sigma = sinh(t) - t

Sigma = (sinh(t) - 8*sinh(t/2) + 3%t)/3

#EDOs
# dmdzx
dmdx
# dtdz
dtdx

X**2 *sigma

return(dmdx, dtdx)

x_span = [x[0], x[-1]1]
sol = solve_ivp(lambda x, y: dy(x, y),

x_span, y0, method= 'RK45',
rtol = 10*%*-6, atol = 10**x-12)

x1 = sol.t
m = sol.yl[0]
= sol.y[1]

P = K*(sinh(t) - 8+*sinh(t/2) + 3%t)/3
rho = (K/c**2)*(sinh(t) - t)

(8*sqrt (2)*pi) / (sqrt (Kxkappa) *kappa*c**2) #[Kqg]

- 3*(Sigma + sigma)*(Sigma*x**3 + m)
/(2*x*(x - 2*m) *(cosh(t/2) - 1)*%2)

t_eval = x,
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return x1, m, t, P, rho

donde “RK45” es el método de integracion numérica que se va a usar (referecia

en SciPy). La figura 2.3.1 muestra algunos ejemplos de soluciones obtenidas con

el codigo anterior

0.08 6F—~ —— 4=
- = \
- t;=1.0 \ —-—- £,=2.0
0.07 - S == ’1‘5'8 ! -= 4=3.0
/ - -—- =3, L
7 L= 5 v -—- =40
0.06 PR Pl =0 = \ +.=6.0
G -—- t;=6.
/o 7 —-—- t;=6.0 \ !
A / \
[ / 4 =~
0.05 ooy 4 )
V.ol ,’ (N
/I’ 1 / W
4 g / (W
0.04 P wo 3fbm AN
g h ’ AN
Fi g W
Lo 2 N ) (S S Y
0.03 L - ! = LY
! ! ’ - FUR\Y
I / -~ 2=l o AN
[ 7 -7 ~~
L/ / - VTS
0.02 L (st 2 VNS
[ 1o vy S
[ Y - (AR RO
I / i B St S Lt TSN T
0.01 LAty > \ S it N
117 7 - \ \ \ ST—==—e_
117 .7 _- \ \ \ S| TmE——
10,07 —-T 1 1 S T~
0.00- mwG@zlo—= 0 1 \ S
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14
T z

(a) Ejemplo de soluciones de m. (b) Ejemplo de soluciones de t.

Figura 2.3.1: Ejemplo de soluciones de m y t en Relatividad General. Cada
valor inicial ¢; define una presion y densidad central distinta, de acuerdo a las
ecuaciones (A.1.15) u (A.1.16), respectivamente. Como se aprecia en la primera
grafica, la solucion con mayor masa se obtiene con cerca de t; = 3.0.

con los cuales se pueden obtener las soluciones de la presion y densidad de la
figura 2.3.2. Tomando distintos valores de #(0) = t;, donde cada valor de t; define
una presion y densidad central distinta, es posible hacerse una idea de en qué

rango se obtienen soluciones vélidas para las ecuaciones.



2.3.

Solucién para un gas degenerado de Fermi

PP,

1.0- -=- =10 1.0~ = t;=1.0
i TSIl i
-—- t,=2.0 1\ \\\ S t;=2.0
WS
-=- t,=3.0 ‘l \\\\ \\ \\ #,=3.0
0.8- -=- t,=4.0 0.8- |I \ \\ \ \\ -=- t,=4.0
= =6.0 AN \ -= =6.0
A N,
TSRV AN
(IR N
E E \
0.6 0.6 ey 8 S
< [ N\ >
N
= Y \ \
Py X N
.4~ .4~ \ i
o o | [V \ N
1 v\ N N
‘ RN \ AN
1 v \ \,
\ \ \ N N
N
0.2- 0.2- 1 v \, \ N
\ \ \ \ N
' \ hN N SN
\ N N ~ ~
\ N ~ So Sso
0.0 S S S S TS 0.0 \~\ Seo \\\_ \‘~_ \‘~~_
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

(a) Ejemplo de soluciones de la presion.

(b) Ejemplo de soluciones de la densidad.

Figura 2.3.2: Ejemplo de soluciones de P y p en Relatividad General.

Asi, considerando t; € [0.1,12] como el intervalo de valores iniciales para el

parametro t, siendo que para cada uno de estos valores existe una solucion
aceptable de las ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8). Los valores de masa, densidad y radio

para la estrella de neutrones son entonces calculados con el siguiente cédigo que
restaura las unidades a los valores finales de R y M

def EER(t0):

x, m, t, P, rho

Sol(t0)

xf = x[-1]
mf = m[-1]

R = axxf *1e-3
M = b*mf
rhoc = rho([0]

rhom =

return R, M, rhoc, rhom

# Radio total [Km]
# Masa totall[Kg]

# Densidad central
M/ (4*pi*R**3 /3) # Denstidad media

Una forma de ver si la solucion es fisicamente viable es comprobando si la velocidad

causalidad [1], es decir

del sonido dentro de la estrella satisface las condiciones de micro-estabilidad y

dP
0<—<c

(2.3.10)
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y si la compacticidad de la estrella es menor que el limite de compacticidad de
Buchdahl (Buchdahl compactness limit) para fluidos estaticos y esféricamente

simétricos |!]

2GM

o0 = 7
¢ Re?

<8/9, (2.3.11)

el cual marca un limite entre estrellas y agujeros negros. Como es de esperar las

soluciones de RG satisfacen ambos limites.

50- -\
!
\-
ER
24, \
\

A \

30 - \.

\0
N,
~.
~.
~.
20 - ~ay
o,
~.
\.\.
~..
~.
~.
~.
10 - ~.
P2
. —
-’ T mi—r—
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
M/ M,

Figura 2.3.3: Relacion Masa-Radio para estrellas de neutrones en el modelo
de RG. Cada punto corresponde solucién de las ecuaciones(2.3.7) y (2.3.8) y
representa una estrella de masa M y radio R.

Las estrellas compuestas por un fluido perfecto pueden pasar de una configuracion
estable a inestable con respecto a cualquier modo de oscilacion radial sélo en el
valor de densidad central en que la masa esté en equilibrio estacionario,

dM(pc)

el 2.3.12
dpe 0, (23.12)
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por lo que las configuraciones de equilibrio estables deben satisfacer la desigualdad

dM (p.)

siendo esta una condicién necesaria, pero no suficiente, para la estabilidad [7].

70 -

07~ AN \
/N \
/ \ o\
0.6~ { \ \
/ \ \
/ s \
05- i \‘\ S0F \
i A - \
/ \ ¢ \
O gl \ Ve = \
S o / N/ E “ \
~2 / . \,
N i LS \
031 i 30- N
/ \.
¢ \
02- ! N
/ 20- "<
./' .\.
0.1- 2 N\,
/'/ 10 \'\.
7 S e ——
00~ — _———
1015 1017 1019 102 103 1015 1017 1019 1021 10
Pe [g/cms] Pe [g/cm3]

(a) Relacion entre la densidad central y la masa (b) Relacion entre la densidad central y el radio
para estrellas de neutrones en el modelo de RG. para estrellas de neutrones en el modelo de RG.
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(¢) Relacion entre la densidad central y la (d) Relacion entre la densidad central y la
densidad media para estrellas de neutrones en compacticidad para estrellas de neutrones en
el modelo de RG. el modelo de RG.

Figura 2.3.4: Relacion Masa, radio y densidad para estrellas de neutrones en
Relatividad General.
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Cada punto en los graficos de 2.3.4 corresponde a una soluciéon particular de las
ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8). En este caso existe méas de un valor de radio asociado
a cada masa dentro del intervalo aproximado [0.36 M, 0.71Ms], pero solo una de
ellas es estable, por lo que en este intervalo las estrellas de mayor radio son mas

estables que las estrellas de menor radio dada una misma masa [1].

De los gréficos anteriores se destaca el limite superior de la masa para las estrellas
de neutrones, cuyo valor aproximado es de 0.71M con radios en torno a los
9.12km. Esta masa corresponde al limite de Oppenheimer-Volkof y es equivalente

al limite de Chandrasekhar que se obtiene en el modelo newtoniano.
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Capitulo 3

Equilibrio Estelar en Einsteinian

Cubic Gravity

3.1. Motivacion: Teorias de curvaturas altas

La teoria de Relatividad General ha superado con éxito casi todos los test
observacionales realizados, no obstante quedan varios problemas importantes sin
resolver. Un problema significativo es la distribuciéon requerida de materia-energia
normal versus materia-energia oscura en el Universo bajo el esquema gravitatorio
actual. Localmente, otra pregunta abierta esta relacionada con las velocidades de
rotacion de las estrellas en los brazos de una galaxia espiral, que requiere un halo

de materia oscura para ser consistente con RG.

Ademas, intentando encontrar una descripcion cuantica consistente de la gravedad,
muchos han considerado que la teoria de la gravedad de Einstein es una teoria
efectiva de baja energia de una teoria més fundamental, presumiblemente
compatible con una descripcién cuéntica. En este sentido es natural considerar
modificaciones en la acciéon de Einstein-Hilbert agregando términos de potencias
mayores en la curvatura [20]. Ademads, términos con potencias méas altas en la
curvatura parecen ser necesarios para tener una teoria cuantica de la gravedad
renormalizable [27]. Otra caracteristica interesante de la inclusion de términos de
curvatura de mayor grado es la posibilidad de resolver el problema de singularidad

de curvatura [28]. Méas recientemente, se ha demostrado que el estudio de las



22 3.2. Ecuaciones de Campo

teorias de gravedad de mayor curvatura abre nuevos caminos en los estudios de
teorias cuanticas a través del uso de la dualidad AdS/CFT [29].

Un primer paso en esta direccion es considerar la adiciéon de una contribucion
cuadratica en la accion. En D = 4, la accién mas general sin derivadas de curvatura
contiene los siguientes términos: el lagrangiano de Einstein-Hilbert, la constante
cosmologica, un término cuadratico en el tensor de Ricci y el cuadrado del escalar
de Ricci. Un término proporcional al cuadrado del tensor de Riemann puede ser

ignorado debido a la invariancia topoldgica del término de Gauss-Bonnet en 4D

[20].

A orden cubico, uno de los modelos de gravedad que méas destaca es la
teoria Einsteinian Cubic Gravity. Esto debido a su construcciéon como una
combinacion lineal de términos de la curvatura y que satisface las siguientes

propiedades [9] :

1. Comparte el espectro de la gravedad de Einstein (s6lo se propaga un graviton

sin masa transversal en un espacio-tiempo maximamente simétrico).

2. Los coeficientes relativos de los invariantes de curvatura son los mismos en

todas las dimensiones.

3. No es trivial ni topolédgica en dimension 4.
Con anterioridad ya se han encontrado y estudiado soluciones de agujeros negros
en ECG [10-12], particularmente en D = 4. Sin embargo, no existen estudios

actuales sobre como esta formulacién de la gravedad afecta a la estructura de

otros cuerpos celestes, como las estrellas.

3.2. Ecuaciones de Campo

La accion mas general de ECG para dimension D > 4 es ||

1
SEcg = o /de lg] (R — 2A + 2Karxy + 262 [Bxe + )\73]) + Smatter s (3.2.1)

donde x4 y xg son las densidades de Euler en cuatro y seis dimensiones
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respectivamente, A es una constante de acoplamiento y P es el término cubico
propio de ECG [!1], definido por

P=12R/ R "R +R,,"”R,,“°R " —12R,,,, R"R" + 8RR R .
(3.2.2)

En D = 4 las densidades de Euler desaparecen ya que x4 es topolégico y x¢ = 0,
pero el término cibico P se conserva al no ser trivial ni topolédgico, por lo que la

accion (3.2.1) se reduce a

1
Skoa = o / d*z/]g] (R — 2A 4 26*AP) + Spatter - (3.2.3)

De la accion (3.2.3) se obtiene la ecuacion de Einstein modificada (ver B.2)

1 _
e = Ry — éRgW + g+ AP, = KT, (3.2.4)
con
_ P 1 P
_ 2~ - . Avwid
P, =2k <8Rumeypm 2g,w73 2VPV <8RW”V)) , (3.2.5)
y
P
e =3 [123;“’ o Rapva + R Ravpor + 49,5, R, Rat
vpo
— 49,1, Ry{" \Rab — ARupRoly + 49,1, Rof Ry — 490y By Ray| - (3.2.6)

Al trazar el tensor ¢, dado en (3.2.4) obtenemos

R=4A+ AP — kT, (3.2.7)

y al reemplazar en la ecuacion (3.2.4) obtenemos una ecuacion simplificada

Ruu = RMV + Apuy - KTMV — guuA =0. (328)
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con

~ 1
gw/Pa T;u/ = Tuu - §Q,WT. (329)

Para construir un modelo estatico y esféricamente simétrico es necesario usar
nuevamente el tensor de energia-momentum (2.0.3), pero ahora es mas conveniente

escribir la métrica como

1

dr® + r?dQ? 3.2.10
70 (3210)

ds® = —eX(’””\)f(r, A (edt)? +

de la cual se obtienen las soluciones de Relatividad General cuando A = 0.

Usando las combinaciones R — R! F R} del tensor (3.2.8), tal como se hizo en

el capitulo 2, se obtienen las ecuaciones diferenciales

2 2
0= ;f’+r—2(f—1)+2f<ap62+2A

262\
5

1207 f (rfx —rf +2f —2) f” +48rf<ir2ff"+r2f2x'2 - grf(i’)rf’
—2f+2)x’+ir2f'2 — %r(f— f — %f2+ ;f>x”— 12r3ff”2+6rf(5r2fx’2
+dr (2rf' — f+1) x’+8rf’—8f+8>f”+6r3f3x’4+3r2f2 (19rf" —2f +2)x"?
+37"f(19r2f’2 —2r(10f — 7)f" + 4f? —4f)x’2 + 12<r3f’3 —2r3(2f —1)f'?

L orf(2f — 1)f +4f° - 4f2>x’ 12 <rf<4f -4 4f> f’] ,

(3.2.11)
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0= —%(fx’+f’)—%(f—1)+2np—2/\

2
$ 22 [12r2f2 (rfx —rf +2f = 2) X" + 12r2f(rfx’ —rf'2f - 2) 1"

+12r3f3x”2+12rf<3r2f2x’2—|—rf<5f’+2f—2>x’—2<f’—f> <f’—2f+2>>x”

— 123 f "2 + 12rf<3r2fx’2 — r<f’ —6f +4>x’ +drf —Af +4)f” + 1573 34

+6r2f2<10f’—2f+1>X’3+3rf<15r2f’2—2r(2f— 1)f - 16f2+4>x’2

12(T3f’3 +2°f"2 —drf3f = 2)f +4f° - 4f2>x’ —12 <T(4f —1f —Af+ 4f) f’] :
(3.2.12)

que en conjunto con la ley de conservacion V, T = 0, que implica

1 1
VT = [P + 5 (pe® + P) f' + 5 f (p + P) X' =0, (3.2.13)

permiten despejar un sistema de ecuaciones mas simple con el que trabajar. Para

encontrar soluciones de este sistema es conveniente reescribir la funcion f(r, A) como

B ke M (r, \)

3.2.14
p— (3.2.14)

flrA) =1

donde la funcion M (r, \) determina el valor asintotico de la masa.

3.3. Expansién a primer orden en A\

Consideramos que en la accién el término 2k?AP es pequefio comparado con la
curvatura R y la constante cosmologica A. Luego, proponemos una expansion en términos

de A para los valores de las variables que describen el sistema, de la forma

X(r:A) = xo(r) + x1(r) + O(\?) (3.3.1)
P(r,\) = Py(r) + Py(r) + O(\?), (3.3.2)
p(r, A) = po(r) + pi(r) + O(\?), (3.3.3)
M(r,\) = Mo(r) + My (r) + O(\?), (3.3.4)
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donde x1, P1, p1 vy M; son las correspondientes perturbaciones de primer orden en

A. Substituyendo las expansiones (3.3.1)—(3.3.4) en las ecuaciones (3.2.11)-(3.2.13)

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

dx1
dr

dMo 47rr? (IQCQ[)Q + A)

M _ ‘! 7 (3.3.5)
d dmkr? (poc* + P
axo _ 4mKT (Poc ) (3.3.6)
dr (4mr — ke? M)

dPy _ # (poc® + Po) (Moc® + dmr® (Py — A/r)) (3.3.7)

dr

2r (47r — ke M) ’

Ank2Pr? (poc® + Po) My Awkr? (p1c® + Pr)

(4mr — ke2 My)?
33\

dmr — ke2 My

2mr3 (4 — k2 M)

- 3/€CQM0> P+ 2rc?

[(FLC2M0 + dmr® (ke py + 26Py — A)) (47rr3 (26c®po + kP + A)

(47rr — chMo) (SHCQMO — 473 (chpo + 2kPy — A))pg

S T (47r7“ - HCQM()) ,0'02 + (3/1264M3 + 87rcr? (?mpo + 5k Py — 2A) My

+ 1672r° (5&21302 + 2/@(3&02,00 — 2A)P0 + 252c4p% — 2k po + A2)

— 9672 kr? (,0062 + Po) >p602 + .

2 (poc® + Py)
(4mr — ke2 M)

<1 1P MG — 2mkPctr ((25nc2p0

+ 21k Py + 4A)7“2 + 23) MO2 — 871'2/{027“4((22/-@2P02 + llm(mc2p0 — 3A) P

— 3/{204p(2) — 17k po A + 8A2)r2 + 2(11/%2p0 + 2Py + 9A))MO

+ 32739 (H,P[) - A) (

— 643" </@204p3 — 2Kc? (2/€P0 — 3A)p0 — 4/@2P02 + 4k Py A + A2>>

K2t o8 + 2k poA — 3K2PE + 6k Py A — 2A2>

)

(3.3.8)
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dM;
dr

32\ 19
= dnrip + 4:7103 [/@204)(6M63 + Kc? (4 (KC2M0 - 47Tr) X062

- ; (3/@'02M0 — &) X + (FJCQM(] — 4mr) X0 — % (11HCQM0 — 427r) >M62

19 13
+ <4 (I{C2M0 — 47r7“)2 X63 3 (IQC2M0 — 47rr) (3/{02M0 — 471'1") X62

9 1
+ (4%02 (HC2M0 — 4ar) MY + 5%02 (KCQM() - 47Tr)2 X0 + o) (33&2C4M5
11
— 120mke? Moy + 647%r2 ) ) xh + = ke? (1se2Mo — drr) My
r
2
S—— (/iCQM() — 4r) (3/€C2M0 —4mr) X0 — K2 (HCzM() — 4mr) MY’
,

4 1
+ — kP (17K,CQM0 - 66777“) M0> M(') + o2 (/{C2M0 — 47r7")3 X64
KC

7«3
— E (HCQM — 47Tr)2 34 ? (KC2M — 47Tr)2 M + i (HC2M — 471'7")3 "
1r 0 Xo 9 0 0 2 0 X0

+ % (HC2M0 — 4777“) (21&02]\4[0 — 4O7rr) >X62 + < (/402]\/[0 — 471'7')2 M(’)”

— 2 (e Mo — ) (3mc* Mo — dor) M% — 22 (we* My — dmr)”
— %KCQ (5kc* My — 167) M02> Xo — K¢ (k2 My — 4mr) My

+ < (ke My — 4mr)” Xl — %MMO (kc® My — 4r) >M(’]’

+ %KCQM(? (ke Mo — 4m7)> X4 + gm(:?Mo (kMo — 4mr)* X

)

2
- T—4/<502Mg (23KC2M0 — 9071'7")

(3.3.9)
apP, 1 KC? . M / )
e ke (oMo P
dr 2 (471’7‘ — HCQMO < 0 r + Xo (PlC + 1)
K2 1 1
T — w2ty \ 0t g (0 70) {xo = ) M 3.1
+47TT—I€C2M0< o+2(poc + 0) <X0 r)) 1 (3.3.10)

1 M / 2
(2 P) .
+ 2 <47r7" — k2 M, Xl) (poc + 0)

La suma de (3.3.7) con (3.3.10) determina la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-



28 3.3. Expansion a primer orden en A

Volkoff modificada

dr 2r (4r — ke M)

dP kK (poc® + Po) (Moc? 4 4mr3 (Py — A/k)) 1 M , 9
dr + 2\ drr — ke2M, X1 ('OOC + PO)

1 Kc? My 5
+2<M]<M6— , >+X0> (plC +P1)

2

KC 1 1
— = | P+ = (pp®+ P L2 | M.
+47r7“—/<cc2Mo<0+2(’006+ 0) <XO r)) 1

(3.3.11)

Substituyendo las ecuaciones (3.3.5)-(3.3.7) en (3.3.9) y (3.3.5)-(3.3.8) en (3.3.10)

eliminamos la dependencia con respecto a xo v x1, obteniéndose las siguientes ecuaciones:

M A 2
dMy = Adnr? p1 — 2/@2)\ (4777‘ — KC Mo) §Moc2 — 2p002 + Py + — "po
dr 4 K dr?
d 2
— 12kc%r (47rr — /<;c2M0) <dpo> + 6(4777'3A2 — <7/<cc2Mo + 87k Py — 127rr>A
T
+ drr?r3 (/%04 + 2P0p062 + 2P02> + 4dnkr <p002 — 2P0) — K2 (2,0002 — 5P0> Moyc?

B 9k Moc? N 3&2Mgc4> dpo 3

o 16 3,.5 2 P AS
dr  wc? (4mr — RCQM())( 7 (poc” + Fo)

s

— 1672 (7TI~€ (p002 + Po) (2,00c2 + 5P0) o+ 21 (p002 + Po) rd 4+ sz (poc2 + Po) TZM()CQ

3
- ?77 Moc® + iM§c4) A%+ 8<27T3I€2P0 (poc2 + Po) (4poc2 + 7P0) o
K r

— 47K (p002 + Po) (5p002 + 3P0) 3+ m2K2 (p062 + Po) (7p002 + 1OP0) r2M002

2 2
30
- 40773rp002 + 272k (14p002 + 3P0) Moyc? — L; (29,0002 + 5P0) ]\43(:4 + —7; Moyc?
r r

317k
273

+ 327T3I€2P0 (poc + Po) (5poc + 4P0) r° — 47 /13P0 (poc + P()) (14,0002 + 17P0) 7“2Moc2

Mgc* + —Mosc )A — 167T3/<;3P02 (poc2 + Po) (2poc2 + 3P0) o

1607 krp2ct + 87r2/€2p0 (17poc® + 6Py) Moc* — o (26,)304 4 23Pypoc® + 9P02) M2t
T

2407r K 9077/@
+

Méc

3
(71p0c +9Py) Mie! — =5 (T9p0c + 15P0) Miic® -

91k 23k3
M35 — Me
- 2r6 ) AmrT el )]

(3.3.12)
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dP1 27wk (poc® + Py)

dr  (4nr — k2 My)?
_ (mP+P)

2r(4mr — ke? M)
3&2)\(/)062 + P())

w27 (4w — k2 My)?

2rkc?r? (poc? + Po)
4dmr — ke2 My

(Ii’I"QPO —r?A + 1)M1 - p1

(nc2Mo + 473 (nc2p0 4+ 2kPy — A))

ok rt (dmr — k2 M) (21/4204M02 — 8mrc’r (5rcr? p
+5r2A + 9) My — 167214 (2/@02 (/<a7“2P0 —r2A — 4)p0 + H2T2P02 —r2A% — kP

- 3A)> % — 46k EM + 7r/€306r<111/£027“2p0 — 17kr? Py + 1287%A + 364) M3

— 4r?k2cM? (3,%2047“4p8 — kc?r? (37/<a7“2P0 — 4372\ — 228) po — 16K2r1 P2

— 512 (r2A + 4) Py + 8r1A? + 248r%A + 60) Mg — 16m3kcr® <4m3c6r4p8

+ 6k2c2 (nrQPo +r2A — 4) pp — Kc? (5%27“4]302 — 2kr? (11r2A + 14) Py + 5rtA2

+ 7672 A + 120) po — 7T Py + 8k (2r° A + 1)P02 + /-@7“2/\(12 — 5r%A) Py

— 4472702 — 120) My + 64748 (4/{3061“4;)3 + K2t <Ii27’4P02 —2kr2(r’A — 4) Py
+rA? 4 4r%A — 20) pa + ke (3/@3T4P5’ — k2 (77‘2/\ - 4)P02 + HT‘2A(5’F2A +8) Py
—ﬂAi—MA)m+2ﬁf¥ﬁ—5ﬁMAB?wm%%ﬂA+1ﬂ%—m#Aﬁb—mAﬁ].

(3.3.13)

3.3.1. Radio de la estrella

Dado que las soluciones propuestas en (3.3.1)-(3.3.4) son una perturbacion de las
soluciones de Relatividad General, podriamos suponer que el radio de la estrella se

comporta de manera similar, es decir, sea R el radio de una estrella en ECG tal que

R = Rer + AR(N), (3.3.14)

donde Rgr es el radio de la estrella en RG y AR es la variacion del radio en ECG con

respecto a RG. De esta manera se tiene que la presion en la superficie es

P(R) = P(Rgr + AR) = 0. (3.3.15)
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Por otro lado, de (3.3.2) se tiene
P(R) = Py(Rgr + AR) + Py (Rgr + AR) + O(\?), (3.3.16)

lo cual al expandir en A\ nuevamente queda como

P(R) = P(Rgr + AR) = Py(RgRr) + A\P}(RcRr) <dd)\AR) X + Pi(Rar) + O(A?) 0.
=0

(3.3.17)

Dado que tanto Py como P} son nulos en r = Rgg , esto significa que

Pi(Rgr) =0.

Por lo tanto, si el radio Rggr es una raiz de la presion en RG entonces también lo es para
ECG, a 1.2 orden en A. Debido a que este resultado es independiente del signo de AR
(R puede ser menor o mayor que RgR), podria existir un radio R = Rgr — |AR| < Rgr
que satisfaga (3.3.17). Dado que el radio de la estrella es la menor raiz de la presion (y
densidad), entonces es posible concluir que a primer orden A los radios de las estrellas
en ECG pueden ser menor o igual a los de RG, es decir, Rgcg < Rgr, para un mismo

valor de presion y densidad central.

3.3.2. Soluciéon externa y comportamiento asintotico

Fuera de la estrella, es decir en regiones con r > R, la presién y densidad se anulan:

Py(r)=Pi(r)=0, r>R,
=0.

po(r) = p1(r)

En esta region las ecuaciones (3.3.5) y (3.3.6) tienen solucién constante

4Arrd A
3kc2

Xo(r > R) = Xo- (3.3.19)

Moy(r > R) = Mo+ r>R, (3.3.18)
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Para la masa M7, la ecuacion (3.3.12) se reduce a

3k3c? (23/@02/\/10 — 907Tr)

i (64”;;;“3 P ICL B M Mg) A a20)
cuya solucion es
M) = Mo+ (= SRR MR g T g M)
(3.3.21)
donde la constante M contribuye a la masa asintética como
M = Mo+ My, (3.3.22)

es la masa total de la estrella. Para obtener el valor de esta constante evaluamos (3.3.21)

en la superficie r = R, lo que implica

64rkr3A® 14k32A 27K3c2 23k4cA
M, :Ml(R)+< LA VT R Mt M%—MM(%)A. (3.3.23)

27c2 s 0 RS A2 RS

Reescribiendo (3.3.18) y (3.3.21) en términos de los radios asociados

kA Mo kA M,
o = ar = An s

y reemplazando en (3.2.14), se obtiene

(ro+m1) 12N 5 [1602A3  56r3A 10873 9278
AN)=1—-——"5— — A - - 3.24
AGR)) r 3 T 27 At 70 r7 )’ (3:324)
lo que coincide con la solucion de agujero negro para f(r, A) obtenida en [10] a primer

orden en \.



32 Capitulo 4. Soluciones de la ecuaciéon de TOV modificada para A =0

Capitulo 4

Soluciones de la ecuaciéon de TOV

modificada para A =0

4.1. Solucion de gas ideal de Fermi

Consideramos a la estrella de neutrones como un gas de Fermi a temperatura

cero, tal como se describe en el Apéndice A. Proponiendo

t =ty + ety + O(?), (4.1.1)

para el parametro t, donde € = ¢(\) es una constante perturbativa adimensional
con la que parametrizamos las desviaciones con respecto a Relatividad General,

se puede expandir (A.1.15) y (A.1.16) en términos de A

Pn = Pno + Pn1 + O()‘Q) :

Como consecuencia

PnO = KZO(ZE) 5 Pnl = Kt121($)€, (413)

K K
Pro = 6—200@)7 Pnl = C—2t101($)€7 (4-1-4)
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Yolz) = % <sinh(t0) — 8sinh (%0) + 3t0> , (4.1.5)
Yi(z) = g <cosh (%0) — 1)2 , (4.1.6)
oo(z) = sinh(ty) — o, (4.1.7)
o1(x) = (cosh(tg) — 1). (4.1.8)

Es posible simplificar el calculo haciendo un cambio a la variable adimensional x

y las funciones adimensionales mg, m; por medio de

r=av, Moy(r)=-bomo(z), Mi(r)=>bimi(x). (4.1.9)

Para recuperar t{, y t| hacemos uso de la regla de la cadena:

dPO -1 dPO dto dto dPO dp(] -1
— = R —— :> —~ —qa 7
dr dty dz dx dr \ dtg

@ —ail @%_’_%% = dtl . dPl 8P1 dto aPl -1
dr N 8250 dx (9151 dx atl .

2=
(4.1.10)

dr dty dz

Estas ecuaciones pueden ser simplificadas ddandole un valor a las constantes a, b

y by. Para obtener la notacion usada por [5], [I| entre otros, es conveniente usar

V2 STV2
VEK' 0 ! ke2VKEK

(4.1.11)

a =
Asi, las ecuaciones (3.3.5), (3.3.7), (3.3.12) y (3.3.13) se reducen al sistema de
ecuaciones diferenciales

— =2z“0y, (4.1.12)

dt by 3%
dto _ _ (90 + Z)(mo + 2°%0) (4.1.13)
dx x(x — 2mp)3
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d 6 d*t
% = $2t101 - %(CL’ - 2m0) (3m0 - IE3(EO + 20‘0)) (d.rg)
6 dto\?
+ ﬁ(iﬂ — 2m0) (37710(0'0 + to) — $3(2O'(2) + (20 + 2750)0'() + to20 + 20’%)) (d:n)
240 6

X X
= <6m3 +3 (2(520 ~ 200)a? — 9) mo+ 5 <a§ + 28000 + 223)

CL‘4 dto 6
—Z (9%, — oy, P
4( 0 UO)) <dﬂs>+x7(:ﬂ2mg)

— 220(420 + 500) (00 + 20)3?10 + 220(00 + 20)(1720 + 1400)177,03?9 + 50(2)338

252 (00 + o) (3%0 + 200)z'?

— 2mgoo(6%0 + 1700)z” + (18%2 4 46000 + 5202)max® — 3009moz®
+ (1850 + 14200)maz* — (30X + 15800)mia® + 45miz* — 182mix + 184mg] ,

(4.1.14)

dt; (S0 +00)(222%g +1)my t1 | 1 dto

—— = — | —(01 —3%1)(3%9 — 09 —4ty) | —

dx (x —2mp)?%y + ¥, |48 (1 1)( 0770 0) dx
1

= e ((mo +2%(2%) + 00)>21 + (mo + 90320)01)]

660’1(20 + O’g)
x3(x — 2mp) 3

dty 6(20 + 00)
—21m2) (22
m0> (dw) + 7 (x —2mp)?%,

— 200(00 + £0)221% — 2mg (oo + 20)(523 — 3Xg00 — 303):59 + 5U§x8

<20(20 + 200)%6 — (20 + 400):64 + 100’07710.%3 + 9mpz

2200’0(0’0 + 20)(220 + 0'0)1‘12

+ 2mo(2%2 + 7X000 — 602)2" — 2m (1252 + 23% 000 — 02)2® — 3009moz®
—2m3 (580 — 5700)z* 4+ 2my (T80 — 5700)x> + 45m3x? — 182mjx + 184mg | ,
(4.1.15)

donde hemos definido € = AK?k? para simplificar las ecuaciones.

4.1.1. Comportamiento cercano al origen

Al expandir la ecuacion (4.1.12) en torno a z = 0 se puede observar que mg(x) se

comporta como una funcién cibica de z, por lo que podemos reescribirla como
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mo(z) = mox> + mg(z)z? (4.1.16)

donde m( es una constante y mg(z) una nueva funcion que satisface mg(0) = 0.

Reemplazando (4.1.16) en (4.1.12) y evaluando en & = 0 se obtiene

1M (0) = . (4.1.17)

Por su parte, si se expande (4.1.13) cerca del origen se obtiene

dto  (20(0) +mp(0))(X0(0) + 00(0))
dT? =0 0 21(0)0 O 2+ 0(2?), (4.1.18)

lo que da a entender que ty(z) tiene un comportamiento cuadratico cerca del origen.

Similarmente, el comportamiento de m(x) cercano al centro es dado por

dm1

= 30(31mo — 00(0))%e 4 60(31H(0) — 04 (0)) (3o — 00(0))%ex + O(2?) . (4.1.19)

Del resultado anterior y la relacion (4.1.17) se obtiene que la funciéon my(z) también se
comporta como una funcién ciubica de x cercano al origen, por lo que podemos escribirla

Ccomo

my(z) = mq(z)2? (4.1.20)

donde M () es una nueva funcién que satisface m;(0) = 0.

Asimismo, si se expande (4.1.15) teniendo en cuenta el comportamiento de mg y mq, se

obtiene el siguiente resultado
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dt 30€(3mg — 00(0))*
dx N 21(0)

7'+ 0%, (4.1.21)

el cual es libre de divergencias cuando se toma en consideracion (4.1.17), o de manera

equivalente (4.1.16).

4.1.2. Solucién numérica

Es posible obtener soluciones numéricas de las funciones mo(z), mi(x), to(z) y t1(x) y
de éstas mo(x), mi(x), los perfiles de presion y densidad junto con los correspondientes
valores de masa y radio de la estrella. Sin embargo, es necesario tener en cuenta que

estas soluciones deben satisfacer los siguientes requisitos:

» La funcién de masa, presion y densidad deben ser positivas en todos los puntos

dentro de la estrella.

» La masa encerrada en el centro de la estrella debe ser nula para evitar singularidades.
Esto implica mg(z = 0) = 0, mi(z = 0) = 0, lo cual ya es tomado en cuenta por
las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.20).

= Las perturbaciones deben ser pequenas comparadas con los términos de orden

cero, es decir,

lema ()] < [mo(2)],  [eti(2)] < to(x),

[PL(r(@)] < [Po(r()],  er(r(@)] < lpo(r(@))], = <R,

(4.1.22)

Dado que nos interesa estudiar como la configuracion de la estrella de neutrones depende
del modelo gravitacional, y en particular como cambian las soluciones al variar A, fijamos
el valor de t1 en el centro de la estrella, denotado como t1;, como cero tal que los modelos
ECG y RG tengan los mismos valores de presion y densidad central al inicio de la
integracion numérica. Esto asegura que las desviaciones con respecto a RG son debidas

a la teorfa de ECG definida por una elecciéon de A.
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P/P.

- i i i S i _ i i i i L i i
13.}235 1.240 1.245 1.250 1.255 1.260 1.265 1?250 1.252 1.254 1.256 1.258 1.260 1.262 1.264

x T

Figura 4.1.1: Ejemplo de perfiles de presion (izquierda) y densidad (derecha)
para to; = 1.35 (equivalente a una densidad central de 2.6 x 10[g/cm?]) y
e = 0.01e.. La primera fila muestra el comportamiento general de la presion y
densidad truncada, mientras que la segunda fila muestra una vista detallada de las
funciones cerca del final de la integracion numérica. En este caso las dos funciones
tienen dos raices, siendo x g (el cual corresponde a al radio adimensional para esta
eleccion de ty; en RG) compartido. En el limite xp, — = el sistema so6lo tiene
una raiz y tanto la presion como la densidad son siempre positivas. Este limite
es equivalente a Azp, — 0, Ayp, — 0, por lo que es posible considerar como
soluciones confiables aquellas que no satisfacen la condicion (4.1.22) siempre que
estén dentro de estos limites.

En principio, el radio de la estrella es determinado por un valor xr del radio adimensional
para el cual P(r(x))y p(r(z)) se anulan para todo z > xr. Sin embargo, en los resultados
de la integraciéon numérica se observo que en ciertos casos la presion (P~ Py+ P;) y
densidad (p &~ pg + p1) no se anulan en el mismo valor de z. Como consecuencia, se
obtiene una pequena region donde P y(0) p son negativos antes de aproximarse a cero
en xR, tal como se ve en la figura 4.1.1. Este comportamiento es una consecuencia de
de la truncacion a primer orden de la expansiéon de la presion y densidad. Si la regiéon
donde la pression y(o) densidad es negativa es muy grande entonces la aproximacion
de primer orden para la expansion ya no es confiable Esto supone un criterio adicional
para determinar que soluciones de la integraciéon numérica se pueden conservar. Se tomd
por radio los valores xr tales que las funciones truncadas se anulen simultdneamente

y conservar los casos en que Azp, Az, no exceda el 5% de zr y adicionalmente que
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Azp, Az, sean menor que 1073, Luego, de acuerdo con (4.1.9) y (4.1.11), el radio R de
la estrella puede ser calculado como R = axp y las funciones de masa evaluadas en la
superficie My(R) = Mo = bmo(zr), M1(R) = bmi(xr). Finalmente, la masa asintotica
M se determina usando (3.3.22) y (3.3.23).

Para esto usamos un codigo en el cual se ha separado las ecuaciones de mj, ¢} en

coeficientes de m1, t; y  para facilitar la integraciéon numeérica:

# Solucion Numérica

def Sol(t0_0):
x = linspace(1.0e-30, 6., 10%x*6)
yo = [0., 0., t0_0, 0] # Condiciones iniciales de mm0O, mml, t0, ti
sigma0_0 = (sinh(t0_0) - t0_0)

def dy(x, y):
mm0 = y[0]
mml = y[1]
to0 = y[2]
t1 = y[3]

# Funciones Sigma
sigmaO = sinh(t0) - tO
Sigma0 = (sinh(t0) - 8+*sinh(t0/2) + 3%t0)/3
sigmal = (cosh(t0) - 1)
Sigmal = 8/3 *sinh(t0/4)x**4
#EDOs
# dmmOdz
dmmOdx = (sigmaO-sigmaO_0-3+mm0)/x

# dt0dz
dtO0dx = -x*(Sigmal0 + sigma0)*(Sigmal0 + (sigma0_0/3 + mmO0))

— /((1-2%(sigma0_0/3 + mmO) *x**2)*Sigmal)

# dmmldzx

# dtldz

return (dmmOdx ,dmmidx, dtOdx, dtildx)
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dydx = [dmmOdx, dmmldx, dtOdx, dtldx]
return dydx
x_span = [x[0], x[-1]]

sol = solve_ivp(dy, x_span, yO, method= 'RK45', t_eval = x,
rtol = 10*x-6, atol = 10%*-12)

xl = sol.t

mm0 = sol.y[0]

mmil = sol.y[1]

m0 = (sigma00/3 + mm0)*x1**3
ml = mml*x1*+2

t0 = sol.y[2]

t1 = sol.yl[3]

# Funciones Sigma

sigmaO = sinh(t0) - tO

Sigma0 = (sinh(t0) - 8+*sinh(t0/2) + 3%t0)/3

sigmal = (cosh(t0) - 1)

Sigmal = 2*(cosh(t0/2) - 1)**2 /3
#Presion

PO = K*SigmaO

P1 Kxt1*Sigmal

#Densidad

rho0 = KxsigmaO/c**2
rhol

Kxtl*sigmal/c**2

Datos_xmt = [x1, mO, ml, tO, ti]
Datos_PD = [PO, P1, rhoO, rhol]

return Datos_xmt, Datos_PD

Se comprob6 que las soluciones que satisfacen (4.1.22) también satisfacen otras

condiciones fisicas, tales como los limites para la velocidad del sonido en el interior de la
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estrella [!]

0<— <. (4.1.23)

Para la integracion numérica consideramos nuevamente el intervalo tg; € [0.1,10] para
las condiciones iniciales. Por otra parte, en las ecuaciones (4.1.14) y (4.1.15) se introdujo
la constante adimensional €, la cual debe satisfacer || < 1 para satisfacer la expansion.
Se observo que para cada valor de € las son confiables hasta cierto valor de ty;. Por
ejemplo, la solucion para € ~ 3.42 x 10~% es confiable s6lo en el intervalo 0.239 < to; <
1.98 (correspondiendo a densidades centrales de 1.3 x 10'?[g/cm?] y 9.0 x 10'[g/cm?]
respectivamente). Para la constante e elegimos valores entre cero y un valor critico
€ = M%GQK 2% & 0.342. Valores de € sobre €. no llevan a resultados confiables
para suficientes valores de tg;. Los correspondientes valores de A estéan entre cero y
Amax = M%Gz, el cual es un valor muy pequenio comparado con el limite superior
A\ < 4.57-10%% x ./\/l‘éDG2 encontrado por Hennigar, Jahani y Mann al estudiar el efecto

Shapiro en el régimen de campo débil de nuestro sistema solar [12].
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Luego, mediante la funcién

def EE_ECG(xf, mOf, mlf, epsilon):
#Radio

R = a*xf*xle-3 #[Km]

#Masa

MO = (b*mOf) #[Masa0/Masa_solar]

M1 = epsilon*(b*mlf - 23xcx*4 *MO**3 /(4*pik**2 *K**2 x(R*1e3)**6) +
— 27*epsilon *c**2 *MO*x2 /(pixkappa*K**2 *(R*1e3)**5) ) # [Masa]

M = MO + M1 #[Masa/Masa_solar]

Q
I

G*M/ (axxf*c**2) # Compacticidad

return R, M, MO, M1, C

se obtienen los valores de radio, masa y compacticidad. En la figura (4.1.6) se pueden
ver soluciones de la teoria ECG para tg; dentro del intervalo [0.1,10], donde cada
punto que conforma a las curvas corresponde a una solucién del sistema de ecuaciones

(4.1.12)-(4.1.15) para distintos valores de e.

De la figura 4.1.6 se puede ver que las soluciones de ECG reproducen parcialmente las
soluciones de RG, dada la misma condicién inicial ty;, la que relacionaremos de ahora en

adelante con la densidad central p. (ver ecuacion (A.1.16)).

De la figura 4.1.7 se puede ver que las estrellas, dada la misma densidad central, tienden

a tener los mismos radios en ECG como en RG, con nula variacion para los distintos
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Figura 4.1.6: Ejemplo de soluciones de la teoria ECG. Cada punto que conforma
a las curvas representa una estrella de neutrones de masa M y radio R para un
valor particular de ty; y cada curva esté asociada a distintos valores constantes
del parametro €. Las curvas se cortan en cuanto las soluciones ya no se pueden
considerar como confiables.
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Figura 4.1.7: Radio de la estrella versus densidad central. Todas las soluciones
para los distintos valores de € < €, (A < M%GQ) coinciden dentro de un margen

pequerio (menos de 107°[km]).
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Figura 4.1.8: Perfiles de la diferencia entre los radios de estrellas de neutrones en
ECG y RG dada la misma densidad central, donde los radios Rggr corresponden a
los radios obtenidos en el capitulo 2. Tal como se ve en la figura 4.1.7, todas las
soluciones para distintos valores de € < €, (A < M%GQ) coinciden. La diferencia
entre RG y € = 0, que se supone que son equivalentes, es no nula, pero si muy
pequena considerando la escala.
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Figura 4.1.9: Perfiles de la diferencia entre los radios de ¢ = 0 y los radios
de ECG para € # 0, dada la misma densidad central. Todos los radios de las
soluciones de € entre cero y €. coinciden con los radios de ¢ = 0, dentro de un
margen de error.
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valores de € y densidad central, tal como muestra la figura 4.1.8. La diferencia de radios
entre Relatividad General y ECG es muy pequena considerando la escala (la diferencia
no supera el orden de 10~°[km] para ningtin valor de p.). Por tanto, obtenemos que
dentro de una aproximaciéon de primer orden los radios en ECG son independientes del

valor de € e iguales a los de RG, dada la misma densidad central.
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Figura 4.1.10: Masa versus densidad central para estrellas de neutrones en ECG.
De la figura se puede ver que, dada la misma densidad central, la masa en ECG es
igual o mayor que la masa de RG. Considerando la misma condicién de estabilidad
visto en el caso de RG (ver (2.3.12)-(2.3.13)), se tiene que todas las soluciones
para € 2> 107%c, (A 2> 10_5/\/{‘66'2) cumplen con la condicién necesaria para la
estabilidad, mientras que las soluciones para ¢ < 107%¢, (A < 10’5M6G2) pasan
de una configuracion estable a inestable, tal como ocurre en el caso de RG.
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Figura 4.1.11: Cociente entre las masas en ECG (Mgcg) y las masas en RG
(MRgg) versus densidad central. La masa de las estrellas en ECG es igual o mayor
que la masa de las estrellas en RG, dado el mismo valor de densidad central.

Las masas de las estrellas de neutrones en ECG tienden a ser similares a las encontradas
en RG hasta un valor de densidad central critico, el cual decrece a medida que € aumenta.
Sobre este valor critico las masas de ECG se vuelven mas grandes que las masas RG
a medida que se incrementa p., tal como muestra la figura 4.1.10. Por otra parte, el
rango de densidades centrales de las estrellas de ECG es mas acotado que el de RG,
decreciendo el valor maximo que puede alcanzar a medida que aumenta €, tal como

muestran las figuras 4.1.7-4.1.13.
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Figura 4.1.12: Cociente entre la densidad media (p = 3M /47 R?) de las estrellas
en ECG (prcc) y las estrellas en RG (pgr) versus la densidad central. La densidad
media de las estrellas en ECG es igual o mayor que el de las estrellas de RG, dado
el mismo perfil de densidad central. El rango de densidades centrales para los
cuales las estrellas en ECG satisfacen (4.1.22) disminuye a medida que aumenta e.
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Figura 4.1.13: Compacticidad de las estrellas de neutrones versus densidad
central. La compacticidad de las estrellas en ECG es igual o mayor que el de las
estrellas de RG, dado el mismo perfil de densidad central.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

En este trabajo se investigo las configuraciones de equilibrio estelar de estrellas
de neutrones estéaticas y simétricamente esféricas usando la eqcuacion de estado de
un gas de ideal de Fermi a temperatura cero en la teoria de gravedad modificada
Einsteinian Cubic Gravity (ECG), considerando una perturbacion de primer orden
de la teoria de Relatividad General (RG) en el parametro A de ECG. En el capitulo
2 se derivo las ecuaciones de estructura para el modelo de RG y se computaron
soluciones numéricas para diferentes valores de densidad central. En el capitulo
3 se derivo las ecuaciones de estructura para el modelo de ECG perturbado y
en el capitulo 4 se computaron soluciones numéricas sin constante cosmologica
para las condiciones iniciales adecuadas y diferentes valores de densidad central
y el parametro de ECG \. Las soluciones de ambos modelos fueron comparadas
para ver las desviaciones de ECG con respecto a RG para distintos valores de del
pardmetro A. El modelo resultante de ECG es libre de singularidades en el origen y
la solucién externa coincide con la solucién perturbativa obtenida por Hennigar y
Mann en [10] y Bueno y Cano en [1!] para agujeros negros en D = 4, en el mismo
esquema perturbativo. Se comprob6 de forma numérica que las soluciones para
las cuales la aproximacion a primer orden se puede considerar confiable también
satisfacen otras condiciones fisicas, tal como el limite de velocidad dentro de la

estrella.
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Nuestro resultado muestra que las soluciones de estrellas de neutrones en ECG
tienden a reproducir parcialmente las soluciones de estrellas de neutrones en
Relatividad General, siendo en mayor medida para valores de A por debajo de
10’5M6G2. Asimismo, dada la misma densidad central, los radios de las estrellas
en ECG son independientes del valor de A e indistinguibles de los de RG (Fig. 4.1.7,
4.1.8), siendo la maxima diferencia absoluta del orden 1075. Por otro lado, para
un mismo valor de densidad central, la masa en ECG aumentan con el valor de
A (Fig. 4.1.11). El cociente Mgca/Mgr se empieza a desviar significativamente
de 1 a menor densidad central a medida que aumenta el valor de A. A modo de
ejemplo, para p. ~ 1.8 x 103 [g/cm?], los cocientes de masa para A = ./\/l‘éG2 y
A= 10_1./\/1‘(19(;2 son de alrededor de 1.14 y 1.014 respectivamente. Esto significa
que las estrellas en ECG son igual o méas densas (Fig.4.1.12), y por tanto mas
compactas (Fig.4.1.13), que sus contra-partes en RG, dada la misma densidad
central (como ejemplo, para A = /\/l‘éG2 la densidad media de la estrella de
neutrones en ECG es alrededor de un 14 % mas densa que su contraparte en
RG, dado el mismo valor de densidad central de 1.8 x 10'¥[g/cm?]). Para un
valor fijo de )\, las densidades centrales para las cuales las soluciones de ECG son
confiables se limitan hasta una densidad critica, la cual decrece con a medida
que A aumenta (como ejemplo, para A\ = 10_2./\/16(?2, A= 10_4/\/l‘éG2 y A=
10’6./\/l4®G2 los valores de densidad critica son aproximadamente 2.9 x 1014[g/cm?],
2.4 x 10"[g/cm?] y 1.3 x 10%[g/cm?®], respectivamente). Mas alla de este valor
critico, los términos perturbativos se vuelven dominantes, incluso para los casos

que no son distinguibles de RG.

Se puede esperar a partir de estos resultados que la masa de las estrellas de
neutrones en soluciones no-perturbativas sea mayor que sus contrapartes en RG,
dado el mismo valor de densidad central. Respecto a cual seria la masa maxima
que permitirfa la teoria ECG, los resultados no pueden proporcionar una respuesta
directa, ya que , aunque las masas calculadas aumentan en comparacion a RG,
para valores de A\ sobre 10_5./\/14‘®G2 no se observa un limite superior, y para valores
de X por debajo de este existe un maximo local (el cual coincide con la masa
méaxima obtenida por Oppenheimer y Volkoff [5]) pero no existe certeza de que
este también sea el maximo global. Para predicciones realistas y comparacion con
observaciones, el siguiente paso serfa considerar diferentes ecuaciones de estado,
como Sly, FPS y AP4.
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5.2. Objetivos a futuro

5.2.1. Soluciones rotantes

A partir de nuestros resultados contamos con las bases para estudiar casos més
realistas, como la solucion estacionaria, y de ésta en particular el caso “slowly
rotating”, tal que se pueda comparar con resultados observacionales. Para esto
también se tomara en cuenta otras ecuaciones de estado, como las mencionadas en

el capitulo 1. Como parte de este objetivo esta encontrar las relaciones “I-Love-Q)”.

5.2.2. Solucién no perturbativa y de orden superior en A

Dado que las ecuaciones (3.2.11) y (3.2.12) contienen derivadas de orden superior,
las ecuaciones de estructura de la solucién no perturvativa tienen el problema de
contener funciones derivadas sin condiciones de borde conocidas (ejemplo: P”(r)).
Existe la posibilidad de que esto se pueda sortear imponiendo sobre las funciones
restricciones de origen externo a las ecuaciones de movimiento y mediante métodos

numéricos.

Por otro lado, el extender el analisis a mayores ordenes en A daria una mejor
perspectiva respecto al comportamiento de las soluciones de ECG, pero se tiene

que tomar en cuenta las dificultades que trae cada orden. por ejemplo:
» La presencia de terceras derivadas de los ordenes previos (e.d dF, /dr =
dF,/dr(d®F,_,/dr?,...)), provenientes del término ctibico P en la accion.
= La implementacion de limites a las soluciones numeéricas tal que se satisfaga

la perturbacion (|fo| > [fi| > |fo] > ...).

Debido esto consideramos que trabajar mas alla del segundo orden en A no es una

opcién recomendable.
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5.2.3. Aplicaciones en Holografia

El principio holografico ha sido en las ultimas décadas uno de los grandes
paradigmas, derivado originalmente en el contexto de teoria de cuerdas [19],
ha permitido acceder a resultados fisicos en teorias cuanticas en el régimen de
acoplamiento fuerte a través del estudio de teorias gravitacionales asintéticamente
AdS definidas en una dimension superior. Desde los primeros anos de la conjetura
se ha utilizado el estudio de los agujeros negros para conseguir resultados en
teorfas cuanticas duales [19-21], y de igual manera se han generado aplicaciones

utilizando estrellas de neutrones asintoticamente AdS (AAdS).

El principio hologréfico ya ha sido estudiado en estrellas de neutrones en RG (con
constante cosmologica negativa) [10, 17| y en agujeros negros en ECG [15], pero

hasta ahora nunca ha sido estudiado en estrellas de neutrones en ECG.

La construccion de modelos de equilibrio estelar en el contexto de la
correspondencia AdS/CFT no sélo seria un excelente complemento para los
estudios ya existentes de Holografia en ECG, sino que puede contribuir a un mayor
entendimiento de ésta como una teoria alternativa de gravedad viable a nivel como

modelo tedrico para describir una teoria dual.
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Apéndice A

Ecuaciones de estado de un gas

1deal de Fermi

A.1. Definiciones estadisticas y funcién de

distribucion de Fermi

Los fermiones son particulas de espin semi-entero. De acuerdo al teorema de
spin-estadistica, se requiere que la funciéon de onda del sistema sea anti-simétrica

con respecto al cambio de posiciéon de las particulas

(T, ) = —(T, 1), (A.1.1)

tal que la funcién de onda del sistema es nula si dos fermiones idénticos estan en
el mismo lugar, lo que, por la “regla de Born” [23], significa que la probabilidad
de que dos fermiones estén en la misma posiciéon es idénticamente cero. Esto es
un reflejo del principio de exclusion de Pauli, el cual establece que dos o mas
particulas fermionicas no pueden compartir el mismo estado [22]. A bajas energias
la fisica de un gas de fermiones no interactuantes es completamente dominada

por el principio de exclusion.
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La densidad numérica de una especie de particula es dada por [!]

AN o
n:/md3p= %/f(xap7t)d3pv (A1.2)

donde N es la densidad numérica en el espacio de fase 6 — D, f(Z,p,t) es la
funciéon de distribucion adimensional en el espacio de fase que da el ntimero de
ocupacion promedio en una celda de dicho espacio, h? es el volumen de una celda
en el espacio de fase y g es el peso estadistico dado por g = 2S5 + 1, con S el spin

de la particula. A partir de N también es posible encontrar la densidad de energia

dN 3 g 2 4 2 20\L o S 3
u= [y = & [ @ pody, A1y

donde E es la energia relativista de las particulas con masa m. Por otro lado, la

presién para una distribucion isotrépica de momenta es'

(@, p. t)dp.

(A.1.4)

1 AN g dE g p?c?
P== &p=9 [z pney=-L [LZ
3/pvd3xd3p P=353 pdpf(fﬂ,p, )d°p 2 | B

En términos de la energia, la funcion de distribucion de un gas ideal de fermiones

se rige por la distribucion de Fermi-Dirac

1

F(B) = eB(E—p)

donde p es el potencial quimico, T la temperatura y kg la constante. A bajas
temperaturas los fermiones se distribuyen en los niveles disponibles de mas baja
energia, siendo en el limite 7" — 0 un gas de Fermi completamente degenerado.
En este caso el potencial quimico u es igual a la energia del estado de la ultima
particula, denominada como energia de Fermi Er, y la funciéon distribucion se

reduce a

F(B) = (A.1.6)
0 si B> Ep.

El factor 1/3 viene de la isotropfa considerada y el principio de equiparticion.
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El llenado de los estados de energia por parte de los fermiones es bastante
directo, distribuyéndose primero en los estados més bajos posibles, pero con
la particularidad de que estos estados estan localizados en el espacio de los
momentas, por lo que sucesivamente cada fermién se localiza en un estado
con mayor momentum. El momentum del dltimo fermién es denominado como

momentum de Fermi pp, el cual se relaciona con la energia de Fermi mediante
Ep = \/m2c* + pic?. (A.1.7)

A.1.1. Caso particular: Neutrones

Usando la funciéon de distribuciéon para un gas completamente degenerado de

neutrones, la densidad numérica de particulas es

2 [Pr 9 8 4
o =73 i dmp dp = 3,5PF (A.1.8)
donde g = 2 ya que los neutrones tienen spin 1/2. La densidad de masa de un gas

de neutrones es

P = MpNy
8m

donde m,, es la masa de un neutrén. Definiendo el parametro adimensional relativo

zi=2 , (A.1.10)

my,C

la densidad numérica, la densidad de materia y la presion se reescriben como

8T

Ny = %mic%?};, (A.1.11)
8

p= —Wmic:)’xi;’; : (A.1.12)
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B 8 PF pSC2
"33, m2ct + p2c?
8 4 3 o xl4 /

Para calcular la densidad de energia 1til es resolver la ecuacion (A.1.4) por partes

8 [P . dE
P, = — il
33 ), U dp

= i (ng}pf _3/pr2Edp)
343 0 .

8
T

8
= %mic%?jﬂ /1+ 2% — pc?.
Reemplazando en (A.1.13) obtenemos que la densidad de energia es

8
pct = %mflc%%\ /1+22 —P,. (A.1.14)

Bajo la secuencia de transformaciones x = sinh(#), t = 6r/4, podemos encontrar

dp

2 Er — pc

una solucion para (A.1.13) y obtener las siguientes ecuaciones de estado

P, - % (sinh(t) _ 8sinh (%) 4 3t) | (A.1.15)
P g(sinh(t) _9), (A.1.16)

con K = mmic®/4h3.

Es posible demostrar que ¢t = 40p = 4ln’xF +4/1 —i—xQF’ y sinh(t) = 2xp +
1+ 2%(1 + 22%), por lo que podemos reescribir (A.1.15) y (A.1.16) de la forma

4
Pn:gK(QxF+\/1+x%(2x2F—3)+31na:F—l—\/l—l—a:%
_ A \/1+2%(22% +1) + 31 \/1+ 22
el + 25205 + 1) + 3n jzp + /1 + 2%

), (AL17)
>, (A.1.18)
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donde

3p3 3
e = (mpc> '

(A.1.19)
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Apéndice B

Ecuaciones generalizadas

B.1. Ecuaciones generalizadas

Consideremos la siguiente accion’

/ 25/~ (£(Gaps Rused) + Lat) - (B.11)

donde g es el determinante de la métrica, £(gap, Rapeq) €s una densidad langrangiana
que depende de contracciones de la métrica y del tensor de Riemann y £y es una

densidad langrangiana no gravitante. Al variar la accion tiene

5sz/dnm[\/——g(£+cm]
:/d”:v {5 (Lv/=9) +(5(£M\/__9)}
/n [F6£+£5¢_+ (Mg‘/_) ] (B.1.2)

Sabiendo que

1
oyv/—g = —§v—ggab5g“b : (B.1.3)

5gab = _gaagb,b’(sgaﬁ, (B14)

'En est4 seccién se trabajara con los indices a, b, c, d.
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y que por definicién

Dy 2 27

d(Luv=g) _ Vgl B

donde T}, es el tensor de energia-momentum, la ecuacion (B.1.2) queda como

58 = /d”a:\/—g {6/5 - %gabﬁég“b - %Tabég“b} : (B.1.6)

Debido a que £ es una funcién de la métrica y del tensor de Riemann, el término

0L se expande como

oL oL
oL = OR" .4+ (—) 5g%
(8Rabcd>gab bed dgab o g

bed

= Pa deaRabcd + Pabégab ) (Bl?)

donde se define P,*® = OL/OR%, ., y Puw = 0L/0g"™ |25]. Por otro lado, la

a

variacion del tensor de Riemann se puede expandir como

1
= V. (59% |:Vb(sged + V40Gpe — ve5gbd:| )
1
— Vd <5F§c§gae |:vb5gec + vcagbe - V659b6:| >

1 1
= §9aevc (Vbéged + V3a0Gpe — Ve5gbd) - §gaevd(vb5gec + Vdgpe — Ve59bc) ;
(B.1.8)
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por lo que P,*§R?, , se puede escribir como
1
Pa deéRabcd = §Pa bcdgaevc (vbéged + Val(sgbe - Ve(sgbd)
1
e deQaeVd (vbdgec + vcégbe - Ve(sgbc)

= petedyy, (Ve0ged + Vadgee — Vedgoa)

= PN (Vidgea) + PNV e(Vadghe) — PV e(Vedha)

= PV (Vy0ea) — P*'Vo(V0Gea)

= 2PV (V0 gaa) - (B.1.9)

La expresion (B.1.9) se puede reescribir como

Pa bcdéRade — 2Pabcdvc (Vb(sgad)

(B.1.10)

donde 2V, (P“deVb(Sgad>, -2V, (VCP“de(Sgad> son términos de borde. Por otro

lado, el Lagrangiano £ (g, Rapea) satisface las identidades [25)]

( oL ) - R’ , (i) : (B.1.11)
agaﬁ Rabed aRozbcd 9o
(aﬁ) —_(“) (B.1.12)
8ga6 Rabcd agaﬁ Rabcd 7 a
oL y
= P %Ry, B.1.13
(agaﬁ)Rade a Rﬁ Jk > ( )

por lo que al reemplazar en (B.1.7) se obtiene que, sin contar los términos de
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borde, la expresion

6L = P, Ryqe0g™ — 2V V4P, 409" . (B.1.14)

Asi, la accion se puede reescribir como

1 1
(55 = /dnx\/ —4g |:Pa CdeRbcde - 2chdpacdb - égab[' - §Tab 5gab7 (B115>

y que, por el principio de minima accion (6.5 = 0), se tiene que las ecuaciones de

movimiento son

1 1
P, “" Ryege — §gab£ — 2V V4P, = 5 T (B.1.16)

B.2. Ecuaciones de ECG en D =14

En dimension 4 la acciéon de ECG es dada por

1
Seca = o /d49€\/ —g (R —2A +25°AP) | (B.2.1)

con

P=12R/ R "R +R,, "R, “*R.s"" —12R,,, R"R" + 8R,'RR "

(B.2.2)
Usando las siguientes identidades
OR~ 1
ﬂ — _ o cb c cd s d
OR"y 25a % [575)‘ 5”5“’} ’ (B.2.3)
OR 1 1
aRai)‘d — Z (525([105;%] + 525([552]) _ Z (gaﬁgb[c(si] + ga)\gb[c(sgl> 7 (B24)
OR — plegdd. B2s)

aRmbcd
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se tiene que el tensor P, se escribe como

P bed __

a

donde

oP 0
=12
8Rabcd aRabcd

0

aRabcd

— 12

T 2moR,,
1 0

= —6Lg 1 kA P
2K

(B,SIRSRSS) +

(RuvpoeR'R") + 8

oL
a}%abcd

1 9(R—2A+2:°)P)

2K OR%, .,
1 OR A oP
aRabcd

8Rabcd ’

0
aRabcd
0
aRabcd

(Ruy pURpo’ oa,BRaﬂ Mu)

(R/R/R,") .

Evaluando cada derivada se obtienen la expresiones

0
8}%abcd

(RﬂpyaRanﬂRauﬁu)

_3RpaRaﬁaRaf3

— 3RMVR

= 3RVR,
-3 Rbpa [d Rp(wc}

_ bpod
=5 R Rpa

RpoRaBaRaﬁ +RpUR
re a‘Rabcd

JORPS
“ B aRabcd

0w

+ R, R}

P a}%abcd
8R Y
Paff aRabcd

Socet sy ol

3 RbpacR 7

pao

(B.2.6)
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0 oR_," OR B
R PR O{BR mwY _ R PR aff af R POR MY po
OR", 4 ( e o ) we e OR®, ™ fag OR%, .,

oR, "
R R pv
po af B Rabcd
OR, ;"

aRabcd

_ o afs
=3R,,"R,,
OR“
— 3RMPTR mﬁ T B
g aRabcd
_ vpo B sach clesd
= 3R R Porshslsd)

= 3R R, b6

poa “pu v

3 cdpo b dcpo b
:é R pRPUCL _R pRpUa
- 3RCdpaRpoab ) (B27)
0 ORY® ORMP ORo
spa (Buwpo R RYT) = Rpo R i 4 Ry R o+ RIVRY 0
OR% " e OR"y " R, ORY 4
OR ORM
— QRMPI R vo + RPRY vpo
a 8Rabcd g 8Rabcd
1
= §RWMRMP [5351[105;%] + 52511655} - gaugb[c5ﬁ] — gaggb[cég]]
vo b clesd
+ R PRONSSED] (B.2.5)

= _5L6Rd]pubRup + gb[CRd]upaRup + Rapr[d(S;]
1 C, (& C C,
T2 [5§R prRup - 5ade#bRup +q° RdupaRup - ¢"R " o Byp

+RCRM — RadR”c] , (B.2.9)
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8 (RprRu>_RVRp8R“+RVRM8RP RpRNaRV
ORY "0 T ORY P OR",.4 ? OR%, .,
OR"
—3R'R,’
8Rabcd
OR,,
— BRWR,
: a‘Rabcd
3 v b slesd b sc 5d] ble sd ble ¢d
= JR"R ﬂ[apaa 58 4 651567 — g,,g"e 0% — gg! 5p}]
3 -
- Z _6LCRd]VRVb + 5L[16Rd]yRub - gb[CRd]VRlla - gb[cRd}VRua]
= § _5[CRd]VR b _ gb[CRd]VR :|
91 v va
3 -
— Z 55RduRyb o (55RCVRVb . gbCRdl/Rya + gbdRcyRm] '

(B.2.10)

Luego, reemplazando en (B.2.6) se obtiene

JP
a}%abcd

= 3|12R"YR,, I+ R R, b+ 46 R R, — 46"°R™ R,

poa

AR R 4 45l RAVR b _4gb[cRd}uRm] 7 (B.2.11)

y por tanto, el tensor P,%? se escribe como

1
P, = 059" + 3kA| 12RYUR, T+ ROR, 4+ A0FRIMUR,,
K

pac poa

— 49" R, R, — AR, RY + 45 RV R," — 4" R R,,| | (B.2.12)

o de forma alternativa

1 g g
Papea = %ga[cgd]b + 3K\ [12Rbp [dRc]aap + Rabp Rpcrcd + 4ga[cRd]pu bRup

_ 4gb[0Rd]“paRuﬂ — 4Ra[cRd]b + 4ga[cRd]VRl,b - 4gb[CRd}VRVa] . (B.2.13)
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Reemplazando en (B.1.16) se tiene

1 oP
Pa CdeRbcde - <_6([Ldge}c + KA a ) Rbcde
2K OR® ;.

1 JP
== %Rab + H)\W_Rbcde s (B214)

cde

) . 1 JP
Vv Vdpacdb =V Vd (%&1[&91)]0 + Ii)\aRacdb>

. oP
= KAVV? <8Racdb) : (B.2.15)

Asi, las ecuaciones de movimiento para ECG en dimension 4 quedan dadas por

1 _
Rab - §gabR + gabA + /\Pab - ’iTab y (B216)
con
_ oP 1 oP
Py = 2k% | ——— Rpeqe — =gy P — 2V°V . B.2.17
e (g e () o
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