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Resumen

En esta tesis mostramos que las cuerdas negras homogéneas de una teoria de Lovelock de tercer orden en la curvatura
son inestables bajo perturbaciones tipo s-wave. Este andlisis se realiza en D = 9 dimeniones, la dimensién minima que
permite la existencia de cuerdas negras homogéneas en una teoria que contiene solo el término de Lovelock de tercer orden
en el Lagrangiano. Tal como en el caso de Relatividad General, la inestabilidad es producida por perturbaciones de longitud
de onda grande y representa la contraparte perturbativa de una inestabilidad termodinamica. También proporcionaremos
un andlisis comparativo de las inestabilidades de cuerdas negras a un radio fijo en Relatividad General, Gauss-Bonnet y
teorias de Lovelock cubicas puras, y mostramos que, la longitud de onda minima critica para denotar la inestabilidad crece
con la potencia de la curvatura que define el Lagrangiano. Para cuerdas negras con radios en la region inestable de las
tres teorias, el crecimiento exponencial temporal de la perturbacién es mas grande en Relatividad General y decrece con el

numero de curvaturas involucradas en la teoria.






Abstract

In this thesis we show that homogeneous black strings of third-order Lovelock theories are unstable under s-wave
perturbations. This analysis is done in dimension D = 9 which is the lowest dimension that allows the existence of
homogeneous black strings in a theory that contains only the third-order Lovelock term in the Lagrangian. As it is the
case in General Relativity, the instability is produced by long wavelength perturbations and it stands for the perturbative
counterpart of a thermal instability. We also provide a comparative analysis of the instabilities of black strings at a
fixed radius in General Relativity, Gauss-Bonnet and third-order Lovelock theories, and show that the minimum critical
wavelength that triggers the instability grows with the power of the curvature that defines the Lagrangian. For black strings
with radii in the unstable region in all the three theories, the exponential growth in time of the perturbation is the largest

in General Relativity and it decreases with the number of curvatures involved in the theory.
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Introduccion

Las teorias de gravedad en altas dimensiones poseen interesantes caracteristicas que las han convertido en un importante
tema de estudio en la Fisica tedrica. Por una parte las teorias en dimensiones mayores que cuatro proporcionan un interesante
escenario para comprobar si muchas de las propiedades de los agujeros negros en dimensién cuatro son intrinsecas o no de
estos espacios, o si dichas caracterisitcas se conservan en teorias en altas dimensiones. Otra importante motivacion viene
del lado de la teoria de cuerdas, la que predice la existencia de dimensiones extras y requiere la introduccién de términos de
alto orden en la curvatura como correcciones a cortas distancias a la accién de Einstein-Hilbert. Por otro lado la conjetura
AdS/CFT [1] ha mostrado la dualidad entre espacios asintéticamnte AdS, que pueden ser construidos como soluciones de
teorfas de alto orden en la curvatura, y una teoria de campos conforme que vive en el borde de ésta. (Ver [2] para un estudio
detallado de agujeros negros en dichos escenarios).

La extensién de la Relatividad General a mayores dimensiones implica la aparicién de nuevas soluciones de objetos negros,
tales como soluciones de cuerdas negras, p-branas negras, black rings, black saturns y otras configuraciones (Ver [3], [4],[5]).
Sin embargo, si queremos construir una teorfa en mayores dimensiones pero que respete los mismo principios que la
Relatividad General de Einstein, términos de orden superior en la curvatura aparecen, como correcciones a pequenas
escalas del término de Einstein-Hilbert. Esta generalizacion es conocida como la teoria de Lovelock, la que también admite
soluciones de objetos negros extendidos.

En este trabajo nos centraremos en soluciones de cuerdas negras homogéneas en distintas teorias de Lovelock y, en particular,
en la teoria de tercer orden. Estas soluciones son obtenidas mediante la oxidacion de soluciones de agujero negro para teorias
de Lovelock con un solo término en la curvatura.

Con las soluciones de cuerda negra puestas en este escenario, ademas de los agujeros negros, es natural preguntarse cual es
la configuracién que debe manifestarse luego de un colapso gravitacional en este tipo de teorias. De acuerdo a argumentos
termodindamicos, por debajo de una masa critica, el agujero negro posee mayor entropia y por lo tanto es la configuracién
que debe predominar en el ensamble microcanénico. Esto viene acompanado en Relatividad General[6] y Gauss Bonnet[31],
de una inestabilidad perturbativa de la cuerda negra para longitudes de onda grande. El problema del estado final al que
evoluciona la cuerda negra es atin un problema abierto, pero resultados numéricos muestran que para D = 5 la cuerda negra
evoluciona hacia un conjunto de agujeros negros esféricos conectados por una cuerda negra, que para un tiempo finito, para
un observador asintético, el radio del cilindro tiende a cero y el sistema desarrolla una singularidad desnuda (Ver [7], [8],
9], [10], [12], [15).

Para el caso de la teoria de Lovelock de tercer orden pura, que ha sido mucho menos explorada, las soluciones de agujero
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negro también pueden ser extraidas del polinomio de Wheeler, y el argumento termodindmico [23] también es aplicable.
El objetivo principal de esta tesis es mostrar la inestabilidad perturbativa en esta teoria, mediante una perturbacién tipo
s-wave que viaja en la direcciéon de la cuerda al igual que en los casos de RG y GB, y posteriormente comparar los
comportamientos en la inestabilidad de dichas teorias.

Los capitulos de esta tesis estan organizados de la siguiente manera:

El capitulo I consiste en una revisién breve de la teoria de Relatividad de Einstein y su extensién a mayores dimensiones,
mostrando las soluciones de agujeros negros estaticos y cuerdas negras homogéneas de esta teoria. Ademds, mostramos la
inestabilidad de Gregory-Laflamme y su contraparte termodinamica, para la cuerda negra.

En el capitulo II, se presenta la generalizacién de Relatividad General para D arbitrario, la teoria de Lovelock. A sus
correspondientes soluciones de agujeros y cuerdas negras se le aplica el mismo estudio realizado para las soluciones de
Relatividad General en el capitulo anterior.

El capitulo IIT detalla el trabajo de esta tesis, donde mostramos la inestabilidad de la cuerda negra en la teoria de Lovelock
de tercer orden en la curvatura y posteriormente comparamos su comportamiento con los trabajos anteriores en Relatividad
General y Gauss-Bonnet

El capitulo IV esta dedicado a comentarios y conclusiones.
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Capitulo 1

Relatividad General

1.1. Relatividad General en D =4

En el ano 1915, Albert Einstein formula la Teorfa General de la Relatividad, teoria geométrica del espacio-tiempo, que
incorpora la fuerza de gravedad en un marco consistente con la Teoria de la Relatividad Especial. En esta teorfa el concepto
de fuerza gravitatoria es reemplazado por la propia curvatura del espacio-tiempo, generada a su vez por su contenido de
materia y energia. El espacio-tiempo ahora es una variedad curva cuadri-dimensional, localmente plana y donde en cada
punto de esta son validas las leyes de la Relatividad Especial.

En esta teoria, el espacio-tiempo adquire un caracter dinamico; éste es curvado por la presencia de materia y dicha curvatura,
descrita por las ecuaciones de campo de Einstein, es la que define las trayectorias que siguen las particulas.

En lenguaje matemaético, la teoria de Einstein describe el espacio-tiempo como una variedad diferenciable pseudo-Riemanniana,

localmente equivalente al espacio plano de Minkowski.

1.1.1. Accion de Einstein-Hilbert y ecuaciones de campo

El principio variacional para la Relatividad General, conocida como la accién de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,
es dada por

_ 1 4
IE,H = 167G /M d T/ g(R 2A) + Smaterlaa (11)

donde M es la variedad cuadri-dimensional, G la constante gravitacional de Newton, R el escalar de Ricci, A la constante
cosmoldgica y Smateria 1@ accion para la distribucién de materia. La variacién de esta accién respecto de la métrica, el campo
dindmico en esta teoria, nos entrega las ecuaciones de campo de Einstein Las ecuaciones de Einstein en su forma general
son dadas por

1
R[LV - ig/u/R + Ag/w = 87TG71/w’ ) (12)

con R, el tensor de Ricci, T}, el tensor de energia-momentum y g,, la métrica del espacio-tiempo. Las soluciones de estas
ecuaciones representan posibles configuraciones geométricas del espacio-tiempo ocasionada por una distribucién de materia.

A continuacion detalleremos un procedimiento alternativo al mencionado anteriormente para encontrarn las ecuaciones de
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Einstein.
Consideremos una variedad métrica en el que el intervalo entre dos eventos infinitesimalmente cercanos viene dado por el
elemento de linea

ds® = Juvdxtda”,

con g,,,, el tensor de segundo rango simétrico y no-degenerado, usualmente llamado métrica. La métrica define la nocién de
distancia en la variedad, determindo la geometria del espacio-tiempo y la relacién causal entre distintos eventos. Ademaés
de definir un isomorfismo entre los espacios tangente y cotangente sobre cada punto de la variedad.

Por otra parte, la conexién es un objeto que permite comparar elementos de los espacios tangentes de puntos diferentes en
la variedad.

De forma general, la métrica y la conexién son construcciones independientes, pero en Relatividad General la conexién se
define en términos de la métrica y sus derivadas. Definida asi la conexién, conocida como conexion de Levi-Civita, tiene la

forma
1
¥\ = ig“p(aug,,)\ + a)xgpu - apgw\)a

donde sus componentes, simétricas en los dos indices bajos, son llamados simbolos de Christoffel. Es importante notar que
la conexién no es un tensor.
Ahora, con la métrica y la conexion de Levi-Civita podemos definir el tensor de curvatura de Riemann, dado por
R/Jy)\p = akruup 1 8pr'ul/)\ + FUV{)FMGA _ FJUAFHU/)-
Este tensor nos dice como cambia la curvatura en la variedad. Definiendo la derivada covariante como
V. VY =0, VY +T% V2,

donde V¥ es un campo vectorial, tenemos que R*,,, mide la diferencia en el transporte paralelo de un vector desde un
punto a otro, a través de curvas distintas determinadas por campos vectoriales diferentes. De los anterior, tenemos que
sobre un espacio plano, R*,,, = 0.

El tensor de Riemann es importantisimo en nuestra construccién. Algunas de sus ttiles propiedades son

o
g,uaR vAp = R;u/)\p = _Rl/,u,)\p = _Rp,up)\ = R)\pp,uy

R,uy)\p + R,u)\pu + R,upv)\ = Oa

A partir de contracciones del tensor de Riemann tenemos el tensor de Ricci
A A
Ry,l/ =R v =9 pRpu)\ua

el escalar de Ricci

R = gMVR,uu»
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y el tensor de Einstein

1
G}“, = RNV — §gHVR'

este tdltimo simétrico y de divergencia nula. Todas estas, cantidades que apareceran en las ecuaciones de campo de Einstein
Ahora, desde el punto de vista del movimiento de las particulas en el espacio-tiempo, sabemos que las particulas libre
describen curva geodésicas, que pueden ser vistas como la generalizacion a un espacio curvo de las rectas, que en un espacio
plano minimizan la distancia entre dos puntos.
Matematicamente, las geodésicas estan dadas por

d?z+ p  dz¥ dz?

oz T =

Entonces, si la conexién corresponde a la conexién de Levi-Civita, el movimiento de las particulas dependerd de la geometria

del espacio-tiempo, definida por su métrica.

Lo anterior y la idea de que la energia y materia eran los responsable de curvar el espacio-tiempo, llevé a Einstein a la
conclusién de que las ecuaciones que describen la interaccién gravitatoria debian ser una igualdad entre un objeto puramente
geométrico y algin tensor describiendo la distribucién de energia.

En su forma general, las ecuaciones de Einstein son

G + NGy = 87GTHY,

con A la constante cosmoldgica y 1), = \/%%‘;jgﬂ describe la distribucién de energia-momentum.
Ademas,

V,.G" =0,

vugVA =

lo que es compatible con la conservacion del tensor de energia-momentum,

VT = 0.

1.1.2. Agujero negro de Schwarzschild

Luego de meses de la formulacién final de la Relatividad General de Einstein en 1915, Karl Schwarzschild encontré la primera
solucién exacta de esta teoria, conocidas como soluciéon de agujero negro de Schwarzschild, o agujero negro estatico, dada
por

1
(1-5)

con df2 es el elemento de linea de la 2-esfera y r el radio de Schwarzschild. Esta solucién resuelve las ecuaciones de Einstein

ds? = — (1 - %*) dt? + dr? + r2d02, (1.3)

con T}, = 0, es decir, una solucién de vacio. Dado que la solucién es estdtica y simétricamente esférica, originalmente se
interpreta como la solucién que describe la geometria fuera de un cuerpo masivo esférico y estatico, bajo la suposicion de

que la carga eléctrica y momento angular del cuerpo, ademds de la constante cosmoldgica universal, son cero. Ademsds, esta

21



solucion es una 1til aproximacion para describir objetos astrondmicos que rotan lentamente, tales como estrellas o planetas,
incluidos la Tierra

De acuerdo al teorema de Birkhoff, la métrica de Schwarzschild es la solucion de vacio esféricamente simétrica mas general
de las ecuaciones de Einstein. Al analizar la solucién (1.3), podemos notar que una de las componentes de la métrica se inde-
termina en el horizonte, cuando r = . Ahora, sabemos que en Relatividad General debemos distinguir entre singularidades
de curvatura, genuinas singularidades del espacio-tiempo, en las que la curvatura diverge, y singularidades coordenadas,
donde las componentes de la métrica divergen por una mala eleccién de las coordenadas. Para el caso de la solucién de
Schwarzschild, el calculo de los invariantes de curvatura nos muestran que 74 es solo una singularidad coordenada, como

veremos en la siguiente subseccién, y r = 0 es una singularidad de curvatura.

1.1.3. Coordenadas de Kruskal para la solucién de Schwarzschild

Segtin lo dicho en la subseccién anterior, tenemos que las coordenadas usadas en la solucién (1.3) tienen un problema; el
horizonte de eventos 74 es un punto singular coordenado.

En esta subseccion mostraremos la deduccién de un sistema coordenado apropiado para estudiar la soluciéon de Schwarzschild
en regiones que involucren el horizonte; coordenadas conocidas como coordenadas de Kruskal.

Explicitamente, el problema con las coordenadas de Schwarzschild es que dt/dr — oo sobre la geodésica nula radial al
acercarse al horizonte, cerrando los conos de luz e indeterminando la estructura causal de la solucién, es decir, cambios en la
direccién r se vuelven cada vez mas lentos con respecto a la coordenada t. Podemos arreglar esta situacién si definimos una
nueva coordenada temporal que varie ain de forma mas lenta sobre la geodésica nula. Esta coordenada puede ser definida

al resolver la condicién que caracteriza una curva radial nula, de donde obtenemos t = +r, + const, con r, representando

T =T+T+10g (T — 1)
T+
Definiendo las coordenadas nulas dobles V, U

t " t— T
een(5E) o)

Tenemos que las coordenadas de Kruskal T', R, dadas por T' = %(V +U)y R= %(V — U) quedan para nuestro caso como

T= <r - 1) v exp (r/2r) sinh <2t>

Ty T4

R=-— (T - 1)1/2 exp (r/2r.) cosh (;) .

T+ [

a la coordenada tortuga dada por

En términos de estas coordenadas, la solucién de Schwarzschild toma la forma
3
ds? = 4 F e~/ (—dT? + dR?) + r2d0)?
T

De esto, podemos ver explicitamente la naturaleza no-singular de » = r; en esta forma ninguno de los coeficientes de la

métrica se comporta de manera especial en el horizonte.
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1.2. Relatividad General en dimension arbitraria

Relatividad General dimensiones mayores que cuatro ha sido sujeto de atencién en las idltimas décadas. Algunas de las

aplicaciones de interés son:
= La Teoria de Cuerdas contiene gravedad y requiere més de cuatro dimensiones.

= La correspondencia AdS/CFT relaciona la dindmica de un agujero negro D-dimensional con aquellos de la teoria

cudntica de campos en D — 1-dimensiones inducida en el borde.

= La produccién de agujeros negros en altas dimensiones en colisionadores futuros se vuelve una posibilidad concebible

en escenarios que involucren dimesiones extras y gravedad de T'eV -escala.

= Como objetos matemédticos, las soluciones de agujero negro son una de las més importantes variedades donde R, = 0,

en cualquier dimensién.

Las nuevas caracteristicas de las soluciones de agujeros negros en mayores dimensiones, que hasta ahora han sido iden-
tificadas, pueden ser entendidas en términos fisicos como producto de dos ingredientes principales de la teoria: diferente
dindmica de rotacién y la aparicién de objetos negros extendidos.

Con respecto al primer punto, podemos decir que para dimensiones mayores existe la posibilidad de rotacién en varios planos
independientes y, con el nimero de dimensiones incrementa la competencia relativa entre los potenciales gravitacionales y
centrifugos. Con respecto al segundo, al menos en gravedad en vacio, se admiten soluciones de objetos negros con horizontes
extendidos, i.e., cuerdas negras y, en general, p-branas negras. Aunque estos no son soluciones asintéticamente planas, en
el sentido global, proveen de la intuicién basica para entender nuevos tipos de agujeros negros asintéticamente planos.
Sabemos que las ecuaciones de Einstein en principio son independientes de la dimension del espacio-tiempo, por lo que la

generalizacién de la teoria de la Relatividad de Einstein a mayores dimensiones es directa, la accién estarda dada por

(D) _
B 16

1
/ dD(E\/jg(R — 2A) + Smateriaw (14)
TG M
y las ecuaciones de campo son por supuesto de la misma forma de (1.1.1),
G + Aguy = 87GTY,,, (1.5)

donde p=0,...,D — 1.

1.2.1. Solucién de Schwarzschild-Tangherlini
Para las ecuaciones de campo definida anteriormente tenemos que la generalizacién de la solucién de Schwarzschild a una

dimension arbitraria D corresponde a una solucién estatica y con simetria hiperesférica, dada por

(G Gy b

para (1.1.1) con T}, = 0. Esta solucién es conocida como la solucién de Schwarzschild-Tangherlini y se reduce a la solucién

de Schwarzschild usual en D = 4.
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En esencia, lo inico que hemos hecho es cambiar el decaimiento radial 7! del potencial gravitacional por uno que decae

como 3~ L. Es directo verificar que esta métrica es satisface R,, = 0 y que tiene un horizonte de eventos en r = .

1.2.2. Cuerdas negras homogéneas

A partir de las soluciones de agujeros negros generalizadas revisadas en la subseccion anterior es posible construir otras
soluciones con horizontes de eventos y que satisfagan las ecuaciones de Einstein. El caso mas simple corresponde a las
soluciones de cuerda negra, correspondientes a la extension dimensional més simple de una soluciéon de agujero negro, y que
tomaremos como ejemplo para mostrar la construccién de estos objetos extendidos.

Entonces, consideremos Relatividad General en el vacio en dimensién D. Las ecuaciones de campo estaran dadas por

con u=20,....,D—1.
En la subseccién anterior vimos que la métrica con simetria hiperesférica (1.6) es solucién de estas ecuaciones, pero no la

unica. Consideremos, por ejemplo, un espacio-tiempo D-dimensional definido por el elemento de linea
ds® = ds%_(z*) + d2?,

con d3%,_, la métrica de Schwarzschild D — 1-dimensional. Debido a las propiedades del tensor de Riemman tenemos que
esta métrica también satisface las ecuaciones de Einstein, dado que R,5 = 0, luego, la métrica anterior, conocida como
solucién de cuerda negra homogénea, es también solucién de las ecuaciones de Einstein. El proceso de agregar una dimensién
a una solucién se conoce usualmente como una ozidacion (opuesto a la reduccién), por lo que podemos decir que la solucién
de cuerda negra D-dimensional resulta de oxidar la solucion de agujero negro en D — 1-dimensiones.

Construida de esta manera, la cuerda negra tiene un horizonte cilindrico y, en principio, masa infinita. Considerando la
dimension extra como compacta, es decir, finita y de dimensién L, la cuerda negra adquiere una masa finita, obteniendo

agujero negro de Kaluza-Klein en D =5 [2].

De manera general, una solucién de cuerda negra de una teoria D-dimensional corresponde a un espacio-tiempo con topologia
Mp = Mp_1 xR, donde R es una seccién espacial.

Aqui hemos considerado Relatividad General en el vacio. En teorfas con constante cosmolégica o con potencias mayores en
la curvatura soluciones de cuerda negra son dificiles de encontrar. Soluciones analiticas de cuerda negra se han encontrado
para teorias puras de Lovelock, como mostraremos mas adelante.

Tal como se mencioné anteriormente, la aparicion de nuevas soluciones es una de las riquezas de considerar dimensiones
altas. En D = 4 la tnica solucién de vacio, regular, de objeto negro es la solucién de Kerr, con horizonte de evento de
topologia esférica.

Como ultima generalizacién, podemos considerar el agregar mas dimensiones a la solucién de agujero negro, obteniendo

soluciones de p-branas negras. El elemento de linea

ds® = d&% + dzd',
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con ¢ = 1,...,p, corresponde a la solucién de p-brana negra homogénea d + p-dimensional

1.3. Estabilidad

Para D = 4, sabemos que para Relatividad General, la tnica soluciéon de agujero negro estatica corresponde a la solucién
de Schwarzschild. Sin embargo, para D > 4, vimos en la seccién anterior que existen al menos dos tipos de soluciones
estaticas posibles, la solucién de agujero negro y la solucién de cuerda negra. Entonces, en este iltimo caso y con estas
dos configuraciones posibles, es vélido preguntarse ;cudl es la configuracién fisicamente relevante en un hipotético colapso
gravitacional? Con la idea de dilucidar esta interrogante, en las subsecciones siguientes haremos una breve revisién del

argumento termodindmico y la inestabilidad perturbativa de Gregory-Laflamme [6].

1.3.1. Argumento termodinamico

Desde el punto de vista termodindmico sabemos que en el Universo los sistemas siempre tienden a un estado de maxima
entropia, en el ensamble microcanénico. Dado que los agujeros negros emiten radiacion de Hawking sabemos de la termo-
dindmica que es posible asignarle una entropia a estas soluciones. Por lo tanto, si existe una diferencia de entropia entre la
solucién agujero negro y la de cuerda negra, es la configuracion de mayor entropia la que debera manifestarse.
Dadas las dreas de los horizontes de las soluciones de agujero negro (BH) y de cuerda negra (BS), es posible mostrar que
las entropias de ambos objetos crecen segin

SBH 8- TR%

SBg ~ m%
con m la masa de ambas soluciones. Estas entropias, como funcion de la masa, se cruzan para un valor de masa critica m.,
por lo tanto, para valores de la masa menores que m. el agujero negro es el que posee mayor entropia, y para valores por
sobre m. lo es la cuerda negra. De esto vemos que si la longitud de la cuerda es suficientemente grande, la configuracién
preferida termodindmicamente es la de agujero negro, por lo tanto es ésta la configuracién més relevante como estado final.
Como mostraremos en la siguiente subseccion, las soluciones de cuerda negra en Relatividad General son perturbativamente
inestables y precisamente esta relacion entre las inestabilidades termodindmicas y perturbativas es lo que llevé a Gubser y
Mitra [39] a conjeturar que ambos tipos de inestabilidades siempre se presentan juntas para soluciones de objetos extendidos.
Este resultado obtenido mediante el argumento termodinamico debe ser avalado por alguna inestabilidad perturbativa de

la cuerda, y esto es lo que mostraremos a continuacion.

1.3.2. Calculo perturbativo, inestabilidad de Gregory-Laflamme

En Relatividad General, una pequena perturbaciéon de un espacio-tiempo estd respresentada por un cambio en la métrica,
dado por k. En nuestro caso, queremos perturbar la solucién de cuerda negra homogénea (ecaicondada), nuestra solucién

de background, que denotaremos con g, por lo que
Guv = é,uu + h,u.llv (17)
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definird nuestra solucién perturbada.

Segun el método estdandar, usaremos el método de separacién de variables y descompondremos la perturbacion en términos
de las simetrias de la geometria de background. La cuerda negra tiene invariancias tanto de traslaciones temporal como
en la direccién z , ademés de la isometria correspondiente a la simetria hiperesférica de la solucién de Schwarzschild. Por
simplicidad consideraremos una perturbacién esféricamente simétrica, lo que significa que no existen términos cruzados con

coordenada angular, es decir, la perturbacién queda explicitamente dada por

hee (1) her () 0 0

hu (L7, 2) = e hir (1) her (r) 0 0
wv U, T, 2) = ,

0 0 | h(r)os |0

0 0 0 0

donde los factores e y e?*# representan un modo creciente y el comportamiento oscilatorio de la perturbacion, respectiva-
mente. De las ecuaciones de Einstein linealizadas obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales para las componentes
de la perturbacién, de las que podemos obtener el comportamiento asintético. Como buscamos inestabilidades consideramos
modos crecientes, tales que €2 > 0. Aunque la solucion a dicha ecuaciéon sea muy dificil de encontrar analiticamente, se
puede estudiar el comportamiento asintético de ésta en el horizonte y el infinito. Si existe una solucién que pueda ligar las
ramas asintdticas bien comportadas, existird la inestabilidad y, como sabemos, éste es el caso. Ahora, para determinar la
regularidad de la perturbacién necesitamos que hy, tienda a cero para r grandes, escogiendo la rama decreciente para este
caso, y que ademds sea regular en el horizonte, lo que debe verificarse en un sistema coordenado localmente regular en el
horizonte. Una eleccién conveniente de coordenadas son las coordenadas de Kruskal.

Es natural preguntarse si los resultados anteriores pueden ser generalizados para teorias que involucren potencias mayores

en la curvatura. Sobre esto hablaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Teoria de Lovelock

2.1. Accion de Lovelock y ecuaciones de campo

La teoria de Lovelock, escrita para el caso particular de D = 5, por Lanczos en el afio 1938 y posteriormente generalizada
por Lovelock para D > 3 en el ano 1971, es la teoria descrita por el Lagrangiano més general construido con los mismos
principio de Relatividad General, esto es, el principio de covariancia general y un principio de accién que entregue ecuaciones
de campo de segundo orden para la métrica.

La accién de Lovelock corresponde a suma de [D/2] términos

1 D
A ﬁ/d TN/ =g L (ny,

donde kp = 87Gp y «, son constantes arbitrarias que representan el acoplamiento de los términos en la densidad
Lagrangiana dada por
1
Ly = 501 e in Ry, P Ry, P (2.1)

271 P1 " Pn0O1" 0

De esto, podemos que ver que los primeros términos en L, corresponden a

= Término cosmoldgico

E(O) =1,

s Término de Einstein-Hilbert

E(l) = R7

» Término de Gauss-Bonnet
Lz) = R?* — AR, R" + Ryypn R,
» Término de Lovelock de tercer-orden

R3 —12RR,,, R*" + 16R,,, R ,R"? + 24R,, R yg R"*"" + 3RR,.,,p0 RHP°

L) =
—24R, RF po RYP7% + AR g RVIERPT e — 8RR 0 RIV e RIS,
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Notemos que los primeros dos términos en la accién de Lovelock son la constante cosmoldgica y el término cinético de la
accion de Einstein-Hilbert respectivamente y, por lo tanto, tenemos que Relatividad General estd contenida en la teoria de
Lovelock como caso particular.

Las ecuaciones de campo en el vacio son

[D/2]
Ew =Y amEl) =0, (2.2)
n=0

donde

BH) = g e R M7 LR, 0, (23)

A1 vpLpnoron IS

Nuevamente, tenemos que los primeros términos en (2.3) son

1
E,L(L(I)J) = _ig;wv
1
E;(Llu) = Ruu - iRg/u/a
1
EL(LQV) = 2 (RRHV — 2Ry, Ry — 2R Rypyo + RMpMRVPUV) - §9ul’£(2)7

3(R2RW —4RR,, R?, —4R’°R,;R,, +8R’"R,, Ry, —4RR"° Ry60
+8R" R« Rpjioy — L6RP? BT (y Rcoplv) + 2RRP7" | Rygry + Ry RP7™ Rpg ey
—8R?(, R7™ || Ry pen|vy — 4RP7R™ 5 Riepor + 8Rpg R Ry — 8Rpo RP™ 1 R o
+4RPMURW£MRM?£V = 8RPWTZR£pauREMJV = 4RPMVJRIJM§RUH§V) - %guvﬁ(?’)

(3) _—
E,, =

En lo que sigue, consideraremos teorias con solo un tnico término en la accién, a saber, teorfas de Lovelock puras, con

n > 1, dado que en estas teorias es posible construir cuerdas negras homogéneas y p-branas negras de manera analitica [23].

2.1.1. Soluciones en teorias de Lovelock puras

En esta subseccién, y dnicamente por simplicidad, usaremos el lenguaje de formas diferenciales [ver apéndice 5.0.1].
Para encontrar las soluciones agujeros negros consideremos un ansatz estacionario y esféricamente simétrico, de la forma
dr?
f2(r)

con dfl7 corresponde al elemento de linea de un espacio (D — 2) dimensional de curvatura constante v, la que puede tomar

ds® = —f2(r)dt* + +r2dy? (2.4)

valores normalizados de +1,0, —1.

Introduciendo una base ortonormal {€}, con a = 0, 1,...D, tenemos que el elemento de linea queda escrito como

ds® = nabeaeb
y escogemos los vielbein segiin
e = f(r)dt, el = Ld7", el =ré,
f(r)
donde é° corresponden a los vielbein de .
De la primera ecuacion de estructura de Cartan
de® = —wye®

28



encontramos las componentes de la conexién de spin, dadas por

r ~ T
wOl _ f/(r)eo’ 11 _ fE, ) 17 wz] _ i
y con lo que calculamos las componentes de la curvatura que quedan
1 ) 2 / ) ) 2 / ) o 1 o
ROl — _i[fZ(T)]Neoel’ ROz — [f 2(;)] 6061, Rlz — [.f 2(:)} 6161, RY = ﬁ[,y _ fQ(T)]e’ej,

Al introducir las curvaturas en las ecuaciones de Lovelock obtenemos una expresion en la que podemos determinar la funcién
f que caracteriza al posible agujero negro. Para esto, consideramos la ecuacién de campo:

(23]

Il
(]

Oén(D _ Qn)GOal-»-aD,lRalaQ .. Ra2n,—1a2nea2n+l ... eaD—l
n=0

(251

an(D —2n) (R ;)" (2nRYy; 4+ (d — 2n — 1)Rj)ete’™ - .- e'P—2

(]

3" an(D - 20)RY;"(2nRYy; + (d— 20— 1)RY ;) = 0.

n=0

En términos de las funciones RY;; y RY;; tenemos que

(2]
S anlD = 20)[r" 2"y — ()Y =0,
n=0
donde
[221]
p=> an(D=20)[r" "y - f*(r)"] (2.5)
n=0

es una constante de integracién proporcional a la masa del agujero negro.

Para distintos valores de n, es decir, para distintas teorias de Lovelock, la ecuaciéon anterior nos entrega la forma de la
funciéon f. En el caso de soluciones de agujero negro esféricamente simétricas, estamos asumiendo que la variedad base es
localmente equivalente a una d—esfera. En nuestro caso de interés, es decir, en el contexto de las teorias de Lovelock puras,
tenemos que (2.5) contiene solo un término, y de acuerdo a [22], de la integrancién de (2.5) obtenemos las soluciones de

agujero negro esféricamente simétricas

d—2n—1 d’f’2
) dt2 + —  d—an_1 + 7’2dQ§_2, (26)
1—(

dsZBH = — (1 - (%—) " &) 7

donde d€24_o es el elemento de linea de una (d — 2)-esfera y r; corresponde al radio del horizonte de eventos relacionado

con la masa m del agujero negro segin
d—2n-1 _ 2mrk3(d — 2n — 1)!
+ anQd,g(d— 2)(d—3)'

Para obtener soluciones de cuerdas negras y de p-branas en teorias puras de Lovelock seguimos el mismo procedimiento

descrito en la seccién anterior, es decir, debemos oxidar las soluciones de agujero negro (2.6).
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2.1.2. Coordenadas de Kuskal

Para el andlisis perturbativo posterior y debido al hecho de que una superficie a ¢ =const intersecta el horizonte en la
superficie de bifurcacién en vez de intersectar el horizonte futuro, es 1til considerar coordenadas tipo-Kruskal, donde,
superficies a T =const si intersectan el horizonte futuro, lo que nos permite definir apropiadamente la evolucién de la
perturbacion.

Cerca del horizonte, la coordenada tortuga generalizada r, para esta familia de agujeros negros tiene la forma

nr4

7d_2n_1ln(r—r+).

Ty

Definimos la coordenada de Kruskal nula como

d—2n—1
U = —exp(— D (—r*)),
d—2n—1
vV = —(t <) -
exp( S (+r)>
Y finalmente hacemos
R=V-U, T=V+U.

En términos de estas coordenadas la métrica (2.6) es regular en el horizonte, tomando la forma

nr4

2
2 2 2 102
*d_zn_J (—dT? + dR?) + r*dQ7_,,

dS%H = f'(ry) (

Llamamos a (T, R) las coordenadas de Kruskal generalizadas para esta solucion.

2.2. Argumento termodinamico para inestabilidad

En el contexto de las teorias puras de Lovelock, las entropias de las soluciones de agujero negro y cuerda negra (compacti-
ficada) en dimensién D, en términos de la masa, tienen el siguiente comportamiento

D—2n D—2n—1
SgH ~ mD-2n-1, Spg ~ mD—2n-2,

Luego, dada una teoria vemos que estas entropias se cruzan en un determinada masa critica m.. Para masas menores a m..,
las soluciones de agujero negro son las favorecida termodindmicamente.
La existencia de una transicién entre las soluciones termodindmicamente favorecidas deben estar ligadas a una inestabilidad

perturbativa, de acuerdo a la conjetura de Gubser-Mitra [39].

2.3. Calculo perturbativo de soluciones de cuerda negra

Como senalamos anteriormente, la inestabilidad de Gregory-Laflamme ha sido ampliamente estudiada en Relatividad Ge-

neral, pero para teorias de Lovelock el escenario es distinto, pues solo ha sido tratada recientemente para el caso de

30



Gauss-Bonnet puro en siete dimensiones [31]. En este trabajo, los autores, inspirados en los trabajos de Relatividad Ge-
neral, consideran una perturbacién tipo s-wave en la direccién de la cuerda que permite encontrar modos inestables para
longitudes de onda grande.

Queremos saber cémo se comportan perturbativamente las soluciones en teorias de Lovelock, donde existen ciertas dege-
neraciones o patologias. En teorias de Lovelock puras no es posible estudiar la estabilidad perturbativa del plano, dado
que obtenemos ecuaciones que resultan idénticamente ceros. Entonces, es interesante buscar soluciones que si tengan un

problema perturbativo bien definido, en el sentido predictivo. Las cuerdas negras proveen de un ejemplo.

31



32



Capitulo 3

Inestabilidad de la cuerda negra en teorias

de Lovelock de tercer orden en la curvatura

3.1. Solucién de cuerda negra

Estamos interesados en analizar la evolucién de perturbaciones de cuerdas negras homogéneas, son obtenidas oxidando

soluciones de agujero negro en teorias puras de Lovelock. Estas soluciones de cuerda negra en D = 9, estdan dadas por

1
ds? = — (1 (&= ‘"’)d2 b 202 4 g2 1
s ( (r> t+(1_(%)é) e +r 6+ dz (3.1)

En [31] se mostré que estas configuraciones son termodindmicamente inestables para masas m < m.. En las préximas

secciones mostraremos que esta solucién también presenta inestabilidades perturbativas.

3.1.1. Perturbacion tipo s-wave

Como se mencioné anteriormente, cuerdas negras en Relatividad General y teoria de Gauss-Bonnet, [6] y [31], respecti-
vamente, son perturbativamente inestables. En particular, el modo inestabe en ambos casos corresponde a un modo tipo
s-wave y, por lo tanto, inspirados en esto, consideraremos la misma familia de perturbaciones en las teorias de Lovelock de

tercer orden. Tales perturbaciones estan definidas por:

Huu (xa) _ €Qt+ikzhuy(’r),

where
htt (’I") htr (T) 0 0
hir(r)  hpe(r) 0 0
hyw (1) =
0 0 h(r)oga-z 0
0 0 0 0



En la siguiente seccién mostraremos que la cuerda negra para teoria de Lovelock de tercer orden en nueve dimensiones es

inestable bajo (3.1.1).

3.2. Las cuerda negras en teorias de Lovelock de tercer orden son inestables

Consideramos una cuerda negra homogénea en D = 9, la dimensiéon minima en la que es posible construir este tipo de

soluciones en teorfas de Lovelock de tercer orden, y es obtenida de la oxidacién de un agujero negro en d = 8 donde el
. . - N\1/3

potencial gravitacional es f(r) =1 — (77*) /3,

Las ecuaciones de campo a resolver corresponden a

3(R2RW —4RR,, R’, — 4R’ R, R, + 8RR, Rey — 4RRP R 60
53 _ +8RPFRY wRppor — 16RPT R, Rsoplv) + 2RRP" | Rpory + Ruy RPPPT R oy 0
—8RP (R 5 Rigpn)y — 4RPT R pyy Rienor + 8Rpo RP*" Ry — 8Rpo RP™ | R7 1y,

FARPTIR e Ren — 8RPSINRE 1 Reny — ARPTS, R e R7,5,) — 19, L s

— ! 1/3 . .
Por conveniencia, usamos una coordenada radial nueva p = 1— (TT*) / que mapea la regién fuera del horizonte r € [r;., +00[
apel0,1].
En términos de p la métrica toma la forma
6 6

9r r
d52 _ —pdt2 . =r dp2 + r
p(1—p)® (1—-p)

A0 +d2°. (3.2)

De las ecuaciones de campo linealizadas para la métrica perturbada obtenemos las siguientes expresiones para las compo-

nentes Ay, hypp v h de by, en términos solo de hyy, y sus derivadas

1p*(p—1)®dhy,  1p(p—1)%
h == Z h
(P) 9 Qi dp 9 Qr? »
P dzhtp 5p -1 dhtp
h = _Z —
wlP) = =g dp? Qp—1) dp
N (—8p® + 56p” — 168p5 + 280p° — 280p* + 168p* — 56p? + 2[3k*r% + 4]p + 90%r?) he
p(p —1)%Q P
2(p—1)2 d%h —1)(11p — 3) dh 1

12Q dp? 12Q dp 12(p — 1)5Q
— 336p° + 350p* — 224p® + 84p? — 2[3k%r7 + 8]p — 9917 + 1)hyy,
y donde la componente hy,(p) satisface la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden o ecuacién maestra

AW 0) + BO) 2 0) + Cwhan(p) =0, (33)

con
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A(p) =p*(p — 1)*(p® — 8p” + 28p° — 56p° + T0p" — 56p” + 28p — 8[3k*r? + 1]p — 36Q%rT + 1)
B(p) = 3p(p — 1)"(p° + 3692%r% — 9p® + 36p” — 84p°® + 126p° — 126p* + 84p® — 4[20kr2 + 9]p?
— [132Q2%r% — 16k%*r3 — 9]p — 1)

C(p) = p'® — 16p"® + 120p™* — 560p"® + 1820p*? — 4368p"* + 8008p™ " — 2[57k?r2 + 5720]p°

+ 9[88K*r3 — 53077 + 1430]p® + 8[4230°r% — 294k%r7 — 1430]p”

+ 28[138k>r7 — 369077 + 286]p° + 84[210Q%rF — 45k*r3 — 52)p°

+ 14[156k>r7 — 1305Q°r% + 130]p* + 56[207Q%r% — 12k*r3 — 10]p°

+12[6k>r7 — 357Q%r7 + 12k*r + 10]p® + 2[216Q°k*r] + 396Q°r% + 3k*r? — 8p

+324Q%% — 450%r7 + 1.

Dado que una solucién analitica de la ecuacion maestra no puede obtenerse, es necesario analizar el comportamiento
asint6tico de sus soluciones. Dado que la ecuacién (3.3) es una ecuacién de segundo orden, existen dos comportamientos
asint6ticos posibles cerca del horizonte (p = 0 0 7 = r4 ). El comportamiento que nos lleva a un modo normalizable es dado

por

hey = PPN 14 O(p) ~ (r— 1y PO (3.4a)
1 : 2
he = g™ 1 OW) ~ (r =) (3.4b)
hpp = 3m3p3m39_2(1 +O(p)) ~ (r — T+)3m29_2 (3.4c)
3 3 2
h = _%(Wmi‘* +4Q + 1202°m3)p*™ (1 + O(p)) ~ (r —ry)>™ (3.4d)

Como ocurre en Relatividad General [6] y en la teoria de Gauss-Bonnet [31], los dos comportamientos posibles en infinito son
dados por una funcién exponencial de la coordenada radial. Dada una longitud de onda de la perturbacién en la direccién
extendida (k), como A = 1/k, tenemos que buscar valores de ) que conectan suavemente el comportamiento asintético
(3.4a) con un decaimiento exponencial en infinito. Si es posible hacer eso para algin valor positivo de €2, diremos que las

cuerdas negras son inestables. La Figura 1 muestra que este es, en efecto, el caso.
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Figura 3.1: Modos para la cuerda negra homogénea en Lovelock puro de tercer orden en D = 9. El pardmetro m en la

solucion ha sido fijado a 1.

3.2.1. Condiciones de regularidad y consideraciones de gauge

De la Figura 1, podemos ver que los valores permitidos de {2 son tales que hy, diverge en el horizonte (ver Ec. (3.4al)).

Esto ocurre también para cuerdas negras en Relatividad General, y condujo a los autores de [40] a afirmar que no existen
modes inestables normalizables en el caso de una perturbacion tipo s-wave. Sin embargo, como se explica en detalle en
[41] (ver también Capitulo 2 de [2]), dado el hecho de que las coordenadas de Schwarzschild no cubren el horizonte futuro,
es necesario escribir la perturbacién en coordenadas de Kruskal, (T, R). En coordenadas de Kruskal, el comportamiento

asintético de la componente hy, queda dado por
hrr ~ (T — R*™2.

Dado que el horizonte futuro est4 localizado en la superficie R = T con T > 0, hemos probado que los modos inestables (con
Q > 0) son, en efecto, finitos en el dominio de comunicacién externa. Lo mismo ocurre para las componentes hrr (7T, R),
hrr(T,R) v h(T, R).

Es interesante ver que el andlisis previo se ha hecho sin imponer condiciones de gauge. Por lo tanto, es necesario analizar
si los modos inestables encontrados son fisicos o no. Tal como fue realizado para cuerdas negras en Gauss-Bonnet en siete

dimensiones [31], esto se puede hacer facilmente si consideramos el siguiente invariante escalar
T = T09R,7p R or RTTH 4+ 890RM \ ;R .  RFT 15

Este escalar se anula indénticamente para la cuerda negra sin perturbar (3.2). Sin embargo, Z es no-nulo on-shell, para la

cuerda negra perturbada ! para k > 0.

1Ver [42] para un argumento similar sobre métricas de Einstein no-difeomorfas sobre variedades de grupos y espacios cosetos.

36



Por lo tanto, hemos mostrado que cuerdas negras en teorias de Lovelock de tercer orden son inestables bajo perturbaciones

de longitud de onda grande.

3.3. Comparando inestabilidades de cuerda negra en diferentes teorias

Hemos probado que para los primeros términos de la teoria de Lovelock, por separado, es posible construir cuerdas negras
homogéneas que resultan inestables bajo pertubaciones gravitacionales en cada teoria. Dada una longitud de onda de la
perturbacién y una taza de crecimiento exponencial de la correspontiente inestabilidad, para un determinado radio del
agujero negro en la seccién transversal de la cuerda, podemos preguntarnos si es posible determinar cual es la dindmica
que conduce a la inestabilidad. Tal comparacién tiene sentido solo si cantidades cinematicas estan involucradas, dado
que la intensidad de la interaccién gravitacional en cada teoria depende del valor del acoplamiento gravitacional que
puede ser diferente en cada caso. El radio del horizonte, siendo una cantidad puramente geométrica nos proporciona una
buena cantidad para realizar tal comparacion. Ahora presentamos algunos detalles de los calculos que permiten determinar
qué teoria de gravedad desestabiliza a la cuerda negra de radio r;, mas rapidamente.

Con el propésito de fijar ideas, consideremos nuevamente una cuerda negra en D = 9 para n = 1,2 y 3, i.e. para los
términos puros de Einstein (RG), Gauss-Bonnet (GB) y Lovelock de tercer orden (L3), respectivamente. Como mencionamos
anteriormente, el elemento de linea para la cuerda negra sin perturbar puede ser obtenido al oxidar el agujero negro dado

por (2.6). Para las tres teorias mencionadas estas soluciones tendrén la forma

Ioha = = (1 1 (%)5> d* + mdﬂ 1242 + d2?

3
3 1
dstp = — (11— (5)° )t + ————<dr® + 12403 + 2
\ (=)
o\ 1
dsty = — (1 (5F)" ) di o dr® 4 r2a0d + 22,
7‘ ()
T
Aplicando una pertubacién tipo s-wave definida por (3.1.1), podemos encontrar una ecuacién maestra que, por supuesto,
toma la siguiente forma

A, (1) drg + B, (1) di“ +Cp (7) hgf) =0, (3.5)

para n = 1,2,3. Las expresiones explicitas para cada una de las funciones se muestran en el apéndice 5.2. Aqui r es la
coordenada de Schwarzschild. La ecuacién (3.5), en infinito, admite dos comportamientos asintdticos, pero solo uno de estos
nos proporcionaria un modo normalizable, dado que decae exponencialmente. Cerca del horizonte, los comportamientos

asintéticos permitidos por la ecuacién (3.5) son dados por 2

Wi ~ (=)0 R () TIER e ) () IS (3.6)

De manera analoga a lo que hemos discutido en la seccién previa, es posible mostrar que la rama positiva en cada caso

proporciona un modo fisico inestable finito (€ > 0), siempre que tratemos con la perturbacién en coordenadas de Kruskal,

2Notemos que los factores que multiplican Q7 en cada caso corresponden al inverso del decaimiento en el potencial gravitacional de la solucién

de agujero negro en la seccién transversal de la cuerda negra.
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presentadas en la primera seccién de este capitulo. La Figura 2 muestra los modos inestables para un radio fijo de manera

simultdnea en las tres teorias de Lovelock diferentes que permiten cuerdas negras homogéneas en D = 9.

r. L
O -+ . General Relativity
0.15F " ‘\*-‘
l" .“-
.-" ""\
A N
8 " .
o0} ¢ \\‘\ Gauss-Bonnet N
Y LY
h
& %
e \
0.05 . \
Third order \
Lovelock \
\
1 L L L r+k

Figura 3.2: Comparacion de modos instables de cuerda negra para un determinado radio en teorias de Finstein, Gauss-

Bonnet y Lovelock cubicas

A partir de la figura, podemos ver que la longitud de onda critica minima Aé”) que activa la inestabilidad de Gregory
-Laflamme, crece con la potencia de la curvatura que define cada teoria. Por lo tanto, para un radio del agujero negro fijo en

la seccién transversal de la cuerda, si compactificamos la direceién z a una escala Ry < )\£ )

, modos tipo s-wave inestables
no estaran permitidos. Luego, si comenzamos a aumentar Ry, la cuerda negra de Relatividad General se vuelve inestable
primero, luego, aquella de la teorfa de Gauss-Bonnet se vuelve inestable para Ry 2 )\((;2), y finalmente, las cuerdas negras
de la teorfa de Lovelock de tercer orden se vuelven inestables para Ry 2, )\9). Notemos también que en el régimen en el que
las tres teorfas presentan inestabilidades para un radio fijo, el tiempo caracterfsitico (7 = Q1) del crecimiento exponencial
de la inestabilidad crece con el orden de la teoria de Lovelock. Seria interesante explorar, en una solucién aproximada o
numérica para una combinacion lineal arbitraria de los tres términos, como la dindmica de las perturbaciones de cuerdas
negras son afectadas a diferentes escalas, que en este caso seran definidas por las constantes de acoplamiento as, as and
aq. Esto serd importante tambipen en la evolucién no-lineal de las perturbaciones, dado que, como se muestra en [12], en
Relatividad General en D = 5, la evolucién no-lineal de una perturbacion sobre una cuerda negra nos lleva a una estructura

auto-similar de agujeros negros conectados por cuerdas negras delgadas, que termina con la formacién de una singularidad

desnuda nula.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis hemos mostramos que las cuerdas negras homogéneas 9-dimensionales de una teoria de Lovelock pura de
tercer orden en la curvatura son inestables bajo perturbaciones tipo s-wave. Esta inestabilidad es producida por perturba-
ciones de longitud de onda grande y representa la contraparte perturbativa de una inestabilidad termodindmica. Adems4s,
a partir de un andlisis comparativo de las inestabilidades de cuerdas negras a un radio fijo en Relatividad General, Gauss-
Bonnet y teorias de Lovelock cibicas puras, y hemos mostramos que, la longitud de onda minima critica para denotar la
inestabilidad crece con la potencia de la curvatura que define el Lagrangiano. Para cuerdas negras con radios en la regién
inestable de las tres teorias, el crecimiento exponencial temporal de la perturbacion es méas grande en Relatividad General

y decrece con el niimero de curvaturas involucradas en la teoria.
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Capitulo 5
Apéndice

5.1. Bases no-coordenadas y ecuaciones de estructura de Cartan

Consideremos una variedad diferenciables M, cuyos espacios tangentes 7, M y cotangente s T; M tienen las respectivas
bases {0/0z"} y {dz*}. Si la variedad es dotada con una métrica, podemos definir una nueva base para T, M como una

combinacion lineal de las bases coordendas, seginordenadas, esto es

1

Ca=Ca OxH

donde {e,*} € GL(m, R). La relacién anterior es invertible requieriendo que la base {e,} sea ortonormal, es decir, que

g(eq,ep) = et ep” + guu = Nap-

Luego,
a b
Guv = Nab€ p€ v-

Por otro lado, escoger una base no-coordenada para el espacio tangente induce naturalemente una base no-coordenada para

Ty M, de la forma

e’ = e, (v)da",

con las 1-formas {e®} los llamados vielbeins.
Es importante notar que, aunque 9/9x* y 0/0x" conmutan, las bases no-coordenadas no necesariamente lo hacen. En el

caso mas general, estos vielbeins satisfacen un dlgebra
C
[€a> eb] = Cab €c,

donde C,;° son constantes conocidas como las constantes de estructura del algebra.

Ahora, para obtener las ecuaciones de estructura de Cartan definimos la 1-forma conexién de spin como

a a ¢
wi =T cb€
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con I' oy = e°pe"Voep y w(x) = wpudat.

Con la definicién anterior se obtienen las siguientes relaciones, conocidas como las ecuaciones de estructura de Cartan.
T% = de® + wpe’
R = dw® + w® cw

donde hemos definido T = %T“bcebec y R%, = %Rl‘fcdeced.

Por 1ltimo, la consistencia entres estas ecuaciones nos entrega las identidades de Bianchi

DT® = R%e?, DR%, = 0.

5.2. Procedimiento para encontrar ecuacion maestra

Detallamos el procedimiento para encontrar la ecuaciéon maestra que determinard el comportamiento de las componentes
de la perturbacién aplicada a la solucién de cuerda negra en la teoria de Lovelock de tercer orde pura.

Inicialmente, y de las ecuaciones de campo linealizadas, partimos con 7 ecuaciones diferenciales de tercer y cuarto orden
en p: By, Eyp, Evyy Epp, By, Bz, B, que dependen de las 4 componentes independientes de la perturbacion hy, hyp, hpp, b
y sus derivadas.

La ecuacién maestra consiste en una ecuacién para solo una componente de la perturbacién, nuestra eleccién es hyy, y sus
derivadas que sea completamente consistente con las ecuaciones diferenciales originales.

Los pasos fueron los siguientes:
= Resolver la variable h(p) de la ecuacién Ey,, ecuacién algebraica en esta variable

» Reemplazar resultado en las ecuaciones restantes, especificamente en Ey, y FE,., ecuaciones de primer orden en la

variable hp),

» Eliminar derivada h;p de una combinacién adecuada de las ecuaciones E., y E,., obteniendo asi una ecuacién

algebraica para hy, de la que ésta ultima es despejada

» Evaluar expresién de h,, obtenida en el paso anterior en todas las ecuaciones, en particular en h(p), Epp ¥ Ep., estas

ultimas siendo ecuaciones lineales en h;.

s De las ecuaciones E,, v E,, despejamos hY,, de forma independiente. Igualando estas expresiones para h};, obtenemos

ecuacién diferencial de primer orden para hy.

= Evaluamos resultado anterior para hy en todas las expresiones, en particular en E,,, de donde se resulve .

"

= De restar dos expresiones para hy,

obtenemos una ecuacién diferencial de segundo orden para hyp.
= El nimerador de la ecuacién anterior corresponderd a nuestra ecuacién maestra.
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5.3. Ecuacion maestra en diferentes teorias

Las expresiones explicitas para cada una de las funciones en (3.5) estdn dadas por:

= Relatividad General

A = (% — )P (A2 + KPP+ AR + 25r10),
Br = r(r® —r)(24[0 + Kt + 40907 — 287]rr? — 16k 100 — 450r1%0° 4 75r2),
Cr = —(A[° + PP + 24[0° + K]r? — [8Q% + )k r e — 4[120% + 23K%)r5 1T

+4k2 0 4 10192 + 137677 %72 + 1650710710 — 69K 151" — 1050r°r° + 25r7°).

= Teoria de Gauss-Bonnet

Ay = —16r(—2[5k* 4+ 8Q%r'! — 2[15k* 4 8Q%)rir® + 9r3 16 4 97813
+2[1602 + 15k2ra r % + 10k 30 % — 18727,
By = 8r(10[Q% +5k%]r'® — 2[320°% — 15k r" — 13573 r° — 5475 r?
—9[802 + 45kJrirF + 10k ir s + 1897 %),
Cy = 2r(—2[80% + 51#]%11 — 40[5k% + Q%]r® — 50k*73 r®
+5[80% — 177K 7207“+r — 7287 + 20[802 + 5k k2P r

+80[9k2 + 892]r+r 2 + 365k%r2 rz + 63072 rz)

» Teoria de Lovelock de tercer orden

Ay = 97207 + 2k2]r%1ﬁ + 270t — 324[307 + 2Kt k2 R

+1944[02 + k:Q]r r¥ 6480 k2 Y — par® r o7 d R

By = —108[16k%r) + 3073 Jr® + 108r2 1 — 432[302 + 22t k2 %
+540[30% + 4K P r ¥ 4 43200 k2 — 180038 1 817§ 1
+ + + + )
14 14 1
Cs = 3(144k"r 0+ 3[338k% + 120Q°r* 1* 4 2077 1* + 36307 + 2% 11 ¥
L is
—144[2k% + 3020k 7 4 144[302 + 262t o H — 721202 + 13827 1

—366r k2 — 280308 1 9r 7 rh).

5.4. Meétodo numérico y convergencia

Para obtener los modos que satisfacen la ecuacion maestra para las perturbaciones, hemos usado una técnica de solucién en
serie de potencias. Esto consiste en imponer una solucién que es una serie de potencias truncada en un determinado orden

N alrededor del horizonte (el que corresponde a un punto singular de la ecuacién). Incrementando el orden N podemos
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obtener una mejor aproximacién de la solucién. Cuando N — oo la serie de potencias efectivamente converge a la solucién

completa en un punto dado r = ry siempre que no hayan otros puntos singulares en el plano complejo en una bola centrada

en r = r4 y con radio |rg — ry|. Es 1til trabajar con coordenadas x que mapean el rango r € [ry,o00[ a x € [0, 1[. Luego,

procedemos como sigue

= Fijamos un valor para el momentum de la perturbacién, k = k;

= Calculamos la solucién en serie de potencias alrededor del horizonte (z = 0) en un determinado orden N

= Evaluamos la solucién en series de potencias en x = 1, igualada a cero y encontramos las soluciones reales de {2

= Repetimos estos pasos con el mismo valor de k pero ahora truncando la serie en orden IN+1 y paramos el procedimiento

luego de que cuatro digitos del valor obtenido de €2 estdn estabilizados.

Las Figuras 3 y 4 entregan evidencia de la convergencia del los procesos para k = 0,1 and k = 0,4, respectivamente, en la

teoria de Lovelock de tercer orden. Las curvas continuas han sido obtenidas por ajuste de minimos cuadradas de una curva

de la forma

Qn =Q+ aexp (—bN) cos (eN + d) (5.1)
Qy '
0 =0.032016
0.03204}
(X ] ®
e

0.03202} °,
0.03200}
0.03198}

I 1 1 1 ' N

30 40 50 60

Figura 5.1: Convergencia de frecuencias obtenidas mediante solucion en serie de potencias para k = 0,1
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0.030266(
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0.030264:
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0.030263:

Figura 5.2: Convergencia de frecuencias obtenidas mediante solucion en serie de potencias para k = 0,4

Notamos que para k = 0,1, el 2 se estabiliza en cinco cifras para un valor de N ~ 60.

Para k = 0,4, el valor de () se estabiliza en siete cifras al truncar la serie cerca de N ~ 50.
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