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PROGRAMA DE DOCTORADO EN CIENCIAS FÍSICAS
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tanto en mis estudios de Maǵıster como en los de Doctorado. Su dedicación a la

ciencia y su ingenio, han sido y serán siempre una referencia y un ejemplo en el

desarrollo de mis investigaciones.

Debo destacar la excelente labor del Profesor Jaime Araneda como Director del

Programa de Doctorado en Ciencias F́ısicas, quien siempre se mostró dispuesto a

ayudarme en los muchos y diferentes problemas burocráticos que tuve que sortear.
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Resumen

Esta tesis trata sobre la construcción y el análisis de las teoŕıas de gauge de

alto orden y su relación con las álgebras diferenciales libres. En este contexto, se

analiza el trabajo realizado recientemente por Antoniadis y Savvidy y se plantea un

formalismo alternativo. Posteriormente analizaremos algunas aplicaciones. Algunos

resultados interesantes en este contexto son

1. La proposición de un nuevo formalismo que da lugar a la construcción de nuevos

invariantes topológicos.

2. El estudio de generalizaciones al teorema de Chern–Weil que incluyen formas

de orden mayor.

3. La generalización del método de separación en subespacios para incluir formas

de orden mayor.

4. El estudio de la relación que existe entre las teoŕıas de alto orden y algunas

teoŕıas de gravedad y supergravedad ya conocidas.

Para llevar a cabo el mencionado formalismo, será necesario introducir nuevas

herramientas matemáticas a las que llamaremos arreglos de formas diferenciales o

formas diferenciales libres. Estas cantidades se componen de multiples formas dife-

renciales y permiten construir álgebras diferenciales libres desde un nuevo punto de

vista. Utilizando estas estructuras se lleva a cabo la construcción un análogo al in-

variante de Chern–Pontryagin, cuyas conponentes son equivalentes a los invariantes

presentados en las teoŕıas de gauge de alto orden de Antoniadis y Savvidy. Por últi-

mo, por medio del uso de un mecanismo conocido como el método de D′Auria–Fre,
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encontramos una relación entre una particular clase de teoŕıa de gauge extendida y

la teoŕıa de la supergravedad estándar en cuatro dimensiones.



Abstract

This thesis deals with the construction and analysis of the so called high order

gauge theories and their relation with free differential algebras. In this context, we

analyze the recent work done by Antoniadis and Savvidy. Then we propose an al-

ternative way to make possible the inclussion of higher rank forms and study some

applications. Some interesting results related with this are

1. The proposition of a new formalism that gives rise to the construction of new

topological invariants.

2. The study of generalizations for Chern–Weil theorem that include higher rank

forms.

3. The generalization of the separation subspaces method in order to include

higher rank forms.

4. The study of the link between higher gauge theories and some theories for

gravity and supergravity.

To carry out the formalism mentioned above, it will be necessary to introduce

new mathematical tools which we will call arrays of differential forms or free differen-

tial forms. These quantities are composed with many differential forms and allow us

to construct some free differential algebras with a different point of view. Using these

structures, the construction of an analogous quantity for the of Chern–Pontryagin

density whose components are equivalent to the invariants presented in higher gauge

theories developed by Antoniadis and Savvidy is carried out. Finally, using a mecha-

nism known as D′Auria–Fre method we find a relation between a particular higher

rank gauge theory and four dimensional standard supergravity.
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4. Teoŕıas de gauge y arreglos diferenciales 45

4.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2. Exponenciación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.3. Elemento inverso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4. Asociatividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.5. Regla de Leibniz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.6. Transformaciones de gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.7. Construcción de invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5. Formas de transgresión y ecuaciones triangulares 67

5.1. Invariante (2n+ 3)-dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.1.1. Teorema de Chern–Weil para Γ(2n+3) . . . . . . . . . . . . . . 68
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el actualidad, la interacciones electromagnética, nuclear débil y nuclear fuer-

te han sido exitosamente descritas por medio de la electrodinámica cuántica, la

cromodinámica cuántica, la teoŕıa electrodébil y la teoŕıa gran unificada. El conjun-

to de estas teoŕıas constituyen el modelo estandar, el cual es basado en el grupo

U(1)× SU(2)× SU(3) ∼ SU(5). El principal logro de los últimos años fue el descu-

brimiento del bosón de Higgs, predicho en la década de 1960 por François Englert,

Peter Higgs y Tom Kibble. Este resultado fue basado en fundamentos teóricos pro-

venientes de los patrones de simetŕıa asociados con el subgrupo U(1)× SU(2) del

grupo del modelo estándar.

Estas construcciones, forman parte de la teoŕıa cuántica de campos, la cual es

una de las piedras angulares de la f́ısica teórica actual. Hasta el momento, esta teoŕıa

ha sido experimentalmente comprobada con una enorme precisión. Sin embargo,

las razones del porque las reglas de dicha teoŕıa cuántica funcionan en la forma

observada, sigue siendo un tema de investigación abierto.

Por otro lado, la teoŕıa de la gravedad describe perfectamente los fenómenos

gravitacionales macroscópicos, esto es, desde la escala humana a escalas cosmológicas.

Einstein mostró que la teoŕıa de la gravedad es una teoŕıa de la geometŕıa del espacio-

tiempo, sin embargo, no existe es una teoŕıa para gravedad a escalas microscópicas.

Existen diferentes opiniones acerca de este punto. Una postura considera que la

teoŕıa de cuerdas y la gravedad cuántica de lazos, no son satisfactorias a la hora

de proporcionar modelos de gravedad cuántica. Otras posturas afirman que la no
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Caṕıtulo 1. Introducción 2

existencia de una teoŕıa cuántica para la gravedad no supone un problema debido a

que los efectos gravitacionales son despreciables en esas escalas cuando se realizan

experimentos con enerǵıas accesibles en la Tierra. Además, estos requieren distancias

extremadamente cortas, del orden de la longitud de Planck (10−33cm), o equivalen-

temente, enerǵıas extremadamente altas.

En el año 1900, David Hilbert intentó formular la f̀ısica en un riguroso contexto

matemático, con la intención de describir todos los fenómenos naturales. En dicha

época, resultaba razonable pensar esto, sin embargo, el experimento de Micheson–

Morley y la catastrofe ultravioleta de la radiacion de cuerpo negro no pod́ıan ser

explicados utilizando las teoŕıas clásicas. Esto dio lugar al desarrollo de nuevas y

revolucionarias teoŕıas ya que el experimento de Michelson–Morley condujo la teoŕıa

de la relatividad especial y la catastrofe ultravioleta llevó al desarrollo de la mecánica

cuántica.

Por otro lado, puesto que la teoŕıa de la relatividad general es la evolución lógica

de relatividad especial, se tiene que la ausencia de una teoŕıa cuántica para la gra-

vedad, en la actualidad supone un problema semejante al que se teńıa a comienzos

del siglo XX. Una buena opción para abordar este problema es estudiar las posibles

simetŕıas de una aún hipotética teoŕıa cuántica de la gravedad.

Una importante propiedad de los modelos de teoŕıa de campos es que, a veces,

ellos son basados en simetŕıas que no pueden ser detectadas a escala humana pero

que se manifiestan a escalas de enerǵıas suficientemente altas, o equivalentemente, en

escalas de distancias suficientemente pequeñas. Un ejemplo de esta situación viene

dado por la simetŕıa bajo el grupo U(1)× SU(2) que presenta la teoŕıa electrodébil, la

cual se hace presente a enerǵıas mayores de la masa del bosón de Higgs. En analoǵıa,

es posible que una teoŕıa para gravedad cuántica exhiba nuevas simetŕıas que no son

visibles a enerǵıas menores que la escala de Planck.

Los logros de las mencionadas teoŕıas que describen las interacciones fundamen-

tales, son basados en diferentes principios de simetŕıa. Por ejemplo, la teoŕıa de

la relatividad general es basada en el principio de equivalencia y una importante

extension de esta teoŕıa, la supergravedad, resulta de incluir supersimetŕıa en la

formulación de Einstein.

Por esta razón, resulta natural preguntarse que tipo de simetŕıas se pueden es-
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perar en fenómenos que existen a enerǵıas mayores a la de la escala de Planck. La

busqueda de una respuesta a esta interrogante ha conducido en el último tiempos a

postular que dichas simetŕıas pueden estar relacionadas con estructuras matemáti-

cas denominadas álgebras diferenciales libres y algebroides. Las teoŕıas que parecen

presentar simetŕıas descritas por estas estructuras algebráicas son conocidas como

teoŕıas de gauge de alto orden (higher gauge theories) o teoŕıas de gauge extendidas.

Lo interesante de estas teoŕıas, es que los primeros resultados parecen indicar que se

relacionan la teoŕıa de cuerdas y con teoŕıas de supergravedad en altas dimensiones.

Sin embargo, una importante diferencia entre teoŕıa de cuerdas y teoŕıas de gauge

de alto orden, es que la teoŕıa de cuerdas contiene estados de alto esṕın masivos,

mientras que las teoŕıas de gauge de alto orden en principio, describiŕıan únicamente

estados de alto esṕın sin masa. Esta propiedad de las teoŕıas de gauge de alto orden

indica que ellas describen enerǵıas que son grandes, incluso comparadas con la escala

de Planck.

En el último tiempo ha sido formulada una particular teoŕıa de gauge de alto

orden, o teoŕıa de gauge extendida, la cual incluye campos de gauge descritos por

p-formas diferenciales [1–5]. La idea de extender los campos de gauge a tensores de

rango más alto fue usada en Ref. [6] para construir a de invariantes topológicos en

cinco dimensiones que conducen a una densidad invariante de gauge e independiente

de la métrica, la cual puede ser entendida como el análogo cuadridimensional de la

densidad de Chern–Simons. Estos resultados fueron generalizados en Refs. [7–9] al

caso de mayores dimensiones, encontrando polinomios en las formas de curvatura,

análogos a las densidades de Chern–Pontryagin, las cuales conducen a diferentes

tipos de invariantes de gauge análogos a las formas Chern–Simons.

En efecto, La primera serie de (2n+ 3)-formas exactas viene dadas por Γ(2n+3) =

〈F n, H〉 = dC
(2n+2)
CSAS , donde H = dB + [A,B] es una 3-forma intensidad de cam-

po, definida a partir de una 2-forma campo de gauge B. La segunda serie de for-

mas invariantes (2n+ 4)-dimensionales es definida análogamente, viene dada por

Γ(2n+4) = 〈F n, I〉 y es definida en términos de la 4-forma I = dC + [A,C] que juega

el rol de intensidad de campo para la 3-forma campo de gauge C. Repitiendo este

proceso, es posible definir invariantes topológicos en 2n + 6 y 2n + 8 dimensiones,
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dados por

Ξ(2n+6) = 〈F n, K〉+ n〈F n−1, H2
4 〉,

Υ(2n+8) = 〈F n,M〉+ 3n〈F n−1, I,K〉+ n(n− 1)〈F n−2, H3
4 〉,

siendo K y M una 6-forma y una 8-forma que juegan el rol de curvaturas para

campos de gauge extendidos, descritos por formas diferenciales de orden aún mayor.

Todas las formas Γ(2n+3), Γ(2n+4), Ξ(2n+6) y Υ(2n+8), son análogas a los invariantes

de Pontryagin–Chern de la usuales teoŕıas de gauge, en el sentido que ellas son

invariantes de gauge, cerradas e independiente de la métrica.

En Refs. [7–9] fueron encontradas expresiones explicitas para formas Chern–

Simons asociadas a estos invariantes topológicos, las cuales, en analoǵıa a las formas

Chern–Simons usuales, son libres de background, cuasi-invariantes de gauge y defi-

nidas sólo localmente.

El principal objetivo de esta tesis es describir las simetŕıas que presentan estos

invariantes, por medio de la introducción de ciertas estructuras, a las que hemos

denominado arreglos diferenciales.

La presente tesis está organizada como sigue: en el Capitulo 2 se considera una

revisión de las teoŕıas de Yang–Mills y de las formas de Chern–Simons. Se llevará

a cabo la revision del teorema de Chern–Weil, de las formas de transgresion, de la

fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan, y de algunos aspectos de las teoŕıas de

Chern–Simons para gravedad y supergravedad.

En el Caṕıtulo 3 se realiza una revisión sobre las teoŕıas de gauge extendidas

desarrolladas en Refs. [1–5, 7–9], y sobre el concepto de álgebra diferencial libre.

El Caṕıtulo 4 contiene los resultados principales de la tesis. Esto consiste en de-

mostrar que, utilizando álgebras diferenciales libres, es posible formular una teoŕıa de

gauge no abeliana con campos de gauge descritos por p-formas. Además, se muestra

que dichas álgebras describen las simetŕıas que presentan los invariantes de Antonia-

dis y Savvidy.

En el Caṕıtulo 5, se estudian las generalizaciones del teorema de Chern–Weil para

los invariantes introducidos en el Caṕıtulo 2. Para esto se definen nuevas formas

de transgresión y se lleva a cabo la generalización del método de separación en

subespacios basado en la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan.
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En el Caṕıtulo 6, se consideran algunas aplicaciones, en las que las formas de

Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy describen lagrangianos de acciones para grave-

dad y supergravedad. También será estudiada la relación que existe entre dichas

teoŕıas Chern–Simons y la teoŕıa de la (super)gravedad estándar en cuatro dimen-

siones.

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones generales, incluyendo

un resumen de los principales resultados de la presente tesis y posibles generaliza-

ciones y aplicaciones para los resultados obtenidos.

Se incluyen cuatro apéndices. El Apéndice A, describe brevemente la electrodi-

namica con p-formas desarrollada en la decada de 1980 por Claudio Bunster [10]. En

el Apéndice B, se revisa la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan. El Apéndice

C se presentan las transformaciones de gauge y ciertas identidades de los campos

de gauge extendidos, encontradas en Refs. [7–9]. Finalmente, en el Apéndice D se

incluye información equivalente a la del Apéndice C, pero relativa al caso de arreglos

diferenciales.



Caṕıtulo 2

Teoŕıas de gauge y formas

Chern–Simons

Con el objetivo de describir las interacciones nucleares fuertes, Yang y Mills

propusieron una generalización del principio de invariancia de gauge local, pasando

desde el grupo U (1) al grupo SU (2). Esta generalización puede ser llevada más allá de

manera de incluir grupos especiales unitarios de dimensión arbitraria SU (N). De esta

forma, la función de onda fermiónica viene dada por un multiplete N -dimensional,

donde cada elemento es un campo de Dirac de 4 componentes

ψ =


ψ1

...

ψN

 .

Recordemos que el lagrangiano fermiónico libre, L1/2 = iψ̄γµ∂µψ, se mantiene inva-

riante bajo la transformación de gauge global

ψ → ψ′ = U (ξ)ψ,

donde U (ξ) = eigξ es un elemento del grupo SU (N), y donde ξ = ξaTa siendo

ξa parámetros arbitrarios constantes y {Ta} los generadores del grupo de Lie que

6
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satisfacen la siguiente álgebra,

[Ta, Tb] = ifabcT
c, (2.1)

y la identidad de Jacobi

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0.

La imposición de localidad exige que los parámetros pasen de ser constantes a ser

funciones dependientes del espacio-tiempo y que la simetŕıa siga siendo válida. Esto

puede ser logrado por medio de la introducción de un número dim SU (N) de campos

de gauge Aa. Notemos que la dimensión del grupo SU (N) es N2 − 1. Los campos

Aa pueden ser usados como una conexión para el transporte paralelo de vectores

al interior del espacio interno (N2 − 1)-dimensional de isosṕın. Las propiedades de

transformación de los campos de gauge Aa son elegidas de manera que la derivada

covariante de ψ

Dµψ = (∂µ − igAµ)ψ, (2.2)

cambie en la misma forma que el campo ψ bajo una transformación de gauge, es

decir,

Dµψ → (Dµψ)′ = U (ξ) (Dµψ) . (2.3)

Para que esto sea posible, el campo Aµ debe transformar como

Aµ → A′µ = UAµU
−1 − i

g
(∂µU)U−1. (2.4)

Esto conduce a que el lagrangiano

L1/2 = iψ̄γµDµψ = iψ̄γµ∂µψ + gψ̄γµAµψ, (2.5)

sea localmente invariante bajo las transformaciones del grupo.

Con el objeto de incluir la dinámica de los campos de gauge, es necesario añadir

un tercer término al lagrangiano que contenga derivadas de dichos campos. Tomando

en cuenta la ley de transformación de las derivadas covariantes, la manera natural

de encontrar este término es calcular conmutador de la derivada covariante de un
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multiplete. En efecto, es directo ver que

[Dµ, Dν ]ψ = −igFµνψ, (2.6)

con

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig [Aµ, Aν ] . (2.7)

El término Fµν es llamado tensor de intensidad de campo y de las leyes de trans-

formación (2.4) implican que cambia del siguiente modo bajo transformaciones de

gauge

F ′µν = U (ξ)FµνU
−1 (ξ) .

De aqúı vemos que es posible encontrar un término invariante de gauge y cuadrático

en las derivadas de Aµ a partir de la traza del producto de dos intensidades de campo.

En efecto, tomando en cuenta la ciclicidad de la traza

Tr (FµνF
µν) = Tr

(
F ′µνF

′µν) = F a
µνF

µν
a .

Aśı tenemos que el lagrangiano de Yang–Mills es dado por

LYM = iψ̄∂ψ + gψ̄Aψ − 1

4
F a
µνF

µν
a . (2.8)

Consideremos ahora algunas propiedades básicas del campo Aµ. Bajo una transfor-

mación de gauge infinitesimal, en la que el elemento del grupo puede escribirse como

U = eigξ = 1 + igξ, siendo 1 el elemento identidad, la ecuación (2.4) toma la forma

A′µ = Aµ + ig (ξAµ − Aµξ) + ∂µξ,

de modo que la variación del campo de gauge es dada por

δAµ = ∂µξ − ig [Aµ, ξ] , (2.9)

o bien, por componentes,

δAaµ = ∂µξ
a + gfabcA

b
µξ

c. (2.10)
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Este resultado conduce a que la siguiente ley de transformación infinitesimal para el

tensor Fµν

F ′µν = (1 + igξ)Fµν (1− igξ)

= Fµν − ig [Fµν , ξ] , (2.11)

de donde

δFµν = −ig [Fµν , ξ] , (2.12)

o bien, por componentes

δF a
µν = gfabcF

b
µνξ

c. (2.13)

Veamos ahora que las transformaciones de gauge forman una estructura algebráica

cerrada. En efecto, el conmutador entre dos transformaciones de gauge es dado por

[δη, δξ]Aµ = ∂µ [η, ξ]− ig [Aµ, [η, ξ]] , (2.14)

y definiendo el parámetro ψ = [η, ξ] podemos escribir

[δη, δξ]Aµ = −igδψAµ.

2.0.1. Ecuaciones del movimiento

Consideremos ahora el lagrangiano bosónico puro

L =− 1

4
F a
µνF

µν
a . (2.15)

Las correspondientes ecuaciones del movimiento vienen dadas por las ecuaciones de

Euler–Lagrange

∂ν

(
∂L

∂
(
∂νAaµ

))− ∂L
∂Aaµ

= 0, (2.16)

las cuales en este caso toman la forma

∂µF a
µν + gfabcA

bµF c
µν = 0, (2.17)
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o bien, en forma equivalente

∂µF
µν − ig [Aµ, F

µν ] = 0. (2.18)

2.1. Formas Chern–Simons y de transgresión

Las teoŕıas de gauge de Yang–Mills son teoŕıas de conexión. Esto quiere decir

que su campo fundamental, es decir, el potencial de gauge, es una conexión. Estas

teoŕıas dependen directamente de la existencia de una variedad espacio-tiempo sin

dinámica que tiene una métrica background fija, es decir, sin grados de libertad. En

contraposición, en Relatividad General, la teoŕıa que describe la cuarta interacción

fundamental, la construcción difiere de las teoŕıas que constituyen el modelo estándar

en, a lo menos, dos puntos fundamentales:

1. La Relatividad General no es una teoŕıa de gauge debido a que el campo

fundamental no es una conexión, sino un tensor métrico. Aunque en Relatividad

General existe una conexión, esta no es el campo fundamental ya que, dada

una métrica, la conexión de Levi–Civita queda completamente determinada.

El formalismo de Palatini es un intento por evitar este problema, sin embargo,

no logra resolverlo.

2. En Relatividad General el espacio-tiempo tiene grados de libertad.

Por lo tanto, una teoŕıa de gauge para el campo gravitacional requiere que

El campo fundamental sea dado por una conexión.

La acción no considere un espacio-tiempo background fijo y conduzca, en algun

ĺımite, a la acción de Einstein–Hilbert.

Un tipo acción para gravedad que satisface estas condiciones es dado por la

acción de Chern–Simons, cuyo lagrangiano L2n+1
CS es proporcional a una forma de

Chern–Simons. Estas son formas diferenciales, que pueden ser obtenidas a partir del

invariante topológico de Chern–Pontrjaguin

P2n+2 = 〈F n+1〉, (2.19)
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donde 〈· · · 〉 denota al operador traza simetrizada. Aqúı, P2n+2 es corresponde a una

(2n+ 2)-forma diferencial que satisface la condición dP2n+2 = 0. De acuerdo con el

lema de Poincaré, localmente podemos escribir P2n+2 = dC2n+1 donde C2n+1 es una

(2n+ 1)-forma llamada forma de Chern–Simons. Es posible desmostrar [11] que la

forma de Chern–Simons satisface la condición δgaugeC2n+1 = dΩ, lo cual garantiza que

si consideramos a la forma Chern–Simons como un lagrangiano sobre una variedad

2n+ 1 dimensional, la correspondiente acción es invariante bajo transformaciones de

gauge

δSCS =

∫
M2n+1

δC2n+1 =

∫
M2n

dΩ. (2.20)

Las formas de Chern–Simons son ‘libres de background’ e invariantes bajo transfor-

maciones generales de coordenadas [11, 12]. A partir de (2.19) es posible probar que

la (2n+ 1)-forma de Chern-Simons es dada por,

C2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt〈AF n
t 〉, (2.21)

donde Ft = tdA + t2A2. En particular, para n = 1 se encuentra que (2.19) toma la

forma

P4 = d

〈
AdA+

2

3
A3

〉
, (2.22)

de modo que (2.21) puede escribirse como

SCS =

∫
M3

〈
AdA+

2

3
A3

〉
. (2.23)

Es importante notar que las formas Chern–Simons están definidas sólo localmente.

Para verificar esta afirmación consideremos el siguiente teorema.

Teorema de Chern–Weil

Sea P2n+2 = 〈F n+1〉 el polinomio invariante de Chern–Pontrjaguin. Sean además

A0 y A1 son dos 1-formas conexiones de gauge de un fibrado basado en una variedad

M (2n+ 1)-dimensional, con F0 y F1 sus correspondientes 2-formas de curvatura.

Entonces

1. 〈F n+1〉 es una forma cerrada.
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2. La diferencia
〈
F n+1

1

〉
−
〈
F n+1

0

〉
es una forma exacta1

〈
F n+1

1

〉
−
〈
F n+1

0

〉
= dQ2n+1 (A1, A0) , (2.24)

donde

Q2n+1 (A1, A0) = (n+ 1)

∫ 1

o

dt 〈θF n
t 〉 ,

θ = A1 − A0,

At = A0 + t θ,

Ft = dAt + AtAt.

La cantidadQ2n+1 (A1, A0) es llamada (2n+ 1)-forma transgresión. Es directo probar

[11] que la forma de transgresión puede ser expresada en términos de formas de

Chern–Simons para A1 y A0

Q2n+1(A1, A0) = C2n+1(A1)− C2n+1(A0) + dB2n, (2.25)

donde A1 y A0 están evaluadas sobre la misma álgebra de Lie y B2n es una 2n-forma

por determinar.

2.1.1. Lagrangiano a partir de formas de transgresión

Los lagrangianos de Chern–Simons son definidos como

L2n+1
CS = kC2n+1 (A) = k (n+ 1)

∫ 1

0

dt 〈AF n
t 〉 .

En la práctica, las formas de Chern–Simons son usadas como lagrangianos, basi-

camente debido a que conducen a teoŕıas de gauge con una estructura de fibrado,

cuyo único campo dinámico es una 1-forma conexion de gauge A. Además, bajo una

transformación de gauge, cambian en una derivada total, es decir, son invariantes

salvo un término de borde. En efecto, recordemos que bajo una transformación de

1Una demostración a este teorema puede ser encontrada en [11]
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gauge

A1 → A
′

1 = U−1A1U − U−1dU,

A0 → A
′

0 = U−1A0U − U−1dU,

los polinomios
〈
F n+1

0

〉
,
〈
F n+1

1

〉
se mantienen invariantes. Esto significa que

δ (dQ2n+1 (A1, A0)) = δ
〈
F n+1

1

〉
− δ

〈
F n+1

0

〉
= 0,

de donde d [δQ2n+1 (A1, A0)] = 0. Haciendo A0 = 0 y A1 = A se encuentra que

d [δC2n+1 (A)] = 0,

de modo que, haciendo uso del lema de Poincaré, la variación de C2n+1 puede escri-

birse como

δC2n+1 (A) = dΩ.

Es importante recordar que una conexión, no puede ser globalmente nula, a menos

que el bundle sea trivial. Este hecho y el resultado que las formas Chern–Simons

pueden ser obtenidas a partir de las formas transgresión, únicamente anulando una

conexión, constituyen la razón por la cual las formas Chern–Simons pueden ser de-

finidas sólo localmente. Esto hace que la interpretacion de formas Chern–Simons

como lagrangianos para teoŕıas de gauge sea impreciso. Sin embargo, este hecho es

solo un impase debido a que es necesario integrarlas sobre todo M para obtener la

correspondiente acción.

Teniendo en cuenta que los lagrangianos Chern–Simons son formas proporcionales

a formas C2n+1 y que las formas transgresión pueden considerarse como generaliza-

ciones que, a diferencia de las formas Chern–Simons, son completamente invariantes

de gauge y globalmente bien definidas, resulta natural postular la existencia de la-

grangianos basados en las formas transgresión

L2n+1
T (A1, A0) = kQ2n+1 (A1, A0) .

A partir de este lagrangiano podemos construir una teoŕıa de gauge sobre una varie-
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dad orientable M (2n+ 1)-dimensional descrita por medio de la acción

S
(2n+1)
T (A1, A0) = k (n+ 1)

∫
M

∫ 1

0

dt 〈θF n
t 〉 ,

donde k es una constante dimensionada. Esta ecuación describe la dinámica de una

teoŕıa con dos campos independientes: las dos 1-formas conexión A0 y A1.

2.2. Fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan

El lagrangiano de transgresión

L2n+1
T (A1, A0) = k (n+ 1)

∫ 1

0

dt
〈
θF n−1

t

〉
,

tiene, en principio, toda la información necesaria acerca de la teoŕıa. Sin embargo,

en la práctica, se trabaja con grupos o subgrupos de gauge bien determinados que

contienen diferentes subgrupos, los cuales tienen un claro significado f́ısico. Por esta

razón resulta necesario desdoblar el lagrangiano L2n+1
T (A1, A0) en partes que reflejen

de explicitamente la estructura del grupo. Este desdoblamiento describe la relacion

entre las formas de Chern–Simons y de transgresión. Una manera de ver, de un

modo intuitivo, la relacion entre los lagrangianos Chern–Simons de transgresión, es

considerar el teorema de Chern–Weil. A partir de (2.24) resulta directo comprobar

la siguiente identidad

dQ2n+1 (A1, A0) + dQ2n+1 (A2, A1) + dQ2n+1 (A0, A2) = 0, (2.26)

donde A1, A2, A0 son tres 1-formas conexión independientes, evaluadas en una misma

álgebra de Lie. Del lema de Poincaré se tiene que la suma de las tres formas de

transgresión presentes en (2.26) puede escribirse localmente como una derivada total

Q2n+1 (A1, A0) +Q2n+1 (A2, A1) +Q2n+1 (A0, A2) = −dQ2n (A2, A1, A0) , (2.27)

donde Q2n (A2, A1, A0) es una 2n-forma que depende de las tres conexiones. Sin

embargo, no es posible determinar la forma explicita de Q2n (A2, A1, A0) utilizan-
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do únicamente el teorema de Chern–Weil. La ecuacion (2.27) es conocida como la

ecuación triangular y puede ser escrita de un modo más conveniente en la siguiente

forma

Q2n+1 (A2, A0) = Q2n+1 (A1, A0) +Q2n+1 (A2, A1) + dQ2n (A2, A1, A0) ,

la cual permite entender a Q2n+1 (A1, A0) como una forma de transgresión que in-

terpola entre A0 y A1 y que por esta razón puede ser escrita como la suma de dos

transgresiones, introduciendo una 1-forma auxilar intermediana A2 y una derivada

total. Es interesante notar que A2 es completamente arbitraria y puede ser elegida

convenientemente. El fundamento matemático sobre el cual descansa el resultado

anterior viene dado en la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartán. Dicha fórmula

muestra que la ecuación triangular y el teorema de Chern–Weil tienen un origen

común y permite obtener una expresión explicita para la 2n-forma Q2n (A2, A1, A0).

2.2.1. Operadores de homotoṕıa

En 1985 Juan Mañes, Raymond Stora y Bruno Zumino [13] mostraron que el

teorema de Chern–Weil corresponde a un caso especial de la fórmula extendida de

homotoṕıa de Cartán. Para analizar esto consideremos los siguientes elementos. Sea

{Ai}r+1
i=0 un conjunto de 1-formas conexión de gauge sobre un fibrado d-dimensional

basado en una variedadM. Sea además Tr+1 un simplex (r + 1)-dimensional orien-

tado, parametreizado por el conjunto {ti}r+1
i=0 , donde los parámetros ti satisfacen

ti ∈ [0, 1] ,
r+1∑
i=0

ti = 1.

Esta última ecuacion implica que la combinacion lineal

At =
r+1∑
i=0

tiAi,

transforma cono una conexión de gauge en la misma forma como hace cada Ai. Es

posible considerar cada Ai como un elemento asociado al i-esimo vertice del simplex
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Tr+1, de modo podemos denotar Tr+1 = (A0, A1, . . . , Ar+1). Las derivadas exteriores

sobre M y Tr+1 son denotadas por d y dt. Aqúı, tanto d como dt son operadores

impares y por lo tanto anticonmutan. Consideraremos además un operador par de

antiderivacion lt, el cual incrementa el grado de dt en y disminuye el grado en dx, es

decir,

lt : Ωp (M)× Ωq (Tr+1) −→ Ωp−1 (M)× Ωq+1 (Tr+1) ,

y satisface la regla de Leibniz al igual que d y dt. Este operador es definido de modo

que constituya un álgebra gradada junto a los d y dt

d2 = d2
t = {d, dt} = 0, (2.28)

[lt, d] = dt, (2.29)

[dt, lt] = 0. (2.30)

La acción de lt sobre el álgebra de polinomios generada por {At, Ft, dtAt, dtFt} es

definida de modo tal que el álgebra (2.28-2.30) sea satisfecha y que el álgebra de

polinomios sea estable bajo la aplicacion de los operadores d, dt y lt. En resumen, los

operadores d, dt y lt cambian el grado de una (r, s)-forma en (dxµ, dti) como sigue

(r, s)
d−→ (r + 1, s) ,

(r, s)
dt−→ (r, s+ 1) ,

(r, s)
lt−→ (r − 1, s+ 1) ,

de modo que la acción de las derivadas exteriores d y dt sobre los elementos del

álgebra de polinomios es definida del modo usual mientras que la única elección

satisface el álgebra (2.28-2.30) y mantiene el álgebra de polinomios cerrada es dada

por

ltAt = 0, ltFt = dtAt.

2.2.2. Fórmula de homotoṕıa extendida

Sea ahora π un polinimio en las formas {At, Ft, dtAt, dtFt} y una (m, q)-forma

sobreM×Tr+1, es decir, es una m-forma en dxµ y una q-forma en dt. Utilizando las



Caṕıtulo 2. Teoŕıas de gauge y formas Chern–Simons 17

relaciones del álgebra (2.28-2.30) se tiene (Ver Apéndice A)

1

p!
dtl

p
tπ =

1

(p+ 1)!

[
lp+1
t , d

]
π, (2.31)

donde m ≥ p ya que el operador lt disminuye el grado de la forma diferencial enM.

Integrando la ecuación (2.31) sobre Tr+1 se tiene

1

p!

∫
Tr+1

dtl
p
tπ =

1

(p+ 1)!

∫
Tr+1

[
lp+1
t , d

]
π, (2.32)

y utilizando el teorema de Stokes sobre el simplex, podemos integrar directamente

el lado izquierdo de la ecuación (2.32), obteniendo

1

p!

∫
∂Tr+1

lptπ =
1

(p+ 1)!

∫
Tr+1

(
lp+1
t dπ − dlp+1

t π
)
. (2.33)

Ahora notemos que, dado que π es una (m, q)-forma, la cantidad lp+1
t π debe ser una

(m− p, q + p+ 1)-forma. Denotando r = q + p, se tiene que lp+1
t π es una (r + 1)-

forma sobre Tr+1, de modo que la ecuación (2.33) toma la forma

1

p!

∫
∂Tr+1

lptπ =
1

(p+ 1)!

∫
Tr+1

lp+1
t dπ − (−1)r+1

(p+ 1)!
d

∫
Tr+1

lp+1
t π. (2.34)

La ecuación (2.34) es conocida como fórmula de homotoṕıa de Cartan extendida. Si

consideramos que π viene dado por la (2n, 0)-forma diferencial 〈F n
t 〉, se tiene q = 0

y p = r, de modo que dicha fórmula resulta

1

p!

∫
∂Tp+1

lpt 〈F n
t 〉 =

(−1)p

(p+ 1)!
d

∫
Tp+1

lp+1
t 〈F n

t 〉 . (2.35)

Caso p = 0

En el primer caso, el simplex viene dado por T1 = (A0, A1) y su borde es dado

por los puntos extremos. La conexión homotópica es dada por

At = t0A0 + t1A1 = A0 + t1 (A1 − A0) ,
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y la ecuación (2.35) se escribe

∫
∂T1

〈F n
t 〉 = d

∫
T1

lt 〈F n
t 〉 .

Integrando directamente en el lado izquierdo y aplicando directamente el operador

de homotoṕıa en el lado derecho se tiene

〈F n
1 〉 − 〈F n

0 〉 = d

∫
T1

n
〈
F n−1
t (dtAt)

〉
.

En este caso existe un único parámetro t = t0, de modo que

dtA =
∂At
∂t1

dt1 = (A1 − A0) dt,

Ft = tF +
(
t2 − t

)
A2.

Aśı, la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan, toma la forma

〈F n
1 〉 − 〈F n

0 〉 = d

{
n

∫ 1

0

dt
〈
F n−1
t (A1 − A0)

〉}
= dQ2n+1 (A1, A0) ,

es decir, el caso p = 0 reproduce el teorema de Chern–Weil.

Caso p = 1

Para este caso, la ecuación (2.35) toma la forma∫
∂T2

lt
〈
F n+1
t

〉
= −1

2
d

∫
T2

l2t
〈
F n+1
t

〉
,

o bien, aplicando los operadores lt

(n+ 1)

∫
∂T2

〈F n
t (dtAt)〉 = −1

2
d

∫
T2

n (n+ 1)
〈
F n−1
t (dtAt)

2〉 , (2.36)
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donde

At = A1 + t0 (A0 − A1) + t2 (A2 − A1) ,

Ft = dAt + AtAt.

Aqúı el simplex es dado por T2 = (A0, A1, A2) y su borde corresponde a los ‘segmen-

tos’

∂T2 = ∂ (A0A1A2) = (A1A2)− (A0A2) + (A0A1) .

El lado izquierdo de esta ecuación (2.36) puede ser integrado en forma análoga a la

integral del caso p = 0

(n+ 1)

∫
∂T2

〈F n
t (dtAt)〉 = Q2n+1 (A2, A1)−Q2n+1 (A2, A0) +Q2n+1 (A1, A0) ,

mientras que el lado derecho resulta∫
T2

n (n+ 1)
〈
F n−1
t (dtAt)

2〉 = −2n (n+ 1)

∫ 1

0

dt

∫ t

0

ds
〈
F n−1
st (A2 − A1) (A0 − A1)

〉
,

donde hemos renombrado t = 1− t0, s = t2, Ast = A0 + t (A1 − A0) + s (A2 − A1) y

Fst = dAst +A2
st. De este modo, para el caso p = 1 la ecuación finalmente se escribe

Q2n+1 (A2, A1)−Q2n+1 (A2, A0) +Q2n+1 (A1, A0) = −dQ2n (A2, A1, A0) ,

o bien, en forma equivalente

Q2n+1 (A2, A0) = Q2n+1 (A2, A1) +Q2n+1 (A1, A0) + dQ2n (A2, A1, A0) ,

con

Q2n (A2, A1, A0) = n (n+ 1)

∫ 1

0

dt

∫ t

0

ds
〈
F n−1
st (A2 − A1) (A1 − A0)

〉
.
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2.3. Problemas de las teoŕıas Chern–Simons para

la gravedad

Las formas Chern–Simons son considerados objetos de grán interes en f́ısica teóri-

ca. Estas cantidades juegan un importante rol en superconductividad, aislantes to-

pológicos, electromagnetismo, formalismo hamiltoniano de sistemas mecánicos, ano-

maĺıas en teoŕıa cuántica de campos, etc. En Refs. [12, 14, 15] ha sido estudiado el

rol que juegan las formas Chern–Simons como lagrangianos de acciones invariantes

de gauge para gravedad y supergravedad, donde los grupos de gauge son los grupos

de Poincaré y (Anti)de-Sitter.

Las teoŕıas Chern–Simons tienen muchos atributos que hacen de ellas buenas

candidatas para la descripción de fenómenos naturales. Sin embargo, ellas también

presentan algunos inconvenientes. Entre las dificultades más importantes se encuen-

tran:

¿Cómo hacer contacto con Relatividad General?

¿Cómo llevar a cabo el acoplar con la materia?

El que las teoŕıas sean sólo válidas en dimensiones impares.

Una opción para afrontar el primer problema es utilizar álgebras diferentes a las de

Poincaré y (Anti)de-Sitter. Un procedimiento que permite obtener nuevas álgebras a

partir de una conocida viene dado por la expansión de álgebras de Lie v́ıa semigrupos

(o S-expansión), introducida en Ref. [16–18]. Utilizando dicho mecanismo, en Ref.

[19], fue contruido un lagrangiano Chern–Simons a partir del álgebra B5, la cual

obtenida por S-expansion de SO (4, 2), encontrando

L
(5)
CS = α1l

2εabcdeR
abRcdee + α3εabcde

(
2

3
Rabecedee + 2l2kabRcdT e + l2RabRcdhe

)
,

donde α1 y α3 son constantes arbitrarias y l es un parámetro con dimensiones de

longitud. Además de los campos vielbein ea y conexión de esṕın ωab, tenemos dos

campos bosónicos, ha y kab. Los términos aqúı presentes son, de izquierda a derecha,
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el de Gauss–Bonnet extendido a 5 dimensiones, el término de Einstein–Hilbert y dos

términos de acoplamiento geometŕıa-materia. Es interesante notar que en el ĺımite

l→ 0 el único término que prevalece es el Einstein–Hilbert.

Estudios del ĺımite no relativista y aplicaciones de las correspondientes ecuaciones

del movimiento a la cosmoloǵıa y a los agujeros negros pueden se encontradas en Refs.

[20–24]. Por otra parte, en Ref. [25], fue encontrado que una adecuada elección del

semigrupo conduce encontrar familias de álgebras de Lie que generalizan las álgebras

de Poincaré y (A)dS. En Refs. [26–28] fue probado que estas álgebras permiten

contruir acciones para gravedad en diferentes dimensiones que en un determinado

ĺımite conducen a la teoŕıa de la gravitación estándar.

En el caso de teoŕıas para gravedad en dimensiones mayores que 3, el segundo

problema presenta multiples aspectos. Entre los más importantes se encuentra el

problema de como acoplar las citadas formas Chern–Simons a las diferentes formas

de materia, tales como branas de distintas dimensiones. La interacción entre campos

de gauge y materia es proporcionada por el acoplamiento minimal estándar, que en

el caso del electromagnetismo, es dado por

SEM =

∫
M

dDxJµ(x)Aµ(x), (2.37)

donde Jµ(x) es la corriente generada por una part́ıcula puntual, cargada con respec-

to al grupo de gauge U(1). La caracteŕıstica esencial que selecciona a (2.37) entre

todos los posibles términos de interacción es la invariancia de gauge. Si el campo

A transforma como una conexión electromagnética, es decir, A → A′ = A + dΛ,

entonces SEM permanece invariante, siempre que Jµ(x) este localizada en el espacio

y sea una cantidad conservada ∂µJ
µ = 0. La densidad de carga correspondiente a

una part́ıcula puntual q ubicada en la posición x = z(τ) a lo largo de la linea de

universo, parametrizada por el parámetro af́ın τ , es dada por

ρ = q δ(2n) (x− z(τ)) ,

de manera la correspondiente densidad de corriente será

Jµ(x) = ρuµ = q żµδ(2n) (x− z(τ)) ,
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con uµ = żµ. Puesto que la densidad de corriente Jµ tiene soporte en la linea de

universo de la part́ıcula cargada, se tiene que (2.37) puede ser también escrita en la

forma

SEM = q

∫
M1

∫
MD−1

dD−1x δ(2n) (x− z(τ)) dzµAµ(x),

o bien, integrando directamente sobre el espacio transversal a la linea de universo

descrita por la variedad 1-dimensional M1, se tiene

SEM = q

∫
M1

dzµAµ(z). (2.38)

Esto significa que el acoplamiento de una part́ıcula puntual eléctricamente cargada

con un campo electromagnético externo tiene algunas caracteristica interesantes.

La acción no hace referencia a la métrica del espacio-tiempo donde la interac-

ción tiene lugar.

Aunque la acción depende explicitamente de un campo de gauge que no es

invariante, la acción si lo es, siempre que la carga sea conservada en el sistema.

La forma del término de interacción es una expresión del acoplamiento minimal

de materia cargada con el campo electromagnético y es implementada por

medio de la sustitución de la derivada ordinaria por una derivada covariante

de gauge.

El hecho que el término de interacción tenga esta forma, significa que el campo

que media la interacción electromagnética es una conexión sobre un fibre bundle. Esta

forma es común a todas interacciones fundamentales de la naturaleza, y corresponde

al ejemplo mas simple de un sistema Chern–Simons. En efecto, la forma (2.38) de la

acción SEM corresponde a una integral sobre una variedad (0+1)-dimensional, la cual

corresponde al caso n = 0 en la ecuación (2.21) que define las formas Chern–Simons

SCS = k

∫
M1

C1 (A) = k

∫
M1

〈A〉 . (2.39)

Aqúı, la variedadM1 es la linea de universo de una particula cargada, la cual es una

variedad embebida en el espacio de dimensionalidadM2n+1 que es identificado como
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el espacio-tiempo. El espacio-tiempo (2n+ 1)-dimensional que embebe puede tener

una métrica que induce otra métrica natural sobre la linea de universo, sin embargo,

ésta no es necesaria para construir la acción.

Por otra parte, en Ref. [10], C. Bunster, estudió la generalización de (2.37) para

describir el acoplamiento entre una (p− 1)-brana a un potencial de gauge, dado por

una interacción de la forma

Sint =

∫
MD

Jµ1···µpAµ1···µpdx
D. (2.40)

Bunster mostró que esta forma de acoplamiento minimal sólo puede ser definida

(para cualquier p > 1) si la conexión es abeliana, es decir, si ella transforma como

A → A′ = A + dΛ, donde Λ es una (p− 1)-forma. Por esta razón, una motivación

central de esta tesis es estudiar invariantes topológicos en el contexto de teoŕıas de

gauge no abelianas con campos de gauge descritos por p-formas con p ≥ 2.

Las teoŕıas de gauge pueden ser formuladas de dos manera distintas conocidas

como cuadros diferencial e integral. Un clásico ejemplo de ésto son las ecuaciones de

Maxwell, las cuales pueden ser formuladas en términos de ecuaciones integrales que

relacionan los flujos eléctricos y magnéticos a través de superficies y corrientes, lo

que corresponde al cuadro integral, o alternativamente en términos de las conocidas

ecuaciones de Maxwell, lo que corresponde al cuadro diferencial. En forma análoga,

cualquier teoŕıa de gauge puede ser formulada en las dos maneras antes mencionadas.

En la formulación diferencial, la conexión es dada por una 1-forma A que bajo un

transformaciones de gauge cambia como

A→ A′ = g−1Ag + g−1dg. (2.41)

Como ya hemos mencionado, la conexión es el campo fundamental de una teoŕıa

de gauge, es decir, la variación en el principio de acción debe hacerse con respecto

de A, mientras en la formulacion de integral de camino se integra sobre todas las

posibles conexiones. En este contexto, tanto el lagrangiano como la acción de la teoŕıa

dependen de la curvatura

F = dA+ A2, (2.42)

la cual es una 2-forma evaluada en el álgebra g que, bajo una transformación de



Caṕıtulo 2. Teoŕıas de gauge y formas Chern–Simons 24

gauge, se ve modificada en la forma F → F ′ = g−1Fg. La formulación alternativa al

cuadro diferencial es la formulación integral. En dicha formulación se usa el concepto

de traslación paralela determinada por un elemento del grupo

Uγ = P exp

(∫ t

0

Aµ (γ(τ)) γ̇µ(τ)dτ

)
∈ G, (2.43)

la cual se realiza a lo largo de la curva γ : [0, 1]→M, τ → γ(τ) de parámetro τ . El

transporte paralelo queda uńıvocamente determinado como solución de la ecuación

diferencial matricial de primer orden

d

dt
Uγ(t) = [Aµ (γ(t)) γ̇µ(t)]Uγ(t), (2.44)

para el transporte paralelo a lo largo de γ desde τ = 0 hasta τ = t.

La curvatura puede ser entonces calculada a partir de Uγ para una curva cerrada

γ en el ĺımite en el cual ésta se reduce a un tamaño infinitesimal.

Ilustremos ahora la idea básica de una teoŕıa de gauge extendida. Consideremos

primero el caso donde el grupo de gauge es G = U(1). En este caso la 1-forma

conexión transforma como

A −→ A′ = A+ dϕ, (2.45)

de modo que la 2-forma curvatura (2.42) toma la forma F = dA. La teoŕıa de gauge

abeliana admite la siguiente generalización.

Sea A una p-forma que será el campo fundamental de la teoŕıa. El lagrangiano

y la acción dependen sólo de la (p+ 1)-forma F = dA. El caso p = 2 del campo

A es conocido en la literatura como campo de Kalb–Ramond, y en el caso general,

la teoŕıa es conocida como electrodinámica de p-formas [10] (ver Apéndice B). Sin

embargo, en Ref. [10] fue probado que no es posible llevar a cabo esta construcción

para el caso de teoŕıas de gauge no abelianas con p ≥ 2.

En la literatura, han sido llevado a cabo varios intentos para construir dichos

modelos. De Ref. [10] sabemos que los puntos de una curva tienen un orden natural

y que la definición de transporte paralelo a lo largo de una curva hace uso de este

orden. Para subvariedades de mayores dimensiones, no es posible encontrar dicho

orden. Esta falta de orden natural, condujo al ‘no-go theorem’que regula la existencia
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de teoŕıas de gauge no abelianas para objetos extendidos.



Caṕıtulo 3

Modificacione a las teoŕıas de

gauge

En este caṕıtulo se revisarán las teoŕıas de gauge extendidas desarrolladas en

Refs. [1–5, 7–9] y las estructuras algebráicas conocidas como álgebras diferenciales

libres (FDA) mostradas en [29, 30].

3.1. Teoŕıas de gauge tensoriales

Las teoŕıas de gauge tensoriales son construidas bajo las restricciones que plantea

el principio de gauge local. Para llevar a cabo dicha construcción es necesario extender

el principio de gauge a campos de más alto orden. Por el momento nos restringiremos

a los campos tensoriales de gauge no triviales más simples, tales como tensores de

segundo y tercer orden.

Para describir un campo de gauge tensorial de tres ı́ndices Aµνλ, es necesario

introducir un campo tensorial de orden dos Aµν . A partir de éstos, se definen los

corrrespondientes tensores de intensidad de campo en la siguiente forma

Gµνλ = DµAνλ −DνAµλ,

Gµνλρ = DµAνλρ −DνAµλρ − ig ([Aµλ, Aνρ] + [Aµρ, Aνλ]) , (3.1)

26
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o bien, en términos de sus componentes,

Ga
µνλ = ∂µA

a
νλ − ∂νAaµλ + gfabc

(
AbµA

c
νλ + AbµλA

c
ν

)
,

Ga
µνλρ = ∂µA

a
νλρ − ∂νAaµλρ + gfabc

(
AbµA

c
νλρ + AbµλA

c
νρ + AbµρA

c
νλ + AbµλρA

c
ν

)
.

Debe ser notado que en la definición de las intensidades de campo de orden mayor,

son necesarios campos de gauge tensoriales del mismo orden y campos tensoriales de

orden menor.

3.1.1. Transformaciones de gauge

Consideremos ahora las transformaciones de gauge para campos de gauge ten-

soriales. Estas deben ser definidas de modo que formen una estructura algebráica

cerrada, y por lo tanto, el conmutador de dos transformaciones de gauge extendidas

debe conducir a otra transformación de gauge. Para lograr esto, es necesario introdu-

cir nuevos parámetros de gauge. Consideraremos un parámetro vectorial ξµ = ξaµTa

y un tensor de segundo orden ξµν = ξaµνTa. A partir de éstos, se definen las transfor-

maciones de gauge extendidas como sigue:

δξAµ = ∂µξ − ig [Aµ, ξ] , (3.2)

δξAµν = ∂µξν − ig [Aµ, ξν ]− ig [Aµν , ξ] ,

δξAµνλ = ∂µξν − ig ([Aµ, ξνλ] + [Aµν , ξλ] + [Aµλ, ξν ] + [Aµνλ, ξ]) .

Es directo verificar que estas transformaciones forman una estructura cerrada. En

efecto, el conmutador de dos transformaciones de gauge, que actúan sobre un campo

de gauge tensorial de segundo orden es dado por

[δη, δξ]Aµν = −ig (δη [Aµ, ξν ] + δη [Aµν , ξ]− δξ [Aµ, ην ]− δξ [Aµν , η]) ,

pero

δη [Aµ, ξν ] = ∂µ [η, ξν ] + [∂µξν , η]− ig ([Aµ, η] ξν − ξν [Aµ, η]) ,
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y del mismo modo

δη [Aµν , ξ] = ∂µ [ην , ξ] + [∂µξ, ην ]− ig ([Aµ, ην ] ξ + [Aµν , η] ξ

−ξ [Aµ, ην ]− ξ [Aµν , η]) . (3.3)

Aśı tenemos

[δη, δξ]Aµν = −ig {∂µ ([η, ξν ] + [ην , ξ])− ig [Aµ, ([η, ξν ] + [ην , ξ])]

−ig [Aµν , [η, ξ]]} . (3.4)

Luego, definiendo los parámetros de gauge ψν = [η, ξν ] + [ην , ξ], ψ = [η, ξ], podemos

escribir

[δη, δξ]Aµν = −igδψAµν ,

lo cual prueba que [δη, δξ]Aµν es una transformación de gauge con parámetros de

gauge ψ y ψν .

Consideremos ahora la acción de dos transformaciones de gauge sobre un campo

de gauge tensorial de orden 3. Del mismo modo que en el caso anterior, se tiene

[δη, δξ]Aµνλ = −igδψAµνλ, (3.5)

con

δψAµνλ = ∂µψνλ − ig [Aµ, ψνλ]− ig [Aµν , ψλ]− ig [Aµλ, ψν ]− ig [Aµνλ, ψ] ,

donde los nuevos parámetros vienen dados por

ψ = [η, ξ] , (3.6)

ψν = [η, ξν ] + [ην , ξ] , (3.7)

ψνλ = [η, ξνλ] + [ην , ξλ] + [ηλ, ξν ] + [ηνλ, ξ] . (3.8)

Debemos notar que las transformaciones con diferentes parámetros no son cerradas

en forma separada unas de otras. La clausura separada sólo ocurre para el primer

caso, el cual coincide con el de las teoŕıas de Yang–Mills.
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3.2. Formas Chern–Simons Extendidas

La idea de extender los campos de gauge a tensores de orden más alto fue usada

en Ref. [7] para construir un invariante topológico en cinco dimensiones similar al

invariante Chern–Pontrjagin en 4 dimensiones. Estos resultados fueron generalizados

en Refs. [8, 9] al caso de mayores dimensiones, encontrando diferentes polinomios en

las formas curvaturas, también análogos a las densidades de Chern–Pontrjagin, las

cuales conducen a densidades invariantes de gauge similares a las formas Chern–

Simons.

Para lograr esto, se define la 1-forma campo de gauge correspondiente al campo de

gauge vectorialAµ comoA = Aµdxµ y la 2-forma ‘campo de gauge’ correspondiente al

campo de gauge tensorial Aµν como B = Aaµνdx
µ∧dxν . Las correspondientes 2-forma

y 3-forma ‘curvaturas’ vienen dadas por F = Fµνdx
µ∧dxν y H = Fµνλdx

µ∧dxν∧dxλ

respectivamente, donde

F = dA+ A2, H = DB = dB + [A,B]. (3.9)

Es directo demostrar que F y H satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,

DF = 0, DH + [B,F ] = 0. (3.10)

Las variaciones infinitesimales de los campos de gauge, escritas en el lenguaje de

formas diferenciales, vienen dadas por

δA = Dξ0, δB = Dξ1 + [B, ξ0], (3.11)

donde ξ0 y ξ1 son una 0-forma y una 1-forma parámetros de gauge respectivamente

[7]. Del mismo modo, las variaciones infinitesimales de los campos A y B vienen

dadas por

δF = D(δA) = [F, ξ0] , δH = D(δB) + [δA,B] . (3.12)

Las leyes de transformación de los campos extendidos, las definiciones de sus for-

mas curvatura y las correspondientes identidades de Bianchi pueden ser encontradas

en el Apéndice C.
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3.2.1. Formas Chern–Simons en (2n+ 2) dimensiones

En Ref.[7], fue encontrado un invariante topológico en un espacio-tiempo (4 + 1)

dimensional que puede ser construido a partir de la traza simetrizada y de las formas

curvaturas generalizadas

Γ = 〈F,H〉 .

Este invariante 5-dimensional mantiene muchas de las propiedades del invariante

topológico de Chern–Pontrjagin. Aqúı, Γ es invariante bajo difeomorfismos y es in-

dependiente de la métrica espacio-temporal.

En recientes articulos, Refs.[7–9], este invariante fue llevado al caso de mayores

dimensiones, encontrando que, en general, puede definirse un invariante (2n+ 3)-

dimensional dado por

Γ(2n+3) = 〈F n, H〉, (3.13)

el cual es una forma cerrada, invariante bajo transformaciones de gauge y no global-

mente exacta [8]. En efecto, de la identidad de Bianchi se tiene

dΓ(2n+3) = 〈F n, [F,B]〉 = 0.

Aśı tenemos que, usando el lema de Poincaré, podemos escribir localmente Γ2n+3

como la derivada exterior de una (2n+ 2)-forma. En efecto, dado que H = dB +

[A,B], tenemos

Γ(2n+3) = dσ2n+2,

donde

σ(2n+2) = 〈F n, B〉, (3.14)

será llamada (2n+ 2)-forma de Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy (CSAS). Es po-

sible obtener una expresión diferente para σ2n+2. Para esto, seguiremos el procedi-

miento usual, utilizado para encontrar formas Chern–Simons. Dado que

δF = D(δA), δH = D(δB) + [δA,B], (3.15)
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tenemos que la variación de Γ(2n+3) es dada por

δΓ(2n+3) = δ〈F n, H〉 = d
(〈
δA, F n−1, H

〉
+ · · ·+

〈
F n−1, δA,H

〉
+ 〈F n, δB〉

)
.

Introduciendo una familia de parámetros homotópicos t, 0 ≤ t ≤ 1, que parametrizan

los campos de gauge y las correspondientes las curvaturas en la forma

At = tA, Ft = tF + (t2 − t)A2 = tdA+ t2A2,

Bt = tB, Ht = tH + (t2 − t)[A,B] = tdB + t2[A,B],

se encuentra

δ〈F n
t Ht〉 = d

(〈
δAt, F

n−1
t , Ht

〉
+ · · ·+

〈
F n−1
t , δAt, Ht

〉
+ 〈F n

t , δBt〉
)
, (3.16)

donde δ = ∂
∂t
δt. Luego, podemos definir la (2n+ 2)-forma CSAS en una forma alter-

nativa, dada por

C
(2n+2)
CSAS (A,B) =

∫ 1

0

dt
(
n
〈
A,F n−1

t , Ht

〉
+ 〈F n

t , B〉
)
. (3.17)

Este resultado es análogo a la usual forma de Chern–Simons (2.21) pero en dimen-

siones pares. Es posible probar que las expresiones (3.14) y (3.17) coinciden, salvo

por términos de superficie. En part́ıcular, para n = 1 se tiene

C
(4)
CSAS = 〈FB〉 − 1

2
d 〈AdB〉 ,

de modo que la acción CSAS en cuatro dimensiones puede ser escrita como

S
(4)
CSAS =

∫
M4

〈FB〉. (3.18)

Es directo probar que la acción (3.18) es invariante, módulo termino de borde, bajo las

transformaciones (3.11) y es análoga a la acción de Chern–Simons en 3 dimensiones

dada en (2.23).
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3.2.2. Formas Chern–Simons en (2n+ 3) dimensiones

En Refs. [7–9] fue estudiada la segunda serie de formas invariantes, definida en

2n+ 4 dimensiones y dada por

Γ(2n+4) = 〈F n, I〉 = dC
(2n+3)
CSAS , (3.19)

donde la correspondiente (2n+ 3)-forma Chern–Simons C
(2n+3)
CSAS es definida en térmi-

nos de la 3-forma campo de gauge C y la 4-forma intensidad de campo I = dC +

[A,C]. Utilizando las propiedades de la traza simetrizada, puede ser probado que

(3.19) es invariante bajo transformaciones de gauge escalares estandar δξ y bajo las

transformaciones de gauge tensoriales δξ2 . En efecto, en el primer caso, la variación

de Γ(2n+4) es dada por

δξΓ
(2n+4) = 〈F n, δξI〉+ n〈δξF, F n−1, I〉,

utilizando las leyes de las transfomaciones extendidas, se encuentra

δξΓ
(2n+4) = 0.

Para probar que Γ(2n+4) es cerrado e invariante bajo las transformaciones de gauge

tensoriales δξ2 es necesario usar las siguientes identidades de la traza simetrizada [31]

n∑
i=1

(−1)(d1+···+di−1)dΘ 〈Λ1, . . . , [Θ,Λi] , . . . ,Λn〉 = 0, (3.20)

d 〈Λ1, . . . ,Λi, . . . ,Λn〉 =
n∑
i=1

(−1)d1+···+di−1 〈Λ1, . . . ,DΛi, . . . ,Λn〉 , (3.21)

donde cada Λi es una di-forma Λi y Θ es una dΘ-forma diferencial arbitraria. Haciendo

uso de la identidad (3.20) es directo ver que

δξ2Γ(2n+4) = 〈F n, [I, ξ2]〉 = 0,
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mientras que de (3.21) podemos escribir

dΓ(2n+4) = 〈F n,DI〉+ n〈DF, F n−1, I〉,

de modo que, usando las identidades de Bianchi, se tiene

dΓ(2n+4) = 〈F n, [F,C]〉 = 0.

Para encontrar la correspondiente forma Chern–Simons, seguimos el procedimiento

mostrado en el caso anterior. Para ello usamos los potenciales de gauge homotópicos

At = tA, Ct = tC y tomamos la derivada con respecto del parámetro de la forma

Γ(2n+4)(At, Ct)∫ 1

0

dt
d

dt
Γ(2n+4)(At, Ct) =

∫ 1

0

dtn

〈
F n−1
t ,

dFt
dt

, It

〉
+

〈
F n
t ,

dIt
dt

〉
=

∫ 1

0

dt
(
n〈F n−1

t ,DtA, It〉+ 〈F n
t ,DtC + [A,C]〉

)
.

Integrando por partes y utilizando el teorema fundamental del cálculo, esta ecuación

toma la forma

Γ(2n+4)(A,C) = d

∫ 1

0

dt
{
〈C,F n

t 〉+ n
〈
It, A, F

n−1
t

〉}
,

de modo que podemos definir la (2n+ 3)-forma CSAS como

C
(2n+3)
CSAS =

∫ 1

0

dt
(
n
〈
A,F n−1

t , It
〉

+ 〈F n
t , C〉

)
.

3.2.3. Formas Chern–Simons en (2n+ 5) dimensiones

La tercera serie de formas invariantes, definida en 2n + 6 dimensiones, es dada

por

Ξ(2n+6) = 〈F n, K〉+ n〈F n−1, I2〉.
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No es complicado ver que Γ(2n+6) es invariante bajo las transformaciones extendidas.

En efecto, la variación del primer término es dada por

δ〈F nK〉 = 〈F n, ([K, ξ] + 2 [I, ξ2] + [F, ξ4])〉+ n〈[F, ξ] , F n−1, K〉,

y utilizando la identidad (3.20), esta expresión toma la forma

δ〈F n, K〉 = 2〈F n, [I, ξ2]〉. (3.22)

La variación del segundo término es dada por

δ〈F n−1, I2〉 = 2〈F n−1, ([I, ξ] + [F, ξ2]) , I〉+ (n− 1)〈[F, ξ] , F n−2, I2〉,

de modo que repitiendo el proceso se tiene

δ〈F n−1, I2〉 = 2〈F n−1, [F, ξ2] , I〉. (3.23)

Luego, de (3.22,3.23) vemos que

δΞ(2n+6) = 2n〈F n−1, [F, ξ2] , I〉+ 2〈F n, [I, ξ2]〉 = 0,

lo cual prueba la invariancia.

Por otra parte, de (3.21) se tiene

dΞ(2n+6) = 〈F n,DK〉+n〈D,F, F n−1, K〉+2n
〈
F n−1,DI, I

〉
+n(n−1)〈DF, F n−2, I2〉,

y utilizando la identidad de Bianchi, la derivada exterior toma la forma

dΞ(2n+6) = 2 〈F n, [I, C]〉+ 2n
〈
F n−1, [G,C] , I

〉
+ 〈F n, [F,E]〉 = 0.

De acuerdo con el lema de Poincaré, esta ecuación implica que Ξ(2n+6) puede ser

expresada, localmente, como la derivada exterior de una determinada (2n+ 5)-forma.

En efecto, siguiendo el mismo procedimiento de la subsección anterior, definiendo

potenciales de gauge homotópicos At = tA, Ct = tC, Et = tEt y tomando la derivada
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de la forma Ξ(2n+6)(At, Ct, Et) con respecto del parámetro se encuentra

Ξ(2n+6)(A,C,E) =

∫ 1

0

dt
d

dt
Ξ(2n+6)(At, Ct, Et) = dC

(2n+5)
CSAS (A,C,E)

donde

C
(2n+5)
CSAS (A,C,E) =

∫ 1

0

dt
[
n (n− 1)

〈
F n−2
t , A, I2

t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, C

〉
+n
〈
F n−1
t , A,Kt

〉
+ 〈F n

t , E〉
]
.

Esta forma (2n+ 5)-dimensional no es única y puede, al igual que en el caso de

las usuales formas de Chern–Simons, ser modificada por la adición de una forma

diferencial dada por dβ(2n+4).

3.2.4. Formas Chern–Simons en (2n+ 7) dimensiones

La cuarta serie de formas invariantes es definida en (2n+ 8) dimensiones de la

siguiente manera

Υ(2n+8) = 〈F n,M〉+ 3n〈F n−1, I,K〉+ n(n− 1)〈F n−2, I3〉 = dC
(2n+7)
CSAS .

Una vez más, es directo probar que Υ(2n+8) es invariante de gauge tanto para el caso

del parámetro escalar como para el caso de parámetros de gauge tensoriales [8]. Del

mismo modo un cálculo directo muestra que Υ(2n+8) es una forma cerrada y por lo

tanto, puede ser expresada localmente como la derivada exterior de una determi-

nada (2n+ 7)-forma. En efecto, siguiendo el mismo procedimiento de la subsección

anterior, se encuentra

Υ(2n+8) = dC
(2n+7)
CSAS
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donde

C
(2n+7)
CSAS =

∫ 1

0

dt
{
n
〈
F n−1
t , A,Mt

〉
+ 〈F n

t , G〉+ 3n(n− 1)
〈
F n−2
t , A,Kt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , C
〉

+ 3n
〈
F n−1
t , E, It

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, C

〉
+n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , A, I3

t

〉}
.

Todas las formas Γ(2n+3), Γ(2n+4), Ξ(2n+6) y Υ(2n+8) son análogas a los invarian-

tes de Pontrjagin–Chern P2n de la usuales teoŕıas de gauge, en el sentido que son

invariantes de gauge, cerradas e independientes de la métrica.

En Refs. [7–9] fueron encontradas expresiones explicitas y equivalentes para las

formas C
(2n+m)
CSAS las cuales difieren en término términos de borde C

(2n+m)
CSAS ∼ C

(2n+m)
CSAS +

dϕ(2n+m−1). Esto no presenta inconsistencias ya que todas dichas expresiones son

definidas sólo localmente.

3.3. Álgebras diferenciales libres

Es esta sección, haremos una breve revisión de las álgebras diferenciales libres, su

aplicación al caso de teoŕıas de gauge en gravedad y del formalimo de D′Auria–Fre.

Los resultados mostrados aqúı serán utilizados en el resto de la tesis.

3.3.1. Ecuacion de Maurer–Cartan

Para introducir el concepto de álgebra diferencial libre, es conveniente comenzar

analizando de las ecuaciónes de Maurer–Cartan. Estas ecuaciónes corresponden a

la formulación dual de un álgebra de Lie. En efecto, dado un grupo de Lie G, su

correspondiente álgebra de Lie está definida en el espacio tangente a la identidad de

la variedad del grupo y caracteriza las propiedades locales de éste. Si {Ta}dimG
a=1 es

base del álgebra de Lie g, entonces los generadores Ta satisfacen ciertas relaciones de

conmutación

[Ta, Tb] = C c
ab Tc, (3.24)
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donde los coeficientes C c
ab son llamados constantes de estructura y deben ser tales

que se cumpla la identidad de Jacobi

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tc, [Ta, Tb]] + [Tb, [Tc, Ta]] = 0. (3.25)

Dado un elemento de un grupo g(y) = exp (yaTa) ∈ G, la 1-forma invariante izquierda

ω(y) = g−1(y)dg(y), (3.26)

pertenece al álgebra de Lie y puede escribirse en términos de su base

ω(y) = ωa(y)Ta. (3.27)

El conjunto de 1-formas ωa(y) define una base cotangente sobre G. De esta forma,

si en lugar de considerar el espacio tangente, consideramos una base de 1-formas

{ωa}dimG
a=1 del espacio cotangente, que satisfacen la condición de dualidad ωa (Tb) = δab ,

entonces los elementos de la base dual satisfacen las ecuaciones de Maurer–Cartan

dωa +
1

2
C a
bc ω

b ∧ ωc = 0. (3.28)

La identidad de Jacobi para las constantes de estructura puede ser obtenida a partir

de la condición de integrabilidad d2 = 0 y las ecuaciones de Maurer–Cartan. En

efecto, tomando la derivada exterior a (3.28) se encuentra

d2ωa = −1

2
C a
bc C

b
ef ω

e ∧ ωf ∧ ωc = 0. (3.29)

Estas dos maneras de describir un álgebra de Lie son completamente equivalentes.

Sin embargo, considerar álgebras de Lie duales tiene la ventaja que ellas pueden ser

extendidas al caso de p-formas con p > 1. Dicha generalización conduce al concepto

de álgebra diferencial libre.

Es de interes notar que, en una teoŕıa de gauge, los campos Aa asociados a los

generadores de simetŕıa Ta satisfacen ecuaciones similares a las de Maurer–Cartan
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en la definición de la 2-forma curvatura. En efecto,

F = dA+
1

2
[A,A] ,

F a = dAa +
1

2
C a
bc A

b ∧ Ac.

Aqúı vemos que cuando la curvatura es nula, se obtienen las ecuaciones de Maurer–

Cartan escritas en términos los campos de gauge.

3.3.2. El concepto de álgebra diferencial libre

Las álgebras diferenciales libres generalizan el concepto de álgebra de Lie, de

modo tal que las ecuaciones de Maurer–Cartan acepten, en general, p-formas [29, 30,

32].

Sea M una variedad arbitraria y sea
{

ΘA1(p1),ΘA2(p2), . . . ,ΘAn(pn)
}

un conjunto

base de formas exteriores definidas sobre M, rotuladas por un ı́ndice A y por el

grado p de la forma, el cual puede ser diferente para diferentes valores de A. Esto

significa que cada pi toma valores 0, 1, 2, . . . , N mientras que i = 1, 2, . . . , n.

La derivada exterior dΘA(p) puede ser expresada como una combinación lineal de

los elementos de la base, lo cual conduce a escribir una ecuación de Maurer–Cartan

generalizada en la forma

dΘA(p) +
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)Θ

B1(p1) ∧ · · · ∧ΘBn(pn) = 0, (3.30)

donde los coeficiente C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn) son llamados constantes de estructura genera-

lizadas. Aqúı, N es igual a pmáx + 1, siendo pmáx el grado máximo en el conjunto{
ΘA(p)

}
. La simetŕıa de las constantes C

A(p)
B1(p1)···Bn(pn) es inducida por la permutación

de las formas ΘA(p) en el producto cuña y son distintas de cero sólo si

p1 + p2 + · · ·+ pn = p+ 1. (3.31)

La ecuación (3.30) es autoconsistente si y sólo si d2ΘA(p) es identicamente cero.

Esto significa que la aplicación de d a (3.30) conduce a las siguientes condiciones de
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integrabilidad

d2ΘA(p) + d

(
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)Θ

B1(p1) ∧ · · · ∧ΘBn(pn)

)
= 0,

de manera que

N∑
n=1

C
A(p)
B1(p1)B2(p2)···Bn(pn)dΘB1(p1) ∧ΘB2(p2) ∧ · · · ∧ΘBn(pn) = 0. (3.32)

Pero, de (3.30) sabemos que podemos escribir dΘB1(p1) en términos de las p-formas

de la base

dΘB1(p1) = −
N∑
m=1

1

m
C
B1(p1)

D1(q1)···Dm(qm)Θ
D1(q1) ∧ · · · ∧ΘDm(qm). (3.33)

De (3.33) y (3.32) tenemos

N∑
n,m=1

1

m
C
A(p)

B1(p1)···Bn(pn)C
B1(p1)

D1(q1)···Dm(qm)Θ
D1(q1) ∧ · · · ∧ΘDm(qm) ∧ΘB2(p2)

∧ · · · ∧ΘBn(pn) = 0. (3.34)

Esta ecuacion es conocida como identidad de Jacobi generalizada.

Definición:

Sea
{

ΘA(p)
}

un conjunto de formas exteriores definidas sobreM. Si dΘA(p) puede

ser expandida en la base
{

ΘA(p)
}

en la forma

dΘA(p) +
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)Θ

B1(p1) ∧ · · · ∧ΘBn(pn) = 0, (3.35)

y las constantes de estructura generalizadas satisfacen la identidad de Jacobi gene-
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ralizada

N∑
n,m=1

C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)C

B1(p1)
D1(q1)···Dm(qm)Θ

D1(q1)∧· · ·∧ΘDm(qm)∧ΘB2(p2)∧· · ·∧ΘBn(pn) = 0,

(3.36)

entonces (3.35) y (3.36) definen un álgebra diferencial libre.

Ejemplo:

El álgebra de Lie ordinaria es obtenida cuando todas las formas Θ tienen el grado

p = 1. En este caso p1 = 1, p2 = 1 y p = 1. Por lo tanto, p1 + p2 = 2 y N = 2. Con

esta información, (3.35) toma la forma,

dΘA(1) = −1

2
C
A(1)
B1(1)B2(1)Θ

B1(1)ΘB2(1),

mientras que de la ecuación (3.36)

1

2
C
A(1)
B1(1)B2(1)C

B1(1)
D1(1)D2(1)Θ

D1(1)ΘD2(1) = 0.

De esta manera, obtenemos las ecuaciones de Maurer–Cartan y la identidad de Jacobi

un álgebra de Lie ordinaria.

3.3.3. Formalimo de D′Auria–Fre

Consideremos ahora el gaugeo de las álgebras diferenciales libres. Definimos las

curvaturas F a, FA(p+1) como el lado izquierdo de las ecuaciones (3.28) y (3.35) res-

pectivamente y entonces podemos decir que las p-formas tienen curvatura nula. En

el caso de las álgebras de Lie ordinarias, esto corresponde a una variedad ‘ŕıgida’

del grupo G = exp (g). Una teoŕıa dinámica de las p-formas de una FDA puede ser

construidas relajando las condiciones F a = 0, FA(p+1) = 0, es decir, considerando que

los potenciales FDA Aa, AA(p) tienen curvatura no nula. En ese caso, los potenciales

Aa forman una base cotangente en una variedad ‘blanda’que puede entenderse como

una deformación de la variedad original.

Hemos visto que existen dos maneras totalmente equivalentes de describir un

álgebra de Lie. La forma de Maurer–Cartan es mas apropiada en el estudio de teoŕıas
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gravitacionales debido a que, en dicho caso, el objetivo es la construcción de acciones

para potenciales asociados a un grupo. Si se comienza con las ecuaciones de Maurer–

Cartan, se tiene que la transición a los potenciales es llevada a cabo reemplazando

las 1-formas ωa por un conjunto de 1-formas Aa potenciales de gauge asociados a un

grupo. Este cambio conduce a la definición de curvatura

F a = dAa +
1

2
C a
bc A

bAc, (3.37)

o bien,

F = dA+
1

2
[A,A] .

Por medio de una diferenciación directa de (3.37) se obtiene la identidad de Bianchi,

dada por

DF a = dF a + C a
bc A

bF b = 0. (3.38)

Es posible extender estos conceptos, asociados a la variedad de grupo, al caso de

las álgebras diferenciales libres.

3.3.4. Potenciales, curvatura e identidades de Bianchi

Sea
{
AB1(p1), AB2(p2), . . . , ABn(pn)

}
un conjunto de p-formas potenciales de gauge,

rotuladas por un ı́ndice B y por el grado p, el cual puede ser diferente para diferentes

valores de B. Esto significa que el ı́ndice i de Bi toma valores 0, . . . , n, y que cada

ı́ndice pi toma valores de 1, . . . , n en forma independiente. Si consideramos las p-

formas potenciales de gauge ABi(pi), como los potenciales de gauge de un álgebra

diferencial libre, en la misma forma en que las componentes Aa son los potenciales

de gauge de un grupo ordinario, entonces la curvatura asociada a los potenciales

ABi(pi) viene dada por

FA(p+1) = dAA(p) +
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)A

B1(p1) ∧ · · · ∧ ABn(pn). (3.39)

Por medio de una aplicación directa del operador derivada exterior, es posible demos-

trar que las formas de curvatura verifican una identidad diferencial conocida como
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identidad de Bianchi generalizada

dFA(p+1) +
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)F

B1(p1+1) ∧ AB2(p2) ∧ · · · ∧ ABn(pn)

+ · · ·+ (−1)p1+···+pn−1

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)A

B1(p1) ∧ · · · ∧ ABn−1(pn−1) ∧ FB2(p2+1)

= 0. (3.40)

Esta identidad induce otra definición. Si HA(p+1) es un conjunto de (p + 1)-formas,

entonces la combinación

∇HA(p+1) = dHA(p+1) +
N∑
n=1

C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)H

B1(p1+1) ∧ AB2(p2) ∧ · · · ∧ ABn(pn)

+ · · ·+ (−1)p1+···+pn−1

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)A

B1(p1)

∧ · · · ∧ ABn−1(pn−1) ∧HB2(p2+1), (3.41)

es llamada derivada covariante adjunta de HA(p+1). Con esta definición la identidad,

de Bianchi establece que la derivada covariante adjunta de la curvatura es cero tal

como sucede con los grupos ordinarios.

Formas compuestas

Un tema de interés para los objetivos de esta tesis, es analizar si un álgebra di-

ferencial libre puede ser reducida a un grupo de Lie. Esta interrogante aparece de

modo natural cuando se intenta identificar la variedad sobre la cual las formas in-

variantes izquierdas ΘA(p) o los potenciales AB(p) están definidas. Puesto que hasta

ahora, la dimensión de M no ha sido fijada, tampoco se ha establecido sobre cuan-

tos vectores tangentes independientes Ta pueden ser proyectadas las ecuaciones de

Maurer–Cartan generalizadas. En general la ecuación (3.35) define un álgebra dife-

rencial libre. Las posibles extensiones de un álgebra de Lie g han sido estudiadas en

Refs. [29, 30] y se fundan en la existencia de las clases de cohomoloǵıa de Chevalley

en el álgebra de Lie [32].
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Para que la variedad M sea la un grupo de Lie ordinario, las ecuaciones de

Maurer–Cartan generalizadas deben poder escribirse como las de un álgebra de Lie.

Esto significa que la variedad M debe tener una dimensión mı́nima d = dimM
que admita las formas ΘA(p) y que además admita una base T (M) de vectores

tangentes invariantes izquierdos de un álgebra de Lie g que verifiquen las relaciones

de conmutación

[Ta, Tb] = C c
ab Tc,

y que el valor que toma ΘA(p) al actuar sobre una combinación de p vectores tangentes

Ta, sea una constante K
A(p)
a1···ap , es decir,

ΘA(p)
(
Ta1 , . . . , Tap

)
=

1

p
KA(p)
a1···ap . (3.42)

Para saber si esto es posible, debemos considerar la descripción dual de álgebra de

Lie, es decir, en términos de las 1-formas invariantes izquierdas. Tomando en cuenta

la relación de dualidad entre los vectores Ta y las correspondientes 1-formas ωa, la

ecuación (3.42) es equivalente a

ΘA(p) =
1

p
KA(p)
a1···apω

a1 ∧ · · · ∧ ωa2 . (3.43)

Diferenciando directamente las ecuaciones (3.43) se tiene

dΘA(p) = KA(p)
a1a2···apdω

a1 ∧ ωa2 ∧ · · · ∧ ωap , (3.44)

luego, reemplazando las ecuaciones de Maurer–Cartan del álgebra de Lie, las ecua-

ciónes (3.44) toman la forma

dΘA(p) = −1

2
KA(p)
a1a2···apC

a1
bc ωb ∧ ωc ∧ ωa2 ∧ · · · ∧ ωap .

Por otro lado, utilizando (3.30) podemos escribir dΘA(p) en términos de los elementos

de la base, es decir,

dΘA(p) = −
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)Θ

B1(p1) ∧ · · · ∧ΘBn(pn), (3.45)
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de modo que para que sea posible identificar los potenciales del álgebra diferencial

libre en términos de los potenciales del álgebra de Lie, debe tenerse

ΘB1(p1) =
1

p1

K
B1(p1)

b 1
1 ···b 1

p1

ωb
1

1 ∧ · · · ∧ ωb 1
p1 , (3.46)

...

ΘBn(pn) =
1

pn
K
Bn(pn)
b n1 ···b n

pn
ωb

n
1 ∧ · · · ∧ ωb n

pn . (3.47)

Cualquier solución de las ecuaciones algebráicas (3.46-3.47) conduce a interpretar el

álgebra diferencial libre como un álgebra de Lie y reduce la teoŕıa a estar definida

sobre la variedad de un grupo ordinario. Es importante notar que dicha solución no

es necesariamente única.



Caṕıtulo 4

Teoŕıas de gauge y arreglos

diferenciales

4.1. Preliminares

En esta sección, formularemos las teoŕıas de gauge extendidas en terminos de

lo que llamaremos arreglos diferenciales, o bien formas diferenciales libres. Si M
es una variedad arbitraria, entonces una forma diferencial libre es un arreglo V =(
V (0), . . . , V (D)

)
o conjunto de formas exteriores definidas sobre M y rotuladas por

el grado p = 0, 1, ..., D de la forma, el cual es diferente para cada componente del

arreglo. Adicionalmente, cada forma componente del arreglo esta evaluada en un

álgebra de Lie g, de generadores Ta, es decir,

V (p) =
1

p!
V a
µ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ⊗ Ta, p = 0, . . . , D.

Denotaremos con Ω
(
M (D)

)
al conjunto de arreglos construidos a partir de los espa-

cios Ωp
(
M (D)

)
con p = 0, ..., D. Dado que Ωp

(
M (D)

)
tiene dimensión

dim
(
Ωp
(
M (D)

))
=

(
D

p

)
,

45
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tenemos que un arreglo de Ω
(
M (D)

)
tiene

D∑
p=0

(
D

p

)
= 2D,

componentes.

Para esto, introduciremos una estructura algebráica diferente, con base
{
θ(p)

}D
p=0

,

de modo que podemos escribir V =
∑

p V
(p)θ(p). La suma de arreglos es definida como

+ : Ω
(
M (D)

)
× Ω

(
M (D)

)
−→ Ω

(
M (D)

)
,

V +W =
(
V (0), . . . , V (D)

)
+
(
W (0), . . . ,W (D)

)
=
(

(V +W )(0) , . . . , (V +W )(D)
)
,

donde

(V +W )(p) = V (p) +W (p),

que en términos de elementos θ(p) toma la forma

V +W =
∑
p

(
V (p) +W (p)

)
θ(p) =

∑
p

(V +W )(p) θ(p).

El producto de arreglos es definido como

◦ : Ω
(
M (D)

)
× Ω

(
M (D)

)
−→ Ω

(
M (D)

)
, (4.1)

V ◦W =
(

(V ◦W )(0) , . . . , (V ◦W )(D)
)
,

donde cada elemento (V ◦W )(p) del arreglo producto es una p-forma y una función

de las componentes
(
V (p),W (q)

)
. En términos de coeficientes matriciales el producto

◦ puede escribirse como

(V ◦W )(p) =
∑
q,r

α
(p)

(q)(r)V
(q) ∧W (r), (4.2)
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lo que en términos de los elementos θ(p) toma la forma

(V ◦W ) =

(∑
q

V (q)θ(q)

)
◦

(∑
r

W (r)θ(r)

)
=

(∑
q,r

V (q) ∧W (r)

)
θ(q) ◦ θ(r). (4.3)

Puesto que

(V ◦W ) =
∑
p

(V ◦W )(p) θ(p) =
∑
p

(∑
q,r

α
(p)

(q)(r)V
(q) ∧W (r)

)
θ(p)

=
∑
q,r

(
V (q) ∧W (r)

)(∑
p

α
(p)

(q)(r)θ(p)

)
, (4.4)

tenemos que la comparación de (4.3) con (4.4) conduce a

θ(q) ◦ θ(r) =
∑
p

α
(p)

(q)(r)θ(p),

donde las constantes de estructura del producto ◦ componen matrices cuadradas α(p)

de (D + 1)× (D + 1).

Por otro lado, dado que en el lado izquierdo de (4.2) tenemos una p-forma y al

lado derecho una (q + r)-forma, debe cumplirse que α
(p)

(q)(r) = 0 cuando q + r 6= p.

Esto significa que las matrices α(p) pueden ser escritas en términos de una submatriz

α̃(p) de (p+ 1)× (p+ 1) que sólo tiene componentes no nulas en su antidiagonal, es

decir,

α(p) =

(
α̃(p) 0

0 OD−p

)
,

siendo OD−p una matriz nula de (D − p)× (D − p).

Para tener una idea de la forma de los coeficientes de las matrices α(p), haremos

una comparación entre la estructura algebraica mostrada hasta aqúı y las álgebras

diferenciales libres estudiadas anteriormente. Para esto escribamos el conjunto de

potenciales de gauge
(
A(0), . . . , A(D)

)
como las componentes del arreglo

A =
∑
p

A(p)θ(p),
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de modo tal que cada componente viene dada como una p-forma evaluada en un

álgebra de Lie

A(p) =
[
A(p)

]a
Ta =

[
1

p!
Aaµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp
]
Ta.

Esto significa que las correspondientes intensidades de campo asociadas a cada A(p)

pueden ser escritas como las componentes otro arreglo

F =
∑
p

F (p)θ(p),

el cual puede ser contruido combinando el parentesis de Lie de g con el producto ◦.
Para poder definir el arreglo curvatura definimos el arreglo derivada exterior como

d = θ(1)d,

de modo que, dado un arreglo X, podemos escribir

d ◦X =
(
θ(1)d

)
◦

(∑
r

X(r)θ(r)

)
=
∑
r

dX(r)
(
θ(1) ◦ θ(r)

)
=
∑
r

α
(r+1)

(1)(r)dX
(r)θ(r+1),

de donde vemos que

(d ◦X)(r+1) = α
(r+1)

(1)(r)dX
(r). (4.5)

Con el objeto definir las transformaciones de gauge de los campos potenciales,

es necesario introducir un arreglo de parametros ξ compuesto por diferentes formas

parámetros. Generalizando la idea de las teoŕıas de gauge convencionales, definimos

las transformaciones de los campos de gauge A(p) en términos de las derivadas de los

parámetros ξ(q) que componen el arreglo ξ. Para no perder generalidad, definimos

I0 e I1 como los conjuntos de números naturales, correspondientes a los ordenes

de las formas ξ(p) y Ap respectivamente. Notemos que por consistencia, para cada

elemento q ∈ I1 debe haber un elemento r = q − 1 ∈ I0. Ahora mostraremos que

este formalismo, basados en arreglos, permite generar una clase especial de álgebra
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diferencial libre en la que todas las constantes de estructura pueden ser obtenidas a

partir de las constantes de estructura de un álgebra de Lie [33, 34].

Para esto recordemos que si consideramos las p-formas potenciales de gauge como

los potenciales de gauge de un álgebra diferencial libre, en la misma forma en que

las componentes Aa son los potenciales de gauge de un grupo ordinario, entonces la

curvatura asociada a las pi-formas ABi(pi) viene dada por

FA(p+1) = dAA(p) +
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)···Bn(pn)A

B1(p1) ∧ · · · ∧ ABn(pn). (4.6)

Si nos restringimos al caso donde las únicas constantes de estructura no nulas son

aquellas con dos ı́ndices bajos, entonces la ecuación (4.6) toma la forma

FA(p+1) = dAA(p) +
1

2
C
A(p)
B(q)C(r)A

B(q) ∧ AC(r). (4.7)

Definiendo, en analoǵıa con (4.7), las componentes del arreglo F como

F (p+1) = (d ◦ A)(p+1) +
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)A
(q)A(r),

donde, los coeficientes γ
(p+1)

(q)(r) satisfacen la siguiente regla bajo la permutación de sus

ı́ndices bajos

γ
(p+1)

(q)(r) = (−1)qr+1 γ
(p+1)

(r)(q), ∀r, q ∈ I1,

podemos escribir las componentes de F en términos de conmutadores de los campos

de gauge

F (p+1) = (d ◦ A)(p+1) +
1

2

∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)

[
A(q), A(r)

]
. (4.8)

Escribiendo esta ecuación en el lenguaje de la FDA se encuentra

FA(p+1) = α
(p+1)

(1)(p)dA
A(p) +

1

2

∑
q,r∈I1

C A
BCγ

(p+1)
(q)(r)A

B(q)AC(r),

donde hemos usado la ecuación (4.5) y el hecho que
[
A(q), A(r)

]
es un parentesis de

Lie. La comparacion con la expresion (4.7) conduce por consistencia a las siguientes
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condiciones

α
(p+1)

(1)(p) = 1,

C A
BCγ

(q+r)
(q)(r) = C

A(q+r)
B(q)C(r),

válidas para p, q, r ∈ I1. Aplicando el arreglo derivada sobre la ecuación (4.8) se

encuentra

(d ◦ F )(p+2) =
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)

(
dA(q)A(r) + (−1)q A(q)dA(r)

)
,

o bien,

(d ◦ F )(p+2) =
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)

[
dA(q), A(r)

]
.

Utilizando la ecuación (4.7) podemos escribir

(d ◦ F )(p+2) −
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)

[
F (q+1), A(r)

]
= −

∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)γ
(q+1)

(s)(t)

[
A(s)A(t), A(r)

]
,

y luego, definiendo el operador derivada covariante de un arreglo (D ◦X), como

(D ◦X)(p+2) = (d ◦X)(p+2) −
∑
q

∑
r∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)

[
X(q+1), A(r)

]
,

la cual, debe estar en consistencia con la definición de derivada covariante ∇ en el

caso de las álgebras diferenciales libres, tenemos que las componentes de la derivada

covariante del arreglo curvatura vienen dadas por

(D ◦ F )(p+2) = −
∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)γ
(q+1)

(s)(t)

[
A(s)A(t), A(r)

]
. (4.9)

Si evaluamos la ecuación (4.9) en el caso de curvatura nula encontramos la siguiente

identidad ∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)γ
(q+1)

(s)(t)

[[
A(s), A(t)

]
, A(r)

]
= 0,
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que puede ser escrita en la forma∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+1)

(q)(r)γ
(q+1)

(s)(t)A
A(s)AB(t)AC(r) [[TA, TB] , TC ] = 0,

o bien, en términos de las constantes de estructura de g∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

C
E(p+1)

D(q)C(r)C
D(q+1)

A(s)B(t)A
A(s)AB(t)AC(r) = 0.

Esta ecuación corresponde a la identidad de Jacobi y por lo tanto, la correspondiente

identidad de Bianchi para arreglos puede ser escrita como

D ◦ F = 0. (4.10)

En analoǵıa con las usuales teoŕıas de gauge, definimos las trasformaciones de gauge

de los potenciales en la forma

δA(p+1) = (d ◦ ξ)(p+1) −
∑
q,r

γ
(p)

(q)(r)

[
ξ(q+1), A(r)

]
, (4.11)

pero ahora restringiendonos al caso en que I0 e I1 estan compuesto únicamente

de números pares e impares respectivamente. Volviendo a rotular los ı́ndices, se

encuentra que la ecuación (4.11) puede ser escrita en la forma

δA(p+1) = dξp +
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
A(r), ξ(q−1)

]
. (4.12)

Esto implica que las curvaturas transforman como

δF (p+2) = dδA(p+1) +
∑
q,r∈I1

γ
(p+2)

(q)(r)

[
δA(q), A(r)

]
,
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o bien, en términos de las componentes de ξ

δF (p+2) =
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
dA(r), ξ(q−1)

]
−
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
A(r), dξ(q−1)

]
+
∑
q,r∈I1

γ
(p+2)

(q)(r)

[
dξ(q−1), A(r)

]
+
∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+2)

(q)(r)γ
(q)

(s−1)(t)

[[
A(t), ξ(s−1)

]
, A(r)

]
.

Dado que las transformaciones de gauge de la curvatura deben ser homogeneas, se

tiene la siguiente condición para los coeficientes γ
(p+2)

(q)(r)∑
q,r∈I1

γ
(p+2)

(q)(r)

[
dξ(q−1), A(r)

]
−
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
A(r), dξ(q−1)

]
= 0,

que puede escribirse de modo mas conveniente como

γ
(p+2)

(q)(r) = −γ(p+1)
(q−1)(r) para q, r ∈ I1. (4.13)

Esto significa que las curvaturas transforman homogeneamente como

δF (p+2) =
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
dA(r), ξ(q−1)

]
+
∑
q,r∈I1

∑
s,t∈I1

γ
(p+2)

(q)(r)γ
(q)

(s−1)(t)

[[
A(t), ξ(s−1)

]
, A(r)

]
.

(4.14)

Introduciendo la condición (4.13) en (4.14) se encuentra:

δF (p+2) = dδA(p+1) −
∑
q,r∈I1

γ
(p+1)

(q−1)(r)

[
δA(q), A(r)

]
, (4.15)

de donde podemos ver que

δF = D ◦ δA,

es decir, las curvaturas transforman de manera análoga al caso de las usuales teoŕıas

de gauge.

4.2. Exponenciación

La definición de producto introducido para arreglos, permite definir la exponen-

cial de un elemento de Ω
(
M (D)

)
compuesto únicamente por formas de orden par.
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Sea φ un arreglo

φ =
∑
p

φ(p)θ(p),

con p ∈ I0. Exigiendo que el producto ◦ sea asociativo, podemos definir el arreglo

eφ ∈ Ω
(
M (D)

)
en la forma

X = eφ =
∞∑
n=0

1

n!
φn = I + φ+

1

2
φ ◦ φ+

1

3!
φ ◦ φ ◦ φ+ · · · .

Esta definición requiere que exista un arreglo identidad que denotaremos

I =

(p)∑
p

I(p)θ(p).

Si exigimos que I sea una identidad por la derecha, se tiene

X ◦ I = X,∑
q,r

α
(p)

(q)(r)X
(q)I(r) = X(p).

De aqui podemos ver que las primeras componentes de I deben verificar las siguientes

ecuaciones

α
(0)

(q)(r)X
(q)I(r) = α

(0)
(0)(0)X

(0)I(0) = X(0),

...

α
(D)

(q)(r)X
(q)I(r) = α

(D)
(D)(0)X

(D)I(0) + · · ·+ α
(D)

(0)(D)X
(0)I(D) = X(D).

Dado que cada X(p) es independiente, debe tenerse que para todo p ∈ I0 son válidas

las siguientes relaciones:

α
(p)

(p)(0)X
(p)I(0) + α

(p)
(p−1)(1)X

(p−1)I(1) + · · ·+ α
(p)

(0)(p)X
(0)I(p) = X(p),{

α
(0)

(0)(0)I
(0) = α

(1)
(1)(0)I

(0) = · · · = α
(p)

(p)(0)I
(0) = 1,

α
(p)

(p−1)(1)I
(1) = · · · = α

(p)
(0)(p)I

(p) = 0.
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Aqúı existe una arbitrariedad en la elección de α
(p)

(p)(0) y I(0). Por simplicidad esco-

gemos

I(0) = 1,

α
(p)

(p)(0) = 1,

donde 1 es la identidad del grupo G. Esta última consideración tiene como conse-

cuencia que

I(1) = 0, I(2) = 0, · · · I(D) = 0,

de modo que el arreglo identidad es dado por

I = 1θ(0).

Si además exigimos que I sea la identidad por la izquierda, se tiene∑
q,r

α
(p)

(q)(r)I
(q)X(r) = X(p),

repitiendo el proceso del caso anterior, esta ecuación toma la forma

α
(p)

(0)(p)I
(0)X(p) = X(p),

y por lo tanto, α
(p)

(0)(p)I
(0) = 1. En resumen tenemos

α
(p)

(0)(p) = α
(p)

(p)(0) = 1 ∀p ∈ I0.

4.3. Elemento inverso

Sean ahora X = expφ e Y = expϕ dos arreglos tales que X ◦ Y = I. En

aproximación de primer orden se tiene

X = eφ = I + φ,

Y = eϕ = I + ϕ.
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Las componentes de la ecuación X ◦ Y = I pueden ser explicitamente vistas como

X(0)Y (0) = 1, (4.16)

α
(p)

(q)(r)X
(q)Y (r) = 0 para p 6= 0. (4.17)

A partir (4.16) podemos escribir

α
(0)

(0)(0)

(
1 + φ(0)

) (
1 + ϕ(0)

)
= 1,

y dado que cada α
(0)

(0)(0) = 1 encontramos

φ(0) = −ϕ(0).

Por otra parte, (4.17) vemos que para p > 0

α
(p)

(p)(0)X
(p)Y (0) + · · ·+ α

(p)
(0)(p)X

(0)Y (p) = 0,

pero, dado que trabajamos a primer orden en ϕ(p) y φ(p), únicamente el primer y

último término prevalecen

φ(p)
(
1 + ϕ(0)

)
+
(
1 + φ(0)

)
ϕ(p) = 0.

Aśı encontramos φ(p) +ϕ(p) = 0. Esto significa que ϕ = −φ, y al igual que en el caso

usual, se tiene eφ ◦ e−φ = I.

4.4. Asociatividad

Como fue mencionado anteriormente, exigiremos que el producto ◦ sea asociativo,

es decir,

(X ◦ Y ) ◦ Z = X ◦ (Y ◦ Z) ,

o bien, en términos de las componentes de los arreglos X, Y , Z

∑
q,r

α
(p)

(q)(r)

(∑
s,t

α
(q)

(s)(t)X
(s)Y (t)

)
Z(r) =

∑
q,r

α
(p)

(q)(r)X
(q)

(∑
s,t

α
(r)

(s)(t)Y
(s) ◦ Z(t)

)
,
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luego, re-rotulando ı́ndices se tiene∑
q,r,s,t

(
α

(p)
(q)(r)α

(q)
(s)(t) − α

(p)
(s)(q)α

(q)
(t)(r)

)
X(s)Y (t)Z(r) = 0,

y finalmente, dado que cada factor X(s)Y (t)Z(r) debe ser independiente, tenemos∑
q

(
α

(p)
(q)(r)α

(q)
(s)(t) − α

(p)
(s)(q)α

(q)
(t)(r)

)
= 0.

Ahora, recordando que coeficientes α
(p)

(q)(r) = 0 para q + r 6= p, podemos escribir la

ecuación de asociatividad como

α
(p)

(p−r)(r)α
(p−r)

(s)(p−r−s) − α
(p)

(s)(p−s)α
(p−s)

(p−r−s)(r) = 0.

Una importante consecuencia de esto se obtiene al considerar r = s

α
(p)

(p−r)(r)α
(p−r)

(r)(p−2r) = α
(p)

(r)(p−r)α
(p−r)

(p−2r)(r),

de aqúı vemos que la matriz α
(p)

(p−r)(r) deben tener la misma simetŕıa que α
(p−r)

(r)(p−2r)

en sus ı́ndices bajos. En adelante, describiremos la simetŕıa de estas matrices por

medio de una función genérica

α
(p)

(q)(r) = (−1)f(q,r) α
(p)

(r)(q).

4.5. Regla de Leibniz

Teniendo en cuenta que

[d ◦ (X ◦ Y )](p) =
∑
r,s,t

α
(p)

(1)(r)d
(
α

(r)
(s)(t)X

(s)Y (t)
)

=
∑
r,s,t

α
(p)

(1)(r)α
(r)

(s)(t)

(
dX(s)Y (t) + (−1)sX(s)dY (t)

)
,
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y que

[(d ◦X) ◦ Y ](p) =
∑
q,r,t

α
(p)

(q)(r)α
(q)

(1)(t)dX
(t)Y (r)

=
∑
r,s,t

α
(p)

(r)(t)α
(r)

(1)(s)dX
(s)Y (t),

tenemos que la propiedad asociativa de la operación producto ◦ nos permite escribir

α
(p)

(1)(p−1)α
(p−1)

(s)(t) = α
(p)

(p−t)(t)α
(p−t)

(1)(s).

Luego, podemos escribir la derivada del producto entre arreglos como

[d ◦ (X ◦ Y )](p) = [(d ◦X) ◦ Y ](p) +
∑
s,t

α
(p)

(1)(p−1)α
(p−1)

(s)(t) (−1)sX(s)dY (t),

o equivalentemente, haciendo uso de la función f (q, r)

[d ◦ (X ◦ Y )](p) = [(d ◦X) ◦ Y ](p)

+
∑
s

(−1)f(p−s,s)+f(s,p−s−1)+s α
(p)

(s)(p−s)X
(s)α

(p−s)
(1)(p−s−1)dY

(p−s−1).

Esto muestra que para conocer la regla de Leibniz para arreglos, es necesario conocer

la simetŕıa de las matrices α(p). Diferentes simetŕıas llevarán a una versión diferente

de la regla de Leibniz.

4.6. Transformaciones de gauge

Hasta ahora hemos considerado asociatividad en el producto de arreglos. Además

hemos definido la exponenciación, hemos definido el elemento neutro y el elemento

inverso para exponenciales de arreglos evaluados un álgebra de Lie. Esto significa que

las exponenciales de los arreglos constituyen un grupo. En analoǵıa al caso usual,

definimos la acción del grupo sobre un arreglo F como

F → F ′ = e−φ ◦ F ◦ eφ.
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De aqúı vemos que la forma infinitesimal de esta ley de transformación resulta

F ′ = (I − φ) ◦ F ◦ (I + φ) = F + [F, φ]◦ ,

donde definimos el parentesis entre arreglos [X, Y ]◦ como [X, Y ]◦ = X ◦ Y − Y ◦X.

De esta definición, encontramos que las componentes de [X, Y ]◦ son dadas por

[X, Y ](p)◦ =
∑
q,r

α
(p)

(q)(r)X
(q)Y (r) −

∑
q,r

α
(p)

(q)(r)Y
(q)X(r)

=
∑
q,r

α
(p)

(q)(r)

(
X(q)Y (r) − (−1)f(r,q) Y (r)X(q)

)
.

Para que el conmutador [X, Y ]◦ pueda ser escrito en términos de los conmutadores

de formas diferenciales, debe cumplirse que f (r, q) = rq, de modo que α
(p)

(q)(r) =

(−1)qr α
(p)

(r)(q), y puesto que q, r ∈ I0 se tiene

α
(p)

(q)(r) = α
(p)

(r)(q),

por lo que

[X, Y ](p)◦ =
∑
q,r

α
(p)

(q)(r)

[
X(q), Y (r)

]
.

En ese caso la regla de Leibniz para arreglos toma la forma usual

d ◦ (X ◦ Y ) = (d ◦X) ◦ Y +X ◦ (d ◦ Y ) .

Este resultado debe ser compatible con los coeficientes gamma. Hasta ahora hemos

encontrado propiedades para los coeficientes α
(p)

(q)(r) para el caso en que q, r ∈ I0, sin

embargo, podemos encontrar una apropiada identificación para estos coeficientes en

los casos en que un ı́ndice bajo, o ambos ı́ndices bajos estan contenidos en I1.

La opción más simple que satisface las condiciones (4.13) es dada por

α
(p+2)

(q)(r) = γ
(p+2)

(q)(r) =

{
δp+2
q+r para q, r ∈ I1,

(−1)q δp+2
q+r en otro caso,
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ya que de esta forma, la ley de transformación para F toma la forma

δF (p+2) =
∑
q,r∈I0

δp+2
q+r

[
F (q), ξ(r)

]
. (4.18)

4.7. Construcción de invariantes

Sea F =
(
F (0), . . . , F (D)

)
un arreglo de p-formas intensidades de campo rotuladas

por el grado p. Es posible construir un ‘arreglo invariante topológico’ análogo al

invariante de Chern-Pontrjagin de la siguiente forma

χn =
(
χ(0)
n , . . . , χ(D)

n

)
,

donde cada entrada corresponde a una s-forma dada por

χ(s)
n =

〈(
F n+1

)(s)
〉

=
〈

[F ◦ · · · ◦ F ](s)
〉
,

y donde el parentesis 〈· · · 〉 denota al operador traza simetrizada. Utilizando la forma

explicita del producto ◦ en términos de los coeficientes matriciales podemos escribir

χ(s)
n =

〈∑
q1,r1

δsq1+r1
F (q1) ∧

(∑
q2,r3

δr1q2+r2
F (q2)∧

(
· · ·

∑
qn−1,rn−1

δ
rn−2

qn−1+rn−1
F (qn−1)

∧

( ∑
qn,qn+1

δ
rn−1

qn+qn+1
F (qn) ∧ F (qn+1)

)))〉
, (4.19)

o bien,

χ(s)
n =

∑
q1,r1

· · ·
∑

qn−1,rn−1

∑
qn,qn+1

δsq1+r1
δr1q2+r2

· · · δrn−2

qn−1+rn−1
δ
rn−1

qn+qn+1

×
〈
F (q1), F (q2), · · · , F (qn−1), F (qn), F (qn+1)

〉
. (4.20)

Utilizando las propiedades de la delta de Kronecker podemos escribir la expresión

anterior de un modo más cómodo

χ(s)
n =

∑
q1

· · ·
∑
qn+1

δsq1+···+qn+1

〈
F (q1), · · · , F (qn+1)

〉
, (4.21)
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De (4.21) podemos ver que el invariante descrito por la forma diferencial no nula de

menor orden posible en el arreglo χn es una 2n+ 2-forma dada por
〈
F (2), · · · , F (2)

〉
.

Esto significa que la el arreglo χn es de la forma

χn =
(
0, . . . , 0, χ(2n+2)

n , χ(2n+3)
n , . . . , χ(D)

n

)
.

Por razones de comodidad denotaremos a las componentes de χn como χ
(d)
n = χ

(2n+p)
n

con p = 0, . . . , D− 2n. En esta notación, el resultado obtenido en la ecuación (4.21)

puede ser escrito de la siguiente manera:

χ(2n+p)
n =

∑
(k2,...,kD)∈Kp

fp (k2, ..., kD)
〈(
F (2)

)k2
, . . . ,

(
F (D)

)kD〉
, (4.22)

donde

fp (k2, ..., kD) =
n!

k2! . . . kD!
. (4.23)

Esta expresión tiene un origen y forma diferente a la ecuacion (4.21). Para obtener

(4.22) fue utilizado el teorema de Newton generalizado. Ahora tenemos una sumatoria

en la que cada término contiene potencias de todas las formas curvaturas F (t) (cada

t-forma F (t) esta elevada a kt). Sin embargo, los exponentes (k2, ..., kD) de dichas

formas curvatura son combinaciones de números muy especificas. Los coeficientes

kt son distintos de cero, sólo para t par y la suma corre únicamente sobre aquellas

combinaciones de números (k2, ..., kN) (donde cada kt toma valores positivos entre 0

y n + 1) que están dentro de Kt, siendo Kt el conjunto de soluciones del siguiente

sistema de ecuaciones

k2 + · · ·+ kD = n+ 1,

D∑
t=3

(t− 2) kt = p− 2.

Ahora probaremos que las ecuaciones (4.22) y (4.23) puede reproducir los resultados

similares a los obtenidos en las referencias [7–9].

Caso p = 2

El caso más sencillo es encontrar el invariante de Chern–Pontrjagin para el caso
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donde d = 2n+ 2. Para esto, es necesario resolver el siguiente sistema de ecuaciones

k2 + · · ·+ kD = n+ 1,
D∑
t=3

(t− 2) kt = 0.

De la segunda ecuación se tiene

k3 + 2k4 + · · ·+ (D − 2) kD = 0.

Puesto que todos los kt no nulos son enteros positivos, se tiene k3 = · · · = kD = 0,

y entonces, de la primera ecuación se tiene k2 = n + 1. Como ésta es la única

solución posible tenemos que el conjunto Kp=2 sólo consta de un arreglo de números

K0 = {(n+ 1, 0, . . . , 0)}, de modo que χ
(2n+2)
n es dado por

χ(2n+2)
n = f0 (N, 0, ..., 0)

〈(
F (2)

)n+1
,
(
F (3)

)0
. . . ,

(
F (D)

)0
〉

=
〈(
F (2)

)n+1
〉
,

el cual, claramente coincide con el invariante topológico usual que da lugar a las

conocidas formas de Chern–Simons.

Caso p = 4

En este caso buscamos el invariante (2n+ 4)-dimensional. Para esto debemos

resolver el siguiente sistema de ecuaciones

k2 + · · ·+ kD = n+ 1,
D∑
t=3

(t− 2) kt = 2.

Tomando en cuenta que los kt son enteros positivos, vemos que la segunda ecuación

conduce a

k3 + 2k4 = 2.

De aqúı vemos que k5 = · · · = kD = 0, de manera que el sistema de ecuaciones se

reduce a

k2 + k4 = n+ 1, k4 = 1,
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el cual sólo tiene una solución en los enteros positivos

K2 = {(n, 0, 1, 0, ..., 0)} .

Aśı tenemos que el la (2n+ 4)-forma del arreglo χn
1 es dada por

χ(2n+4)
n =

〈(
F (2)

)n
, F (4)

〉
,

el cual coincide con el invariante topologico en (2n+ 4)-dimensiones encontrado por

Antoniadis y Savvidy en Refs. [7–9].

Caso p = 6

En este caso buscamos el invariante (2n+ 6)-dimensional. Para esto debemos

resolver el sistema de ecuaciones

k2 + · · ·+ kD = n+ 1,
D∑
t=3

(t− 2) kt = 4.

Tomando en cuenta que los kt son enteros positivos, vemos que la segunda ecuación

toma la forma

2k4 + 3k5 + 4k6 = 4.

Luego, el sistema de ecuaciones se reduce a

k2 + k4 + k6 = n+ 1,

k4 + 2k6 = 2,

el cual sólo tiene dos soluciones en los enteros positivos. Por lo tanto, el conjunto K4

consta de dos elementos

K4 = {(n, 0, 0, 0, 1, 0, ..., 0) , (n− 1, 0, 2, 0, 1, 0, ..., 0)} .

1En rigor, χ no es realmente un arreglo ya que no está evaluado en el álgebra de Lie, sin embargo,
seguiremos llamandolo aśı por simplicidad.
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La componente χ
(2n+6)
n es entonces dada por

χ(2n+6)
n =

〈(
F (2)

)n
, F (6)

〉
+
n

2

〈(
F (2)

)n−1
,
(
F (4)

)2
〉

el cual coincide, salvo por un coeficiente numerico, con el invariante topologico en

(2n+ 6)-dimensiones encontrado por Antoniadis y Savvidy en Refs. [7–9].

Caso p = 8

En este caso buscamos el invariante (d = 2n+ 8)-dimensional. Para esto debemos

resolver el sistema de ecuaciones

k2 + · · ·+ kD = n+ 1,
D∑
t=3

(t− 2) kt = 6.

Una vez más, de la segunda ecuación se tiene

2k4 + 4k6 + 6k8 = 6,

y el sistema de ecuaciones se reduce a

k2 + k4 + k6 = n+ 1,

k4 + 2k6 + 3k8 = 3.

Este sistema tiene tres soluciones en los enteros positivos y por lo tanto el conjunto

K6 consta de tres elementos

K2 = {(n, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, ..., 0) , (n− 1, 0, 1, 0, 1, 0, ..., 0) , (n− 2, 0, 3, 0, 0, 0, ..., 0)} ,

de modo que la componente χ2n+1
n es dada por

χ(2n+8)
n =

〈(
F (2)

)n
, F (8)

〉
+n
〈(
F (2)

)n−1
, F (4), F (6)

〉
+
n (n− 1)

6

〈(
F (2)

)n−2
,
(
F (4)

)3
〉
.

Esta expresión coincide , salvo por coeficientes numéricos, con el invariante topológico

en (2n+ 8)-dimensiones encontrado por Antoniadis y Savvidy en Refs. [7–9].
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Ahora probemos que las expresiones encontradas para χ
(2n+6)
n y χ

(2n+8)
n son formas

cerradas e invariantes de gauge. Para esto, utilizaremos las identidades de Bianchi

para arreglos dadas en (4.10) y enlistadas en el Apéndice D.

Tomando la derivada exterior de χ
(2n+6)
N tenemos

dχ(2n+6)
n = n

〈(
F (2)

)n−1
, DF (2), F (6)

〉
+
〈(
F (2)

)n
, DF (6)

〉
+
n (n− 1)

2

〈(
F (2)

)n−2
, DF (2),

(
F (4)

)2
〉

+
n

2

〈(
F (2)

)n−1
, F (4), DF (4)

〉
.

Utilizando las identidades de Bianchi, esta expresión toma la forma

dχ(2n+6)
n = −

〈[
F (4), A(3)

]
, F n

〉
+
〈[
F (2), A(5)

]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), A(3)

]
, F (4),

(
F (2)

)n−1
〉

= −
{〈[

F (4), A(3)
]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), A(3)

]
, F (4),

(
F (2)

)n−1
〉}

+
〈[
F (2), A(5)

]
,
(
F (2)

)n〉
= 0,

lo cual prueba que la forma χ
(2n+6)
N es cerrada.

Del mismo modo, tomando la derivada exterior de χ
(2n+8)
N tenemos

dχ(2n+8)
n =

〈
DF (8),

(
F (2)

)n〉
+ n

〈
F (8), DF (2),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n
〈
DF (4), F (6),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n
〈
F (4), DF (6),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n (n− 1)
〈
F (4), F (6), DF (2),

(
F (2)

)n−2
〉

+
3n(n− 1)

3!

〈
DF (4),

(
F (4)

)2
,
(
F (2)

)n−2
〉

+
n(n− 1)(n− 2)

3!

〈(
F (4)

)3
, DF (2),

(
F (2)

)n−3
〉
,
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y repitiendo el proceso, se tiene

dχ(2n+8)
n = −

{〈[
F (6), A(3)

]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), A(3)

]
, F (6),

(
F (2)

)n−1
〉}

− n

2

{
2
〈
F (4),

[
F (4), A(3)

]
,
(
F (2)

)n−1
〉

+ (n− 1)
〈[
F (4), A(3)

]
,
(
F (4)

)2
,
(
F (2)

)n−2
〉}

−
{〈[

F (4), A(5)
]
, F n

〉
+ n

〈
F (4),

[
F,A(5)

]
, F n−1

〉}
+
〈[
F,A(7)

]
, F n

〉
= 0,

lo cual prueba que χ
(2n+8)
n es cerrada. Por otra parte, de (4.18) podemos obtener las

variaciones de las formas de curvatura (ver Apéndice D). Utilizando estos resultados,

se tiene que la variación de χ
(2n+6)
N es dada por

δχ(2n+6)
n = n

〈(
F (2)

)n−1
, δF (2), F (6)

〉
+
〈(
F (2)

)n
, δF (6)

〉
+
n (n− 1)

2

〈(
F (2)

)n−2
, δF (2),

(
F (4)

)2
〉

+
n

2

〈(
F (2)

)n−1
, F (4), δF (4)

〉
,

y reemplazando las expresiones para δF (p) se tiene

δχ(2n+6)
n =

〈[
F (4), ξ(2)

]
, F n

〉
+
〈[
F (2), ξ(4)

]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), ξ(2)

]
, F (4),

(
F (2)

)n−1
〉

=
{〈[

F (4), ξ(2)
]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), ξ(2)

]
, F (4),

(
F (2)

)n−1
〉}

+
〈[
F (2), ξ(4)

]
,
(
F (2)

)n〉
= 0.

Del mismo modo, la variación de χ
(2n+8)
N es dada por

δχ(2n+8)
n =

〈
δF (8),

(
F (2)

)n〉
+ n

〈
F (8), δF (2),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n
〈
δF (4), F (6),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n
〈
F (4), δF (6),

(
F (2)

)n−1
〉

+ n (n− 1)
〈
F (4), F (6), δF (2),

(
F (2)

)n−2
〉

+
n(n− 1)

2

〈
δF (4),

(
F (4)

)2
,
(
F (2)

)n−2
〉

+
n(n− 1)(n− 2)

3!

〈(
F (4)

)3
, δF (2),

(
F (2)

)n−3
〉
,
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y utilizando nuevamente las leyes de transformación encontradas, se tiene

δχ(2n+8)
n = −

{〈[
F (6), ξ(2)

]
,
(
F (2)

)n〉
+ n

〈[
F (2), ξ(2)

]
, F (6),

(
F (2)

)n−1
〉}

− n

2

{
2
〈
F (4),

[
F (4), ξ(2)

]
,
(
F (2)

)n−1
〉

+ (n− 1)
〈[
F (4), ξ(2)

]
,
(
F (4)

)2
,
(
F (2)

)n−2
〉}

−
{〈[

F (4), ξ(4)
]
, F n

〉
+ n

〈
F (4),

[
F, ξ(4)

]
, F n−1

〉}
+
〈[
F, ξ(6)

]
, F n

〉
= 0.

Aśı tenemos que es posible construir formas cerradas e invariantes de gauge por

medio de la traza de las componentes del arreglo F ◦ · · · ◦ F . Resulta interesante

notar que los invariantes obtenidos no son exactamente iguales a los presentados

por Antoniadis y Savvidy. La razón de esta diferencia está en la elección de los

coeficientes α
(p)

(q)(r). Diferentes elecciones de estas matrices conducen a definiciones

diferentes para las transformaciones de gauge y para las identidades de Bianchi. El

caso presentado aqúı es el más simple, sin embargo, analizando las ecuaciones (C.3)

del Apéndice C, podemos ver que los campos de gauge de las teoŕıas de gauge de

Antoniadis y Savvidy corresponden a los potenciales de una FDA, cuyas constantes

de estructura han sido escaladas con coeficientes numéricos.



Caṕıtulo 5

Formas de transgresión y

ecuaciones triangulares

En este caṕıtulo estudiaremos las formas de transgresión y el teorema de Chern–

Weil en el contexto de las teoŕıas de gauge extendidas. Por otro lado, haciendo uso de

la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartán, serán obtenidas las correspondientes

ecuaciones triangulares y se generalizará el método de separación en subespacios

obtenido en referencia [35].

5.1. Invariante (2n + 3)-dimensional

En esta sección mostraremos que es posible definir una forma transgresión y pro-

bar el teorema de Chern–Weil a partir del invariante (2n+ 3)-dimensional mostrado

en el Caṕıtulo 3. Para llevar a cabo esta generalización es necesario considerar

1. Dos 1-formas conexión A0 y A1 evaluadas en un álgebra de Lie, cuyas corres-

pondientes curvaturas vienen dadas por

F0 = dA0 + A2
0, F1 = dA1 + A2

1.

2. Dos campos de gauge descritos por las 2-formas B0 y B1, también evaluadas

en el álgebra de Lie. Las correspondientes intensidades de campo o curvaturas

67
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son definidas como sigue

H0 = dB0 + [A0, B0], H1 = dB1 + [A1, B1].

En términos de estos ingredientes fundamentales, definimos las diferencias θ =

A1 − A0 y Φ = B1 − B0 en función de las cuales podemos definir las conexiones

homotópicas

At = A0 + tθ, Bt = B0 + tΦ, (5.1)

y sus correspondientes curvaturas

Ft = dAt + A2
t , Ht = DtBt = dBt + [At, Bt], (5.2)

las cuales satisfacen las condiciones,

d

dt
Ft = Dtθ,

d

dt
Ht = DtΦ + [θ, Bt] . (5.3)

5.1.1. Teorema de Chern–Weil para Γ(2n+3)

Siguiendo la formulación de teorema de Chern–Weil, demostrado para el caso del

invariante P2n [11], enunciamos el siguiente, teorema.

Teorema: La diferencia Γ(2n+3) (A1, B1) − Γ(2n+3) (A0, B0) es una forma exacta, es

decir,

〈F n
1 H1〉 − 〈F n

0 H0〉 = dQ(2n+2)(A1, B1, A0, B0), (5.4)

donde la cantidad

Q(2n+2)(A1, B1;A0, B0) =

∫ 1

0

dt
(
n〈F n−1θHt〉+ 〈F n

t Φ〉
)
, (5.5)

será llamada (2n+ 2)-forma transgresión de Antoniadis–Savvidy, en analoǵıa a las

usuales formas de transgresión en (2n+ 1)-dimensiones.
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Para mostrar este resultado notemos que, usando el teorema fundamental del

cálculo, podemos escribir el lado izquierdo de (5.4) en la forma

〈F n
1 H1〉 − 〈F n

0 H0〉 =

∫ 1

0

dt
d

dt
〈F n

t Ht〉 , (5.6)

diferenciando directamente el lado derecho y utilizando las ecuaciones (5.3), tenemos

〈F n
1 H1〉 − 〈F n

0 H0〉 =

∫ 1

0

dt

(〈
nF n−1

t

dFt
dt

Ht

〉
+

〈
F n
t

d

dt
Ht

〉)
=

∫ 1

0

dt
(
n
〈
F n−1
t DtθHt

〉
+ d 〈F n

t Φ〉 − 〈F n
t [Bt, θ]〉

)
. (5.7)

Luego, integrando por partes se tiene

〈F n
1 H1〉−〈F n

0 H0〉 =

∫ 1

0

dt
(
nd
〈
F n−1
t θHt

〉
− n

〈
F n−1
t θ [Bt, Ft]

〉
+ d 〈F n

t Φ〉 − 〈F n
t [Bt, θ]〉

)
.

El segundo término de la integral puede escribirse de forma más conveniente utili-

zando la identidad (3.20). Esto permite escribir

n
〈
F n−1
t θ [Ft, Bt]

〉
= 〈F n

t [Bt, θ]〉 , (5.8)

de modo que

〈F n
1 H1〉 − 〈F n

0 H0〉 = d

∫ 1

0

dt
(
n
〈
F n−1
t θHt

〉
+ 〈F n

t Φ〉
)
. (5.9)

Escribiendo este resultado en términos de la (2n+ 2)-forma de transgresión, obtene-

mos

〈F n
1 H1〉 − 〈F n

0 H0〉 = dQ (2n+2)(A0, B0;A1, B1),

lo cual demuestra el teorema.

Siguiendo el mismo procedimiento seguido en el caso de las formas Chern–Simons,

definimos la (2n+ 2)-forma de CSAS como

C
(2n+2)
CSAS (A,B) = Q(2n+2)(A,B; 0, 0) =

∫ 1

0

dt〈nAF n−1
t Ht +BF n

t 〉.
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Este resultado está de acuerdo con la expresión encontrada en Ref. [7] y mostrada

en el caṕıtulo III. Es interesante notar que las formas de transgresión, tanto la usual

como la generalización anterior son definidas globalmente sobre el espacio-tiempo

base del principal bundle y son invariantes de gauge off-shell. Por otra parte, las

formas Chern–Simons, son definidas localmente y son invariante de gauge off-shell

módulo terminos de borde.

5.1.2. Fórmula de homotoṕıa para Γ(2n+3)

Consideremos ahora la aplicación de la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan

[13] al caso del invariante topológico

Γ(2n+3) (At, Bt) = 〈F n
t , Ht〉 ,

es decir,∫
∂Tr+1

lpt
p!
〈F n

t , Ht〉 =

∫
Tr+1

lp+1
t

(p+ 1)!
d 〈F n

t , Ht〉+ (−1)p+q d

∫
Tr+1

lp+1
t

(p+ 1)!
〈F n

t , Ht〉 .

(5.10)

De Ref. [13] sabemos que los operadores d, dt y lt definen una álgebra gradada dada

por

d2 = 0 d2
t = 0, {d, dt} = 0,

[lt, d] = dt, [lt, dt] = 0.

Sin embargo, la acción de estos operadores sobre el álgebra de polinomios extendida

no está completamente determinada. De Ref. [13] sabemos que la acción de lt sobre

At y Ft es dada por,

ltAt = 0, ltFt = lt (dAt + AtAt) = (dlt + dt)At = dtAt,

mientras que la acción de lt sobre Bt y Ht debe ser determinada exigiendo que los

casos particulares de la ecuación (5.10) reproduzcan tanto el teorema de Chern–Weil

como la ecuación triangular.

Caso p = 0
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En este caso, encontramos que la ecuación (5.10) toma la forma,∫
∂T1

〈F n
t Ht〉 = d

∫
T1

lt 〈F n
t Ht〉 , (5.11)

donde At = A0 + tθ y Bt = B0 + tΦ. El lado izquierdo de la ecuación (5.11) es dado

por ∫
∂T1

〈F n
t , Ht〉 =

∫ 1

0

dt 〈F n
t , Ht〉 = 〈F n

1 , H1〉 − 〈F n
0 , H0〉 , (5.12)

mientras que el lado derecho puede encontrado haciendo uso de las propiedades del

operador lt. Puesto que el teorema de Chern–Weil debe coincidir con la ecuación

〈F n
1 , H1〉 − 〈F n

0 , H0〉 = d

{
n

∫ 1

0

dt
〈
F n−1
t , θ,Ht

〉
+

∫
T1

〈F n
t , ltHt〉

}
, (5.13)

nos vemos obligados a exigir que ltHt = dtBt. Por otro lado, de la definición de Ht

tenemos

〈F n
t , lt (dBt + AtBt −BtAt)〉 = 〈F n

t , dtBt〉 ,

de modo que

〈F n
t , ((d + At) (ltBt) + dtBt − (ltBt)At)〉 = 〈F n

t , dtBt〉 ,

y por lo tanto ltBt = 0. Resumiendo, podemos escribir, ltBt = 0 y ltHt = dtBt.

Caso p = 1

Ahora mostraremos que el método de separación en subespacios desarrollado en

referencia [35] puede ser generalizado al caso de teoŕıas de gauge extendidas. Esto

significa que el caso p = 1 la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan desdobla

la forma de transgresión generalizada Q(2n+2) (A2, B2;A0, B0) en una suma de dos

formas de transgresión que dependen del par de campos de gauge intermediarios

A1, B1 más una forma exacta. En efecto, para p = 1 la ecuación (5.10) toma la forma∫
∂T2

lt 〈F n
t , Ht〉 = −d

∫
T2

l2t
2
〈F n

t , Ht〉 , (5.14)
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donde ahora los campos de gauge homotópicos son dados por

At = t0 (A0 − A1) + t2 (A2 − A1) + A1,

Bt = t0 (B0 −B1) + t2 (B2 −B1) +B1. (5.15)

El lado izquierdo de (5.14) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

T2 = (A2, B2;A1, B1;A0, B0) ,

∂T2 = (A2, B2;A1, B1) + (A0, B0;A2, B2) + (A1, B1;A0, B0) ,

por lo tanto∫
∂T2

lt 〈F n
t , Ht〉 = Q(2n+2) (A2, B2;A1, B1)−Q(2n+2) (A2, B2;A0, B0)

+Q(2n+2) (A1, B1;A0, B0) ,

mientras que el lado derecho de (5.14) es dado por

d

∫
T2

l2t
2
〈F n

t , Ht〉 = dQ(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) , (5.16)

donde definimos

Q(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) =

∫
T2

l2t
2
〈F n

t , Ht〉 .

Aśı tenemos que la ecuación triangular es dada por

Q(2n+2) (A2, B2;A1, B1)−Q(2n+2) (A2, B2;A0, B0) +Q(2n+2) (A1, B1;A0, B0)

= −dQ(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) , (5.17)

o alternativamente

Q(2n+2) (A2, B2;A0, B0) =Q(2n+2) (A2, B2;A1, B1) +Q(2n+2) (A1, B1;A0, B0)

+ dQ(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) , (5.18)
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donde el término de borde viene dado por

Q(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) =
1

2
d

∫
T2

{
n (n− 1)

〈
F n−1
t , (dtAt)

2 , Ht

〉
+2n

〈
F n−1
t , dtAt, dtBt

〉}
.

Entonces, recordando que

(dtAt) = dt0 (A0 − A1) + dt2 (A2 − A1) ,

(dtBt) = dt0 (B0 −B1) + dt2 (B2 −B1) ,

se tiene

Q(2n+1) (A2, B2;A1, B1;A0, B0) =

∫ 1

0

dt

∫ t

0

ds
{
n (n− 1)

〈
F n−1
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) , Ht

〉
+ n

〈
F n−1
t , A0, (B2 −B1)

〉
+ n

〈
F n−1
t , A1, (B0 −B2)

〉
+n
〈
F n−1
t , A2, (B1 −B0)

〉}
. (5.19)

donde hemos introducido los parámetros t = 1− t0 y s = t2.

Es de interes notar que el uso de la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan

permite identificar la forma exacta de la contribución del borde. Notemos además

que si elegimos A0 = 0 y B0 = 0 obtenemos una expresion que relaciona una forma

de transgression con dos formas CSAS y una derivada total

Q(2n+2) (A2, B2;A1, B1) = C
(2n+2)
CSAS (A2, B2)− C

(2n+2)
CSAS (A1, B1)

− dQ(2n+1) (A2, B2;A1, B1; 0, 0) . (5.20)

5.2. Invariante (2n + 6)-dimensional

5.2.1. Teorema de Chern–Weil para Ξ(2n+6)

Al igual que en el caso anterior, consideremos dos 1-formas conexión A0, A1

evaluadas en un álgebra de Lie, junto a sus correspondientes 2-formas curvaturas

F0, F1. Incluiremos además, dos 3-formas campos de gauge C0, C1 y dos 5-formas
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campos de guge E0, E1 junto a sus correspondientes 4-formas y 6-formas curvatura

definidas como sigue

I0 = D0C0 = dC0 + [A0, C0] ,

I1 = D1C1 = dC1 + [A1, C1] ,

K0 = D0E0 + [C0, C0] = dE0 + [A0, C0] + [C0, C0] ,

K1 = D1E1 + [C1, C1] = dE1 + [A1, C1] + [C1, C1] .

A partir de dichos campos de gauge extendidos, definimos las siguientes conexiones

homotópicas

At = A0 + tθ,

Ct = C0 + tγ,

Et = E0 + tε,

con θ = A1 − A0, γ = C1 − C0, ε = E1 − E0 y t ∈ [0, 1].

En adelante denotaremos por comodidad Ai = (A1, Ci, Ei), de modo que, usando

el teorema fundamental del cálculo, en esta notación podemos escribir

Ξ(2n+6) (A1)− Ξ(2n+6) (A0) =

∫ 1

0

dt
d

dt

(
n
〈
F n−1, I2

〉
+ 〈F n, K〉

)
,

y luego, realizando la diferenciación con respecto al parámetro homotópico se en-

cuentra

Ξ(2n+6) (A1)− Ξ(2n+6) (A0) =

∫ 1

0

dt

{
n (n− 1)

〈
F n−2
t ,

dFt
dt

, I2
t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It,

dIt
dt

〉
+n

〈
F n−1
t ,

dFt
dt

,Kt

〉
+

〈
F n
t ,

dKt

dt

〉}
.
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Hemos visto que dFt
dt

= Dtθ y además es directo comprobar que

dIt
dt

= Dtγ + [θ, Ct] ,

dKt

dt
= Dtε+ [θ, Et] + 2 [Ct, γ] ,

de modo que

Ξ(2n+6) (A1)− Ξ(2n+6) (A0) = d

∫ 1

0

dt
[
n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ, I2

t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, γ

〉
+n
〈
F n−1
t , θ,Kt

〉
+ 〈F n

t , ε〉
]

+ ∆,

donde hemos definido,

∆ =

∫ 1

0

dt
{
−2n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ, It,DtIt

〉
− 2n

〈
F n−1
t ,DtIt, γ

〉
+ n

〈
F n−1
t , θ,DtKt

〉
+2n

〈
F n−1
t , It, [θ, Ct]

〉
+ 〈F n

t , ([θ, Et] + 2 [Ct, γ])〉
}
.

Utiilzando las identidades de Bianchi, se encuentra que ∆ toma la forma

∆ =

∫ 1

0

dt
{

2n (n− 1)
〈
F n−2
t , θ, It, [Ct, Ft]

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , [Ct, Ft] , γ

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, [θ, Ct]

〉
−n
〈
F n−1
t , θ, 2 [Ct, It] + [Et, Ft]

〉
+ 〈F n

t , ([θ, Et] + 2 [Ct, γ])〉
}
,

y utilizando la identidad (3.20) es directo probar que ∆ = 0. Esto significa que

podemos definir una (2n+ 5)-forma de transgresión como

T (2n+5) (A1;A0) =

∫ 1

0

dt
[
n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ, I2

t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, γ

〉
+n
〈
F n−1
t , θ,Kt

〉
+ 〈F n

t , ε〉
]
. (5.21)

Este resultado permite escribir el teorema de Chern–Weil en la forma

Ξ(2n+6) (A1)− Ξ(2n+6) (A0) = dT (2n+5) (A1;A0) .

A partir de T (2n+5) (A1;A0) podemos obtener la correspondiente forma CSAS (2n+ 5)-
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dimensional introducida en Ref. [9]:

C
(2n+5)
CSAS (A,C,E) = T (A,C,E; 0, 0, 0)

=

∫ 1

0

dt
[
n (n− 1)

〈
F n−2
t , A, I2

t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, C

〉
+ n

〈
F n−1
t , A,Kt

〉
+ 〈F n

t , E〉] .

5.2.2. Fórmula de homotoṕıa para Ξ(2n+6)

Consideremos nuevamente la fórmula de homotoṕıa de Cartán extendida, pero

en este caso, para el polinomio invariante Ξ(2n+6) construido a partir de los campos

de gauge At, Ct y Et. Siguiendo el mismo procedimiento realizado en las secciones

anteriores podemos escribir

At = t0A0 + t1A1 + · · ·+ tp+1Ap+1, (5.22)

Ct = t0C0 + t1C1 + · · ·+ tp+1Cp+1, (5.23)

Et = t0E0 + t1E1 + · · ·+ tp+1Ep+1, (5.24)

junto con la condición t0 + t1 + · · · + tp+1 = 1 que asegura que dichos campos

transformen del modo apropiado y que permite escribir los campos de gauge At, Ct

y Et en la forma,

At = t0 (A0 − Ap+1) + t1 (A1 − Ap+1) + · · ·+ tp (Ap − Ap+1) + Ap+1, (5.25)

Ct = t0 (C0 − Cp+1) + t1 (C1 − Cp+1) + · · ·+ tp (Cp − Cp+1) + Cp+1, (5.26)

Et = t0 (E0 − Ep+1) + t1 (E1 − Ep+1) + · · ·+ tp (Ep − Ep+1) + Ep+1. (5.27)

De la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan [13], se tiene∫
∂Tp+1

lpt
p!

Ξ(2n+6) (At, Ct, Et) = (−1)p d

∫
Tp+1

lp+1
t

(p+ 1)!
Ξ(2n+6) (At, Ct, Et) , (5.28)

donde ahora, al igual que en el caso de la sección anterior, debemos determinar la

acción del operador lt sobre los elementos {At, Ct, Et, Ft, It, Kt, dtAt, dtCt, dtEt,

dtFt, dtIt, dtKt}, la cual debe ser tal que se se verifique el teorema de Chern–Weil y
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se respete la clausura del álgebra de polinomios. Por el momento sólo sabemos que

en el caso estudiado en referencia [13] ltAt = 0 y ltFt = dtAt.

Caso p = 0

En este caso la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan se escribe∫
∂T1

Ξ(2n+6) = d

∫
T1

ltΞ
(2n+6), (5.29)

donde

At = A0 + t (A1 − A0) ,

Ct = C0 + t (C1 − C0) ,

Et = E0 + t (E1 − E0) .

El lado izquierdo de (5.28) es dado por∫
∂T1

Ξ(2n+6) (At, Ct, Et) = Ξ(2n+6) (A1, C1, E1)− Ξ(2n+6) (A0, C0, E0) ,

o bien, ∫
∂T1

Ξ(2n+6) (At) = Ξ(2n+6) (A1)− Ξ(2n+6) (A0) ,

mientras que el lado derecho toma la forma,

d

∫
T1

ltΞ
(2n+6) (At) = d

∫
T1

[
n (n− 1)

〈
F n−2
t , ltFt, I

2
t

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , It, ltIt

〉
(5.30)

+n
〈
F n−1
t , ltFt, Kt

〉
+ 〈F n

t , ltKt〉
]
, (5.31)

comparando (5.30) con (5.21) vemos que ltIt = dtCt, ltKt = dtEt. Haciendo uso del

álgebra gradada se encuentra

ltIt = lt (dCt + [At, Ct]) = dtCt + dltCt + AtltCt + ltCtAt,

donde vemos que ltCt debe ser una (2, 1)-forma en el álgebra de polinomios que
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verifique la siguiente condición∫
T1

〈
F n−1
t , It,DtltCt

〉
= 0. (5.32)

La única opción no nula es ltCt = dtFt. Si reemplazamos esto en la condición (5.32)

tenemos ∫
T1

〈
F n−1
t , It, [dtAt, Ft]

〉
= 0. (5.33)

Esta ecuación es muy restrictiva y conduce a contradicciones con la definición (5.21).

Por esta razón, la única opción válida es ltCt = 0. Del mismo modo para Et y Kt se

tiene

ltKt = dltEt + dtEt + lt [At, Et] = dtEt + DtltEt.

Para reobtener la expresión (5.21) se debe cumplir que∫
T1

〈F n
t , dtEt + DtltEt〉 = 0.

Una vez más, si suponemos que ltEt = dtIt se llega a contradicciones. Por esta razón

la única elección consistente es ltEt = 0.

Caso p = 1

Usando las expresiones anteriores en la fórmula extendida de homotoṕıa de Car-

tan para el caso p = 1, se encuentra∫
∂T2

lt
[
n
〈
F n−1
t , I2

t

〉
+ 〈F n

t , Kt〉
]

= −d

∫
T2

l2t
2

[
n
〈
F n−1
t , I2

t

〉
+ 〈F n

t , Kt〉
]
, (5.34)

donde ahora

At = t0A0 + t1A1 + t2A2 = t0 (A0 − A1) + t2 (A2 − A1) + A1,

Ct = t0C0 + t1C1 + t2 = t0 (C0 − C1) + t2 (C2 − C1) + C1,

Et = t0E0 + t1E1 + t2 = t0 (E0 − E1) + t2 (E2 − E1) + E1.
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El lado izquierdo de (5.34) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

T2 = (A2;A1;A0) ,

∂T2 = (A2;A1) + (A0;A2) + (A1;A0) ,

es decir,∫
∂T2

lt
[
n
〈
F n−1, I2

〉
+ 〈F n, K〉

]
= T (2n+5) (A2;A1)−T (2n+5) (A2;A0)+T (2n+5) (A1;A0) ,

de modo que podemos escribir la ecuación triangular

T (2n+5) (A2;A1)− T (2n+5) (A2;A0) + T (2n+5) (A1;A0) = −dT (2n+4) (A2;A1;A0) ,

donde definimos

T (2n+4) (A2;A1;A0) =

∫
T2

l2t
2

[
n
〈
F n−1, I2

〉
+ 〈F n, Kt〉

]
, (5.35)

aplicando el operador lt directamente se tiene

T (2n+4) (A2;A1;A0) =
1

2

∫
T2

[
n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3, (dtAt)

2 , I2
t

〉
+ 4n (n− 1)

〈
F n−2, dtAt, It, dtCt

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , (dtCt)

2〉
+n (n− 1)

〈
F n−2
t , (dtAt)

2 , Kt

〉
+ 2n

〈
F n−1
t , dtAt, dtEt

〉]
,

y puesto que,

dAt = (A0 − A1) dt0 + (A2 − A1) dt2,

dtCt = (C0 − C1) dt0 + (C2 − C1) dt2,
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se tiene que el término de borde es dado por

T (2n+4) (A2;A1;A0) =

∫ 1

0

dt

∫ t

0

ds
{
n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−1
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) , I2

t

〉
+ 2n (n− 1)

[〈
F n−2
t , A0, (C2 − C1) , It

〉
+
〈
F n−2
t , A1, (C0 − C2) , It

〉
+
〈
F n−2
t , A2, (C1 − C0) , It

〉]
+ 2n

〈
F n−1
t , (C2 − C1) , (C1 − C0)

〉
+ n (n− 1)

〈
F n−2
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) , Kt

〉
+ n

[〈
F n−1
t , A0, (E2 − E1)

〉
+
〈
F n−1
t , A1, (E0 − E2)

〉
+
〈
F n−1
t , A2, (E1 − E0)

〉]}
.

5.3. Invariante (2n + 8)-dimensional

5.3.1. Teorema de Chern–Weil para Υ(2n+8)

Al igual que en el caso anterior, consideremos dos 1-formas A0, A1, dos 3-formas,

C0, C1 y dos 5-formas campos de guge E0, E1, todas evaluadas en un álgebra de

Lie junto a sus correspondientes pares de 2-formas, 4-formas y 6-formas curvatura.

Consideraremos además dos 7-formas campos de gauge G0, G1 con sus 8-formas

intensidades de campo M0 y M1 dadas por

M0 = D0G0 + 3 [C0, E0] ,

M1 = D1G1 + 3 [C1, E1] .

Siguiendo el procedimiento de las secciones anteriores introducimos los campos de

gauge homotópicos At, Ct, Et, ya mostrados y Gt dado por

Gt = G0 + tλ,
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con λ = G1 −G0 y denotaremos Ai = (Ai, Ci, Ei, Gi). Del teorema fundamental del

cálculo podemos escribir

Υ(2n+8) (A1)−Υ(2n+8) (A0) =

∫ 1

0

dt
d

dt

{
〈F n

t ,Mt〉+ 3n
〈
F n−1
t , Kt, It

〉
+n (n− 1)

〈
F n−2
t , I3

t

〉}
.

Puesto que dFt
dt

= Dtθ,
dIt
dt

= Dtγ + [θ, Ct],
dKt
dt

= Dtε+ [θ, Et] + 2 [Ct, γ] y

dMt

dt
= Dtλ+ [θ,Gt] + 3 [Ct, ε] + 3 [γ,Et] ,

se tiene

Υ(2n+8) (A1)−Υ(2n+8) (A0)

=

∫ 1

0

dt
{
nd
〈
F n−1
t , θ,Mt

〉
+ d 〈F n

t , λ〉+ 3n (n− 1) d
〈
F n−2
t , θ,Kt, It

〉
+ 3nd

〈
F n−1
t , ε, It

〉
+ 3nd

〈
F n−1
t , Kt, γ

〉
+ 3n (n− 1) d

〈
F n−2
t , I2

t , γ
〉

+ n (n− 1) (n− 2) d
〈
F n−3
t , θ, I3

t

〉
+ n

〈
F n−1
t , θ,DtMt

〉
+ 〈F n

t , ([θ,Gt] + 3 [Ct, ε] + 3 [γ,Et])〉+ 3n
〈
F n−1
t , ε,DtIt

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ,DtKt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ,Kt,DtIt

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , ([θ, Et] + 2 [Ct, γ]) , It

〉
− 3n

〈
F n−1
t ,DtKt, γ

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, [θ, Ct]

〉
+ n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , θ,DtI

3
t

〉
−6n (n− 1)

〈
F n−2
t , It,DtIt, γ

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , [θ, Ct]
〉}
,

o bien,

Υ(2n+8) (A1)−Υ(2n+8) (A0)

= d

∫ 1

0

dt
{
n
〈
F n−1
t , θ,Mt

〉
+ 〈F n

t , λ〉+ 3n (n− 1)
〈
F n−2
t , θ,Kt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , γ
〉

+3n
〈
F n−1
t , ε, It

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, γ

〉
+ n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , θ, I3

t

〉}
+ ∆,
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donde hemos definido

∆ =

∫ 1

0

dt
{
n
〈
F n−1
t , θ,DtMt

〉
+ 〈F n

t , ([θ,Gt] + 3 [Ct, ε] + 3 [γ,Et])〉

+ 3n (n− 1)
〈
F n−2
t , θ,DtKt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ,Kt,DtIt

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , ε,DtIt

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , ([θ, Et] + 2 [Ct, γ]) , It

〉
− 3n

〈
F n−1
t ,DtKt, γ

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, [θ, Ct]

〉
+ n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , θ,DtI

3
t

〉
− 6n (n− 1)

〈
F n−2
t , It,DtIt, γ

〉
+3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , [θ, Ct]
〉}
.

Haciendo uso de las identidades de Bianchi y de la identidad (3.20) se encuentra

−n
〈
F n−1
t , θ, [Ct, Kt]

〉
− n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ,Kt, [Ct, Ft]

〉
+ n

〈
F n−1
t , Kt, [θ, Ct]

〉
= 0

−n
〈
F n−1
t , θ, [Et, It]

〉
− n (n− 1)

〈
F n−2
t , θ, [Et, Ft] , It

〉
+ n

〈
F n−1
t , [θ, Et] , It

〉
= 0,

−n
〈
F n−1
t , θ, [Gt, Ft]

〉
+ 〈F n

t , [θ,Gt]〉 = 0,

〈F n
t , [Ct, ε]〉 − n

〈
F n−1
t , ε, [Ct, Ft]

〉
= 0,

〈F n
t , [γ,Et]〉+ n

〈
F n−1
t , [Et, Ft] , γ

〉
= 0,

−2
〈
F n−2
t , θ, [Ct, It] , It

〉
− (n− 2)

〈
F n−3
t , θ, I2

t , [Ct, Ft]
〉

+
〈
F n−2
t , I2

t , [θ, Ct]
〉

= 0,〈
F n−1
t , [Ct, γ] , It

〉
+
〈
F n−1
t , [Ct, It] , γ

〉
+ (n− 1)

〈
F n−2
t , It, [Ct, Ft] , γ

〉
= 0,

de modo que, al igual que en los casos anteriores ∆ = 0. Aśı tenemos que el teorema

de Chern–Weil puede ser escrito como sigue

Υ(2n+8) (A1)−Υ(2n+8) (A0) = dQ(2n+7) (A1,A0) ,

donde hemos definido la (2n+ 7)-forma de transgresión

Q(2n+7) (A1,A0) =

∫ 1

0

dt
{
n
〈
F n−1
t , θ,Mt

〉
+ 〈F n

t , λ〉+ 3n (n− 1)
〈
F n−2
t , θ,Kt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , γ
〉

+ 3n
〈
F n−1
t , ε, It

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, γ

〉
+n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , θ, I3

t

〉}
.
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A partir de Q(2n+7) (A1,A0) podemos definir (localmente) la correspondiente forma

CSAS (2n+ 7)-dimensional ya introducida en Ref. [8]

C
(2n+7)
CSAS (A) = Q(2n+7) (A, 0)

=

∫ 1

0

dt
{
n
〈
F n−1
t , A,Mt

〉
+ 〈F n

t , G〉+ 3n (n− 1)
〈
F n−2
t , A,Kt, It

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , C
〉

+ 3n
〈
F n−1
t , E, It

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, C

〉
+n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , A, I3

t

〉}
.

5.3.2. Fórmula de homotoṕıa para Υ(2n+8)

Consideremos nuevamente la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan, pero

en este caso para el polinomio invariante Υ2n+8 construido a partir de los campos

de gauge At, Ct, Et y Gt. Siguiendo el procedimiento mostrado en las secciones

anteriores, introducimos los siguientes campos de gauge homotópicos

At = t0A0 + t1A1 + · · ·+ tp+1Ap+1, (5.36)

Ct = t0C0 + t1C1 + · · ·+ tp+1Cp+1, (5.37)

Et = t0E0 + t1E1 + · · ·+ tp+1Ep+1, (5.38)

Gt = t0G0 + t1G1 + · · ·+ tp+1Gp+1, (5.39)

donde la condición t0 + t1 + · · ·+ tp+1 = 1, permite escribir,

At = t0 (A0 − Ap+1) + t1 (A1 − Ap+1) + · · ·+ tp (Ap − Ap+1) + Ap+1, (5.40)

Ct = t0 (C0 − Cp+1) + t1 (C1 − Cp+1) + · · ·+ tp (Cp − Cp+1) + Cp+1, (5.41)

Et = t0 (E0 − Ep+1) + t1 (E1 − Ep+1) + · · ·+ tp (Ep − Ep+1) + Ep+1, (5.42)

Gt = t0 (G0 −Gp+1) + t1 (G1 −Gp+1) + · · ·+ tp (Gp −Gp+1) +Gp+1. (5.43)

De la ecuación de homotoṕıa de Cartan extendida se tiene∫
∂Tp+1

lpt
p!

Υ(2n+8) (At) = (−1)p d

∫
Tp+1

lp+1
t

(p+ 1)!
Υ(2n+8) (At) , (5.44)
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donde la acción de lt sobreGt yKt puede ser determinada exigiendo que se se verifique

el teorema de Chern–Weil y que se respete la clausura del álgebra de polinomios.

Caso p = 0

En este caso la ecuación de homotoṕıa toma la forma∫
∂T1

Υ(2n+8) (At) = d

∫
T1

ltΥ
(2n+8) (At) , (5.45)

donde

At = A0 + tθ, Ct = C0 + tγ,

Et = E0 + tε, Gt = G0 + tλ.

El lado izquierdo de (5.45) es dado por∫
∂T1

Υ(2n+8) (At) = Υ(2n+8) (A1)−Υ(2n+8) (A0) ,

mientras que el lado derecho puede ser escrito como

d

∫
T1

ltΥ
(2n+8) (At) = d

∫
T1

{
n
〈
F n−1
t , dtAt,Mt

〉
+ 〈F n

t , ltMt〉+ 3n (n− 1)
〈
F n−2
t , dtAt, Kt, It

〉
+ n (n− 1) (n− 2)

〈
F n−3
t , dtAt, I

3
t

〉
+ 3n (n− 1)

〈
F n−2
t , I2

t , ltIt
〉

+3n
〈
F n−1
t , ltKt, It

〉
+ 3n

〈
F n−1
t , Kt, ltIt

〉}
,

de modo que por comparación con el teorema de Chern–Weil se encuentra

ltMt = dtGt, ltGt = 0.

Caso p = 1

Usando los resultados anteriores en la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan

para p = 1, se encuentra∫
∂T2

ltΥ
(2n+8) (At) = −d

∫
T2

l2t
2

Υ(2n+8) (At) , (5.46)
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donde ahora

At = t0A0 + t1A1 + t2A2 = t0 (A0 − A1) + t2 (A2 − A1) + A1,

Ct = t0C0 + t1C1 + t2 = t0 (C0 − C1) + t2 (C2 − C1) + C1,

Et = t0E0 + t1E1 + t2 = t0 (E0 − E1) + t2 (E2 − E1) + E1,

Gt = t0G0 + t1G1 + t2 = t0 (G0 −G1) + t2 (G2 −G1) +G1.

El lado izquierdo de (5.46) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

dada por∫
∂T2

ltΥ
(2n+8) (At) = Q(2n+7) (A2,A1)−Q(2n+7) (A2,A0) +Q(2n+7) (A1,A0) ,

mientras que para el lado derecho se tiene

d

∫
T2

l2t
2

Υ(2n+8) (At) = dQ(2n+6) (A2,A1,A0) ,

con

dQ(2n+6) (A2,A1,A0) = d

∫
T2

l2t
2

[
〈F n

t ,Mt〉+ 3n
〈
F n−1
t , Kt, It

〉
+ n (n− 1)

〈
F n−2
t , I3

t

〉]
,

de modo que la ecuación triangular resulta

Q(2n+7) (A2;A1)−Q(2n+7) (A2;A0) +Q(2n+7) (A1;A0) = −dQ(2n+6) (A2;A1;A0) .

Repitiendo el proceso, se tiene que el término de borde en la ecuación triangular es



Caṕıtulo 5. Formas de transgresión y ecuaciones triangulares 86

dado por

Q(2n+6) (A2,A1,A0)

= n

∫ 1

0

dt

∫ t

0

ds
{(〈

F n−1
t , A0, (G2 −G1)

〉
+
〈
F n−1
t , A1, (G0 −G2)

〉
+
〈
F n−1
t , A2, (G1 −G0)

〉)
+ (n− 1)

[〈
F n−2
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) ,Mt

〉
+ 3 (n− 2)

〈
F n−3
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) , Kt, It

〉
+ (n− 2) (n− 3)

〈
F n−4
t , (A2 − A1) , (A1 − A0) , I3

t

〉
+ 6

〈
F n−2
t , It, (C2 − C1) , (C1 − C0)

〉
+ 3

(〈
F n−2
t , A0, (E2 − E1) , It

〉
+
〈
F n−2
t , A1, (E0 − E2) , It

〉
+
〈
F n−2
t , A2, (E1 − E0) , It

〉)
+ 3

(〈
F n−2
t , A0, (C2 − C1) , Kt

〉
+
〈
F n−2
t , A1, (C0 − C2) , Kt

〉
+
〈
F n−2
t , A2, (C1 − C0) , Kt

〉)
+ 3

(〈
F n−1
t , C0, (E2 − E1)

〉
+
〈
F n−1
t , C1, (E0 − E2)

〉
+
〈
F n−1
t , C2, (E1 − E0)

〉)
+ 3 (n− 2)

(〈
F n−3
t , A0, (C2 − C1) , I2

t

〉
+
〈
F n−3
t , A1, (C0 − C2) , I2

t

〉
+
〈
F n−3
t , A2, (C1 − C0) , I2

t

〉)]}
.



Caṕıtulo 6

Formas CSAS en (super)gravedad

En este caṕıtulo estudiaremos la relación entre las formas CSAS y algunas teoŕıas

de gravedad y supergravedad en 4 dimensiones.

6.1. Gravedad CSAS en 4-dimensiones

Hemos visto que la acción CSAS 4-dimensional es dada por

SCSAS =

∫
M4

〈FB〉, (6.1)

la cual es invariante (módulo terminos de borde) bajo transformaciones de gauge

extendidas.

En Refs. [15, 36, 37], A. H. Chamseddine construyó acciones topológicas para

gravedad en todas las dimensiones. En dichas referencias fue encontrado que en

dimensiones impares es posible construir acciones Chern–Simons, en donde todos los

campos dinámicos son componentes de una 1-forma conexión de gauge evaluada en

un álgebra de Lie, de modo que bajo una transformación de gauge off-shell gauge,

L
(2n+1)
CS (A) sólo cambia en una forma cerrada. Por esta razón, en la literatura estas

teoŕıas son llamadas cuasi-invariantes. El ejemplo mejor conocido de este tipo de

teoŕıas es la gravedad 3-dimensional invariante bajo el grupo SO (2, 2), en la que

la que el lagrangiano coincide con el de Einstein–Hilbert con constante cosmológica

87
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[14, 38]

L
(3)
CS =

k

2
εabc

(
Rab +

2

3`2
eaeb

)
ec. (6.2)

Esta construcción puede ser llevada a cabo en en todas las dimensiones impares

y puede ser extendida al caso de superalgebras. En la útima década, este tipo de

sistemas han sido estudiados en gran detalle, ver por ejemplo Refs. [12, 35, 39–43].

Sin embargo, en el caso de dimensiones pares, no es posible realizar una construcción

similar que sólo involucre una 1-forma conexión de gauge. Para lograrlo es necesario

utilizar, en adición a la conexión, al menos una 0-forma multiple φ en la representa-

cion fundamental del grupo de gauge. De esta forma, es posible construir una acción

2n-dimensional dada por

S(2n) [A, φ] = k

∫
M2n

εa1···a2n+1 φ
a1F a2a3 · · ·F a2na2n+1 , (6.3)

donde F ab corresponde a la 2-forma curvatura asociada a los generadores de un

grupo especial ortogonal. Esta acción, conocida como gravedad topólogica en di-

mensiones pares, fue obtenida por Chamseddine en [15] a partir de un lagrangiano

Chern–Simons, usando un método de reducción dimensional. Este tipo de acción ha

atraido la atención recientemente debido a que puede proporcionar una interesante

dinámica cosmológica con torsion no nula [44]. Además de la reducción dimensio-

nal de Chamseddine, la gravedad topológica tiene otras conexiones con las formas

Chern–Simons. Por ejemplo, en Ref. [45] fue encontrado que la acción para grave-

dad topólogica en dimensiones pares aparece de gravedad Chern–Simons utilizando

realizaciones no-lineales del grupo de Poincaré. En dicha referencia, el campo esca-

lar φa fue identificado con el campo coseto asociado con las realizaciones no-lineales

del grupo. Exploraciones adicionales fueron desarrolladas en Refs. [46–48], en donde

fue mostrado que la acción para gravedad topológica invariante bajo el grupo de

Poincaré corresponde, salvo una constante multiplicativa, a un término de Wess–

Zumino–Witten gaugeado.

En esta sección, analizaremos la relación que existe entre la gravedad topológica

en dimensiones pares de Chamseddine y un caso particular de la estructura pre-

sentada en las formas CSAS [8, 9]. Además se analizarán algunos ejemplos de la

construcción para los casos de las álgebras AdS, conformal.
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6.1.1. Introducción de 0-formas

Siguiendo Refs. [7–9], es posible extender la idea de los invariantes topológicos

para construir una (2n+ 1)-forma invariante de gauge, análoga a las presentadas por

Antoniadis y Savvidy

Γ2n+1 = 〈F nH1〉, (6.4)

cuya principal diferencia es que aqúı hemos incluido la 1-forma H1 = Dφ = dφ +

[A, φ]. Esto es, una 1-forma que juega el rol de ‘intensidad de campo’para la 0-forma

φ, la cual transforma como un tensor del grupo de gauge al igual que F . Es directo

ver que Γ2n+1 es una forma cerrada, de modo que de acuerdo al lema de Poincaré,

debe existir una 2n-forma C(2n) tal que

Γ2n+1 = dC
(2n)
CSAS. (6.5)

La 2-forma F y la 1-forma H1 satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,

DF = 0, DH + [φ, F ] = 0,

y bajo una transformación de gauge cambian de un módo análogo al de las teoŕıas

de gauge extendidas estudiadas en el caṕıtulo 3

δF = D(δA), δH1 = D(δφ) + [δA, φ] . (6.6)

De lo anterior vemos que la 2n-form C2n
CSAS es dada por

C
(2n)
CSAS (A, φ) = 〈F nφ〉.

Esto permite utilizar la forma C
(2n)
CSAS para construir acciones para gravedad en di-

mensiones pares para los grupos de gauge ISO(2n− 1, 1), SO(2n, 1) y SO(2n− 1, 2),

aśı como para otros grupos. Por ejemplo, si el grupo de gauge es el grupo AdS, la

forma C
(2n)
CSAS viene dada por [49]

〈F nφ〉 = εa1···a2n+1F
a1a2 · · ·F a2n−1a2nφa2n+1 , (6.7)
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la cual coincide con el lagrangiano de Chamseddine para gravedad topológica en

dimensiones pares de Ref. [15].

6.1.2. Caso AdS

Para este caso debemos introducir una 1-forma conexion A y un campo escalar

φ, evaluados en el álgebra SO (4, 2), a cuyas componentes denotaremos del siguiente

modo

A = e+ ω =
1

`
eaPa +

1

2
ωabJab,

φ = ϕ+ β =
1

`
ϕaPa +

1

2
βabJab.

A partir de las relaciones de conmutación del álgebra AdS en cinco dimensiones

[JAB, JCD] = ηBCJAD + ηADJBC − ηACJBD − ηBDJAC ,

[JAB, PC ] = ηBCPA − ηACPB,

[PA, PB] = JAB,

con ηAB =diag(−,+,+,+,+).

Puesto que en este caso la curvatura puede ser escrita como

F = T +R =
1

`
TAPA +

1

2

(
RAB +

1

`2
eAeB

)
JAB,

tenemos que el lagrangiano puede ser explicitamente escrita como

L
(4)
CSAS =

k

4`
εABCDE

(
RABRCD +

2

`2
RABeCeD +

1

`4
eAeBeCeD

)
ϕE

+
k

2`
εABCDE

(
RAB +

1

`2
eAeB

)
βCDTE, (6.8)

el cual es invariante bajo la acción del grupo SO (4, 2) y válido para la variedad 4

dimensional, correspondiente al borde de la variedad en donde se define el invariante

Γ. Para poder interpretar dicho grupo como el grupo conformal en 4 dimensiones,
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consideremos el siguiente cambio de base

D̃ = P4,

Ka = Pa + Ja4,

Πa = Pa − Ja4.

Luego, la conexión A puede escribirse como

A = yD̃ +
1

`
jaKa +

1

`
V aΠa +

1

2
ωabJab,

con

ea = ja + V a, ωa4 =
1

`
(ja − V a) ,

donde identificamos a V a, y y jacomo el campo vielbein, los campos de gauge aso-

ciados al generador de dilataciones y el boots conformal respectivamente. De esta

forma se tiene que las componentes de la curvatura 5-dimensional se escriben del

siguiente modo en términos de las curvaturas 4-dimensionales

Rab = R̂ab − 1

`2
(ja − V a)

(
jb − V b

)
,

Ra4 =
1

`
D (ja − V a) ,

T a = D (ja + V a) +
1

`
(ja − V a) e4,

T 4 = `dy +
2

`
jaVa,

donde denotamos Dω y D a las derivadas covariantes construidas a partir de las co-

nexiones ωAB y ωab respectivamente, y donde R̂ab representa la curvatura de Lorentz

en 4 dimensiones. Del mismo modo, En la nueva base, el campo φ se descompone

del siguiente modo

φ =
1

`
ϕ4D̃ + λaKa + θaΠa +

1

2
βabJab.

A partir de (6.8) podemos separar las distintas partes de la acción que se encuentran

acopladas con las distintas componentes de los campos escalares en la base conformal,
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es decir, con ϕ4, λa, θa y βab cada una de las cuales, es invariante bajo la acción del

grupo conformal. En estos términos, el lagrangiano se descompone en las siguientes

cantidades

Lϕ4 = εabcd

(
1

4`
R̂abR̂cd +

2

`3
R̂abjcV d +

4

`5
jajbV cV d

)
ϕ4,

Lλa = 2εabcd

[
R̂ab +

4

`2
jaV b

]
[DV c − V cy]λd,

Lβab =
1

`
εabcd

{
1

2

[
R̂ab +

4

`2
jaV b

] [
dy +

2

`2
jeVe

]
−
[

1

`
DjaDjb − 1

`
DV aDV b +

2

`2
DjaDV b +

2

`
V ayDjb +

2

`
jayDV b

]}
βcd,

Lθa = −2εabcd

[
R̂ab +

4

`2
jaV b

]
[Djc + jcy] θd.

6.2. Acción CSAS y superálgebra de Maxwell

En esta sección utilizaremos el método de descomposición de p-formas en 1-

formas, desarrollado en Ref. [30] y aplicado en Refs. [50–52], para construir una

forma CSAS a partir de la superalgebra de Maxwell. Luego, probaremos que la

correspondiente teoŕıa CSAS coincide con la acción para supergravedad estándar en

un determinado ĺımite.

La superalgebra de Maxwell minimal sM4 en 4 dimensiones tiene por genera-

dores a Pa, Jab, Zab, Z̃ab, Qα, Σα los cuales satisfacen las siguientes relaciones de
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(anti)conmutación

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηbdJac − ηacJbd,

[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, [Pa, Pb] = Zab,

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηbdZac − ηacZbd,

[Pa, Qα] = −1

2
(γaΣ)α , [Jab, Qα] = −1

2
(γabQ)α ,

[Jab,Σα] = −1

2
(γabΣ)α ,

[
Z̃ab, Qα

]
= −1

2
(γabΣ)α ,

{Qα, Qβ} = −1

2

[(
γabC

)
αβ
Z̃ab − 2 (γaC)αβ Pa

]
,

{Qα,Σβ} = −1

2

(
γabC

)
αβ
Zab,[

Jab, Z̃cd

]
= ηbcZ̃ad + ηadZ̃bc − ηbdZ̃ac − ηacZ̃bd,[

Z̃ab, Z̃cd

]
= ηbcZad + ηadZbc − ηbdZac − ηacZbd,

otros = 0.

Esta álgebra puede ser encontrada por medio de una S-expansion de la superalgebra

osp(4/1) [53, 54].

Con el objeto de escribir una acción para la forma CSAS, comenzamos expresando

los campo de gauge A y B en la base de la superalgebra de Maxwell

A =
1

`
eaPa +

1

2
ωabJab +

1

2
kabZab +

1

2
k̃abZ̃ab +

1√
`
ψαQα +

1√
`
ξαΣα,

donde ea es identificado como la 1-forma vierbein, ωab como la 1-forma conexión de

esṕın, y donde kab y k̃ab son dos campos bosónicos. Además, estan presentes las 1-

formas fermiónicas ψα y ξα. La correspondiente 2-forma curvatura es entonces dada

por

F =
1

`
T̂ aPa +

1

2
RabJab +

1

2
fabZab +

1

2
f̃abZ̃ab +

1√
`
ΨαQα +

1√
`
ΞβΣβ,
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donde definimos

T̂ a = T a +
1

2
ψ̄γaψ,

Rab = dωab + ωacω
cb,

fab = Dkab +
1

`2
eaeb + k̃ack̃

cb − 1

`
ξ̄γabψ,

f̃ab = Dk̃ab − 1

2`
ψ̄γabψ,

Ψα = Dψα,

Ξβ = Dξβ − 1

4
k̃abψα (γab)

β
α −

1

2`
eaψα (γa)

β
α .

Por otra parte, las componentes de la 2-forma B serán denotadas del siguiente modo

B = BaPa +
1

2
BabJab +

1

2
βabZab +

1

2
β̃abZ̃ab + λαQα + χαΣα,

mientras que las componentes de la 3-forma curvatura H serán denotadas como

H = HaPa +
1

2
HabJab +

1

2
ΘabZab +

1

2
Θ̃abZ̃ab + H̃αQα +HαΣα.

Utilizando las relaciones de la FDA, se encuentra que dichas componentes son dadas

por [55]

Ha = DBa − 1

`
Ba

ce
c +

1√
`
ψ̄γaλ, (6.9)

Hab = DBab, (6.10)

Θab = Dβab −B[a|
ck

c|b] − 1

`
B[a|e|b] − β̃[a|

c k̃
c|b] − 1√

`
ψ̄γabχ+

1√
`
λ̄γabξ,

Θ̃ab = Dβ̃ab −B[a|
c k̃

c|b] − 1√
`
ψ̄γabλ, (6.11)

H̃α = Dλα +
1

4
√
`
Babψβ (γab)

α
β , (6.12)

Hα = Dχα +
1

4
√
`
Babξβ (γab)

α
β −

1

2`
eaλβ (γa)

α
β +

1

2
√
`
Baψβ (γa)

α
β

− 1

4
k̃abλβ (γab)

α
β +

1

4
√
`
β̃abψβ (γab)

α
β . (6.13)
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Ahora debemos determinar la forma de las 2-formas Ba, Bab, βab, β̃ab, λα, χα en

términos de las componentes de A, de modo que el álgebra diferencial libre de po-

tenciales A y B se vea reducida a la superálgebra de Maxwell ya introducida. Para

poder hacer esto, seguimos el procedimiento desarrollado en Refs. [30, 50]. Debemos

expresar la forma B en términos de A por medio del ansatz más general posible, el

cual viene dado por las siguientes ecuaciones

Ba =
a1

2`
ωabe

b +
a2

2`
kabe

b +
a3

2`
k̃abe

b +
a4

`
ψ̄γaψ +

a5

`
ψ̄γaξ +

a6

`
ξ̄γaξ, (6.14)

Bab =
b1

2`2
eaeb +

b2

2
ω[a|

ck
cb] +

b3

2
kack

cb +
b4

2
ω[a|

ck̃
c|b] +

b5

2
k̃ack̃

cb

+
b6

2
ωacω

cb +
b7

`
ψ̄γabψ +

b8

`
ψ̄γabξ +

b9

`
ξ̄γabξ, (6.15)

βab =
c1

2`2
eaeb +

c2

2
ω[a|

ck
c|b] +

c3

2
kack

cb +
c4

2
ω[a|

ck̃
c|b] +

c5

2
k̃ack̃

cb

+
c6

2
ωacω

cb +
c7

`
ψ̄γabψ +

c8

`
ψ̄γabξ +

c9

`
ξ̄γabξ, (6.16)

β̃ab =
d1

2`2
eaeb +

d2

2
ω[a|

ck
c|b] +

d3

2
kack

cb +
d4

2
ω[a|

ck̃
c|b] +

d5

2
k̃ack̃

cb

+
d6

2
ωacω

cb +
d7

`
ψ̄γabψ +

d8

`
ψ̄γabξ +

d9

`
ξ̄γabξ, (6.17)

λα =
f1

`
eaγ

aψα +
f2

`
eaγ

aξα +
f3

2
ωabγ

abψα +
f4

2
ωabγ

abξα +
f5

2
kabγ

abψα

+
f6

2
kabγ

abξα +
f7

2
k̃abγ

abψα +
f8

2
k̃abγ

abξα, (6.18)

χα =
g1

`
eaγ

aψα +
g2

`
eaγ

aξα +
g3

2
ωabγ

abψα +
g4

2
ωabγ

abξα +
g5

2
kabγ

abψα

+
g6

2
kabγ

abξα +
g7

2
k̃abγ

abψα +
g8

2
k̃abγ

abξα, (6.19)

donde los coeficientes que acompañan a cada término son constantes arbitrarias y los

corchetes en los ı́ndices denotan antisimetrización sin normalización. Entonces, in-

troduciendo las ecuaciones (6.14-6.19) en (6.9-6.13), exigimos que el ansatz impuesto

verifique las ecuaciones de Maurer–Cartan generalizadas

Ha = 0,

Hab = Θab = Θ̃ab = 0,

H̃α = Hα = 0,
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siempre y cuando las componentes de A verifiquen las ecuaciones de Maurer–Cartan

de la superálgebra de Maxwell, es decir,

T̂ a = 0,

Rab = fab = f̃ab = 0,

Ψα = Ξβ.

De esta forma, se encuentra que las componentes de B deben estar dadas por

Ba =
a4

`
ψ̄γaψ +

a5

`
ψ̄γaξ, (6.20)

Bab = 0, (6.21)

βab =
c1

2`2
eaeb +

c5

2
k̃ack̃

cb +
c8

`
ψ̄γabξ +

c9

`
ξ̄γabξ, (6.22)

β̃ab =
d7

`
ψ̄γabψ +

d8

`
ψ̄γabξ, (6.23)

λα =
f1

`
eaγ

aψα +
f7

2
k̃abγ

abψα, (6.24)

χα =
g1

`
eaγ

aψα +
g2

`
eaγ

aξα +
g7

2
k̃abγ

abψα +
g8

2
k̃abγ

abξα. (6.25)

Los campos dados por las ecuaciones (6.20-6.25) representan la solución más general

que puede ser construida a partir de los campos {ea, ωab, kab, k̃ab, ψα, ξα}. Cualquier

elección de las constantes, las cuales quedan libres, representa una solución para la

FDA y reduce la teoŕıa a la variedad del supergrupo asociado a la superálgebra sM4.

Para poder construir la acción, utilizamos los tensores invariantes encontrados en

Ref. [53], dados por

〈JabJcd〉 = α0εabcd,〈
Z̃abZ̃cd

〉
= α4εabcd,

〈QαQβ〉 = 2α2 (γ5)αβ ,〈
JabZ̃cd

〉
= α2εabcd,

〈JabZcd〉 = α4εabcd,

〈QαΣβ〉 = 2α4 (γ5)αβ ,
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donde α0, α2 y α4 son constantes arbitrarias y sin dimensiones. El lagrangiano CSAS

es explicitamente dado por

L
(4)
CSAS =

1

4
εabcd

(
α0R

abBcd + α4

(
Rabβcd + fabBcd

))
+

1

4
εabcdα2

(
Rabβ̃cd +

1

4
f̃abBcd

)
+ α4f̃

abβ̃cd

+
2α2√
`

Ψα (γ5) β
α λβ +

2α4√
`

Ψα (γ5) β
α χβ +

2α4√
`
λα (γ5) β

α Ξβ. (6.26)

Luego, utilizando la expansion para los potenciales de la FDA, dados por las ecua-

ciones (6.20-6.25), el lagrangiano toma la forma

L
(4)
CSAS =

1

4
εabcd

(
α4R

ab
( c1

2`2
eced +

c5

2
k̃c f k̃

fd +
c8

`
ψ̄γcdξ +

c9

`
ξ̄γcdξ

))
+

1

4
εabcdα2R

ab

(
d7

`
ψ̄γcdψ +

d8

`
ψ̄γcdξ

)
+ α4f̃

ab

(
d7

`
ψ̄γcdψ +

d8

`
ψ̄γcdξ

)
+

2

`3/2
(α2f1 + α4g1) Ψαea (γ5) β

α (γa) γ
β ψγ

+

(
f7

2

2α2√
`

+
g7

2

2α4√
`

)
Ψαk̃ab (γ5) β

α

(
γab
) γ

β
ψγ

+
g2

`

2α4√
`

Ψα (γ5) β
α ea (γa) γ

β ξγ +
g8

2

2α4√
`

Ψα (γ5) β
α k̃ab

(
γab
) γ

β
ξγ

− f1

`

2α4√
`
eaψ

β (γa) α
β (γ5) γ

α Ξγ −
f7

2

2α4√
`
k̃abψ

β
(
γab
) α

β
(γ5) γ

α Ξγ. (6.27)

De la ecuación (6.27) podemos ver que si escogemos c9 = d8 = f1 = f7 = g2 = g8 = 0,

elección que es consistente con las ecuaciones (6.14-6.19) y (6.9-6.13), tenemos que

L
(4)
CSAS =

α4c1

8
εabcdR

abeced + 2α4g1

√
`Ψγ5eaγ

aψ +
α4c5

8
l2εabcdR

abk̃c f k̃
fd

+
α4c8

4
lεabcdR

abψ̄γcdξ +
α2d7

4
lεabcdR

abψ̄γcdξ +
α4d7

4
lεabcdf̃

abψ̄γcdξ

+ α4g7l
3/2Ψγ5k̃abγ

abψ. (6.28)

De la ecuación (6.28), podemos ver que cuando l <<< 1, el lagrangiano CSAS para
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la superalgebra de Maxwell es dado por

L
(4)
CSAS =

α4c1

8
εabcdR

abeced + 2α4g1

√
`Ψγ5eaγ

aψ. (6.29)

Este lagrangiano reproduce, excepto por coeficientes numéricos, al lagrangiano para

supergravedad estándar.



Caṕıtulo 7

Conclusiones y proyecciones

En el último tiempo, han sido llevadas a cabo investigaciones con el objetivo de

construir una teoŕıa de campos de gauge que generalice las simetŕıas de Yang–Mills,

de manera que incluya campos de gauge tensoriales no abelianos.

En Refs. [1–5, 7–9] fue formulada una teoŕıa de gauge de las caracteŕısticas an-

tes mencionadas, conocida como ‘teoŕıa de gauge extendida’, la cual incluye en su

descripción p-formas campos de gauge. La idea central de estos articulos es extender

el principio de gauge a campos descritos por formas de ordenes mayores y aśı cons-

truir polinomios en las formas de curvatura que sean análogos a las densidades de

Chern–Pontryagin y que conduzcan a densidades invariantes de gauge análogas a las

formas Chern–Simons. Por ejemplo, la primera serie de (2n+ 3)-formas invariantes,

viene dadas por Γ2n+3 = 〈F nH3〉, donde H3 = dB + [A,B] es la 3-forma intensidad

de campo asociada a una 2-forma campo de gauge B. Del mismo modo, son introdu-

cidos invariantes en 2n+ 4, 2n+ 6 y 2n+ 8 dimensiones, denotados Γ(2n+4), Ξ(2n+6)

y Υ(2n+8) respectivamente. Basandose en estos resultados, presentados en Refs. [7–9]

fueron encontradas expresiones explicitas para las correspondientes formas Chern–

Simons asociadas, las cuales, en analoǵıa a las formas Chern–Simons estandar, son

libre de background, cuasi-invariantes de gauge y definidas sólo localmente.

En el Caṕıtulo 4 de la presente tesis, se desarrolló una formulación basada es-

tructuras algebráicas, a las que denominamos como arreglos diferenciales libres, las

cuales reproducen los resultados de Refs. [1–5, 7–9] como casos particulares.

A diferencia del formalismo desarrollado en dichas referencias, la formulación en

99
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términos de arreglos diferenciales permite, en principio, obtener nuevos invariantes

tipo Chern–Pontrjagin y sus correspondientes formas Chern–Simons. Este formalis-

mo permite además obtener de manera directa, tanto de las leyes de transformación

de los campos, como las correspondientes identidades de Bianchi asociadas a las for-

mas de curvatura. Esto ofrece muchas ventajas, tanto desde el punto de vista de la

facilidad de cálculo como al momento de buscar una interpretación f́ısica más directa

de los campos f́ısicos.

En el Caṕıtulo 5, se estudiaron las generalizaciones del teorema de Chern–Weil

para las formas que hemos llamado formas CSAS. Además fueron definidas las co-

rrespondientes formas de transgresión generalizadas. En el mismo caṕıtulo fue gene-

ralizado el método de separación en subespacios, basado en la fórmula extendida de

homotoṕıa de Cartan.

En el Caṕıtulo 6, fueron llevadas cabo aplicaciones en las que las formas CSAS

describen lagrangianos de acciones para gravedad y supergravedad. También fue

estudiada la relación que existe entre dichas teoŕıas Chern–Simons y la teoŕıa de la

(super)gravedad estándar en cuatro dimensiones.

Finalmente puede ser relevante notar que las formas CSAS en 2n + 5 y 2n + 7

dimensiones, son de especial interés para futuras aplicaciones en supergravedad. Esto

se debe a que los casos n = 3 y n = 2 conducen a lagrangianos Chern–Simons en 11

dimensiones que contienen explicitamente y en forma natural, una 3-forma campo

de gauge y una 4-forma intensidad de campo. Esto permite conjeturar que podŕıa

ser posible construir una teoŕıa de supergravedad Chern–Simons 11-dimensional,

haciendo uso del procedimiento mostrado en el capitulo VI de esta tesis, que contenga

o desemboque en agún ĺımite en la teoŕıa de supergravedad estandar o CJS.



Apéndice A

Fórmula extendida de homotoṕıa

de Cartan

En este apendice se revisará la fórmula extendida de homotoṕıa de Cartan [13].

Sea f (lt) una función arbitraria del operador lt. Utilizando la expansión en serie

de potencias de la función f , podemos escribir el conmutador de f (lt) con el operador

derivada exterior como

[f (lt) , d] =

[∑
n

1

n!
f (n) (0) lnt , d

]
=
∑
n

1

n!
fn (0) [lnt , d] ,

pero dado que [lt, d] = dt y que

[lnt , d] = [lt, d] ln−1
t + · · ·+ ln−1

t [lt, d] ,

se tiene

[lnt , d] = dtl
n−1
t + ltdtl

n−2
t + · · ·+ ln−2

t dtlt + ln−1
t dt.

Teniendo en cuenta que [dt, lt] = 0 podemos escribir [lnt , d] = nln−1
t dt, y por lo tanto,

el parentesis [f (lt) , d] puede escribirse como

[f (lt) , d] =

(∑
n

f (n) (0)

(n− 1)!
ln−1
t

)
dt = f

′
(lt) dt = dt f

′ (lt) . (A.1)
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Un ejemplo particularmente interesante de ésto, resulta de elegir f (lt) = elt . En

dicho caso, f ′ (lt) = elt y la ecuación (A.1) toma la forma

[
elt , d

]
= dte

lt = eltdt.

Luego, aplicando estos operadores sobre un polinomio π en las formas (At, Ft, dtAt, dtFt)

dado por una (m, q)-forma sobre M×Tr+1, con m ≥ p y p+ q = r, se tiene

dte
ltπ = eltdπ − deltπ.

Esta identidad puede ser escrita en la forma

dt
d

dlt

∑
p

1

p!
lptπ =

∑
p

1

p!
lpt dπ − d

∑
p

1

p!
lptπ,

de donde se tiene ∑
p

dt
1

(p− 1)!
lp−1
t π =

∑
p

1

p!
lpt dπ −

∑
p

d
1

p!
lptπ,

o bien,
1

(p− 1)!
dtl

p−1
t π =

1

p!
(lpt d− dlpt ) π. (A.2)

La ecuación (A.2) es conocida como la versión diferencial de la fórmula extendida de

homotopia de Cartan.



Apéndice B

Electrodinámica con p-formas

En este apéndice, se realiza una revision de la electrodinamica de p-formas desa-

rrollada en Refs. [10, 56].

Los objetos de dimensiones mayores que cero, tales como cuerdas o membranas,

han jugado un importante rol en la f́ısica teórica. Este hecho, es motivación suficiente

para intentar generalizar a objetos extendidos, aquellas ideas y construcciones teóri-

cas que han resultado exitosas cuando han sido aplicadas a objetos puntuales, como

por ejemplo, la idea de invariancia de gauge. En referencias [10, 56], fue probado

que esto sólo es posible si el grupo de gauge es U (1), lo cual significa que no existen

teoŕıas de gauge no abelianas del tipo Yang–Mills para sistemas extendidos.

El análisis comienza recordando que, para objetos puntuales, el concepto de in-

variancia de gauge descansa sobre una 1-forma conexion evaluada en el álgebra de

Lie del grupo de gauge. Dicha 1-forma permite transportar campos desde un punto

del espacio-tiempo a otro, a lo largo de un camino que une ambos puntos. Esto sig-

nifica que el problema es extender la electrodinámica al caso donde el potencial de

gauge A es dado por una p-forma. Las fuentes del campo, que juega el rol de campo

electromagnético, ya no deben ser part́ıculas cargadas, sino objetos extendidos de

dimensión (p− 1).

Si un campo Φ (x) es transportado desde el punto x1 hasta el punto x2 a lo largo

de un camino Γ, entonces el campo ΦΓ (x2) obtenido al tranportar Φ (x) desde x1
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hasta x2 a lo largo de la curva Γ es dado por

ΦΓ (x2) = P exp

(
−q
∫

Γ

A

)
Φ (x1) , (B.1)

donde, q es una constante de acoplamiento. Aqúı el śımbolo P indica que la exponen-

cial debe estar ordenada con respecto al parámetro τ que parametriza a Γ y que se

incrementa monótonamente al moverse a lo largo de la curva. Para tener una teoŕıa

invariante bajo el grupo U (1), cuya acción sobre Φ (x) es dada por

Φ [xµ (τ)] −→ eiα(x)Φ [xµ (τ)] , (B.2)

entonces debemos definir una conexión A sobre el espacio de configuración xµ (τ).

La conexión A permite llevar a cabo el transporte de Φ [xµ (τ)] a lo largo de cual-

quier camino [xµ (τ)]. Análogamente al transporte paralelo de Levi-Civita usado en

Relatividad General, la ecuación para el transporte paralelo es en nuestro caso

dΦ (τ) = −qA (τ) Φ (τ) dτ, (B.3)

donde q es una constante de acoplamiento. De (B.3) vemos que

dΦ (τ)

Φ (τ)
= −qA (τ) dτ,

ecuación que tiene por solución

Φ (τ2) = exp

[
−q
∫

Γ

A (τ) dτ

]
Φ (τ1) .

El ordenamiento del camino es necesario, debido a que el hamiltoniano en el tiempo

τ , dado por

h (τ) = −qAµ [x (τ)]
dxµ

dτ
, (B.4)

es tal que su conmutador consigo mismo, a igual tiempo τ, no se anula a menos que

el grupo sea abeliano, en cuyo caso el ordenamiento del camino en (B.1) es superfluo.

En efecto, sabemos que el lagrangiano de interacción para una part́ıcula cargada
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en un campo electromagnético es dado por

Lint = qAµ
dxµ

dτ
,

y por lo tanto, el hamiltoniano es dado por Hint = pq̇−Lint, con pµ = ∂LI
∂Ȧµ

y qµ = Aµ.

Puesto que en este caso p = 0, tenemos

Hint = −qAµ
dxµ

dτ
,

y dado que xµ = xµ (τ) tenemos que

h (τ) = Hint = −qAµ
dxµ

dτ
.

Esto significa que

[h (τ) , h (τ ′)] = q2 dxµ

dτ

dxν

dτ ′
[Aµ (x (τ)) , Aν (x (τ ′))]

= q2 dxµ

dτ

dxν

dτ ′
Aaµ (x (τ))Abν (x (τ ′))C c

ab Tc, (B.5)

donde los Ta son los generadores del grupo y C c
ab son las constantes de estructura.

De (B.5) podemos ver que el conmutador se anulará para toda elección de las

componentes de Aaµ en cada punto si y sólo si las constantes de estructura se anulan.

Para saber si es posible extender el principio de gauge a campos definidos so-

bre objetos de mayores dimensiones, es necesario recordar que si xµ (σ) con σ =

(σ1, . . . , σp−1) son las ecuaciones paramétricas de una variedad de dimensión p − 1

embebida en un espacio-tiempo de Minkowski de dimensión n, entonces podemos

considerar campos funcionales Φ [x (σ)], definidos sobre un espacio de configuración

en el cual cada punto es una variedad de dimensión p− 1.

Si la (p− 1)-variedad es desplazada desde una configuración inicial x1 (σ) a una

final x2 (σ), ella barre un camino p-dimensional Γp en el espacio-tiempo, el cual es la

generalización del camino Γ en (B.1).

El correspondiente análogo de la 1-forma conexión, corresponde a una p-forma



Apéndice B. Electrodinámica con p-formas 106

dada por

A =
1

p!
Aµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (B.6)

Aqúı el producto dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp es la tangente al camino Γp, de modo que si

introducimos un sistema de coordenadas (ξ1, . . . , ξp) = (σ1, . . . , σp−1, τ) sobre Γp,

tenemos

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp =
∂x[µ1

∂ξ1
· · · ∂x

µp]

∂ξp
dξ1 ∧ · · · ∧ dξp, (B.7)

donde el parentesis cuadrado denota antisimetrización sin normalización.

Es posible postular una generalización de (B.1) dada por

ΦΓ (x2 (σ)) = P exp

(
−q
∫

Γp

A

)
Φ (x1 (σ)) . (B.8)

donde A es la p-forma conexion definida en (B.6), sin embargo, esto conduce a un

problema, ya que no existe una generalización directa para el operador P . Como

primer intento, podŕıa considerarse que es suficiente tener orden en τ = ξp ya que

xµ (ξ1, . . . , ξp) puede ser pensado como la historia del punto xµ (σ) en el tiempo τ .

Sin embargo, el camino debe ser invariante bajo las reparametrizaciones de Γp, es

decir, el ordenamiento debe mantenerse invariante si aplicamos una transformación

general de coordenadas a (ξ1, . . . , ξp). Esto es imposible si p > 1.

Para continuar con el argumento, es útil reformular la exigencia de covariancia

general de (B.8) en una manera más geométrica pero equivalente.

Consideremos ahora diferentes caminos en el espacio de configuración que van

desde x1 (σ) a x2 (σ), pero que corresponden, cuando es visto en el espacio-tiempo,

a cortar la misma variedad Γp por diferentes secuencias uniparamétricas de seccio-

nes (p− 1)-dimensionales xµ (σ, τ). Para tener invariancia bajo reparametrizaciones,

el transporte (B.8) debeŕıa ser independiente del camino elegido ya que diferentes

elecciones de los cortes corresponden a diferentes elecciones de τ = constante.

El exigir independencia del camino es común en teoŕıa de campos. La indepen-

dencia del camino es dada por la condición que establece que los generadores de

deformaciones de superficies dadas por H⊥ y Hi deben obedecer un álgebra univer-
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sal a igual tiempo

[H⊥ (σ) ,H⊥ (σ′)] =
(
Hi (σ) +Hi (σ′)

)
δ/i (σ − σ′) , (B.9)

[Hi (σ) ,H⊥ (σ′)] = H⊥ (σ) δ/i (σ − σ′) , (B.10)

[Hi (σ) ,Hj (σ′)] = Hi (σ) δ/j (σ − σ′) +Hj (σ) δ/i (σ − σ′) , (B.11)

donde Hi = gijHj, con gij la métrica sobre la (p− 1)-superficie en la que τ es

constante.

Los generadores H en (B.9-B.11) pueden ser obtenidos considerando (B.8) como

solución de la ecuación de propagación

∂Φ

∂τ
= hΦ, (B.12)

con Φ (τ1) = Φ [x1] y Φ (τ2) = Φ [x2]. Análogamente al caso de Relatividad General,

la ecuación para el transporte paralelo es dado por

dΦ = −qAφdτ, (B.13)

donde ahora

A [x (σ)] =
1

p!

∫
x(σ)

Aµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ,

pero utilizando la ecuación (B.7) se tiene

A [x (σ)] =
1

p!

∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂τ
dξ1 ∧ · · · ∧ dξp ∧ dτ. (B.14)

Por otro lado, la generalización de la acción de interacción es dada por

Sint = −q
∫

1

p!
Aµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp

= −
∫

q

p!

∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂τ
dξ1dξp−1 ∧ dτ
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Sint = −
∫

q

p!

∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂ξν1
· · · ∂x

µp

∂ξνp
p!εν1···νpdξ1 ∧ · · · ∧ dξp

= −
∫ {

q

∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂τ
dp−1σ

}
dτ.

De aqúı podemos ver que el lagrangiaano y el hamiltoniano de interacción son dado

por

Lint = −q
∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂τ
dp−1σ, (B.15)

h = Hint = −q
∫
x(σ)

Aµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂τ
dp−1σ. (B.16)

Ahora descomponemos ∂xµ

∂τ
en términos de las componentes normal y tangencial en

la forma
∂xµ

∂τ
= ξ⊥nµ + ξi

∂xµ

∂σi
, (B.17)

donde nµ es un vector unitario, orientado hacia el futuro, normal a la superficie τ =

constante que yace en Γp. En estos términos, el hamiltoniano toma la forma

h = −qAµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

(
ξ⊥nµp + ξi

∂xµp

∂σi

)
dp−1σ

= −q
∫ p−1

x(σ)

dp−1σ

{
ξ⊥Aµ1···µp

∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1
nµp + ξiAµ1···µp

∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂σi

}
,

(B.18)

definiendo

H⊥ = −qAµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1
nµp , (B.19)

Hi = −qAµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp−1

∂σp−1

∂xµp

∂σi
, (B.20)

tenemos

h = −q
∫
x(σ)

dp−1σ
{
ξ⊥H⊥ + ξiHi

}
. (B.21)

Debemos notar que aqúı, el ı́ndice i toma valores entre 0 y p − 1. Sin embargo, en
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nuestro caso la aparición del último factor ∂xµp

∂σi
hace que

Hi = 0. (B.22)

Reemplazando (B.19,B.22) en el álgebra (B.9-B.11) tenemos

[H⊥ (σ) ,H⊥ (σ′)] = 0, (B.23)

y calculando en forma separada este conmutador se tiene

[H⊥ (σ) ,H⊥ (σ′)] = q2

[
Aµ1···µp

∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp

∂σp−1
nµp , Aν1···νp

∂xν1

∂σ1
· · · ∂x

νp−1

∂σp−1
nνp
]

= q2Aaµ1···µp
∂xµ1

∂σ1
· · · ∂x

µp

∂σp−1
nµpAbν1···νp

∂xν1

∂σ1
· · · ∂x

νp−1

∂σp−1
nνpC c

ab Tc,

de aqúı vemos que el conmutador se anulará, únicamente si las constantes de estruc-

tura son nulas. Esto significa que el grupo debe ser abeliano y por lo tanto, (B.23)

debe ser válida también para diferentes tiempos τ , lo cual significa que el ordena-

miento del camino en (B.8) es superfluo. Este resultado prueba que no es posible

construir una teoŕıa de campos de Yang–Mills no abeliana para objetos extendidos

en el espacio-tiempo.



Apéndice C

Transformaciones de gauge e

identidades de Bianchi

En este apéndice listaremos las transformaciones de gauge, las definiciones de

las formas de curvatura y las correspondientes identidades de Bianchi, encontradas

en Refs. [1–5]. Estas propiedades son válidas para las teoŕıas de gauge extendidas

introducidas por Antoniadis y Savvidy.

C.0.1. Transformaciones de gauge

Las transformaciones de gauge para los campos tensoriales de gauge definidos en

las Refs. [7–9] vienen dadas por

δA = Dξ,

δA2 = Dξ1 + [A2, ξ] ,

δA3 = Dξ2 + [A3, ξ] ,

δA5 = Dξ4 + 2 [A3, ξ2] + [A5, ξ] ,

δA7 = Dξ6 + 3 [A3, ξ4] + 3 [A5, ξ2] + [A7, ξ] ,

donde DA2n+1 = dA2n+1 + [A,A2n+1].
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C.0.2. Intensidades de Campo

Las correspondientes intensidades de campo son

F = dA+ A2, (C.1)

F3 = dA2 + [A,A2] ,

F4 = dA3 + [A,A3] ,

F6 = dA5 + [A,A5] + [A3, A3] ,

F8 = dA7 + [A,A7] + 3 [A3, A5] .

C.0.3. Transformaciones de gauge de las intensidades de cam-

po

Las variaciones generales de las intensidades de campo son dadas por

δF = D(δA),

δF4 = D(δA3) + [A3, δA] ,

δF6 = D(δA5) + [A5, δA] + 2 [A3, δA3] ,

δF8 = D(δA7) + [A7, δA] + 3 [A5, δA3] + 3 [A3, δA5] ,

δF10 = D(δA9) + [A9, δA] + 4 [A7, δA3] + 6 [A5, δA5] + 4 [A3, δA7] , (C.2)

Las transformaciones de gauge para las intensidades de campo se obtienen a partir

de (C.2) y (2.41):

δF = [F, ξ] ,

δF4 = [F4, ξ] + [F, ξ2] ,

δF6 = [F6, ξ] + 2 [F4, ξ2] + [F, ξ4] ,

δF8 = [F8, ξ] + 3 [F6, ξ2] + 3 [F4, ξ4] + [F, ξ6] ,

δF10 = [F10, ξ] + 4 [F8, ξ2] + 6 [F6, ξ4] + 4 [F4, ξ6] + [F, ξ8] . (C.3)
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C.0.4. Identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchi vienen dadas por

DF = 0

DF3 + [A2, F ] = 0

DF4 + [A3, F ] = 0

DF6 + 2 [A3, F4] + [A5, F ] = 0

DF8 + 3 [A3, F6] + 3 [A5, F4] + [A7, F ] = 0



Apéndice D

Identidades para arreglos

diferenciales

En este apéndice, recopilaremos información similar a la expuesta en el Apéndice

C pero válida para un caso particular de la estructura formada por los arreglos

diferenciales utilizados en la última sección del Caṕıtulo 4.

D.0.1. Intensidades de Campo

F (2) = dA(1) +
1

2

[
A(1), A(1)

]
,

F (4) = dA(3) +
[
A(1), A(3)

]
,

F (6) = dA(5) +
[
A(1), A(5)

]
+

1

2

[
A(3), A(3)

]
,

F (8) = dA(7) +
[
A(1), A(7)

]
+
[
A(3), A(5)

]
. (D.1)
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D.0.2. Transformaciones de los campos de gauge

δA(1) = Dξ(0),

δA(3) = Dξ(2) +
[
A(3), ξ(0)

]
,

δA(5) = Dξ(4) +
[
A(3), ξ(2)

]
+
[
A(5), ξ(0)

]
,

δF (8) = Dξ(6) +
[
A(3), ξ(4)

]
+
[
A(5), ξ(2)

]
+
[
A(7), ξ(0)

]
.

D.0.3. Transformaciones de las formas de curvatura

δF (2) = D(δA(1)),

δF (4) = D(δC) +
[
C, δA(1)

]
,

δF (6) = D(δA(5)) +
[
A(5), δA(1)

]
+
[
A(3), δA(3)

]
,

δF (8) = D(δA(7)) +
[
A(7), δA(1)

]
+
[
A(5), δA(3)

]
+
[
A(3), δA(5)

]
,

o bien, en forma equivalente

δF (2) =
[
F (2), ξ(0)

]
,

δF (4) =
[
F (4), ξ(0)

]
+
[
F (2), ξ(2)

]
,

δF (6) =
[
F (6), ξ(0)

]
+
[
F (4), ξ(2)

]
+
[
F (2), ξ(4)

]
,

δF (8) =
[
F (8), ξ(0)

]
+
[
F (6), ξ(2)

]
+
[
F (4), ξ(4)

]
+
[
F (2), ξ(6)

]
.
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algebras and Lovelock–Cartan gravity theory, Physics Letter B 742 (2015) 310.
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[40] A. Achúcarro, P.K. Townsend, A Chern-Simons action for three-dimensional

anti-de Sitter supergravity theories, Phys. Lett. B 180 (1986) 89–92.
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