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Resumen

Esta tesis trata sobre la construccién y el analisis de las teorias de gauge de
alto orden y su relacién con las algebras diferenciales libres. En este contexto, se
analiza el trabajo realizado recientemente por Antoniadis y Savvidy y se plantea un
formalismo alternativo. Posteriormente analizaremos algunas aplicaciones. Algunos

resultados interesantes en este contexto son

1. La proposicién de un nuevo formalismo que da lugar a la construccion de nuevos

invariantes topologicos.

2. El estudio de generalizaciones al teorema de Chern—Weil que incluyen formas

de orden mayor.

3. La generalizacion del método de separacion en subespacios para incluir formas

de orden mayor.

4. El estudio de la relacion que existe entre las teorias de alto orden y algunas

teorias de gravedad y supergravedad ya conocidas.

Para llevar a cabo el mencionado formalismo, sera necesario introducir nuevas
herramientas matematicas a las que llamaremos arreglos de formas diferenciales o
formas diferenciales libres. Estas cantidades se componen de multiples formas dife-
renciales y permiten construir dlgebras diferenciales libres desde un nuevo punto de
vista. Utilizando estas estructuras se lleva a cabo la construccién un andlogo al in-
variante de Chern—Pontryagin, cuyas conponentes son equivalentes a los invariantes
presentados en las teorias de gauge de alto orden de Antoniadis y Savvidy. Por lti-

mo, por medio del uso de un mecanismo conocido como el método de D’Auria—Fre,
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Resumen VI

encontramos una relacién entre una particular clase de teoria de gauge extendida y

la teoria de la supergravedad estandar en cuatro dimensiones.



Abstract

This thesis deals with the construction and analysis of the so called high order
gauge theories and their relation with free differential algebras. In this context, we
analyze the recent work done by Antoniadis and Savvidy. Then we propose an al-
ternative way to make possible the inclussion of higher rank forms and study some
applications. Some interesting results related with this are

1. The proposition of a new formalism that gives rise to the construction of new
topological invariants.

2. The study of generalizations for Chern-Weil theorem that include higher rank
forms.

3. The generalization of the separation subspaces method in order to include
higher rank forms.

4. The study of the link between higher gauge theories and some theories for
gravity and supergravity.

To carry out the formalism mentioned above, it will be necessary to introduce
new mathematical tools which we will call arrays of differential forms or free differen-
tial forms. These quantities are composed with many differential forms and allow us
to construct some free differential algebras with a different point of view. Using these
structures, the construction of an analogous quantity for the of Chern-Pontryagin
density whose components are equivalent to the invariants presented in higher gauge
theories developed by Antoniadis and Savvidy is carried out. Finally, using a mecha-
nism known as D’Auria-Fre method we find a relation between a particular higher

rank gauge theory and four dimensional standard supergravity.
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Capitulo 1
Introduccion

En el actualidad, la interacciones electromagnética, nuclear débil y nuclear fuer-
te han sido exitosamente descritas por medio de la electrodindmica cuantica, la
cromodindmica cudntica, la teoria electrodébil y la teoria gran unificada. El conjun-
to de estas teorias constituyen el modelo estandar, el cual es basado en el grupo
U(1) x SU(2) x SU(3) ~ SU(5). El principal logro de los tltimos anos fue el descu-
brimiento del bosén de Higgs, predicho en la década de 1960 por Francois Englert,
Peter Higgs y Tom Kibble. Este resultado fue basado en fundamentos tedricos pro-
venientes de los patrones de simetria asociados con el subgrupo U(1) x SU(2) del

grupo del modelo estandar.

Estas construcciones, forman parte de la teoria cuantica de campos, la cual es
una de las piedras angulares de la fisica tedrica actual. Hasta el momento, esta teoria
ha sido experimentalmente comprobada con una enorme precisién. Sin embargo,
las razones del porque las reglas de dicha teoria cuantica funcionan en la forma

observada, sigue siendo un tema de investigacion abierto.

Por otro lado, la teoria de la gravedad describe perfectamente los fenémenos
gravitacionales macroscopicos, esto es, desde la escala humana a escalas cosmolégicas.
Einstein mostré que la teoria de la gravedad es una teoria de la geometria del espacio-
tiempo, sin embargo, no existe es una teoria para gravedad a escalas microscopicas.

Existen diferentes opiniones acerca de este punto. Una postura considera que la
teoria de cuerdas y la gravedad cuéantica de lazos, no son satisfactorias a la hora

de proporcionar modelos de gravedad cuantica. Otras posturas afirman que la no
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existencia de una teoria cudntica para la gravedad no supone un problema debido a
que los efectos gravitacionales son despreciables en esas escalas cuando se realizan
experimentos con energias accesibles en la Tierra. Ademas, estos requieren distancias
extremadamente cortas, del orden de la longitud de Planck (10733cm), o equivalen-

temente, energias extremadamente altas.

En el ano 1900, David Hilbert intent6 formular la fisica en un riguroso contexto
matematico, con la intencién de describir todos los fenémenos naturales. En dicha
época, resultaba razonable pensar esto, sin embargo, el experimento de Micheson—
Morley y la catastrofe ultravioleta de la radiacion de cuerpo negro no podian ser
explicados utilizando las teorias clasicas. Esto dio lugar al desarrollo de nuevas y
revolucionarias teorias ya que el experimento de Michelson—-Morley condujo la teoria
de la relatividad especial y la catastrofe ultravioleta llevé al desarrollo de la mecanica

cuantica.

Por otro lado, puesto que la teoria de la relatividad general es la evolucion logica
de relatividad especial, se tiene que la ausencia de una teoria cuantica para la gra-
vedad, en la actualidad supone un problema semejante al que se tenia a comienzos
del siglo XX. Una buena opcioén para abordar este problema es estudiar las posibles

simetrias de una atn hipotética teoria cuantica de la gravedad.

Una importante propiedad de los modelos de teoria de campos es que, a veces,
ellos son basados en simetrias que no pueden ser detectadas a escala humana pero
que se manifiestan a escalas de energias suficientemente altas, o equivalentemente, en
escalas de distancias suficientemente pequenas. Un ejemplo de esta situacion viene
dado por la simetria bajo el grupo U(1) x SU(2) que presenta la teoria electrodébil, la
cual se hace presente a energias mayores de la masa del bosén de Higgs. En analogia,
es posible que una teoria para gravedad cuantica exhiba nuevas simetrias que no son

visibles a energias menores que la escala de Planck.

Los logros de las mencionadas teorias que describen las interacciones fundamen-
tales, son basados en diferentes principios de simetria. Por ejemplo, la teoria de
la relatividad general es basada en el principio de equivalencia y una importante
extension de esta teoria, la supergravedad, resulta de incluir supersimetria en la

formulacién de Einstein.

Por esta razon, resulta natural preguntarse que tipo de simetrias se pueden es-
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perar en fenémenos que existen a energias mayores a la de la escala de Planck. La
busqueda de una respuesta a esta interrogante ha conducido en el ultimo tiempos a
postular que dichas simetrias pueden estar relacionadas con estructuras matemati-
cas denominadas algebras diferenciales libres y algebroides. Las teorias que parecen
presentar simetrias descritas por estas estructuras algebrdicas son conocidas como
teorfas de gauge de alto orden (higher gauge theories) o teorias de gauge extendidas.
Lo interesante de estas teorias, es que los primeros resultados parecen indicar que se
relacionan la teoria de cuerdas y con teorias de supergravedad en altas dimensiones.
Sin embargo, una importante diferencia entre teoria de cuerdas y teorias de gauge
de alto orden, es que la teoria de cuerdas contiene estados de alto espin masivos,
mientras que las teorias de gauge de alto orden en principio, describirian tinicamente
estados de alto espin sin masa. Esta propiedad de las teorias de gauge de alto orden
indica que ellas describen energias que son grandes, incluso comparadas con la escala
de Planck.

En el dltimo tiempo ha sido formulada una particular teoria de gauge de alto
orden, o teoria de gauge extendida, la cual incluye campos de gauge descritos por
p-formas diferenciales [1-5]. La idea de extender los campos de gauge a tensores de
rango mas alto fue usada en Ref. [6] para construir a de invariantes topoldgicos en
cinco dimensiones que conducen a una densidad invariante de gauge e independiente
de la métrica, la cual puede ser entendida como el andlogo cuadridimensional de la
densidad de Chern—Simons. Estos resultados fueron generalizados en Refs. [7-9] al
caso de mayores dimensiones, encontrando polinomios en las formas de curvatura,
analogos a las densidades de Chern—Pontryagin, las cuales conducen a diferentes

tipos de invariantes de gauge analogos a las formas Chern—Simons.

2n+3) _

En efecto, La primera serie de (2n + 3)-formas exactas viene dadas por I'(
(F" H)y = d@gggﬁ) , donde H = dB + [A, B] es una 3-forma intensidad de cam-
po, definida a partir de una 2-forma campo de gauge B. La segunda serie de for-
mas invariantes (2n + 4)-dimensionales es definida analogamente, viene dada por
[+ = (Fn T) y es definida en términos de la 4-forma I = dC + [A, C] que juega
el rol de intensidad de campo para la 3-forma campo de gauge C. Repitiendo este

proceso, es posible definir invariantes topoldgicos en 2n + 6 y 2n + 8 dimensiones,
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dados por

=@nt6) — (Fr K 4+ n(FY H2),
TS — (F™ M) + 3n(F" L 1K) +n(n — 1)(F"2, H),

siendo K y M una 6-forma y una 8-forma que juegan el rol de curvaturas para
campos de gauge extendidos, descritos por formas diferenciales de orden ain mayor.
Todas las formas ['?7+3) [@ntd)  =@n+6) v Yn48) gson andlogas a los invariantes
de Pontryagin—Chern de la usuales teorfas de gauge, en el sentido que ellas son
invariantes de gauge, cerradas e independiente de la métrica.

En Refs. [7-9] fueron encontradas expresiones explicitas para formas Chern—
Simons asociadas a estos invariantes topolégicos, las cuales, en analogia a las formas
Chern—Simons usuales, son libres de background, cuasi-invariantes de gauge y defi-
nidas solo localmente.

El principal objetivo de esta tesis es describir las simetrias que presentan estos
invariantes, por medio de la introduccién de ciertas estructuras, a las que hemos
denominado arreglos diferenciales.

La presente tesis esta organizada como sigue: en el Capitulo 2 se considera una
revision de las teorias de Yang—Mills y de las formas de Chern—Simons. Se llevara
a cabo la revision del teorema de Chern—Weil, de las formas de transgresion, de la
formula extendida de homotopia de Cartan, y de algunos aspectos de las teorias de
Chern—Simons para gravedad y supergravedad.

En el Capitulo 3 se realiza una revision sobre las teorfas de gauge extendidas
desarrolladas en Refs. [1-5, 7-9], y sobre el concepto de dlgebra diferencial libre.

El Capitulo 4 contiene los resultados principales de la tesis. Esto consiste en de-
mostrar que, utilizando algebras diferenciales libres, es posible formular una teoria de
gauge no abeliana con campos de gauge descritos por p-formas. Ademas, se muestra
que dichas algebras describen las simetrias que presentan los invariantes de Antonia-
dis y Savvidy.

En el Capitulo 5, se estudian las generalizaciones del teorema de Chern—Weil para
los invariantes introducidos en el Capitulo 2. Para esto se definen nuevas formas
de transgresion y se lleva a cabo la generalizacion del método de separacion en

subespacios basado en la formula extendida de homotopia de Cartan.
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En el Capitulo 6, se consideran algunas aplicaciones, en las que las formas de
Chern—Simons—Antoniadis—Savvidy describen lagrangianos de acciones para grave-
dad y supergravedad. También sera estudiada la relacion que existe entre dichas
teorfas Chern—Simons y la teoria de la (super)gravedad estdndar en cuatro dimen-
siones.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones generales, incluyendo
un resumen de los principales resultados de la presente tesis y posibles generaliza-
ciones y aplicaciones para los resultados obtenidos.

Se incluyen cuatro apéndices. El Apéndice A, describe brevemente la electrodi-
namica con p-formas desarrollada en la decada de 1980 por Claudio Bunster [10]. En
el Apéndice B, se revisa la formula extendida de homotopia de Cartan. El Apéndice
C se presentan las transformaciones de gauge y ciertas identidades de los campos
de gauge extendidos, encontradas en Refs. [7-9]. Finalmente, en el Apéndice D se
incluye informacién equivalente a la del Apéndice C, pero relativa al caso de arreglos

diferenciales.



Capitulo 2

Teorias de gauge y formas

Chern—Simons

Con el objetivo de describir las interacciones nucleares fuertes, Yang y Mills
propusieron una generalizacion del principio de invariancia de gauge local, pasando
desde el grupo U (1) al grupo SU (2). Esta generalizacién puede ser llevada més alld de
manera de incluir grupos especiales unitarios de dimensién arbitraria SU (V). De esta
forma, la funciéon de onda fermidénica viene dada por un multiplete N-dimensional,

donde cada elemento es un campo de Dirac de 4 componentes

U

VN

Recordemos que el lagrangiano fermionico libre, Ly, = izﬁy“@,ﬂ#, se mantiene inva-

riante bajo la transformacién de gauge global

V= =U()Y,

donde U (£) = €% es un elemento del grupo SU (N), y donde & = £°T, siendo

£* pardmetros arbitrarios constantes y {7, } los generadores del grupo de Lie que

6
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satisfacen la siguiente algebra,
[T, Ty) = i fare T, (2.1)
y la identidad de Jacobi
[T, [Ty, Te]] + [T, (T2, Tul] + [T, [Ta, Th]] = O

La imposiciéon de localidad exige que los parametros pasen de ser constantes a ser
funciones dependientes del espacio-tiempo y que la simetria siga siendo valida. Esto
puede ser logrado por medio de la introduccién de un nimero dim SU (N) de campos
de gauge A®. Notemos que la dimensién del grupo SU (N) es N? — 1. Los campos
A pueden ser usados como una conexion para el transporte paralelo de vectores
al interior del espacio interno (N? — 1)-dimensional de isospin. Las propiedades de
transformacion de los campos de gauge A® son elegidas de manera que la derivada

covariante de ¢
Dyip = (9 —igAu) ¢, (2.2)

cambie en la misma forma que el campo 1 bajo una transformacion de gauge, es

decir,
Dyp — (D) = U (€) (Du)) - (2.3)

Para que esto sea posible, el campo A, debe transformar como

41 _
A, — A =UAU — ; (0,U)U". (2.4)
Esto conduce a que el lagrangiano
Lyjs = iy Db = ipy" 0,10 + ghy" Aub, (2.5)

sea localmente invariante bajo las transformaciones del grupo.

Con el objeto de incluir la dinamica de los campos de gauge, es necesario anadir
un tercer término al lagrangiano que contenga derivadas de dichos campos. Tomando
en cuenta la ley de transformacién de las derivadas covariantes, la manera natural

de encontrar este término es calcular conmutador de la derivada covariante de un
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multiplete. En efecto, es directo ver que
[DM7DV]¢ = _iQFHu@U; (26)

con

F.=0,A,-0A,—ig[A, A)]. (2.7)

El término F),, es llamado tensor de intensidad de campo y de las leyes de trans-
formacion (2.4) implican que cambia del siguiente modo bajo transformaciones de
gauge

F,=U () FaU(€).

De aqui vemos que es posible encontrar un término invariante de gauge y cuadratico
en las derivadas de A, a partir de la traza del producto de dos intensidades de campo.

En efecto, tomando en cuenta la ciclicidad de la traza

Tr (B, F*) = Tr (E, F'™) = F,F".

purtoa

Asi tenemos que el lagrangiano de Yang—Mills es dado por

Ly = 10y + gih Ayp — Lpe puv. (2.8)

4 mwta

Consideremos ahora algunas propiedades bésicas del campo A,,. Bajo una transfor-
macion de gauge infinitesimal, en la que el elemento del grupo puede escribirse como

U = e =1+ 1ig¢, siendo 1 el elemento identidad, la ecuacién (2.4) toma la forma
Al = Ay +ig (€A, — Au) + 04,
de modo que la variacién del campo de gauge es dada por
0A, = 0,8 —ig[Au, €], (2.9)

o bien, por componentes,

BAL = D€ + gf ", ALEE, (2.10)
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Este resultado conduce a que la siguiente ley de transformacién infinitesimal para el

tensor F),,
F, = (1+1ig§) Fl., (1 —igé)
=F,, —ig[Fu. £, (2.11)
de donde
0F,, = —ig[Fu,¢&, (2.12)
o bien, por componentes
6F5y - gfachﬁygc‘ (213>

Veamos ahora que las transformaciones de gauge forman una estructura algebraica

cerrada. En efecto, el conmutador entre dos transformaciones de gauge es dado por

[0, 0] Ay = 0 [, €] — g [Ay, [0, €11, (2.14)

y definiendo el pardmetro 1 = [n, {] podemos escribir

[0, 0] Ay = —igdy Ay

2.0.1. Ecuaciones del movimiento

Consideremos ahora el lagrangiano bosénico puro

1
L=—-F°%Fm. (2.15)

4,u,1/a

Las correspondientes ecuaciones del movimiento vienen dadas por las ecuaciones de

Euler-Lagrange

oL oL
d, — =0, 2.16
(8 (8,A2) ) dAq (2.16)

las cuales en este caso toman la forma

MEp, + gf " AMFg, =0, (2.17)
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o bien, en forma equivalente

O F"™ —ig[A,, F*™] = 0. (2.18)

2.1. Formas Chern—Simons y de transgresion

Las teorias de gauge de Yang—Mills son teorias de conexion. Esto quiere decir
que su campo fundamental, es decir, el potencial de gauge, es una conexién. Estas
teorias dependen directamente de la existencia de una variedad espacio-tiempo sin
dinamica que tiene una métrica background fija, es decir, sin grados de libertad. En
contraposicién, en Relatividad General, la teoria que describe la cuarta interaccién
fundamental, la construccion difiere de las teorias que constituyen el modelo estandar

en, a lo menos, dos puntos fundamentales:

1. La Relatividad General no es una teoria de gauge debido a que el campo
fundamental no es una conexion, sino un tensor métrico. Aunque en Relatividad
General existe una conexion, esta no es el campo fundamental ya que, dada
una métrica, la conexién de Levi-Civita queda completamente determinada.
El formalismo de Palatini es un intento por evitar este problema, sin embargo,

no logra resolverlo.
2. En Relatividad General el espacio-tiempo tiene grados de libertad.
Por lo tanto, una teoria de gauge para el campo gravitacional requiere que
» El campo fundamental sea dado por una conexion.

= La accién no considere un espacio-tiempo background fijo y conduzca, en algun

limite, a la accion de Einstein—Hilbert.

Un tipo accién para gravedad que satisface estas condiciones es dado por la
accién de Chern-Simons, cuyo lagrangiano LZ5 "' es proporcional a una forma de
Chern—Simons. Estas son formas diferenciales, que pueden ser obtenidas a partir del

invariante topolégico de Chern—Pontrjaguin

Ponyo = (F"1), (2.19)
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donde (- --) denota al operador traza simetrizada. Aqui, Pa, 2 es corresponde a una
(2n + 2)-forma diferencial que satisface la condicién dPs, 1o = 0. De acuerdo con el
lema de Poincaré, localmente podemos escribir Po, 19 = dCs,y1 donde Cy,y1 €s una
(2n 4 1)-forma llamada forma de Chern-Simons. Es posible desmostrar [11] que la
forma de Chern—Simons satisface la condicion dgaugeCont1 = d2, lo cual garantiza que
si consideramos a la forma Chern—-Simons como un lagrangiano sobre una variedad

2n+ 1 dimensional, la correspondiente accion es invariante bajo transformaciones de

550 = / §Consr = / 4o, (2.20)
Mant1 Moy

Las formas de Chern—Simons son ‘libres de background’ e invariantes bajo transfor-

gauge

maciones generales de coordenadas [11, 12]. A partir de (2.19) es posible probar que

la (2n + 1)-forma de Chern-Simons es dada por,

C2n+1 S (n i 1) /1 dt<AFtn>, (221)

donde F; = tdA + t?A% En particular, para n = 1 se encuentra que (2.19) toma la
forma

Py=d <AdA + §A3> : (2.22)

de modo que (2.21) puede escribirse como

Secs =/ <AdA+ 2A3>. (2.23)
M 3

Es importante notar que las formas Chern—Simons estdn definidas sélo localmente.

Para verificar esta afirmacién consideremos el siguiente teorema.
Teorema de Chern—Weil

Sea Po, o = (F™1) el polinomio invariante de Chern—Pontrjaguin. Sean ademés
Ag v Ay son dos 1-formas conexiones de gauge de un fibrado basado en una variedad
M (2n + 1)-dimensional, con Fy y F sus correspondientes 2-formas de curvatura.

Entonces

1. (F™!) es una forma cerrada.
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2. La diferencia (F"*') — (Fj'*") es una forma exacta'

<F1n+1> - <F(?+1> = dQant1 (A1, Ap), (2.24)

donde

1
Q2n+1 (A1, 40) = (n + 1)/ dt (6F")
9 - Al - A(),
At = AQ +t 9,
Ft = dAt + AtAt'

La cantidad Q9,11 (A1, Ag) es llamada (2n + 1)-forma transgresion. Es directo probar
[11] que la forma de transgresién puede ser expresada en términos de formas de

Chern—Simons para A; y Ag

Qan+1(A1, Ao) = Cant1(A1) — Cony1(Ao) + dBap, (2.25)

donde A; y Ag estan evaluadas sobre la misma dlgebra de Lie y Bs,, es una 2n-forma

por determinar.

2.1.1. Lagrangiano a partir de formas de transgresion

Los lagrangianos de Chern—Simons son definidos como

1
L2 — kConr (A) = & (n+1) / dt (AF") .
0

En la practica, las formas de Chern—Simons son usadas como lagrangianos, basi-
camente debido a que conducen a teorias de gauge con una estructura de fibrado,
cuyo unico campo dinamico es una 1-forma conexion de gauge A. Ademas, bajo una
transformacion de gauge, cambian en una derivada total, es decir, son invariantes

salvo un término de borde. En efecto, recordemos que bajo una transformacién de

!'Una demostracién a este teorema puede ser encontrada en [11]
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gauge

A — A =UTAU - U,
Ay = Ay =U"TAU — U1,

los polinomios <Fg‘+1>, <F 1”+1> se mantienen invariantes. Esto significa que
0 (AQan+1 (A1, Ag)) = 0 (FH) — 6 (Fy™) =0,
de donde d [0Q2,+1 (A1, Ag)] = 0. Haciendo Ay =0y A; = A se encuentra que
d[0Csn41 (A)] =0,

de modo que, haciendo uso del lema de Poincaré, la variacién de Cy, 1 puede escri-

birse como

8Cans1 (A) = dQ.

Es importante recordar que una conexién, no puede ser globalmente nula, a menos
que el bundle sea trivial. Este hecho y el resultado que las formas Chern—Simons
pueden ser obtenidas a partir de las formas transgresién, inicamente anulando una
conexién, constituyen la razén por la cual las formas Chern—Simons pueden ser de-
finidas so6lo localmente. Esto hace que la interpretacion de formas Chern—Simons
como lagrangianos para teorias de gauge sea impreciso. Sin embargo, este hecho es
solo un impase debido a que es necesario integrarlas sobre todo M para obtener la

correspondiente accion.

Teniendo en cuenta que los lagrangianos Chern—Simons son formas proporcionales
a formas Cs,41 v que las formas transgresion pueden considerarse como generaliza-
ciones que, a diferencia de las formas Chern—-Simons, son completamente invariantes
de gauge y globalmente bien definidas, resulta natural postular la existencia de la-

grangianos basados en las formas transgresién
L7 (A1, Ag) = kQanpr (Ar, Ao) -

A partir de este lagrangiano podemos construir una teoria de gauge sobre una varie-
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dad orientable M (2n + 1)-dimensional descrita por medio de la accién

1
SE (AL Ag) = k (n+1) / / dt (OF")
M JO

donde k£ es una constante dimensionada. Esta ecuacién describe la dindmica de una

teorfa con dos campos independientes: las dos 1-formas conexién Ay y A;.

2.2. Foérmula extendida de homotopia de Cartan

El lagrangiano de transgresion
1
L2 (A, Ag) = k(n + 1)/ dt (0F ),
0

tiene, en principio, toda la informacién necesaria acerca de la teoria. Sin embargo,
en la practica, se trabaja con grupos o subgrupos de gauge bien determinados que
contienen diferentes subgrupos, los cuales tienen un claro significado fisico. Por esta
razén resulta necesario desdoblar el lagrangiano L3"*! (A;, Ag) en partes que reflejen
de explicitamente la estructura del grupo. Este desdoblamiento describe la relacion
entre las formas de Chern—Simons y de transgresiéon. Una manera de ver, de un
modo intuitivo, la relacion entre los lagrangianos Chern—Simons de transgresion, es
considerar el teorema de Chern-Weil. A partir de (2.24) resulta directo comprobar

la siguiente identidad

dQ2n+1 (A1, Ao) + dQ2nt1 (A2, A1) + dQ2pnt1 (Ao, Az) =0, (2.26)

donde A;, Ay, Ag son tres 1-formas conexién independientes, evaluadas en una misma
algebra de Lie. Del lema de Poincaré se tiene que la suma de las tres formas de

transgresion presentes en (2.26) puede escribirse localmente como una derivada total

Qan+1 (A1, Ag) + Qant1 (A, Av) + Qantr (Ao, A2) = —dQap (A, A1, Ap),  (2.27)

donde @, (Az, A1, Ag) es una 2n-forma que depende de las tres conexiones. Sin

embargo, no es posible determinar la forma explicita de Q2 (As, A1, Ag) utilizan-



Capitulo 2. Teorias de gauge y formas Chern—Simons 15

do tnicamente el teorema de Chern-Weil. La ecuacion (2.27) es conocida como la
ecuaciéon triangular y puede ser escrita de un modo més conveniente en la siguiente

forma

Qant1 (A2, Ag) = Qang1 (A1, Ao) + Qant1 (A2, A1) + dQap (Az, A1, Ay)

la cual permite entender a (2,41 (A1, Ag) como una forma de transgresién que in-
terpola entre Ay y A; y que por esta razon puede ser escrita como la suma de dos
transgresiones, introduciendo una 1-forma auxilar intermediana A, y una derivada
total. Es interesante notar que A, es completamente arbitraria y puede ser elegida
convenientemente. El fundamento matematico sobre el cual descansa el resultado
anterior viene dado en la férmula extendida de homotopia de Cartan. Dicha férmula
muestra que la ecuacién triangular y el teorema de Chern-Weil tienen un origen

comun y permite obtener una expresion explicita para la 2n-forma Qs, (As, A1, Ag).

2.2.1. Operadores de homotopia

En 1985 Juan Manes, Raymond Stora y Bruno Zumino [13] mostraron que el
teorema de Chern—Weil corresponde a un caso especial de la formula extendida de
homotopia de Cartan. Para analizar esto consideremos los siguientes elementos. Sea
{Az}:;rg un conjunto de 1-formas conexion de gauge sobre un fibrado d-dimensional
basado en una variedad M. Sea ademés 7}, un simplex (r + 1)-dimensional orien-

tado, parametreizado por el conjunto {¢’ g&, donde los pardmetros ¢ satisfacen

r+1
tefol1], Y t=1
i=0
Esta tltima ecuacion implica que la combinacion lineal
r+1

A=) A,
=0

transforma cono una conexion de gauge en la misma forma como hace cada A;. Es

posible considerar cada A; como un elemento asociado al i-esimo vertice del simplex
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T,+1, de modo podemos denotar 7,41 = (Ag, A1, ..., Ar11). Las derivadas exteriores
sobre M y T,.; son denotadas por d y d;. Aqui, tanto d como d; son operadores
impares y por lo tanto anticonmutan. Consideraremos ademas un operador par de
antiderivacion l;, el cual incrementa el grado de dt en y disminuye el grado en dz, es
decir,

I QP (M) x Q1 (Thpq) — Q7L (M) x QU (T40)

y satisface la regla de Leibniz al igual que d y d;. Este operador es definido de modo

que constituya un algebra gradada junto a los d y d;

d*>=d?={d,d,} =0, (2.28)
[l,,d] = d, (2.29)
T S (2.30)

La accién de [; sobre el algebra de polinomios generada por {A;, F},d;A, d Fi} es
definida de modo tal que el dlgebra (2.28-2.30) sea satisfecha y que el élgebra de
polinomios sea estable bajo la aplicacion de los operadores d, d; y /;. En resumen, los

operadores d, d; y I; cambian el grado de una (r, s)-forma en (dz*,dt') como sigue

(r,s) -5 (r+1,s),

(r,8) <5 (r,s + 1),
N

(r,s) — (r—1,s+1),

de modo que la acciéon de las derivadas exteriores d y d; sobre los elementos del
algebra de polinomios es definida del modo usual mientras que la tnica eleccion
satisface el algebra (2.28-2.30) y mantiene el dlgebra de polinomios cerrada es dada
por

ltAt == O, ltFt - tht~

2.2.2. Foérmula de homotopia extendida

Sea ahora 7 un polinimio en las formas {A;, F;,d; Ay, d;F;} y una (m, ¢)-forma

sobre M xT,.1, es decir, es una m-forma en dx* y una g-forma en dt. Utilizando las
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relaciones del dlgebra (2.28-2.30) se tiene (Ver Apéndice A)

1

Hdtlfﬂ- =

(7, d] (2.31)

(p+ 1)!

donde m > p ya que el operador [; disminuye el grado de la forma diferencial en M.

Integrando la ecuacién (2.31) sobre 7,11 se tiene

1 1
= dlPr = ——— / Prd] (2.32)
P ., ' (p+0! ., [ ' ]

y utilizando el teorema de Stokes sobre el simplex, podemos integrar directamente

el lado izquierdo de la ecuacion (2.32), obteniendo

1

1
DA p+1 _ qptl
o o Pr = (p+1)!/1“+1 (T dr — Al ) . (2.33)

Ahora notemos que, dado que 7 es una (m, ¢)-forma, la cantidad 1} 11 debe ser una
(m — p,q + p+ 1)-forma. Denotando 7 = ¢ + p, se tiene que ’'7 es una (r 4 1)-

forma sobre 7,1, de modo que la ecuacién (2.33) toma la forma

L Pr = - / PHdr — <_—>r+1d / et (2.34)
P! Jor.., (p+ D! Jg,, e+ Jr.,

La ecuacién (2.34) es conocida como férmula de homotopia de Cartan extendida. Si
consideramos que 7 viene dado por la (2n,0)-forma diferencial (F}*), se tiene ¢ = 0

y p = r, de modo que dicha féormula resulta

ks IP(FM) = (=1 d / PR (2.35)
P! Jor,., ! e+ Jr,, !

Caso p=10

En el primer caso, el simplex viene dado por 77 = (Ag, A1) y su borde es dado

por los puntos extremos. La conexion homotopica es dada por

At - tvo + tlAl == AO + tl (Al - Ao) 5
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y la ecuacién (2.35) se escribe

/8T1 (F') = d/T1 I (F}") .

Integrando directamente en el lado izquierdo y aplicando directamente el operador

de homotopia en el lado derecho se tiene

()= (F) = [ n (B ).

T
En este caso existe un tinico pardmetro t = t°, de modo que

OA, .,
th = ﬁdt = (Al - AO) dt,

F=tF + (¢ —t) A%

Asi, la formula extendida de homotopia de Cartan, toma la forma

(FmY — (B = d {n /0 Ca(Fr (A A0)>}
= dQ2n11 (A1, 4o),

es decir, el caso p = 0 reproduce el teorema de Chern—Weil.
Casop=1

Para este caso, la ecuacién (2.35) toma la forma

/ lt <Ftn+1> _ _ld/ th <thn-‘r1>7
T, 2 Jn,

o bien, aplicando los operadores [,

(n+1) /8 (R (@) = —%d /T n(n+ 1) (FP (dA)?), (2.36)
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donde

A=A+ 1% (Ag — Ay) +12 (A — A,
F’t — dAt + AtAt'

Aqui el simplex es dado por Ty = (Ag, A1, A3) y su borde corresponde a los ‘segmen-

)

tos

0Ty = 0 (AgA1 As) = (A1 As) — (AgAs) + (ApAy).

El lado izquierdo de esta ecuacién (2.36) puede ser integrado en forma andloga a la

integral del caso p =0
(n + 1) / <Ftn (tht)> - Q2n+1 (A27 Al) — Q2n+l (AQa AO) + Q2n+1 (A17 AO) s
OT»

mientras que el lado derecho resulta

/Tn(n—l—l) (Fp (tht)2>:—2n(n+1)/0 dt/o ds (F1 (A — A) (Ag — A1),

donde hemos renombrado t =1 — %, s =12, Ay = Ag+ 1 (A} — Ag) +s(Ay — Ay) y

Fy = dAy + A%, De este modo, para el caso p = 1 la ecuacién finalmente se escribe

Qan+1 (A2, A1) — Qa1 (A, Ag) + Qant1 (A1, Ag) = —dQa, (A, Ay, Ay)

o bien, en forma equivalente

Qan+1 (A2, Ag) = Qang1 (A2, A1) + Qant1 (A1, Ao) + dQ2n (A2, A1, Ay)

con

an (AQ, Al, A0> =N (n + 1)/[; th ds <F;_1 (AQ — Al) (Al — A0)> .
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2.3. Problemas de las teorias Chern—Simons para

la gravedad

Las formas Chern—Simons son considerados objetos de gran interes en fisica tedri-
ca. Estas cantidades juegan un importante rol en superconductividad, aislantes to-
polégicos, electromagnetismo, formalismo hamiltoniano de sistemas mecéanicos, ano-
malias en teorfa cudntica de campos, etc. En Refs. [12, 14, 15] ha sido estudiado el
rol que juegan las formas Chern-Simons como lagrangianos de acciones invariantes
de gauge para gravedad y supergravedad, donde los grupos de gauge son los grupos
de Poincaré y (Anti)de-Sitter.

Las teorias Chern—Simons tienen muchos atributos que hacen de ellas buenas
candidatas para la descripcion de fenémenos naturales. Sin embargo, ellas también
presentan algunos inconvenientes. Entre las dificultades més importantes se encuen-

tran:

= ;Cémo hacer contacto con Relatividad General?
s ;Cémo llevar a cabo el acoplar con la materia?

= El que las teorias sean solo validas en dimensiones impares.

Una opcion para afrontar el primer problema es utilizar dlgebras diferentes a las de
Poincaré y (Anti)de-Sitter. Un procedimiento que permite obtener nuevas dlgebras a
partir de una conocida viene dado por la expansion de algebras de Lie via semigrupos
(o S-expansién), introducida en Ref. [16-18]. Utilizando dicho mecanismo, en Ref.
[19], fue contruido un lagrangiano Chern—Simons a partir del dlgebra 9Bs5, la cual

obtenida por S-expansion de SO (4, 2), encontrando

2
Lg?g _ a1l2€abcd€RabRCd€e + O3€abede (gRabecedee + 2l2kabRch e + l2RabRcdhe) ’

donde oy y a3 son constantes arbitrarias y [ es un parametro con dimensiones de
longitud. Ademds de los campos vielbein e® y conexién de espin w®, tenemos dos

campos bosénicos, h® v k%. Los términos aqui presentes son, de izquierda a derecha
) ) )
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el de Gauss—Bonnet extendido a 5 dimensiones, el término de Einstein—Hilbert y dos
términos de acoplamiento geometria-materia. Es interesante notar que en el limite

[ — 0 el tnico término que prevalece es el Einstein—Hilbert.

Estudios del limite no relativista y aplicaciones de las correspondientes ecuaciones
del movimiento a la cosmologia y a los agujeros negros pueden se encontradas en Refs.
[20-24]. Por otra parte, en Ref. [25], fue encontrado que una adecuada eleccién del
semigrupo conduce encontrar familias de dlgebras de Lie que generalizan las dlgebras
de Poincaré y (A)dS. En Refs. [26-28] fue probado que estas &lgebras permiten
contruir acciones para gravedad en diferentes dimensiones que en un determinado

limite conducen a la teoria de la gravitacion estandar.

En el caso de teorias para gravedad en dimensiones mayores que 3, el segundo
problema presenta multiples aspectos. Entre los mas importantes se encuentra el
problema de como acoplar las citadas formas Chern—Simons a las diferentes formas
de materia, tales como branas de distintas dimensiones. La interaccién entre campos
de gauge y materia es proporcionada por el acoplamiento minimal estandar, que en

el caso del electromagnetismo, es dado por
SPM / AP (2) A, (). (2.37)
M

donde J#(z) es la corriente generada por una particula puntual, cargada con respec-
to al grupo de gauge U(1). La caracteristica esencial que selecciona a (2.37) entre
todos los posibles términos de interaccién es la invariancia de gauge. Si el campo
A transforma como una conexién electromagnética, es decir, A — A" = A + dA,
entonces S*M permanece invariante, siempre que J#(x) este localizada en el espacio
y sea una cantidad conservada d,J" = 0. La densidad de carga correspondiente a
una particula puntual ¢ ubicada en la posiciéon x = z(7) a lo largo de la linea de

universo, parametrizada por el parametro afin 7, es dada por

p=q 0" (x— (1)),
de manera la correspondiente densidad de corriente sera

JH () = put = q #6C (x — 2(7)),
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con ut = z". Puesto que la densidad de corriente J* tiene soporte en la linea de
universo de la particula cargada, se tiene que (2.37) puede ser también escrita en la

forma

SEM — q/ / AP~z 6O (1 — 2(1)) A2t A, (o),
M1 I Mp_y

o bien, integrando directamente sobre el espacio transversal a la linea de universo

descrita por la variedad 1-dimensional M, se tiene
SEM — q/ dz"A,(2). (2.38)
My

Esto significa que el acoplamiento de una particula puntual eléctricamente cargada

con un campo electromagnético externo tiene algunas caracteristica interesantes.

= La accion no hace referencia a la métrica del espacio-tiempo donde la interac-

cion tiene lugar.

= Aunque la acciéon depende explicitamente de un campo de gauge que no es

invariante, la accion si lo es, siempre que la carga sea conservada en el sistema.

» La forma del término de interaccion es una expresién del acoplamiento minimal
de materia cargada con el campo electromagnético y es implementada por
medio de la sustitucion de la derivada ordinaria por una derivada covariante

de gauge.

El hecho que el término de interaccién tenga esta forma, significa que el campo
que media la interaccién electromagnética es una conexion sobre un fibre bundle. Esta
forma es comin a todas interacciones fundamentales de la naturaleza, y corresponde
al ejemplo mas simple de un sistema Chern—Simons. En efecto, la forma (2.38) de la
accion STM corresponde a una integral sobre una variedad (0+1)-dimensional, la cual

corresponde al caso n = 0 en la ecuacién (2.21) que define las formas Chern—Simons
Scs =k Ci(A) = k/ (A). (2.39)
My My

Aqui, la variedad M es la linea de universo de una particula cargada, la cual es una

variedad embebida en el espacio de dimensionalidad Ma, 11 que es identificado como
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el espacio-tiempo. El espacio-tiempo (2n 4 1)-dimensional que embebe puede tener
una métrica que induce otra métrica natural sobre la linea de universo, sin embargo,
ésta no es necesaria para construir la accién.

Por otra parte, en Ref. [10], C. Bunster, estudié la generalizacién de (2.37) para
describir el acoplamiento entre una (p — 1)-brana a un potencial de gauge, dado por

una interaccién de la forma
Sint = / J“l'”“”Am..‘“pde. (2.40)
Mp

Bunster mostré que esta forma de acoplamiento minimal sélo puede ser definida
(para cualquier p > 1) si la conexién es abeliana, es decir, si ella transforma como
A — A = A+ dA, donde A es una (p — 1)-forma. Por esta razén, una motivacién
central de esta tesis es estudiar invariantes topolégicos en el contexto de teorias de
gauge no abelianas con campos de gauge descritos por p-formas con p > 2.

Las teorias de gauge pueden ser formuladas de dos manera distintas conocidas
como cuadros diferencial e integral. Un clasico ejemplo de ésto son las ecuaciones de
Maxwell, las cuales pueden ser formuladas en términos de ecuaciones integrales que
relacionan los flujos eléctricos y magnéticos a través de superficies y corrientes, lo
que corresponde al cuadro integral, o alternativamente en términos de las conocidas
ecuaciones de Maxwell, lo que corresponde al cuadro diferencial. En forma andloga,
cualquier teoria de gauge puede ser formulada en las dos maneras antes mencionadas.
En la formulacion diferencial, la conexién es dada por una 1-forma A que bajo un

transformaciones de gauge cambia como
A= A =g Ag+ g ldyg. (2.41)

Como ya hemos mencionado, la conexién es el campo fundamental de una teoria
de gauge, es decir, la variacion en el principio de accién debe hacerse con respecto
de A, mientras en la formulacion de integral de camino se integra sobre todas las
posibles conexiones. En este contexto, tanto el lagrangiano como la accién de la teoria

dependen de la curvatura
F=dA+ A% (2.42)

la cual es una 2-forma evaluada en el dlgebra g que, bajo una transformacién de
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gauge, se ve modificada en la forma F' — ' = g1 Fg. La formulacién alternativa al
cuadro diferencial es la formulacién integral. En dicha formulacion se usa el concepto

de traslacién paralela determinada por un elemento del grupo

U, = Pexp < /0 "4, (v(7) fw(f)dT) ca, (2.43)

la cual se realiza a lo largo de la curva ~y : [0,1] - M, 7 — 7(7) de pardmetro 7. El
transporte paralelo queda univocamente determinado como solucién de la ecuacién

diferencial matricial de primer orden

d

SUL(1) = [ A (1) 3 (0] Uy (1), (244)

para el transporte paralelo a lo largo de v desde 7 = 0 hasta 7 = ¢.

La curvatura puede ser entonces calculada a partir de U, para una curva cerrada

v en el limite en el cual ésta se reduce a un tamano infinitesimal.

[lustremos ahora la idea basica de una teoria de gauge extendida. Consideremos
primero el caso donde el grupo de gauge es G = U(1). En este caso la 1-forma

conexion transforma como
A— A = A+dop, (2.45)

de modo que la 2-forma curvatura (2.42) toma la forma F' = dA. La teoria de gauge

abeliana admite la siguiente generalizacion.

Sea A una p-forma que sera el campo fundamental de la teoria. El lagrangiano
y la accién dependen sélo de la (p + 1)-forma F' = dA. El caso p = 2 del campo
A es conocido en la literatura como campo de Kalb-Ramond, y en el caso general,
la teorfa es conocida como electrodindmica de p-formas [10] (ver Apéndice B). Sin
embargo, en Ref. [10] fue probado que no es posible llevar a cabo esta construccién

para el caso de teorias de gauge no abelianas con p > 2.

En la literatura, han sido llevado a cabo varios intentos para construir dichos
modelos. De Ref. [10] sabemos que los puntos de una curva tienen un orden natural
y que la definicién de transporte paralelo a lo largo de una curva hace uso de este
orden. Para subvariedades de mayores dimensiones, no es posible encontrar dicho

orden. Esta falta de orden natural, condujo al ‘no-go theorem’que regula la existencia
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de teorias de gauge no abelianas para objetos extendidos.



Capitulo 3

Modificacione a las teorias de

gauge

En este capitulo se revisaran las teorias de gauge extendidas desarrolladas en
Refs. [1-5, 7-9] y las estructuras algebriicas conocidas como &lgebras diferenciales

libres (FDA) mostradas en [29, 30].

3.1. Teorias de gauge tensoriales

Las teorias de gauge tensoriales son construidas bajo las restricciones que plantea
el principio de gauge local. Para llevar a cabo dicha construccion es necesario extender
el principio de gauge a campos de més alto orden. Por el momento nos restringiremos
a los campos tensoriales de gauge no triviales mas simples, tales como tensores de

segundo y tercer orden.

Para describir un campo de gauge tensorial de tres indices A,,), es necesario
introducir un campo tensorial de orden dos A,,. A partir de éstos, se definen los

corrrespondientes tensores de intensidad de campo en la siguiente forma

G;w)\ - D,uAl/)\ - DVAu)m
Guxp = DpAury — DuAun, — ig ([A;Mv AVp] + [Aupy Aunl), (3.1)

20
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o bien, en términos de sus componentes,

— 0, A%, — D, A% + gf (AVAS, + AL, AC)
= 0, ALy, — 0, AL, + gf ™ (ALAS,, + ADZAS + AL A, + AD ) AC).

uApt v

,Lw)\

uvkp

Debe ser notado que en la definicién de las intensidades de campo de orden mayor,
son necesarios campos de gauge tensoriales del mismo orden y campos tensoriales de

orden menor.

3.1.1. Transformaciones de gauge

Consideremos ahora las transformaciones de gauge para campos de gauge ten-
soriales. Estas deben ser definidas de modo que formen una estructura algebraica
cerrada, y por lo tanto, el conmutador de dos transformaciones de gauge extendidas
debe conducir a otra transformacion de gauge. Para lograr esto, es necesario introdu-
cir nuevos pardmetros de gauge. Consideraremos un pardmetro vectorial §, = {7,
y un tensor de segundo orden &, = &5, T,,. A partir de éstos, se definen las transfor-

maciones de gauge extendidas como sigue:

= ,ug - ig [A,ua f] ) (32)
55 w = 048, —1g [Auu &) —ig [A/W? &,
55 N — y&/ - ig ([Aua 51/)\] + [A;w; 5)\] + [A#M gl/] + [AMVM 5]) :

Es directo verificar que estas transformaciones forman una estructura cerrada. En
efecto, el conmutador de dos transformaciones de gauge, que actiian sobre un campo

de gauge tensorial de segundo orden es dado por

[5777 55] Auv = —ig (577 [A;m &)+ On [A/w’ €] - O¢ [A;u ] — O¢ [Aum nl)

pero

677 [AM?SV] = aﬂ [777511] + [8u§,,, 77] - Zg ([A ]5 61/ [ 7 ]) )
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y del mismo modo

O [Apws €] = O [ &) + [0, ] — ig ([Aps ] €+ [Apw,m] €
_5 [Alm nu] - f [A,Um 77]) : (33>

Asi tenemos

[0, 0¢] A = —ig {0, ([0, &l + v, €]) = ig [An, ([0, €] + [0, €])]
—ig [Auw, [0, €]1}- (3.4)

Luego, definiendo los pardmetros de gauge 1, = [1,&,] + [, €], ¥ = [, €], podemos
escribir

[577’ 55] A,ul/ > _ig(SwAw/a

lo cual prueba que [d,,0¢] A,, es una transformacién de gauge con pardametros de

gauge ¥y .

Consideremos ahora la accion de dos transformaciones de gauge sobre un campo

de gauge tensorial de orden 3. Del mismo modo que en el caso anterior, se tiene
[0, 0] Apwr = —ig0y Ay, (3.5)
con
Oy Apx = 0uux — 19 [Ap, Yurl — 19 [Ap, Ua] — 19 [Aun, Y] — ig [Aun, ¥,

donde los nuevos parametros vienen dados por

Y =[n,¢, (3.6)
Yy = [10,&] 4 [, €], (3.7)
Yur = [0, 6] + [0, Ea] + [0, &) + [1a €] - (3.8)

Debemos notar que las transformaciones con diferentes parametros no son cerradas
en forma separada unas de otras. La clausura separada solo ocurre para el primer

caso, el cual coincide con el de las teorias de Yang—Mills.
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3.2. Formas Chern—Simons Extendidas

La idea de extender los campos de gauge a tensores de orden mas alto fue usada
en Ref. [7] para construir un invariante topoldgico en cinco dimensiones similar al
invariante Chern—Pontrjagin en 4 dimensiones. Estos resultados fueron generalizados
en Refs. [8, 9] al caso de mayores dimensiones, encontrando diferentes polinomios en
las formas curvaturas, también analogos a las densidades de Chern—Pontrjagin, las
cuales conducen a densidades invariantes de gauge similares a las formas Chern—

Simons.

Para lograr esto, se define la 1-forma campo de gauge correspondiente al campo de
gauge vectorial A, como A = A,dz* y la 2-forma ‘campo de gauge’ correspondiente al
campo de gauge tensorial A, como B = Af dz*Adz”. Las correspondientes 2-forma
y 3-forma ‘curvaturas’ vienen dadas por F' = F),, dz* Ada" y H = F, W,\dx“/\dx”/\dx’\

respectivamente, donde
F=dA+A* H=DB=dB+[A, B (3.9)
Es directo demostrar que F'y H satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,
DF =0, DH+[B,F]=0. (3.10)

Las variaciones infinitesimales de los campos de gauge, escritas en el lenguaje de

formas diferenciales, vienen dadas por
0A = D£07 0B = Dgl + [3750]7 (311)

donde & y & son una O-forma y una 1-forma parametros de gauge respectivamente
[7]. Del mismo modo, las variaciones infinitesimales de los campos A y B vienen
dadas por

0F =D(0A) =[F,&], O0H =D(B)+[/A,B]. (3.12)

Las leyes de transformacién de los campos extendidos, las definiciones de sus for-
mas curvatura y las correspondientes identidades de Bianchi pueden ser encontradas

en el Apéndice C.
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3.2.1. Formas Chern—Simons en (2n + 2) dimensiones

En Ref.[7], fue encontrado un invariante topoldgico en un espacio-tiempo (4 + 1)
dimensional que puede ser construido a partir de la traza simetrizada y de las formas
curvaturas generalizadas

T = (F H).

Este invariante 5-dimensional mantiene muchas de las propiedades del invariante
topologico de Chern—Pontrjagin. Aqui, I' es invariante bajo difeomorfismos y es in-

dependiente de la métrica espacio-temporal.

En recientes articulos, Refs.[7-9], este invariante fue llevado al caso de mayores
dimensiones, encontrando que, en general, puede definirse un invariante (2n 4+ 3)-

dimensional dado por
réer+s) — (F* H), (3.13)

el cual es una forma cerrada, invariante bajo transformaciones de gauge y no global-

mente exacta [8]. En efecto, de la identidad de Bianchi se tiene
dr@e+3) — (g [F B]) = 0.

Asi tenemos que, usando el lema de Poincaré, podemos escribir localmente 'y, 3
como la derivada exterior de una (2n + 2)-forma. En efecto, dado que H = dB +
[A, B], tenemos

F(2n+3) _ d0'2n+2,

donde
o2 — (F" B), (3.14)

sera llamada (2n + 2)-forma de Chern-Simons-Antoniadis-Savvidy (CSAS). Es po-
sible obtener una expresién diferente para os,,o. Para esto, seguiremos el procedi-

miento usual, utilizado para encontrar formas Chern—Simons. Dado que

SF =D(5A), 6H =D(6B) + [6A, B], (3.15)
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2n+3) es dada por

tenemos que la variacién de I'(
T = 5(F" H)y =d ((§A, F" " H) + -+ + (F"" ' §A, H) + (F",6B)) .

Introduciendo una familia de parametros homotépicos ¢, 0 < t < 1, que parametrizan

los campos de gauge y las correspondientes las curvaturas en la forma

Ay =tA, F=tF+ (#* —t)A*> =tdA + t* A%
B, =tB, H,=tH+ (t* —t)[A, B] = tdB + t*[A, B,

se encuentra
§(F/'Hy) = d ((0A, F'™' Hy) + -+« + (F)71, 04, Hy) + (F), 6By)) (3.16)

donde 6 = %(515. Luego, podemos definir la (2n + 2)-forma CSAS en una forma alter-

nativa, dada por
1
D AB) = [ dt(n (A FL ) + (B, B). (3.17)
0

Este resultado es andlogo a la usual forma de Chern—Simons (2.21) pero en dimen-
siones pares. Es posible probar que las expresiones (3.14) y (3.17) coinciden, salvo

por términos de superficie. En particular, para n = 1 se tiene
Mas = Li(ad
Cogas = (FB) — B (AdB) ,

de modo que la accion CSAS en cuatro dimensiones puede ser escrita como

Sé4S)AS = /M4<FB>- (3.18)

Es directo probar que la accién (3.18) es invariante, médulo termino de borde, bajo las
transformaciones (3.11) y es andloga a la accién de Chern—Simons en 3 dimensiones
dada en (2.23).
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3.2.2. Formas Chern—Simons en (2n + 3) dimensiones

En Refs. [7-9] fue estudiada la segunda serie de formas invariantes, definida en

2n + 4 dimensiones y dada por
n n 2n+3
r@et) — (pr 1y = delmid) (3.19)
donde la correspondiente (2n + 3)-forma Chern—Simons ng Xs ) es definida en térmi-
nos de la 3-forma campo de gauge C' y la 4-forma intensidad de campo I = dC' +
[A, C]. Utilizando las propiedades de la traza simetrizada, puede ser probado que
(3.19) es invariante bajo transformaciones de gauge escalares estandar d; y bajo las

transformaciones de gauge tensoriales d¢,. En efecto, en el primer caso, la variaciéon
de '@+ e5 dada por

5D = (F™ 5 1) + n(0eF, F" 7, I),
utilizando las leyes de las transfomaciones extendidas, se encuentra
5§F(2n+4) — 0.

Para probar que I'®**4) es cerrado e invariante bajo las transformaciones de gauge

tensoriales d¢, es necesario usar las siguientes identidades de la traza simetrizada [31]

n

D (=n)tetdieddo (A [O,A)], . ) =0, (3.20)
=1
d(Ay, o Ay ) =) ()P AL DA, A, (3.21)
=1

donde cada A; es una d;-forma A; y © es una de-forma diferencial arbitraria. Haciendo

uso de la identidad (3.20) es directo ver que

e, T = (F" [1,&)]) = 0,

2
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mientras que de (3.21) podemos escribir
dr@+ — (g DIY 4+ n(DF, F"7L 1),
de modo que, usando las identidades de Bianchi, se tiene
Areet4) — (Fm [F,C]) = 0.

Para encontrar la correspondiente forma Chern—Simons, seguimos el procedimiento
mostrado en el caso anterior. Para ello usamos los potenciales de gauge homotopicos

Ay = tA, C; = tC y tomamos la derivada con respecto del parametro de la forma
F(2n+4) (At> Ct)

boq $ dF, drl
dt—T @+ (4 _ / din{ Fr—1 T Frot
A dt ( t7Ct) 0 n t ) dta t + t dt
1
:/ dt (n(F} ' DA, L) + (F]', D.C + [A,C))) .
0

Integrando por partes y utilizando el teorema fundamental del calculo, esta ecuacién

toma la forma

1
ren+ (A ) = d/ dt {(C, F") + n (I, A, F" 1)},
0

de modo que podemos definir la (2n + 3)-forma CSAS como

1
Cesas. = /O dt (n (A, 4 Iy + (B, 0))

3.2.3. Formas Chern—Simons en (2n + 5) dimensiones

La tercera serie de formas invariantes, definida en 2n + 6 dimensiones, es dada
por
B0 — (P, K) +n(F* ', I?).
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2n+6)

No es complicado ver que I'( es invariante bajo las transformaciones extendidas.

En efecto, la variacién del primer término es dada por
MF"K) = (F" ([K, ] + 2[I,&] + [F.&))) + n{[F.€], F" ', K),
y utilizando la identidad (3.20), esta expresién toma la forma
MF™ K) =2(F" [1,&)]). (3.22)
La variacién del segundo término es dada por
O(F" 1 1%) = 2(F" 1 ([, €] + [F.&])  I) + (n = 1){[F,¢], F" 7%, 1),

de modo que repitiendo el proceso se tiene

S(F™ 1, I?) = 2(F" 1 [F, &), ). (3.23)
Luego, de (3.22,3.23) vemos que

SEC™O) = on(F"1 [F, &), 1) + 2(F", [I,&]) = 0,

lo cual prueba la invariancia.

Por otra parte, de (3.21) se tiene
A=) = (F* DK) +n(D,F, F*', K) +2n (F""' DI, I) +n(n—1)(DF, F"~2 %),
y utilizando la identidad de Bianchi, la derivada exterior toma la forma

A=E®"H0) = 2 (F" [I,C)) + 2n (F" 1[G, C], 1) + (F",[F, E]) = 0.

2n46) puede ser

De acuerdo con el lema de Poincaré, esta ecuacién implica que =
expresada, localmente, como la derivada exterior de una determinada (2n + 5)-forma.
En efecto, siguiendo el mismo procedimiento de la subsecciéon anterior, definiendo

potenciales de gauge homotopicos A; = tA, Cy = tC, E; = tE; y tomando la derivada
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de la forma 2?76 (A, C,, E,) con respecto del pardmetro se encuentra
d n
=Ct9(A,C,E) = /0 At EEO (A, O, By) = deggyS (A, C.E)
donde

1
9 (4 0 B) = /0 dt [ (n— 1) (EP2 A, I2) + 2n (E7", 1, C)

+n (F} 1 A K) + (F) E)).

Esta forma (2n + 5)-dimensional no es tunica y puede, al igual que en el caso de

las usuales formas de Chern—Simons, ser modificada por la adicién de una forma
diferencial dada por dgn+4).

3.2.4. Formas Chern—Simons en (2n + 7) dimensiones

La cuarta serie de formas invariantes es definida en (2n + 8) dimensiones de la

siguiente manera
Y8 — (P M) 4 3n(F*', I, K) +n(n — 1)(F"2, I*) = de&1 D),

Una vez més, es directo probar que YT?"+8) es invariante de gauge tanto para el caso
del pardmetro escalar como para el caso de pardmetros de gauge tensoriales [8]. Del
mismo modo un célculo directo muestra que YT*"+8) es una forma cerrada y por lo
tanto, puede ser expresada localmente como la derivada exterior de una determi-
nada (2n + 7)-forma. En efecto, siguiendo el mismo procedimiento de la subseccién

anterior, se encuentra

(2n+8) (2n+7)
T = dQ:CSAS
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donde

1
¢gg;g /0 dt {n (F}~" A, M) + (F",G) + 3n(n — 1) (F}" %, A, K;, 1)

+3n(n—1)(F}721;,C) 4+ 3n(F}" E, I,) + 3n (F'" ', K;,C)
+n(n—1)(n—2)(F'2 A L})}.

Todas las formas ['?7+3) [@ntd) =@n46) v Tn+8) gon andlogas a los invarian-
tes de Pontrjagin-Chern P,,, de la usuales teorias de gauge, en el sentido que son

invariantes de gauge, cerradas e independientes de la métrica.

En Refs. [779] fueron encontradas expresiones explicitas y equivalentes para las

. , . , . (2n4+m) (2n+m)
formas ch AS ) las cuales difieren en término términos de borde Cigns  ~ Cigag ~ +

d(p (2n+m—1)

definidas sélo localmente.

. Esto no presenta inconsistencias ya que todas dichas expresiones son

3.3. Algebras diferenciales libres

Es esta seccion, haremos una breve revision de las dlgebras diferenciales libres, su
aplicacién al caso de teorias de gauge en gravedad y del formalimo de D’ Auria—Fre.

Los resultados mostrados aqui seran utilizados en el resto de la tesis.

3.3.1. Ecuacion de Maurer—Cartan

Para introducir el concepto de algebra diferencial libre, es conveniente comenzar
analizando de las ecuaciones de Maurer—Cartan. Estas ecuaciénes corresponden a
la formulacion dual de un algebra de Lie. En efecto, dado un grupo de Lie G, su
correspondiente algebra de Lie esta definida en el espacio tangente a la identidad de
la, variedad del grupo y caracteriza las propiedades locales de éste. Si {T,, }dlmG
base del algebra de Lie g, entonces los generadores T, satisfacen ciertas relaciones de

conmutacién

[To, Th] = C T, (3.24)
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donde los coeficientes C¢ son llamados constantes de estructura y deben ser tales

que se cumpla la identidad de Jacobi
(To, [Ty, T.)] + [Te, [Tw, To]] + [To, [T, T,]] = 0. (3.25)
Dado un elemento de un grupo g(y) = exp (y*T,) € G, la 1-forma invariante izquierda

w(y) =g ' (y)dg(y), (3.26)

pertenece al dlgebra de Lie y puede escribirse en términos de su base
w(y) = w*(y)To. (3.27)

El conjunto de 1-formas w®(y) define una base cotangente sobre G. De esta forma,
si en lugar de considerar el espacio tangente, consideramos una base de 1-formas
{w*} ™% del espacio cotangente, que satisfacen la condicién de dualidad w® (T,) = 6,
entonces los elementos de la base dual satisfacen las ecuaciones de Maurer—Cartan

1
dw” + éob;wb Aw’ = 0. (3.28)

La identidad de Jacobi para las constantes de estructura puede ser obtenida a partir
de la condicién de integrabilidad d* = 0 y las ecuaciones de Maurer—Cartan. En

efecto, tomando la derivada exterior a (3.28) se encuentra
2 .a 1 a b e f c
d“w® = —§C’bc Copw ANw! Aw=0. (3.29)

Estas dos maneras de describir un algebra de Lie son completamente equivalentes.
Sin embargo, considerar dlgebras de Lie duales tiene la ventaja que ellas pueden ser
extendidas al caso de p-formas con p > 1. Dicha generalizacion conduce al concepto

de algebra diferencial libre.

Es de interes notar que, en una teoria de gauge, los campos A® asociados a los

generadores de simetria T, satisfacen ecuaciones similares a las de Maurer—Cartan
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en la definiciéon de la 2-forma curvatura. En efecto,

1
F:dA+§[A,A],
F*=dA" + %Cbc‘lAb N A

Aqui vemos que cuando la curvatura es nula, se obtienen las ecuaciones de Maurer—

Cartan escritas en términos los campos de gauge.

3.3.2. El concepto de algebra diferencial libre

Las élgebras diferenciales libres generalizan el concepto de algebra de Lie, de
modo tal que las ecuaciones de Maurer—Cartan acepten, en general, p-formas [29, 30,
32].

Sea M una variedad arbitraria y sea {@Al(pl), e42p2) @A"(p")} un conjunto
base de formas exteriores definidas sobre M, rotuladas por un indice A y por el
grado p de la forma, el cual puede ser diferente para diferentes valores de A. Esto
significa que cada p; toma valores 0, 1,2, ..., N mientras que i = 1,2,...,n.

La derivada exterior dO4®) puede ser expresada como una combinacién lineal de
los elementos de la base, lo cual conduce a escribir una ecuacion de Maurer—Cartan

generalizada en la forma

N

1

AP) —cAP Bi(p) A ... A @Bnlpn) —

de4\P +ZnCBl(p1)“'Bn(pn)@ 1p1) A NE) P _07 (330)
n=1

donde los coeficiente Cgl(?;l)m Bo(pn) SOI llamados constantes de estructura genera-
lizadas. Aqui, N es igual a ppns + 1, siendo ppsy €l grado méximo en el conjunto
{@A(p) } La simetria de las constantes C’gl(’();l)m Bu(pn) €8 inducida por la permutacion

de las formas ©4® en el producto cuila y son distintas de cero sélo si
pr+pt-F+pn=p+L (3.31)

La ecuacién (3.30) es autoconsistente si y sélo si d?©4(®) es identicamente cero.

Esto significa que la aplicacion de d a (3.30) conduce a las siguientes condiciones de
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integrabilidad

#0110 (S2101, 07 1 n0P ) 0
n=1

de manera que

N
B B Bu(pn) —
Z CBl pl)BQ(pQ n)d® l(pl) /\ @ 2(p2) /\ e /\ @ (p ) — O' (3.32)

Pero, de (3.30) sabemos que podemos escribir dOP11) en términos de las p-formas

de la base
ol
Bi(p1) _ _ — Bilp) Di(q1) A ... Din(gm)
dePir) = — 3" — O b ) Dol O A A O, (3.33)
m=1
De (3.33) y (3.32) tenemos

N

L ap) Bi(p1) Di(q1) Dun(am) n @B2(p2)
2 60O ity D ® N A O N
n,m=1

A ©Bn) — ¢ (3.34)

Esta ecuacion es conocida como identidad de Jacobi generalizada.
Definicién:

Sea {@A(p)} un conjunto de formas exteriores definidas sobre M. Si dO4®) puede

ser expandida en la base {@A(p)} en la forma

de4® + Z CB OB A A @B — (3.35)

1(p1)-Bn(pn)

y las constantes de estructura generalizadas satisfacen la identidad de Jacobi gene-
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ralizada

N

Alp) Bi(p1) Di(a1) n ... A @Dm(@m) A @B2(2) A ... A @Bn(pn) _
Z CoreBatom Cor e b (auy O I A e A@Pmlam) A @B2®2) L p @) — 0,
n,m=1

(3.36)
entonces (3.35) y (3.36) definen un algebra diferencial libre.

Ejemplo:

El élgebra de Lie ordinaria es obtenida cuando todas las formas © tienen el grado
p=1. En este caso py =1, po =1y p= 1. Por lo tanto, p; +p, =2y N = 2. Con
esta informacién, (3.35) toma la forma,

d@A(l) e CA(l) ®B1(1)®B2(1)’

Bi(1)Ba(1

mientras que de la ecuacién (3.36)

1 am Bi( I Da
5031(1)32(1)017( 1)Da(1) @ 1MWl — g,

De esta manera, obtenemos las ecuaciones de Maurer—Cartan y la identidad de Jacobi

un algebra de Lie ordinaria.

3.3.3. Formalimo de D’Auria—Fre

Consideremos ahora el gaugeo de las algebras diferenciales libres. Definimos las
curvaturas F*, FA®P+) como el lado izquierdo de las ecuaciones (3.28) y (3.35) res-
pectivamente y entonces podemos decir que las p-formas tienen curvatura nula. En
el caso de las algebras de Lie ordinarias, esto corresponde a una variedad ‘rigida’
del grupo G = exp (g). Una teoria dindmica de las p-formas de una FDA puede ser
construidas relajando las condiciones F* = 0, FA®+D = (, es decir, considerando que
los potenciales FDA A% A4®) tienen curvatura no nula. En ese caso, los potenciales
A® forman una base cotangente en una variedad ‘blanda’que puede entenderse como
una deformacién de la variedad original.

Hemos visto que existen dos maneras totalmente equivalentes de describir un

algebra de Lie. La forma de Maurer—Cartan es mas apropiada en el estudio de teorias
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gravitacionales debido a que, en dicho caso, el objetivo es la construcciéon de acciones
para potenciales asociados a un grupo. Si se comienza con las ecuaciones de Maurer—
Cartan, se tiene que la transicién a los potenciales es llevada a cabo reemplazando
las 1-formas w® por un conjunto de 1-formas A® potenciales de gauge asociados a un

grupo. Este cambio conduce a la definicién de curvatura
a a 1 a Ab pc
F*=dA* + §Cbc AYAC, (3.37)

o bien,
F:dA+%[A,A].

Por medio de una diferenciacion directa de (3.37) se obtiene la identidad de Bianchi,
dada por
DF® =dF*+ C, A F" = 0. (3.38)

Es posible extender estos conceptos, asociados a la variedad de grupo, al caso de

las algebras diferenciales libres.

3.3.4. Potenciales, curvatura e identidades de Bianchi

Sea {ABl (p1) AB2(p2)  ABn (”")} un conjunto de p-formas potenciales de gauge,
rotuladas por un indice B y por el grado p, el cual puede ser diferente para diferentes
valores de B. Esto significa que el indice ¢ de B; toma valores 0,...,n, y que cada
indice p; toma valores de 1,...,n en forma independiente. Si consideramos las p-
formas potenciales de gauge APi®) como los potenciales de gauge de un algebra
diferencial libre, en la misma forma en que las componentes A% son los potenciales
de gauge de un grupo ordinario, entonces la curvatura asociada a los potenciales

ABiP) viene dada por

pn)ABl(m) A .- A ABn(en) (3.39)

N
1
FAPTD — q440) 4 E _031(21)---3 (
n n
n=1

Por medio de una aplicacién directa del operador derivada exterior, es posible demos-

trar que las formas de curvatura verifican una identidad diferencial conocida como
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identidad de Bianchi generalizada

dFAFTY 4 Z Loaw FB@H) A AB2(p2) L A ABa ()

Bi(p1)-Bn(pn)
n= 1

= 0. (3.40)

Esta identidad induce otra definicién. Si HA®*1) es un conjunto de (p + 1)-formas,

entonces la combinacién

VHAPTD — qgACe+) 4 Z CB HB1(1+1) A AB2(p2) A ... A ABn(pn)

1(p1)-+-Bn(pn)

n=1
4y 1
_1)Prt P = AP) Bi(p1)
+o+ (=07 DD AT g
n=1
Ao AN ABrrens) A Bt (3.41)

es llamada derivada covariante adjunta de HA®*1), Con esta definicién la identidad,
de Bianchi establece que la derivada covariante adjunta de la curvatura es cero tal

como sucede con los grupos ordinarios.

Formas compuestas

Un tema de interés para los objetivos de esta tesis, es analizar si un algebra di-
ferencial libre puede ser reducida a un grupo de Lie. Esta interrogante aparece de
modo natural cuando se intenta identificar la variedad sobre la cual las formas in-
variantes izquierdas ©4®) o los potenciales AZ®) estdn definidas. Puesto que hasta
ahora, la dimensién de M no ha sido fijada, tampoco se ha establecido sobre cuan-
tos vectores tangentes independientes 7, pueden ser proyectadas las ecuaciones de
Maurer—Cartan generalizadas. En general la ecuacién (3.35) define un dlgebra dife-
rencial libre. Las posibles extensiones de un algebra de Lie g han sido estudiadas en
Refs. [29, 30] y se fundan en la existencia de las clases de cohomologia de Chevalley
en el dlgebra de Lie [32].



Capitulo 3. Modificacione a las teorias de gauge 43

Para que la variedad M sea la un grupo de Lie ordinario, las ecuaciones de
Maurer—Cartan generalizadas deben poder escribirse como las de un algebra de Lie.
Esto significa que la variedad M debe tener una dimensién minima d = dim M
que admita las formas ©4®) y que ademds admita una base T'(M) de vectores
tangentes invariantes izquierdos de un algebra de Lie g que verifiquen las relaciones
de conmutacion

T.,T,) = C

a

c
ch7

y que el valor que toma ©4®) al actuar sobre una combinacién de p vectores tangentes

A :
T,, sea una constante Kal(.?.)ap, es decir,

1
AP (T,,.... T, ) = ~KA® . (3.42)

P ai--ap
Para saber si esto es posible, debemos considerar la descripcion dual de algebra de
Lie, es decir, en términos de las 1-formas invariantes izquierdas. Tomando en cuenta
la relacién de dualidad entre los vectores T}, y las correspondientes 1-formas w?®, la
ecuacién (3.42) es equivalente a

0w — Lgcaw) ym p e (3.43)

D ar--ap®
Diferenciando directamente las ecuaciones (3.43) se tiene

deAP) = KAD) - du® A w2 A AW, (3.44)

ajaz--ap

luego, reemplazando las ecuaciones de Maurer—Cartan del dlgebra de Lie, las ecua-

ciénes (3.44) toman la forma

1
deAP = _ZKAD) O b AGC AW A AW

2 a1a2 “ayp

Por otro lado, utilizando (3.30) podemos escribir dO4® en términos de los elementos

de la base, es decir,

N
1
d@A( Z ;OBl (p1)--Bn Pn)@Bl(pl) ARRERA @Bn(pn)’ (3'45)

n=1
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de modo que para que sea posible identificar los potenciales del dlgebra diferencial

libre en términos de los potenciales del dlgebra de Lie, debe tenerse

1

@Bl (1) — p_Klfll(pbl; lwbll A A wbml’ (346)
1 1
1 n n
Dn "

Cualquier solucién de las ecuaciones algebréicas (3.46-3.47) conduce a interpretar el
algebra diferencial libre como un algebra de Lie y reduce la teoria a estar definida
sobre la variedad de un grupo ordinario. Es importante notar que dicha solucién no

es necesariamente unica.



Capitulo 4

Teorias de gauge y arreglos

diferenciales

4.1. Preliminares

En esta seccién, formularemos las teorias de gauge extendidas en terminos de
lo que llamaremos arreglos diferenciales, o bien formas diferenciales libres. Si M
es una variedad arbitraria, entonces una forma diferencial libre es un arreglo V' =
(V(O), e V(D)) o conjunto de formas exteriores definidas sobre M y rotuladas por
el grado p = 0,1,..., D de la forma, el cual es diferente para cada componente del
arreglo. Adicionalmente, cada forma componente del arreglo esta evaluada en un
algebra de Lie g, de generadores T, es decir,

1
v = —ye o dgm A Ade* T, p=0,...,D.

pl

Denotaremos con 2 (M (D )) al conjunto de arreglos construidos a partir de los espa-
cios P (M(D)) con p=20,...,D. Dado que (M(D)) tiene dimension

dim (7 (M™))) = ( l; ) ;

49
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tenemos que un arreglo de €2 (M (D)) tiene

(0=

componentes.

. . .. . D
Para esto, introduciremos una estructura algebraica diferente, con base {9(p) }p—()’

de modo que podemos escribir V' = Zp V(p)e(p). La suma de arreglos es definida como

+ :Q(MP) xQ(MP)) — Q(MP),
VAW = (VO V)4 (WO, o w®) = (v w)© (v w) P
donde
V + W)(p) = y® L ye
que en términos de elementos 0, toma la forma
V4w => (VO +w®) o, =Y (V+w)? e,
p p

El producto de arreglos es definido como

o 1 Q(MP) xQ(MP)) — Q(MP), (4.1)
VoW = ((VoW)(O),...,(VoW)(D)>,
donde cada elemento (V o W)(p ) del arreglo producto es una p-forma y una funcién

de las componentes (V(p), W(q)). En términos de coeficientes matriciales el producto

o puede escribirse como

(VoWw)® = Za L VO AW, (4.2)
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lo que en términos de los elementos 6, toma la forma

(VoW) (Zv ) o (Z W(”G(r)> = (Z V@A W(”> Og) © Oy (4.3)
T q,r

Puesto que

(Vo)=Y (Vow)” Z (Z ol VO N W<7">> 0

p

_ T (p)
-3 (v A (20) o
q,r p
tenemos que la comparacién de (4.3) con (4.4) conduce a

A) (»)
= a% b
P

donde las constantes de estructura del producto o componen matrices cuadradas a®
de (D+1)x (D+1).

Por otro lado, dado que en el lado izquierdo de (4.2) tenemos una p-forma y al
lado derecho una (q + r)-forma, debe cumplirse que ol )(q)(r) = 0 cuando q + r # p.
Esto significa que las matrices o!?) pueden ser escritas en términos de una submatriz

a® de (p+1) x (p+ 1) que sdlo tiene componentes no nulas en su antidiagonal, es

B a®) 0 |
0 | Opy

siendo Op_,, una matriz nula de (D — p) x (D — p).

decir,

Para tener una idea de la forma de los coeficientes de las matrices a®, haremos
una comparacion entre la estructura algebraica mostrada hasta aqui y las dlgebras
diferenciales libres estudiadas anteriormente. Para esto escribamos el conjunto de

potenciales de gauge (A(O), L AD )) como las componentes del arreglo

A= ZA@Q
p
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de modo tal que cada componente viene dada como una p-forma evaluada en un
algebra de Lie
(P — [Ae* T — a 1AL
Ap—[Ap} T, = { Al iy AT A A dat ) T

Esto significa que las correspondientes intensidades de campo asociadas a cada A®)

pueden ser escritas como las componentes otro arreglo
I = Z )
P

el cual puede ser contruido combinando el parentesis de Lie de g con el producto o.

Para poder definir el arreglo curvatura definimos el arreglo derivada exterior como
d = 01)d,

de modo que, dado un arreglo X, podemos escribir

doX = (6yd) o (ZX ) de (1) © Ory)

_ N D)
=2 yndX V1),

de donde vemos que

(do X)) = a7} dx ™. (4.5)

r)

Con el objeto definir las transformaciones de gauge de los campos potenciales,
es necesario introducir un arreglo de parametros ¢ compuesto por diferentes formas
parametros. Generalizando la idea de las teorias de gauge convencionales, definimos
las transformaciones de los campos de gauge A®) en términos de las derivadas de los
pardametros €@ que componen el arreglo €. Para no perder generalidad, definimos
Iy e I; como los conjuntos de nimeros naturales, correspondientes a los ordenes
de las formas £® y AP respectivamente. Notemos que por consistencia, para cada
elemento ¢ € I; debe haber un elemento » = ¢ — 1 € I,. Ahora mostraremos que

este formalismo, basados en arreglos, permite generar una clase especial de algebra
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diferencial libre en la que todas las constantes de estructura pueden ser obtenidas a

partir de las constantes de estructura de un algebra de Lie [33, 34].

Para esto recordemos que si consideramos las p-formas potenciales de gauge como
los potenciales de gauge de un algebra diferencial libre, en la misma forma en que
las componentes A% son los potenciales de gauge de un grupo ordinario, entonces la

curvatura asociada a las p;-formas A% @) viene dada por

FAP+TL — q440) 4 Z 2 oA ABI(Pl) Ao A ABnPn) (4.6)

B ( p1) ‘B (pn

Si nos restringimos al caso donde las Unicas constantes de estructura no nulas son

aquellas con dos indices bajos, entonces la ecuacién (4.6) toma la forma
1
Alp+1) _ 3 AAWD) 4 — AP B(q) C(r)
FAPER = d AP 4 2C’B(q)C(T)A DNAT (4.7)
Definiendo, en analogia con (4.7), las componentes del arreglo F' como
F®D = (do A)PHY 4 Z ;i pH) A(q A

q,rely

donde, los coeficientes ’y(lz;r)l(zq) satisfacen la siguiente regla bajo la permutacion de sus

indices bajos
(p+1) _ (_1)qr+l ,y(p+1) Vr.q € I

T @) (r)(a)’
podemos escribir las componentes de F' en términos de conmutadores de los campos
de gauge
FOHD = (do A)PHD) 4 2 Z oy [A@, AP (4.8)
q,reh

Escribiendo esta ecuacién en el lenguaje de la FDA se encuentra

A1) _ 0D g 4AG) | L A_(0+1) 4B(g) 4C(r)
F = ooy dAtP + o Y Oy, APDA

q,rel;

donde hemos usado la ecuacién (4.5) y el hecho que [A(‘J), A(T)} es un parentesis de

Lie. La comparacion con la expresion (4.7) conduce por consistencia a las siguientes
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condiciones

(p+1) _
g =1
A _(g+r) _ ~A(g+r)
Crc (gm = CBlgycm

vélidas para p,q,r € I. Aplicando el arreglo derivada sobre la ecuacién (4.8) se

encuentra
(do )P = 3~ 400 (dADA® + (—1)? ADdAD)
q,rely
o bien,
( +2) +1) r
(@o B)** = 3 55 [449, A7)

q,r€ly

Utilizando la ecuacién (4.7) podemos escribir

(doF (p+2 Z 7p+17~) F(atD) A (r) Z Z 7p+1 q(JSrlt) [A(s A® A(r)]

qreh q,rely sitelh

y luego, definiendo el operador derivada covariante de un arreglo (D o X), como

(Do X)(p+2) =(do X)(p+2) y Z 7(1:;)1 [X(Q+1 A ]

q rely

la cual, debe estar en consistencia con la definiciéon de derivada covariante V en el
caso de las algebras diferenciales libres, tenemos que las componentes de la derivada

covariante del arreglo curvatura vienen dadas por

(Do F) (r+2) Z Z ,y’p-i-lr) (Q+1 [A A(t) A 7')} (4.9)

q,rely s,tely

Si evaluamos la ecuacion (4.9) en el caso de curvatura nula encontramos la siguiente

identidad
S 3 oty [149.49), 4] —o

q,r€lh s,tely
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que puede ser escrita en la forma

(p+1) _(g+1) 4 A(s) gB C(r
Z Z ’qu)(r qs)(t)A )A (t)A HTA7TB] ,Tc} = 0,

q,rely sitely

o bien, en términos de las constantes de estructura de g

+1) ~ D(q+1) 4A(s) 4B(t) 4C(r
> D Cogow Cagi AN APO A
q,rely sitely

Esta ecuacion corresponde a la identidad de Jacobi y por lo tanto, la correspondiente

identidad de Bianchi para arreglos puede ser escrita como
Do F=0. (4.10)

En analogia con las usuales teorias de gauge, definimos las trasformaciones de gauge

de los potenciales en la forma

SAWPTLY) — p+1 Z,}/ B g(q—&-l A(r} (4.11)

pero ahora restringiendonos al caso en que Iy e [; estan compuesto Unicamente
de numeros pares e impares respectivamente. Volviendo a rotular los indices, se
encuentra que la ecuacién (4.11) puede ser escrita en la forma

JAPHD = der + N~ 4L AW gln] (4.12)

(g—1)(r)
q,rely

Esto implica que las curvaturas transforman como

SF®H) = dgA®HD 4 N~ 4 #4540, AM]

q,relr
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o bien, en términos de las componentes de &

FP+2) Z ’yp:;ll T) dA (r) é*q 1)} Z 7(19(;‘?1)(?“) [A(T),df(q_l)}

q,r€lr qrel
D 2 [0 ADT 37D 7 A U [[A0.€070], AT
q,rely q,r€I1 stel;

Dado que las transformaciones de gauge de la curvatura deben ser homogeneas, se

tiene la siguiente condicién para los coeficientes 7(( )() )

3 A7 60, A7) = 3 0 (A7, o,

q,rely q,rely
que puede escribirse de modo mas conveniente como

2
7(p(jL)(z") 7(( ))(7”) para q,r € I. (4.13)

Esto significa que las curvaturas transforman homogeneamente como

SE@P+2) — Z ,y(lz:]‘rll o [dA(r) g(q 1) Z Z 7p+2r (q) e [[A(t)’f(s—l)} 7A(7")]‘

q,r€ll q,rely sitel;
(4.14)
Introduciendo la condicién (4.13) en (4.14) se encuentra:
SE®PT2) — g5 A+ _ Z 7 p+1) 6A (@ Al } (4.15)
q,rely
de donde podemos ver que
dF =DodA,

es decir, las curvaturas transforman de manera andloga al caso de las usuales teorias

de gauge.

4.2. Exponenciacién

La definiciéon de producto introducido para arreglos, permite definir la exponen-

cial de un elemento de 2 (M (D )) compuesto Unicamente por formas de orden par.
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Sea ¢ un arreglo

¢ = Z ¢(p)9(p)7
p

con p € Iy. Exigiendo que el producto o sea asociativo, podemos definir el arreglo
e? € Q(MP) en la forma

- 1 1
X_e¢_;a¢“_ﬂ+¢+§¢o¢+§¢o¢o¢+---.

Esta definicién requiere que exista un arreglo identidad que denotaremos

(p)
I=> 176,.
p

Si exigimos que I sea una identidad por la derecha, se tiene

Xol=X,

® @1 — @)

> Pl X010 = X®.
q”rj

De aqui podemos ver que las primeras componentes de I deben verificar las siguientes
ecuaciones

(0) () _ (0
a(mX T = a0

P x@pr) — P

(q)(r) (D)(O)X(D)H(U) 4+ e+ a(D) xO1P) — x (D)

(0)(D)

Dado que cada X es independiente, debe tenerse que para todo p € I, son vélidas

las siguientes relaciones:

(») (p)Tr(0 (») (p—1)7(1) (p) O) () _ v(p)
X I ey XPTUE e a ) ) XTI = X
(0) 0) _ 1) 0) _ _ (0) _

{ a <o><o>21) a ((1))(0)1I e ((z;)(O)H =1
P H_ ... _ (@ _

a” oyl == atg Y =0
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Aqui existe una arbitrariedad en la eleccién de ol )(p)(o) y 19, Por simplicidad esco-

gemos
10 =1,

(p) _
o = b

donde 1 es la identidad del grupo GG. Esta ultima consideracion tiene como conse-

cuencia que

Si ademas exigimos que I sea la identidad por la izquierda, se tiene

Z - I[(q) x(r X(p)7

repitiendo el proceso del caso anterior, esta ecuacion toma la forma

(») ©0) v — y(®
a gl X =X,

y por lo tanto, a” )(O)(p)]l(o) = 1. En resumen tenemos

(p) N0 —
P pp(o)—l‘v’pelo.

4.3. Elemento inverso

Sean ahora X = exp¢ e Y = expy dos arreglos tales que X oY = 1. En

aproximacién de primer orden se tiene

X=e’=1+9,
Y=e?=1+ .
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Las componentes de la ecuacién X oY = I pueden ser explicitamente vistas como

XOy©® =1 (4.16)
a(p)(q)(r)X(Q)Y(r) =0 para p#0. (4.17)
A partir (4.16) podemos escribir
(0) 0 0) —
g0 (1+09) (1+¢2) =1,

y dado que cada a(o)(o) () = 1 encontramos

¢(0) — —90(0) )

Por otra parte, (4.17) vemos que para p > 0

(p) )y (0) 4 ... (p) 0)y(p) —
X Y A g XY =0,

pero, dado que trabajamos a primer orden en ¢® y ¢® {nicamente el primer y

ultimo término prevalecen

Asf encontramos ¢® + ¢®) = 0. Esto significa que ¢ = —¢, y al igual que en el caso

usual, se tiene e? o e™? =L

4.4. Asociatividad

Como fue mencionado anteriormente, exigiremos que el producto o sea asociativo,
es decir,
(XoY)oZ=Xo(YoZ2),

o bien, en términos de las componentes de los arreglos X, Y, Z

Zo/p o (Za X Y“)Z(T Za X (Za by oZ(t))
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luego, re-rotulando indices se tiene

(p) () (») () ()v(t) 7 (r) _
2 (O‘ @O 60~ * &0 (t)(r))X yHzv =0,

q?r?sit

y finalmente, dado que cada factor X®)Y® Z() debe ser independiente, tenemos

(») (9) _( (Q) _
Z( @Y &~ Y @Y <t>(r>> =0.

q

Ahora, recordando que coeficientes a(p()q)(T) = 0 para ¢ + r # p, podemos escribir la

ecuacion de asociatividad como

(p) (p—r) (p) (p—s) _
W (p-r—s) ~ Y (-9 (p-r—s)r) = O-

Una importante consecuencia de esto se obtiene al considerar r = s

(p) (p—r) (p) (p—r)
Y - p-2r) = Y @)1 (p-2r)(r)’

‘ 6] : : . (p—r)
de aqui vemos que la matriz « (r—r)(r) deben tener la misma simetria que « () (p—2r)
en sus indices bajos. En adelante, describiremos la simetria de estas matrices por

medio de una funcién genérica

(p) _(_1\flgr)  (p)
aom = (DT a0

4.5. Regla de Leibniz

Teniendo en cuenta que

[do (X oY) ZO‘ . ( (T’)S)()X(S)Y(t)>
T,8,t
=3 a0 (AXOYO 4 (—1)° XOay®)

7,8,t
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y que
[(d o X Z a(ﬁ) q dX(t)y(r)
q,r,t
_ NG ()7(0)
=Dl XYY,
r,8,t

tenemos que la propiedad asociativa de la operacién producto o nos permite escribir

(p) -1 _ _(» (p—t)
CDOE-0Y 0 = Y e-00Y Q)

Luego, podemos escribir la derivada del producto entre arreglos como

[do (X oY) =[(doX)o V] + Za 1@y (-1 XDy ),

o equivalentemente, haciendo uso de la funcién f (q,r)

[do(XoY)] [(doX)oY]()

s, +F(sp—5—1)+s _(7) (5) - (0—3) (r—s—1)
+> (=1 O - X O ypos YT

Esto muestra que para conocer la regla de Leibniz para arreglos, es necesario conocer
la simetria de las matrices oP). Diferentes simetrias llevardn a una versién diferente

de la regla de Leibniz.

4.6. Transformaciones de gauge

Hasta ahora hemos considerado asociatividad en el producto de arreglos. Ademas
hemos definido la exponenciacion, hemos definido el elemento neutro y el elemento
inverso para exponenciales de arreglos evaluados un dlgebra de Lie. Esto significa que
las exponenciales de los arreglos constituyen un grupo. En analogia al caso usual,

definimos la accién del grupo sobre un arreglo F' como

FoSF =e¢%0Foe,
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De aqui vemos que la forma infinitesimal de esta ley de transformacién resulta
Fr=(I—-¢)oFo(l+¢)=F+[F g,

donde definimos el parentesis entre arreglos [X, Y], como [X,Y] =X oY —Y o X.

De esta definicién, encontramos que las componentes de [X, Y], son dadas por

() _ (») (v (r) (p) (q) v (r)
(XYY =) 0 XOYO =% ol yOx
q,r q,r

N, Wy ) _ ()00 y ) x (@)
=Y all (XOYO — (-1t yOx @)
q,T

Para que el conmutador [X, Y], pueda ser escrito en términos de los conmutadores
de formas diferenciales, debe cumplirse que f (r,q) = rq, de modo que a(P()q)(T) _
(—1)* Oé(p()r)(q), y puesto que ¢,r € I se tiene

(p) (p)
Y @) =Y (M@

por lo que

X, v]® Z a X@, y0],

En ese caso la regla de Leibniz para arreglos toma la forma usual
do(XoY)=(doX)oY +Xo(doY).

Este resultado debe ser compatible con los coeficientes gamma. Hasta ahora hemos
encontrado propiedades para los coeficientes a(p() )(r) Para el caso en que ¢q,r € I, sin
embargo, podemos encontrar una apropiada identificacién para estos coeficientes en

los casos en que un indice bajo, o ambos indices bajos estan contenidos en ;.

La opcién més simple que satisface las condiciones (4.13) es dada por

(r+2) _  (»+2) 551_72‘ para q,r € Ilv
) T T @ T q sp+2
(=1)*6,y,  en otro caso,
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ya que de esta forma, la ley de transformacién para F' toma la forma

SEP+2) — Z P2 [F@ 0] (4.18)

q,rely

4.7. Construccion de invariantes

Sea F' = (F(O), cee F(D)) un arreglo de p-formas intensidades de campo rotuladas
por el grado p. Es posible construir un ‘arreglo invariante topologico’ analogo al

invariante de Chern-Pontrjagin de la siguiente forma

xn = (X0, xP),

donde cada entrada corresponde a una s-forma dada por

X = <(Fn+1)(s)> _ <[Fo~--oF](s)>,

y donde el parentesis (- - - ) denota al operador traza simetrizada. Utilizando la forma

explicita del producto o en términos de los coeficientes matriciales podemos escribir

<Z (5q1+r1 (Z 5q2+r2 < . Z 52::?+Tn71F(qn—1)

q1,71 q2,73 dn—1,"n—1

( Y O, AF(q"“)>>)>, (4.19)
qnsqn+1

Tl . .. Tn_2 Tn—l
Z Z Z 5QI+T1 5‘12+T2 6(1n—1+7"n—15Qn+Qn+1

q1,71 —1,"n—1 dn,dn+1

% <F @ ,F(qz)’ . 7F(qn—1),F(qn)7F(qn+1)>, (4.20)

o bien,

Utilizando las propiedades de la delta de Kronecker podemos escribir la expresién

anterior de un modo mas cémodo

Z Z(Sq1+ gy (F0 o Ry (4.21)

dn+1
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De (4.21) podemos ver que el invariante descrito por la forma diferencial no nula de
menor orden posible en el arreglo y,, es una 2n + 2-forma dada por <F(2), R F(2)>.

Esto significa que la el arreglo x,, es de la forma

Xn = (Oa s 707 X7(12n+2)7 X7(12n+3)7 te ’X%D)) :

Por razones de comodidad denotaremos a las componentes de x,, como Xﬁf’) = Xﬁ?”*” )

con p=0,...,D —2n. En esta notacidn, el resultado obtenido en la ecuacién (4.21)

puede ser escrito de la siguiente manera:

Xﬁ?”“’) _ Z £ (kg ..., kp) <(F(2))k2 o (F(D))k0> : (4.22)

(kg,...,kD)EKp

donde
n!

ko!. .. kp!

Esta expresién tiene un origen y forma diferente a la ecuacion (4.21). Para obtener

fo (K2, ..., kp) = (4.23)

(4.22) fue utilizado el teorema de Newton generalizado. Ahora tenemos una sumatoria
en la que cada término contiene potencias de todas las formas curvaturas F® (cada
t-forma F® esta elevada a k;). Sin embargo, los exponentes (ks, ..., kp) de dichas
formas curvatura son combinaciones de nimeros muy especificas. Los coeficientes
k; son distintos de cero, sélo para t par y la suma corre uinicamente sobre aquellas
combinaciones de nimeros (ks, ..., ky) (donde cada k; toma valores positivos entre 0
y n+ 1) que estan dentro de K, siendo K, el conjunto de soluciones del siguiente

sistema de ecuaciones
ko+---4+kp=n+1,

d (t—2)k=p-2

t=

Ahora probaremos que las ecuaciones (4.22) y (4.23) puede reproducir los resultados

similares a los obtenidos en las referencias [7-9].
Caso p =2

El caso mas sencillo es encontrar el invariante de Chern—Pontrjagin para el caso



Capitulo 4. Teorias de gauge y arreglos diferenciales 61

donde d = 2n + 2. Para esto, es necesario resolver el siguiente sistema de ecuaciones

D
kot thp=n+1 > (t—2)k =0

t=3

De la segunda ecuacion se tiene
ks +2ky+ -+ (D—2)kp =0.

Puesto que todos los k; no nulos son enteros positivos, se tiene k3 = --- = kp = 0,
y entonces, de la primera ecuaciéon se tiene ko = n + 1. Como ésta es la tnica
solucién posible tenemos que el conjunto K,—s sélo consta de un arreglo de nimeros
Ko={(n+1,0,...,0)}, de modo que Y22 65 dado por

X7(12n+2) = fo(N,0,...,0) <(F(2))n+1 : (F(3))0 . (F(D))0> _ <(F(2))n+1> )

el cual, claramente coincide con el invariante topoldgico usual que da lugar a las

conocidas formas de Chern—Simons.
Caso p=14

En este caso buscamos el invariante (2n + 4)-dimensional. Para esto debemos

resolver el siguiente sistema de ecuaciones

D
ko+-+kp=n+1, Z(t—Q)ktIQ.

t=3

Tomando en cuenta que los k; son enteros positivos, vemos que la segunda ecuacién

conduce a

ks 4 2ky = 2.
De aqui vemos que k5 = --- = kp = 0, de manera que el sistema de ecuaciones se
reduce a

k2+k4:n+1, k4:1,
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el cual sélo tiene una solucion en los enteros positivos
Ky ={(n,0,1,0,...,0)}.

Asf tenemos que el la (2n + 4)-forma del arreglo x,,' es dada por
(2n+4) ::<(ﬁwm)"7ﬁw@>,

el cual coincide con el invariante topologico en (2n + 4)-dimensiones encontrado por
Antoniadis y Savvidy en Refs. [7-9].

Casop=6

En este caso buscamos el invariante (2n + 6)-dimensional. Para esto debemos

resolver el sistema de ecuaciones

D
ko+ -+ kp=n+1, Z(t—z)kt:zl.

t=3

Tomando en cuenta que los k; son enteros positivos, vemos que la segunda ecuacién
toma la forma
2ky + 3ks + 4kg = 4.

Luego, el sistema de ecuaciones se reduce a

k2+k4+k6:n+1,
k4—|—2k)6:2,

el cual sélo tiene dos soluciones en los enteros positivos. Por lo tanto, el conjunto Ky

consta de dos elementos

Ky ={(n,0,0,0,1,0,...,0), (n — 1,0,2,0,1,0, ...,0)} .

'En rigor, x no es realmente un arreglo ya que no estd evaluado en el dlgebra de Lie, sin embargo,
seguiremos llamandolo asi por simplicidad.
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La componente Xﬁ?”“") es entonces dada por

(2n+6) _ <(p(2>)" F(6)> L <(F<2>)"—1 (F<4>)2>
n Y 2 Y

el cual coincide, salvo por un coeficiente numerico, con el invariante topologico en

(2n 4 6)-dimensiones encontrado por Antoniadis y Savvidy en Refs. [7-9].
Caso p=38

En este caso buscamos el invariante (d = 2n + 8)-dimensional. Para esto debemos

resolver el sistema de ecuaciones

D
kyt-o-thp=n+l, > (t—2)k =6

t=3

Una vez més, de la segunda ecuacion se tiene
2ky + 4ke + 6kg = 6,
y el sistema de ecuaciones se reduce a

k2+k4—|—k6:n—|—1,
ky + 2ke + 3ks = 3.

Este sistema tiene tres soluciones en los enteros positivos y por lo tanto el conjunto

K¢ consta de tres elementos

Ky, ={(n,0,0,0,0,0,1,0,...,0),(n—1,0,1,0,1,0,...,0), (n — 2,0, 3,0,0,0,...,0) },

2n+1

-1 es dada por

de modo que la componente y

n

(2n+8) _ <<F<2>)n , F<8>>+n <(F<2>)’H P, Fm)%% <(F<2>)"*2 , <F<4>)3> .

Esta expresién coincide , salvo por coeficientes numéricos, con el invariante topolégico

en (2n + 8)-dimensiones encontrado por Antoniadis y Savvidy en Refs. [7-9].
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Ahora probemos que las expresiones encontradas para X,(1 n+6) y Xﬁ?””) son formas

cerradas e invariantes de gauge. Para esto, utilizaremos las identidades de Bianchi

para arreglos dadas en (4.10) y enlistadas en el Apéndice D.

Tomando la derivada exterior de XE\?WFG) tenemos
dX (2n+6) <(F(2)>”_1 ,DF®. F(6)> + <(F(2))" : DF(6)>

n w <(F(2>)”—2 DF®, (F(4>)2>

n @\* 1 ) <4)>
+2<(F) FW DE™Y

Utilizando las identidades de Bianchi, esta expresion toma la forma

dX (2n+6) _ <[F(4),A(3)} 7Fn> 4 <[F(2),A(5)} ’ (F(2))n>
+ n<[F(2)’A(3)} ,F(4)’ (F(Q))n—1>
= — {< [F(4)7A(3)] , (F(2))n> 4 n<[F(2),A(3)} ,F(4)7 (F(2))n,1>}
(a0 o)

:(:]7

lo cual prueba que la forma XE\Z,TL%) es cerrada.

Del mismo modo, tomando la derivada exterior de XE?HS) tenemos

dy(2n+8) = <DF(8)7 (F<2>)”> in <F<8>, DF®. (F<2>)"—1> in <Dp(4>, F©) (F<2>)"—1>

+ 0 (FO, DFO (FE)"™) 4 (n—1) (FO, FO, DF®, (FE)"7)

N 3”<7”;" 1) <DF<4>7 (F®)?, (F<2))"—2>
n n(n — 13)'(” —2) <(F(4))3 DF®. (F(2))”‘3> 7
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y repitiendo el proceso, se tiene

0 ) o e )
{ (FO,[FOAO] (FO)"™) + (n— 1) ([FD, 4O, (FO)?, (F®)"7)
- {<[F(4 L) 4 (PO R AP F )+ ([FATD]ET)
=0,
lo cual prueba que X1(1 "8) o5 cerrada. Por otra parte, de (4.18) podemos obtener las
variaciones de las formas de curvatura (ver Apéndice D). Utilizando estos resultados,

. L 2n+6
se tiene que la variacién de ngn ) es dada por

X@0 = n ((F@)"T6F@, FO) 4 (FD)" 65

1 @ <(F<2>)"—2 SF®, (F<4>)2> i g <(F<2>>"—1 , F<4>’5F(4)> 7

y reemplazando las expresiones para 6 F®) se tiene

X8 = ([P §<2} F"> + ([F,69], (FO)") 4+ n ([FD, @], FO, (F@)"")
B {< (2))n> +n<[F(2),§(2)} ,F(4), (F(g))n—1>}
+< F(2 F(Q))n>
=0.

(2n+8)

Del mismo modo, la variacién de X es dada por

x2S = <5F<8>, (F<2>)"> in <F<8>’ SF®), (F<2>)"*1> in <5F<4>, F©) (F<2))”*1>
+n (FO,6F®, (FO)") 4 (n— 1) (FO, FO, 65, (F@)"?)
n(n —1) 2 n—2
+ = <5F(4>7 (FD)? (F®) >

L n(n — 13)!(71 —2) <(F(4))3,6F(2), (F(z))n—3> ’
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y utilizando nuevamente las leyes de transformacién encontradas, se tiene

Fy(2n+9) __{< JaG } (F@)" >+n<[p(z) £2], FO), (F<2>)”—1>}
{ <F<4> @] >+ (n—1) < (4>,5(2>}7(F<4>)27(F<2>)"*2>}
—{<[F<4 S F”>+n<F (RN DY+ ([F 0] )
=0.

Asi tenemos que es posible construir formas cerradas e invariantes de gauge por
medio de la traza de las componentes del arreglo F' o --- o F'. Resulta interesante
notar que los invariantes obtenidos no son exactamente iguales a los presentados
por Antoniadis y Savvidy. La razén de esta diferencia estd en la eleccion de los
coeficientes oz(p()q)(r). Diferentes elecciones de estas matrices conducen a definiciones
diferentes para las transformaciones de gauge y para las identidades de Bianchi. El
caso presentado aqui es el mas simple, sin embargo, analizando las ecuaciones (C.3)
del Apéndice C, podemos ver que los campos de gauge de las teorias de gauge de
Antoniadis y Savvidy corresponden a los potenciales de una FDA, cuyas constantes

de estructura han sido escaladas con coeficientes numeéricos.



Capitulo 5

Formas de transgresion y

ecuaciones triangulares

En este capitulo estudiaremos las formas de transgresion y el teorema de Chern—
WEeil en el contexto de las teorias de gauge extendidas. Por otro lado, haciendo uso de
la férmula extendida de homotopia de Cartan, seran obtenidas las correspondientes
ecuaciones triangulares y se generalizara el método de separaciéon en subespacios

obtenido en referencia [35].

5.1. Invariante (2n + 3)-dimensional

En esta secciéon mostraremos que es posible definir una forma transgresién y pro-
bar el teorema de Chern—Weil a partir del invariante (2n + 3)-dimensional mostrado

en el Capitulo 3. Para llevar a cabo esta generalizacién es necesario considerar

1. Dos 1-formas conexion Ay y A; evaluadas en un algebra de Lie, cuyas corres-

pondientes curvaturas vienen dadas por

Fo=dAg+ A2, F=dA + A}

2. Dos campos de gauge descritos por las 2-formas By y Bj, también evaluadas

en el algebra de Lie. Las correspondientes intensidades de campo o curvaturas

67
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son definidas como sigue

Hy = dBy + [Ao, Bo], Hi=dB + [A, Bi].

En términos de estos ingredientes fundamentales, definimos las diferencias 6 =
Al — Agy ® = By — By en funcién de las cuales podemos definir las conexiones
homotopicas

A=Ay +1t9, B,=DBy+1td, (5.1)

y sus correspondientes curvaturas
Ft — dAt + A?, Ht — DtBt — dBt + [Ata Bt]a (52)

las cuales satisfacen las condiciones,

d d
EFt S Dte, EHt = th) + [9, Bt] . (53)

5.1.1. Teorema de Chern—Weil para I'(?"*3)

Siguiendo la formulacion de teorema de Chern—Weil, demostrado para el caso del

invariante Pa, [11], enunciamos el siguiente, teorema.

Teorema: La diferencia I'?"*3) (A, B;) — T'?"3) (Ay, By) es una forma exacta, es

decir,

(FI'Hy) — (FU'Ho) = dQ®"2) (A, By, A, Bo), (5.4)

donde la cantidad
1
Q(2n+2)(141, By; Ay, By) = / dt (n<Fn716Ht> + <Ftn(I)>) , (5.5)
0

serd llamada (2n + 2)-forma transgresién de Antoniadis—Savvidy, en analogia a las

usuales formas de transgresion en (2n + 1)-dimensiones.
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Para mostrar este resultado notemos que, usando el teorema fundamental del

célculo, podemos escribir el lado izquierdo de (5.4) en la forma

(Fri) — (Fy o) = [t (R, (5.6)

diferenciando directamente el lado derecho y utilizando las ecuaciones (5.3), tenemos
! dF, d
(FI'Hy) — (FMHy) = / dt <<nFt"1—th> + <F[‘—Ht>)
0 dt dt
1
— / dt (n (F}'D0H,) + d (F]'®) — (F[* [B,,0])) . (5.7)
0
Luego, integrando por partes se tiene
1
(FI'H))—(FHy) = / dt (nd (F}'"'0H,) — n(F"'0 (B, F}]) + d (F*®) — (F}* [By,4])) .
0

El segundo término de la integral puede escribirse de forma mas conveniente utili-

zando la identidad (3.20). Esto permite escribir
n(F;0[F, Bi]) = (' [B.,0]) , (5.8)
de modo que
1
(FI'Hy) — (FJHy) = d/ dt (n (F}'0H,) + (F)'®)) . (5.9)
0

Escribiendo este resultado en términos de la (2n 4 2)-forma de transgresién, obtene-

mos

(F'Hy) — (Fy Ho) = dQ ®"+2)(Ag, By; Ay, By),
lo cual demuestra el teorema.

Siguiendo el mismo procedimiento seguido en el caso de las formas Chern—Simons,
definimos la (2n + 2)-forma de CSAS como

1
€S (A, B) = Q(A, B;0,0) = / dt(nAF}""H, + BF}").
0
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Este resultado estd de acuerdo con la expresién encontrada en Ref. [7] y mostrada
en el capitulo I1I. Es interesante notar que las formas de transgresién, tanto la usual
como la generalizacion anterior son definidas globalmente sobre el espacio-tiempo
base del principal bundle y son invariantes de gauge off-shell. Por otra parte, las
formas Chern—Simons, son definidas localmente y son invariante de gauge off-shell

modulo terminos de borde.

5.1.2. Foérmula de homotopia para [(2n+3)

Consideremos ahora la aplicacién de la féormula extendida de homotopia de Cartan

[13] al caso del invariante topoldgico
F(2n+3) (At7 Bt) = <En7 Ht) )

es decir,

p+1
li

lf / lf+1
2t FH’H = an,H + _1p+qd/ Fn,H .
/aT'r+1 p‘ < ! t> T’r+1 (p+ 1)' < t t> ( ) T,r+1 (p + 1)' < t t>
(5.10)
De Ref. [13] sabemos que los operadores d, d; y I; definen una élgebra gradada dada

por
42 =0 42 =0, {d,d,} =0,
[lt7 d] = dt7 [lta dt] = 0.

Sin embargo, la accion de estos operadores sobre el dlgebra de polinomios extendida
no esta completamente determinada. De Ref. [13] sabemos que la accién de [; sobre

Ay y F; es dada por,
ltAt - 0, ltFt - lt (dAt + AtAt) - (dlt + dt) At - tht7

mientras que la accién de [; sobre B; y H; debe ser determinada exigiendo que los
casos particulares de la ecuacién (5.10) reproduzcan tanto el teorema de Chern—Weil

como la ecuacion triangular.

Caso p=0
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En este caso, encontramos que la ecuacién (5.10) toma la forma,

/8 (R = / I, (FI'H) | (5.11)

Th

donde Ay = Ay +t0 y B, = By + t®. El lado izquierdo de la ecuacién (5.11) es dado

por
1
/ (F', H;) = / dt (F}', Hy) = (F)', Hy) — (Fy', Hy) , (5.12)
o1y 0

mientras que el lado derecho puede encontrado haciendo uso de las propiedades del

operador [;. Puesto que el teorema de Chern—Weil debe coincidir con la ecuacion

1
<F1n7H1> - <F(;L>H0> :d{n/ dt <Ftn71797 Ht>+/ <Ftnalth>}7 (513)
0 T

nos vemos obligados a exigir que [;H; = d;B;. Por otro lado, de la definicién de H,
tenemos

<Ftn, lt (dBt + AtBt - BtAt)> == <Ftn7 dtBt> y

de modo que
<Ftn7 ((d + At) (ltBt> + dtBt — (ltBt) At)> - <Ftn, dtBt> 5

y por lo tanto [;B; = 0. Resumiendo, podemos escribir, [;B; =0y l;H; = d; B;.
Casop=1

Ahora mostraremos que el método de separacion en subespacios desarrollado en
referencia [35] puede ser generalizado al caso de teorias de gauge extendidas. Esto
significa que el caso p = 1 la férmula extendida de homotopia de Cartan desdobla
la forma de transgresiéon generalizada Q®"*2) (Ay, Bo; Ag, By) en una suma de dos
formas de transgresion que dependen del par de campos de gauge intermediarios

Ay, By mas una forma exacta. En efecto, para p = 1 la ecuacién (5.10) toma la forma

l2
/ L (FPHL) = —d / (R HY (5.14)
8T2 T2
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donde ahora los campos de gauge homotopicos son dados por

A =1 (Ag — A)) + 12 (A — A)) + Ay,
B; =t°(By — By) +t*(By — By) + By. (5.15)

El lado izquierdo de (5.14) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

T2 - (AQ; BQ;Ala Bla AOyBO>7
0T, = (Ag, By; Ay, By) + (Ao, Bo; Ay, Ba) + (Ay, By; Ao, By)

por lo tanto

/ L (F], Hy) = QP (Ay, By; Ay, Br) — QP (Ay, By; Ao, Bo)
oTs

+ Q(2n+2) (A17 Bl7 AO? BO) )

mientras que el lado derecho de (5.14) es dado por

l2
4 [ FPHY = Q" (Aa, Bos v, By Ao, ). (5.16)
donde definimos
12
Q(2”+1) (A2, By; Ay, By; Ay, BO) = / Et <Ftna Ht> :
Ts

Asi tenemos que la ecuacion triangular es dada por

QU (Ag, By; Ay, By) — Q") (Ay, By; Ag, By) + QP2 (A, By; Ay, By)
= —dQ®" (Ay, By; Ay, By; Ao, Bo) , (5.17)

o alternativamente

Q(2n+2) (Ag, Bs: Ao, Bo) :Q(2n+2) (A2> By Ay, Bl) + Q(2n+2) (Ab By; A, Bo)
+ dQ(QnH) (A2, By; A1, By Ao, By) (5.18)
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donde el término de borde viene dado por

1
Q(Q”‘H) (As, By; Ay, By; Ao, By) = éd {n (n—1) <Ftn_17 (tht)2 ) HL‘>

1>

+2n <En_1, tht7 dtBt>} .
Entonces, recordando que

(tht) - dto (AO - Al) + dt2 (AQ - Al) 5
(dtBt) = dto (BO - Bl) + dtz (BQ - Bl) 5

se tiene

1 t
Q(2n+1) (Ag, Ba; Ay, By; Ao, Bo) = / dt/ ds {n (n—1) <Ftn_1, (Ag — A1), (AL — Ay), Ht>
0 0

+n (F", Ao, (Ba — Br)) +n(F71, A1, (By — By))
+n <Ftn_1, AQ, (Bl — BQ)>} . (519)

donde hemos introducido los pardmetros ¢t = 1 —t° y s = ¢2.

Es de interes notar que el uso de la férmula extendida de homotopia de Cartan
permite identificar la forma exacta de la contribucién del borde. Notemos ademés
que si elegimos Ay = 0y By = 0 obtenemos una expresion que relaciona una forma

de transgression con dos formas CSAS y una derivada total

Q@n+2) (As, By Ay, By) = QgSn;SQ) (Ag, By) — QgS”;S?) (A1, By)
—4QEnt (A, Bo; A1, By; 0,0). (5.20)

5.2. Invariante (2n + 6)-dimensional

5.2.1. Teorema de Chern—Weil para =(2n+6)

Al igual que en el caso anterior, consideremos dos 1-formas conexién Ay, A;
evaluadas en un &algebra de Lie, junto a sus correspondientes 2-formas curvaturas

Fy, Fy. Incluiremos ademas, dos 3-formas campos de gauge Cy, C; y dos 5-formas



Capitulo 5. Formas de transgresion y ecuaciones triangulares 74

campos de guge Fy, F junto a sus correspondientes 4-formas y 6-formas curvatura

definidas como sigue

Iy = DoCy = dCy + [Ay, Co]

I, =DiCy =dCy + [A4, 4],
Ko =DoEy + [Co, Co) = dEy + [Ag, Co] + [Co, Co ,
Ki =D1E, + [C,C1] =dE; + [A1, O] + [Cy, C4] .

A partir de dichos campos de gauge extendidos, definimos las siguientes conexiones

homotépicas
At = AO aF tt9,
Ct - C10 + t’%
Et E— E[) + tf‘:,

confl=A;—Ay,y=C1—Co,e=FE, —Eyyte|0,1].

En adelante denotaremos por comodidad A; = (A1, C;, E;), de modo que, usando

el teorema fundamental del calculo, en esta notacién podemos escribir
bod
=000 () 000 () = [ (n (P ) (7).
0

y luego, realizando la diferenciacién con respecto al parametro homotdpico se en-

cuentra

, ! df,
E(2n+6) (Al) _ E(2n+6) (AO) — / dt {n(n _ 1) <Ftn_27 %7It2> +2n <Ftn_l>It7 d_tt>
0

dF; dK,
en{m ) + ()
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dF, _

Hemos visto que <t = D;f y ademds es directo comprobar que

dr,

d—tt = Dt’y + [0; Ot] ’

dK,
d_tt = Dtg + [‘9, Et] +2 [Ct)r)/] )

de modo que

1
200 (4,) ~ E00 (o) = d [ (= 1) (B2 0,12) + 20 (R 1)
0

+n (FP7H0, K + (F)e)] + A,
donde hemos definido,
1
A= / dt {—2n(n — 1) (F/"2,0,1;,D.I;) — 2n (F}" Dy, ) +n (F',0,D,K,)
0
+2TL <Ftn_17 Itv [07 Ct]> + <F’tna ([97 Et] + 2 [Cta IY])>} .
Utiilzando las identidades de Bianchi, se encuentra que A toma la forma
1
A= / dt {2n (n — 1) (F}'7%,0, 1, [Cy, Fy]) + 2n (F}7", [Cy, Fy],v) 4 2n (FP 1, 16, Cy))
0
—n <Ftn_1> 97 2 [Ota [t] + [Et7 E]> - <F;fna ([97 Et] + 2 [Cta /Y]»} )

y utilizando la identidad (3.20) es directo probar que A = 0. Esto significa que

podemos definir una (2n + 5)-forma de transgresién como
1
T (g do) = [t (= 1) (B2, 0,12) + 20 (B 1)
0
+n (FP10,K) + (F)'e)] . (5.21)
Este resultado permite escribir el teorema de Chern—Weil en la forma
E(2n+6) (Al) i E(2n+6) (-’40) _ dT(2n+5) (-Al; AO) ]

A partir de 7?5 (A;; Ag) podemos obtener la correspondiente forma CSAS (2n + 5)-
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dimensional introducida en Ref. [9]:

Cas (A,C.E) =T (A,C, E;0,0,0)
1
_ / At [n(n — 1) (FP=2 A, I2) + 20 (F7~4 1, O + n (FP=Y ALK,
0

+(F", E)].

5.2.2. Férmula de homotopia para =(2"+6)

Consideremos nuevamente la férmula de homotopia de Cartan extendida, pero
en este caso, para el polinomio invariante Z"+6) construido a partir de los campos
de gauge A;, C; y E;. Siguiendo el mismo procedimiento realizado en las secciones

anteriores podemos escribir

Ay =t A+t A+ 1T A, (5.22)
Cy =tCo+t'C+ -+ + 1P Cpy, (5.23)
E,=t"Ey+t'Ey 4+ + "By, (5.24)
junto con la condicién t° + ¢! + ... + P = 1 que asegura que dichos campos

transformen del modo apropiado y que permite escribir los campos de gauge A;, C;

y E; en la forma,

Ay = t° (Ao — Ap-H) + ! (A — Ap+1) o4t (Ap B Ap-H) + Apta, (5.25)
Cy = to (OO - Cp-i-l) + tl (Ol - Cp-i-l) +o P (Cp - C(:0-5-1) + Cp+1a (5-26>
Ey = t° (EO - EpH) + ! (El - EpH) -+t (Ep - EpH) + Ep+1- (5-27>

De la férmula extendida de homotopia de Cartan [13], se tiene

p+1
i

L __zZCnt0 (A, OB, (5.28)

Iy
L=Cnt6) (4, Cy, E,) = —1pd/
/8Tp+1 ( ! ' t) ( ) (p+ 1)'

p! Tp+1

donde ahora, al igual que en el caso de la seccion anterior, debemos determinar la
accién del operador [; sobre los elementos {A;, Cy, E;, Fy, I, Ky, d; Ay, 4,Cy, diEy,
A Fy, di 1y, di Ky} la cual debe ser tal que se se verifique el teorema de Chern—Weil y
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se respete la clausura del algebra de polinomios. Por el momento sélo sabemos que

en el caso estudiado en referencia [13] [;A; =0y I, F; = d; Ay
Caso p=0

En este caso la férmula extendida de homotopia de Cartan se escribe

/ =(2n+6) :d/ 1,=(2+6), (5.29)
8T1 Tl

donde

At:A0+t(A1—A0>,
Cy=Co+1t(Cy —Cy),
Et:E0+t(E1—E0).

El lado izquierdo de (5.28) es dado por

/ 20 (A, Gy, Ey) = @m0 (A, Oy, Ey) — P9 (4, Co, Ey)
or

o bien,

/ E(2n+6) (-At) _ E(2n+6) (-Al) . E(2n+6) (AO) ,
oT,
mientras que el lado derecho toma la forma,
d/lﬁmeAQ:d/[n@—lﬂﬂlﬁuﬁﬁ>+mMﬂnﬂhﬁh> (5.30)
T1 Tl
+n (FP LK) + (F LK) (5.31)

comparando (5.30) con (5.21) vemos que [,I; = d,Cy, I, K; = d,E;. Haciendo uso del

algebra gradada se encuentra
lt]t - lt (dC’t + [Ata Ot]) - dtC’t + dltct + AtltC't + ltCtAt7

donde vemos que [,C; debe ser una (2,1)-forma en el dlgebra de polinomios que
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verifique la siguiente condicién

(F'"', I, Dy Cy ) = 0. (5.32)

T

La tinica opcién no nula es [,C; = d;F}. Si reemplazamos esto en la condicién (5.32)
tenemos

<Ftn_1, It7 [tht7 F;g]> - 0 (533)

Ty
Esta ecuacién es muy restrictiva y conduce a contradicciones con la definicién (5.21).
Por esta razon, la tnica opcién valida es [;C; = 0. Del mismo modo para E; y K; se
tiene
LKy = dl By + di By + 1 [Ay, By = By + Dyl i By

Para reobtener la expresién (5.21) se debe cumplir que
/ <Ftn, tht ‘l‘ DtltEt> — O
T

Una vez mas, si suponemos que [, F; = d;I; se llega a contradicciones. Por esta razén

la tnica eleccién consistente es [, F; = 0.
Casop=1

Usando las expresiones anteriores en la férmula extendida de homotopia de Car-

tan para el caso p = 1, se encuentra

[owln(E ) v k] = [ () )], 63
OTs

T>
donde ahora
At - tvo + tlAl + t2A2 - to (Ao - Al) + t2 <A2 - Al) + Al,

C,=1"Co+t'Cy + 12 = t° (Cy — Cy) + 2 (Cy, — Cy) + O,
E,=t'Ey+t'E, +1* =t°(Ey — E)) +t* (Ey — E\) + Ey.
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El lado izquierdo de (5.34) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

Ty = (Ag; A1 Ao)
8T2 = (./42; Al) -+ (A[); ./42) + (./41; ./40) s

es decir,
/8 [ (L) (] = T (A A =T (gt AT (A Ay,
de modo que podemos escribir la ecuacion triangular

T (A Ar) — T (Ag; Ag) + T (Ay; Ag) = —dT Y (Ag; Ar; Ao)
donde definimos

2
T e (Ag; As; Ao) :/ % [" <Fn_1=]2> + (F",KQ] ? (5.35)

Ts
aplicando el operador [; directamente se tiene

T (A Ay Ay = %/ [n(n—1)(n—2)(F3, (dA;)° 7
5

+ 4n (n . 1) <Fn_27 tht7 It, dtCt> + 2n <_thn—17 (dtC't)2>
+n(n—1) <Ftn_27 (tht)2 ) Kt> +2n <En_1, ds Ay, thtﬂ ;

y puesto que,

dA, = (Ag — A dt® + (Ay — Ay) dt?,
d;Cy = (Cy — Cy) dt® + (Cy — Cy) dt?,
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se tiene que el término de borde es dado por

1 t
T(2n+4) (AQ, Al, ./40) = / dt/ ds {n (n — ].) (n — 2) <Ftn_1, (Ag — Al) R (Al — A()) 7It2>
0 0

+2n(n—1) [{F}"2, Ao, (Co — C1) , L) + (F}7%, Ay, (Co — Co) L L)
+ (F72 Ay, (Cr — Co) L)) +2n (F ™ (Cy — C1) L (C — Cy))
+n(n—1)(F'? (A — A1), (4 — Ay) . Ky)

+n [(F71 Ao, (Bs — Ey)) + (F 1 Ay (B — Bs))

+ (F Ay, (Br — Ep))] }

5.3. Invariante (2n + 8)-dimensional

5.3.1. Teorema de Chern—Weil para Y27+

Al igual que en el caso anterior, consideremos dos 1-formas Ay, Ay, dos 3-formas,
Cy, C7 y dos 5-formas campos de guge Ey, Ei, todas evaluadas en un algebra de
Lie junto a sus correspondientes pares de 2-formas, 4-formas y 6-formas curvatura.
Consideraremos ademas dos 7-formas campos de gauge Gy, G; con sus 8-formas

intensidades de campo M, y M; dadas por

MO == DOGO —|— 3 [Co, Eo] 5
M1 = D1G1 + 3 [Cl, El] .

Siguiendo el procedimiento de las secciones anteriores introducimos los campos de

gauge homotdpicos A;, Cy, Fy, ya mostrados y G; dado por

Gt - G0+t)\,
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con A = Gy — Gy y denotaremos A; = (4;,C;, E;, G;). Del teorema fundamental del
calculo podemos escribir
b d
T (2n+8) (A)) — T (2n+8) (Ay) = / dt& {(Ft",Mt> +3n <Ftn—17 K, ]t>
0

+n(n—1) <Ft"’2, IE>} )

Puesto que 4 =D,6, 4t =Dy + [0, Cy], Bt =Die + [0, B +2[Cr, 7] v

th

7 = DA+10.G+3[C e +3[, B,

se tiene

T(2n+8) (-Al) . T(2n+8) (AO)
1
_ / at {nd (FP=1,0, M) + d (FP, ) + 30 (n — 1) d (F2,0, K, I,)
0

+3nd (F)' ' e, 1) + 3nd (F™ Ky, y) + 3n(n— 1) d(F}' >, I}, )
+n(n—1)(n—2)d(F0,1}) + n(F'",0,D,M,)

+ (], ([0, Gy) + 3[Ch,e] + 3 [, Ex])) + 3n (F* ', &,D 1)
+3n(n—1)(F'>6 DKt,It>+3n (n—1)(F"2,0,K;,D.1,)
+3n(F 1 ([0, E] +2[Ce.v)) L) — 3n (F" DKy, )
—|—3n<F” LKL [0,C) +n(n—1) (n—2)(F'?,6,D.0})

—6n (n— 1) (F'%,1;,Dedy,v) + 3n (n — 1) (F 2 12,16, C))) }

o bien,

T(2n+8) (A1> . T(2n+8) (AO)
1
= d/ dt {n (F~",0, My) + (F,\) +3n (n — 1) (F* 2,0, K, I,) + 3n (n — 1) (F"*, I7,7)
0

+3n <Ftn71,57 ft> + 3n <Ftn717 Kt7’Y> +n(n—1)(n—2) <Ftn737 9, [t3>} + A4,
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donde hemos definido

A= /1 dt {n (F'=1,0,D,M,) + (F, (10, G/ + 3[C, €] + 3, E4)))

+3n(n—1)(F7%,0,DK,, I;) + 3n(n— 1) (F/'"2,0, K, D1y) 4 3n (F ", e, D1y
+3n(F1 ([0, B + 2[C, 7)) L) — 3n (FP 1 DKy, v) + 3n (B4, Ky, [0, Cl)
+n(n—1)(n—2)(F'>%0,Dd}) —6n(n—1)(F'? I,,Dd;,7)
+3n(n—1)(F%17,[0,Ci)) } .

Haciendo uso de las identidades de Bianchi y de la identidad (3.20) se encuentra
-n <-F1tn_17 07 [Cta Kt]> -—n (n - ]-) <Ftn_27 07 Kt; [Cta Ft]> +n <‘F;£n_17 Kt7 [97 Ct]> =0

—n(F 6, [EL L)) —n(n— 1) (FP72,0,[E, )L L) +n (F [0, E] L) =0,
—n(F',0.[G, B]) + (B}, [0,G]) =0,
(F [Crel) —n(F e, [Ch, Fy)) =0,
(FP [ E) +n (F Y B B L y) =0,
—2(F2,0,[Cy, L] , ) — (n — 2) (F}2,0, 1}, [C, F5]) + (F 2, 12,10, Cy]) = 0,
(FPH1CoA T + (E (G B y) + (0= D (FP 2 1 (G, L y) = 0,

de modo que, al igual que en los casos anteriores A = 0. Asi tenemos que el teorema

de Chern—Weil puede ser escrito como sigue
T(2n+8) (Al) _ T(2n+8) (-AO) — dQ(2n+7) (A17A0)7
donde hemos definido la (2n + 7)-forma de transgresion

1
QT (A, Ag) :/ dt {n (F=1,0, M) + (E7', \) + 3n (n — 1) (72,0, K, 1)
0

+3n(n—1)(F2 17, v) +3n(F e, I,) + 3n (F}", Ky, )
+n(n—1)(n—2)(F%0,1})}.
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A partir de Q®"*7 (A, Ay) podemos definir (localmente) la correspondiente forma
CSAS (2n + 7)-dimensional ya introducida en Ref. [§]

¢

5.3.

Q(2n+7) (.A, O)

2n+7
(CSAS ) (»A) =

1
_ / dt {n (FP=1 A, M) + (FP, G) + 3n (n — 1) (F'2, A, K, I,)
0

+3n(n—1)(F 2 1},C) +3n (F}" E, L) + 3n (F' ', K, C)
+n(n—1)(n—2)(F'% A I})}.

2. Férmula de homotopia para Y!

2n+8)

Consideremos nuevamente la férmula extendida de homotopia de Cartan, pero

en este caso para el polinomio invariante Yy, g construido a partir de los campos

de gauge A;, Cy, E; y Gy. Siguiendo el procedimiento mostrado en las secciones

anteriores, introducimos los siguientes campos de gauge homotopicos

A LA+ A+
Cy =t°Co+t'Cy + -+
E =t"Ey+t'Ey +- -
Gy =t"Go+t'Gy + -+~

+ " A,
+ O,
+ B,
+ PGy,

donde la condicién t° + ¢! + - .- 4 tP*1 = 1, permite escribir,

Ap =17 (Ag — Apr) +t! (A = App) +
Cy =1t (Co— Cpyy) +t' (Cy — Cpi) +
Ey=1°(By — Bpr) + 1" (Br = Bpia) +
G =1°(Go = Gpa) + 11 (Gr = Gpyr) +

R (Ap - ApH) + AP+17
s+ 1P (Cp - Cp—H) + CP+17
e (Ep B Ep+1) + Ep 1,

e + tp (Gp - Gp+1) + Gp+1.

De la ecuacién de homotopia de Cartan extendida se tiene

p
/ ltpens) (4) = (~1y7a
g

Tp+1 p!

lfﬂ (2n+8)
—t ln A,
/ prn A

(5.44)
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donde la accién de [; sobre G, y K; puede ser determinada exigiendo que se se verifique

el teorema de Chern—Weil y que se respete la clausura del dlgebra de polinomios.
Caso p=10

En este caso la ecuaciéon de homotopia toma la forma

/ T (4,) = / LT (A) (5.45)
o1y

Ty

donde

Ar=Ag+1t0, Cp=Cy+ty,
Et:Eo—f—tc‘f, Gt:G0+t)\

El lado izquierdo de (5.45) es dado por
/ T(2n+8) (At) s T(2n+8) (-/41) B T(2n+8) (-AO) ,
oT:
mientras que el lado derecho puede ser escrito como

d/ ltT(2n+8) (.At) =d {n <Ftn_1, thta Mt> + <Ftn, ltMt> + 3n (n — 1) <Ftn_2, tht7 Kt> [t>
Ty T

+n(n—1)(n—2)(F'? A, IP) + 3n(n— 1) (F72 12, L)
+3n <Ftn_1, lth, ]t> + 3n <Ftn_1, Kt, lt-[t>} s

de modo que por comparacién con el teorema de Chern—Weil se encuentra
ltMt — dth7 lth — O

Casop=1

Usando los resultados anteriores en la férmula extendida de homotopia de Cartan

para p = 1, se encuentra

2
/ LY (4) = —d %T(Q’”S) (Ay), (5.46)
0T

Ty
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donde ahora

Ay =10Ag + 1A + 12 Ay =10 (Ap — Ay) + 12 (A — Ay) + Ay,
C,=t"Co+t'Cy + 12 = t° (Cy — C) + 2 (Cy — Cy) + O,

E, =t"Ey+t'Ey + 1 =t° (Ey — Ey) + t* (B, — Ey) + Ey,
Gy =t"'Gy+t'Gy +t* =t° (Gy — G1) + t* (G2 — G1) + G1.

El lado izquierdo de (5.46) corresponde a una integral a lo largo del borde del simplex

dada por
[T (A = QD () QP (A A + QT (s ).
OT»

mientras que para el lado derecho se tiene

I}

d/ ET(2n+8) (Ay) = dQ(2n+6) (Az, A1, Ag)
Ty

con

2
AQE") (g, vy o) = [ &[B! M) 4 80 (B Ko B+ (= 1) (B2 1)),

b

de modo que la ecuacion triangular resulta
Q(2n+7) (-A2; -A1) - Q(M”) (-Az; Ao) + Q(2n+7) (Al; »Ao) = —dQ(2n+6) (Az; A -Ao) .

Repitiendo el proceso, se tiene que el término de borde en la ecuacion triangular es
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dado por

QEt6) (A,, Ay, Ag)
1 t

:n/ dt/ ds {((F', Ay, (G — G1)) + (E71 Ay, (G — )
0 0

+ (F Y Ao (G — Go))) + (n— 1) [{F2, (Ay — Ay), (A1 — Ag) , My)

+3(n—2) (F'° (A — A1), (A1 — Ao) , Ky, 1)

+(n—2)(n—3)(F (Ay— A1), (A1 — Ay), I}) + 6 (F) %, 1, (Cy — C) , (C1 — Cp))
+3((F}7% Ao, (Bo — Ev) L) + (F)'%, Ay, (Ey — Eo) , L) + (F' 2, Ay, (Ey — Ep) , 1))
+ 3 ((F2, Ao, (Co — C1) , Ky) + (F]7% A1, (Co — Co) Ky ) + (F72, Ay, (C1 — Cy) , Ky))
+ 3 ((F ', Co, (By — E1)) + (F 1, Ch, (Bo — B»)) + (F]', Co, (Ey — Ep)))

+3(n—2) ((F'? Ao, (Co — C1), I7) + (F} 2, Ay, (Co — Ca) , I})

+ (F73, Ay, (C1 — Co) , ID))] } -



Capitulo 6
Formas CSAS en (super)gravedad

En este capitulo estudiaremos la relacion entre las formas CSAS y algunas teorias

de gravedad y supergravedad en 4 dimensiones.

6.1. Gravedad CSAS en 4-dimensiones

Hemos visto que la accién CSAS 4-dimensional es dada por

SCSAS = /M <FB>, (61)

la cual es invariante (médulo terminos de borde) bajo transformaciones de gauge

extendidas.

En Refs. [15, 36, 37], A. H. Chamseddine construyé acciones topolégicas para
gravedad en todas las dimensiones. En dichas referencias fue encontrado que en
dimensiones impares es posible construir acciones Chern—Simons, en donde todos los
campos dindmicos son componentes de una 1-forma conexion de gauge evaluada en
un algebra de Lie, de modo que bajo una transformacion de gauge off-shell gauge,
ng +h) (A) sélo cambia en una forma cerrada. Por esta razén, en la literatura estas
teorias son llamadas cuasi-invariantes. El ejemplo mejor conocido de este tipo de
teorfas es la gravedad 3-dimensional invariante bajo el grupo SO (2,2), en la que

la que el lagrangiano coincide con el de Einstein—Hilbert con constante cosmolégica

87



Capitulo 6. Formas CSAS en (super)gravedad 88

14, 38]

Lg% = geabc (R“b + %eaeb) €. (6.2)

Esta construccion puede ser llevada a cabo en en todas las dimensiones impares
y puede ser extendida al caso de superalgebras. En la utima década, este tipo de
sistemas han sido estudiados en gran detalle, ver por ejemplo Refs. [12, 35, 39-43].
Sin embargo, en el caso de dimensiones pares, no es posible realizar una construccién
similar que sélo involucre una 1-forma conexion de gauge. Para lograrlo es necesario
utilizar, en adicion a la conexién, al menos una 0-forma multiple ¢ en la representa-
cion fundamental del grupo de gauge. De esta forma, es posible construir una accién

2n-dimensional dada por

S (A, ¢] = k / €ayamy sy O TF2 - Foantantt (6.3)
Moy

donde F% corresponde a la 2-forma curvatura asociada a los generadores de un
grupo especial ortogonal. Esta accion, conocida como gravedad topdlogica en di-
mensiones pares, fue obtenida por Chamseddine en [15] a partir de un lagrangiano
Chern—Simons, usando un método de reducciéon dimensional. Este tipo de accién ha
atraido la atencion recientemente debido a que puede proporcionar una interesante
dindmica cosmoldgica con torsion no nula [44]. Ademds de la reduccién dimensio-
nal de Chamseddine, la gravedad topoldgica tiene otras conexiones con las formas
Chern—Simons. Por ejemplo, en Ref. [45] fue encontrado que la accién para grave-
dad topdlogica en dimensiones pares aparece de gravedad Chern—Simons utilizando
realizaciones no-lineales del grupo de Poincaré. En dicha referencia, el campo esca-
lar ¢* fue identificado con el campo coseto asociado con las realizaciones no-lineales
del grupo. Exploraciones adicionales fueron desarrolladas en Refs. [46-48], en donde
fue mostrado que la accién para gravedad topoldgica invariante bajo el grupo de
Poincaré corresponde, salvo una constante multiplicativa, a un término de Wess—

Zumino—Witten gaugeado.

En esta seccién, analizaremos la relacién que existe entre la gravedad topologica
en dimensiones pares de Chamseddine y un caso particular de la estructura pre-
sentada en las formas CSAS [8, 9]. Ademds se analizardn algunos ejemplos de la

construccién para los casos de las algebras AdS, conformal.
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6.1.1. Introduccion de 0-formas

Siguiendo Refs. [7-9], es posible extender la idea de los invariantes topoldgicos
para construir una (2n + 1)-forma invariante de gauge, andloga a las presentadas por
Antoniadis y Savvidy

Tony1 = (F"Hy), (6.4)

cuya principal diferencia es que aqui hemos incluido la 1-forma H; = D¢ = d¢ +
[A, ¢]. Esto es, una 1-forma que juega el rol de ‘intensidad de campo’para la O-forma
¢, la cual transforma como un tensor del grupo de gauge al igual que F'. Es directo
ver que I'y, 11 es una forma cerrada, de modo que de acuerdo al lema de Poincaré,

debe existir una 2n-forma €®" tal que
Tl = dec a8 (6.5)
La 2-forma F'y la 1-forma H; satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,
DF =0, DH + [¢, F] =0,

y bajo una transformaciéon de gauge cambian de un moédo andlogo al de las teorias

de gauge extendidas estudiadas en el capitulo 3
0F =D(5A), 6H, =D(dp) + [0A,¢]. (6.6)
De lo anterior vemos que la 2n-form €24, es dada por
Chins (4, 6) = (F"9).

Esto permite utilizar la forma Qfgg Bxs para construir acciones para gravedad en di-
mensiones pares para los grupos de gauge ISO(2n — 1,1), SO(2n, 1) y SO(2n — 1, 2),
asi como para otros grupos. Por ejemplo, si el grupo de gauge es el grupo AdS, la

forma €7« viene dada por [49]

<Fn¢> — 6alma%_'_lF’thaz .. Fazn—ltun¢¢12n+17 (67)
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la cual coincide con el lagrangiano de Chamseddine para gravedad topologica en

dimensiones pares de Ref. [15].

6.1.2. Caso AdS

Para este caso debemos introducir una 1-forma conexion A y un campo escalar
¢, evaluados en el dlgebra SO (4,2), a cuyas componentes denotaremos del siguiente

modo

1 1
A=c+w=—-€e"P, + —w™J,,

14 2
1 a 1 ab
¢:@+ﬁ:z¢Pa+§5 Jab-

A partir de las relaciones de conmutacion del algebra AdS en cinco dimensiones

[JaB, Jop) = necJap + NapIse — NacJep — NepJac,
[JaB, Pc] = necPa — Nac Pp,
[Pa, Pgl = Jasg,

Con 7Nap :dlag(_7 +, +, +, _'_)
Puesto que en este caso la curvatura puede ser escrita como

1 1 1
F=T+7R= ZTAPA +3 (RAB + 2—26‘463) Jan,

tenemos que el lagrangiano puede ser explicitamente escrita como

ngAs = 4_€€ABCDE (RABROD + g—ZRABeCeD + 6_4€A63606D> SOE
k 1
+ 5€aBcpE (RAB + g—QeAeB) BePTE, (6.8)

el cual es invariante bajo la accién del grupo SO (4,2) y vélido para la variedad 4
dimensional, correspondiente al borde de la variedad en donde se define el invariante

I'. Para poder interpretar dicho grupo como el grupo conformal en 4 dimensiones,
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consideremos el siguiente cambio de base

D:P4a
Ka:Pa+Ja4a
Ha:Pa_ a4

Luego, la conexién A puede escribirse como

-1 1 1
A = yD =+ ZjaKa + zvaHa + §wab<]aba

con

1
ea:ja_i_va’ Wa4:Z(ja_Va)7

donde identificamos a V', y y j%omo el campo vielbein, los campos de gauge aso-
ciados al generador de dilataciones y el boots conformal respectivamente. De esta
forma se tiene que las componentes de la curvatura 5-dimensional se escriben del

siguiente modo en términos de las curvaturas 4-dimensionales

= 1 -a a .

R =R — 5 (" = V) (* — V),
1

R = D (j* = V¥,

1
Ta :D(ja+va)+z(ja_va)e4’
2
T = fdy + 75V

donde denotamos D, y D a las derivadas covariantes construidas a partir de las co-
nexiones w? y w® respectivamente, y donde R representa la curvatura de Lorentz
en 4 dimensiones. Del mismo modo, En la nueva base, el campo ¢ se descompone

del siguiente modo
1 4= 1w
o= 7% D+ \NK, + 011, + §B“ Jab-

A partir de (6.8) podemos separar las distintas partes de la accién que se encuentran

acopladas con las distintas componentes de los campos escalares en la base conformal,
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es decir, con ¢*, \%, 6% y 3% cada una de las cuales, es invariante bajo la accién del
grupo conformal. En estos términos, el lagrangiano se descompone en las siguientes
cantidades

1

AL 2 4 4
Ls04 = €4bed (4€RabRCd i €_3Rabjcvd + Ejajbvcvd) ¢4’

> 4 -a c c
Lya = 2€0ped {Rab + 7 vb} DV — Vey] A%,

]_ ]_ Aab 4 -a b 2 -e
Lﬁab = ZE“M {5 {R + £—2j V :| [dy + 6_2'] ‘/;:|
2

1 1 2
— [—DjaDjb — -DVDV’ + =Dj*DV? + 7

2
a - “a b cd

4

Loa = —2€4pcq [Rab + ﬁ]avb] (D7 + jy] 6%

6.2. Accién CSAS y superalgebra de Maxwell

En esta seccion utilizaremos el método de descomposicion de p-formas en 1-
formas, desarrollado en Ref. [30] y aplicado en Refs. [50-52], para construir una
forma CSAS a partir de la superalgebra de Maxwell. Luego, probaremos que la
correspondiente teoria CSAS coincide con la acciéon para supergravedad estandar en

un determinado limite.

La superalgebra de Maxwell minimal sM, en 4 dimensiones tiene por genera-

dores a P,, Jub, Zap, Zap, Qa, Yo los cuales satisfacen las siguientes relaciones de
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(anti)conmutacion

[Jaba ch] = nchad + nadec - ndeac - nachdv
[Jaba Pc] = nbcPa - nacha [Paa Pb] = Zaba

[Jaba ch] = nchad + nadec - 77bchac - nachda

PaQel = =5 (aDas Vo el = =5 (1
o Bl = —3 CaDs [Zan Qe = —3 (D),
Q0. @5} = —3 [(1"0),., Zu—2(°C),,, P]
(Qu S} = =3 ("C),., Zan

[Jaba chi| = nchad + nadec [ nbdZac - nachda
[Zaba ch:| N nchad + nadec 1 nbdZac - nachda

otros = 0.

Esta algebra puede ser encontrada por medio de una S-expansion de la superalgebra
osp(4/1) [53, 54].

Con el objeto de escribir una accién para la forma CSAS, comenzamos expresando

los campo de gauge A y B en la base de la superalgebra de Maxwell

1 1 1 1~ .~ 1 1
A= —e"Py+ —w®Jy + §kabZab + §k3abZab + —€¢aQa +—=

donde e? es identificado como la 1-forma vierbein, w® como la 1-forma conexién de
espin, y donde k% y k% son dos campos bosénicos. Ademds, estan presentes las 1-
formas fermidénicas ¥* y £*. La correspondiente 2-forma curvatura es entonces dada

por

1. 1 1 1, -~ 1 1
F=ZTP, +=-R®Jp+ =f*Zp+ =f*Z, + —0°Q, + —Z°%
7 + 5 b+ 2f »+ 2f »+ Vi Qo + Vi 3
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donde definimos
ra a 1 - a
T = T°+ 4y,
Rab — dwab + wacwcb7
1 - 1=
ab ab a_b a 7.cb ab
f¥ =Dk +€—26 e’ + k" k —zﬁy W,
- - 1 -
ab ab ab
= Dk" — —
\Ija — Dwa’
= = D& — 1F" (). — e ()’
4 e @
Por otra parte, las componentes de la 2-forma B seran denotadas del siguiente modo
1 1 1~ ~
B = B"Py+ 5B o + 58" Zap + 58" Zap + X*Qa + X" T,

mientras que las componentes de la 3-forma curvatura H serdn denotadas como

1 1 § N .
H=H"P, + §H“bJab + §(9abza,, i 5@“”Zab + HYQ, + HOE,.

Utilizando las relaciones de la FDA, se encuentra que dichas componentes son dadas

por [55]
H®=DB*— %B“cec + %@7“/\, (6.9)
H® — DB (6.10)
O™ = Db — Blalgehl _ %B“"e'b} — lalgen — %,‘Evabx X %5\7@57
0% = Df — Blaljeltl %ma% (6.11)
H® = DX\ + 4%/?3%5 (Yab) 5™ » (6.12)
H* =Dx" + 4%/@3‘“’55 (Yab) 5™ — %6‘”\‘3 (Ya)g* + QLﬂB%B (Ya) 5"

1 7.ab\ B o 1 2ab, ;3 a
— = — . 1
4k A (f}/ab)ﬁ + 4\/25 w (Vab)g (6 3)
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Ahora debemos determinar la forma de las 2-formas B, B, % 3 e @ en
términos de las componentes de A, de modo que el dlgebra diferencial libre de po-
tenciales A y B se vea reducida a la superdlgebra de Maxwell ya introducida. Para
poder hacer esto, seguimos el procedimiento desarrollado en Refs. [30, 50]. Debemos
expresar la forma B en términos de A por medio del ansatz mas general posible, el

cual viene dado por las siguientes ecuaciones

ai Qa4 — as - ae =
Bi= et Ppa by Bra b Wpoy | Bgaey Bga 6.14
%wb 5 + 3 "+ 7OV U (6.14)
b1 b b b ~ b5~ -
Bab — [a\kcb] ka kcb [a|kc|b] D ka
5 6 agh 4 2w + — 2 2w + o e
b
+ 5w - iRl byt U+ év“”é (6.15)
ab _ “1 c1 [a| clb] a cb la] 7.c|b] ﬁ~a 7.ch
I6] oY e+2 ik —|—2k k 2w ik +2kck
C
+ S + TP + Sy + 28y, (6.16)
~ d d d d ds ~ =~
ab _ 1 a|kc|b] 3ka k’Cb [a|kc|b] _5ka ka
PP =gty 2 i 2 2 PRI
d
+ w4 & < ¥ aby 4 2 W"’f+ v 8 (6.17)
>\ - éeavawa éea/y fa %wabf}/abwa é(*‘-)ab"}/abfa f5 ab'yabwa
f6 ab7ab£a f7 abfyabzﬁa f8 abvabgau (618)
Xa = _eaf)/aq/}a €a7 ga Ewabfyabwa _wabf)/abéa _kab’yabwa
926 ab”Y abga + ?kab’yabwa ab abgaa (619)

donde los coeficientes que acompanan a cada término son constantes arbitrarias y los
corchetes en los indices denotan antisimetrizacién sin normalizacién. Entonces, in-
troduciendo las ecuaciones (6.14-6.19) en (6.9-6.13), exigimos que el ansatz impuesto

verifique las ecuaciones de Maurer—Cartan generalizadas
H® =0,

Hab:®ab:éab:0
¥ = Y =),
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siempre y cuando las componentes de A verifiquen las ecuaciones de Maurer—Cartan

de la superalgebra de Maxwell, es decir,

7% =0,
Rab _ fab _ rab -0
g ==F

De esta forma, se encuentra que las componentes de B deben estar dadas por

B® = "+ 9, (6.20)
B® = o, (6.21)
Bab 262 a b+ ka k‘Cb-l- 1/} abg_‘_ S’Yabf, (622)
B = —W% + —W%, (6.23)
Ao = ﬁea Yo+ f oV (6.24)
Xa = —ew“% —ea'yaﬁa + %%aw“b% + %%aw“bﬁa- (6.25)

Los campos dados por las ecuaciones (6.20-6.25) representan la solucién més general
que puede ser construida a partir de los campos {e?, w®, k%, kb qpe, £“}. Cualquier
eleccion de las constantes, las cuales quedan libres, representa una solucién para la

FDA y reduce la teoria a la variedad del supergrupo asociado a la superalgebra sMy.

Para poder construir la accion, utilizamos los tensores invariantes encontrados en

Ref. [53], dados por

<Jachd> = Op€abed,
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donde «yp, as y ay son constantes arbitrarias y sin dimensiones. El lagrangiano CSAS

es explicitamente dado por

1
Lgls)As = 4 Cabed (apR®B* 4 ay (R®8 + e B?))

1 ~ 1- -~
4 ZleabchQ (RabﬁCd + ZfabBcd> 4 Oé4fabﬁcd

20[2 2054 B 2054 B =
+ —= v Ag + —U* + —= A\ =3, 6.26
\/Z (75) B \/Z (’75) XB \/z ( )a B ( )

Luego, utilizando la expansion para los potenciales de la FDA, dados por las ecua-

ciones (6.20-6.25), el lagrangiano toma la forma
1
Lesas = Jten (O“‘Rab (252 G 2k AR iR g 4 2 i Cdf))

+ %EabchQRab (7@/_176‘% + 7&7“%) + oy f (7¢70d¢ + 78¢70d§)

632/2 (a2f1 + Oé491) U, (75) ( a)ﬁ’y 1/17

+ (J;? %\;—2 927 %) \I/a]%ab (75)aﬂ (W(Ib)ﬁ7 ¢7
+ B2 50) 0 (9057 + G (1), e (1), 6

— I () 09,78, = G (1), (07 (627

De la ecuacién (6.27) podemos ver que si escogemos cg = dg = f1 = fr = go = gs = 0,

eleccién que es consistente con las ecuaciones (6.14-6.19) y (6.9-6.13), tenemos que

L(C48)As 044801 €apea R ee? + 20,1V U5,y ) + d4% l26abcdRab]~€Cff€fd
7 d - d o
+ %leabcdRablerCdg + %leabcdRabw’YCdg + OZZ 7l€abcdfab¢70d§
+ agrl* P U5k . (6.28)

De la ecuacién (6.28), podemos ver que cuando | <<< 1, el lagrangiano CSAS para
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la superalgebra de Maxwell es dado por

Qe
LgS)AS = %EabcdRabeced + 2041 VU547 (6.29)

Este lagrangiano reproduce, excepto por coeficientes numeéricos, al lagrangiano para

supergravedad estandar.



Capitulo 7
Conclusiones y proyecciones

En el dltimo tiempo, han sido llevadas a cabo investigaciones con el objetivo de
construir una teoria de campos de gauge que generalice las simetrias de Yang—Mills,
de manera que incluya campos de gauge tensoriales no abelianos.

En Refs. [1-5, 7-9] fue formulada una teoria de gauge de las caracteristicas an-
tes mencionadas, conocida como ‘teoria de gauge extendida’, la cual incluye en su
descripcion p-formas campos de gauge. La idea central de estos articulos es extender
el principio de gauge a campos descritos por formas de ordenes mayores y asi cons-
truir polinomios en las formas de curvatura que sean analogos a las densidades de
Chern—Pontryagin y que conduzcan a densidades invariantes de gauge analogas a las
formas Chern—Simons. Por ejemplo, la primera serie de (2n + 3)-formas invariantes,
viene dadas por I's, 13 = (F"Hj), donde H3 = dB + [A, B] es la 3-forma intensidad
de campo asociada a una 2-forma campo de gauge B. Del mismo modo, son introdu-
cidos invariantes en 2n + 4, 2n + 6 y 2n + 8 dimensiones, denotados I'?*+4)  =(2n+6)
y T2n+8) respectivamente. Basandose en estos resultados, presentados en Refs. [7-9]
fueron encontradas expresiones explicitas para las correspondientes formas Chern—
Simons asociadas, las cuales, en analogia a las formas Chern—Simons estandar, son

libre de background, cuasi-invariantes de gauge y definidas sélo localmente.

En el Capitulo 4 de la presente tesis, se desarrollé una formulacién basada es-
tructuras algebraicas, a las que denominamos como arreglos diferenciales libres, las

cuales reproducen los resultados de Refs. [1-5, 7-9] como casos particulares.

A diferencia del formalismo desarrollado en dichas referencias, la formulacién en

99



Capitulo 7. Conclusiones y proyecciones 100

términos de arreglos diferenciales permite, en principio, obtener nuevos invariantes
tipo Chern—Pontrjagin y sus correspondientes formas Chern—Simons. Este formalis-
mo permite ademas obtener de manera directa, tanto de las leyes de transformacion
de los campos, como las correspondientes identidades de Bianchi asociadas a las for-
mas de curvatura. Esto ofrece muchas ventajas, tanto desde el punto de vista de la
facilidad de cédlculo como al momento de buscar una interpretacion fisica mas directa
de los campos fisicos.

En el Capitulo 5, se estudiaron las generalizaciones del teorema de Chern—Weil
para las formas que hemos llamado formas CSAS. Ademaés fueron definidas las co-
rrespondientes formas de transgresién generalizadas. En el mismo capitulo fue gene-
ralizado el método de separacion en subespacios, basado en la formula extendida de
homotopia de Cartan.

En el Capitulo 6, fueron llevadas cabo aplicaciones en las que las formas CSAS
describen lagrangianos de acciones para gravedad y supergravedad. También fue
estudiada la relacién que existe entre dichas teorias Chern—Simons y la teoria de la
(super)gravedad estandar en cuatro dimensiones.

Finalmente puede ser relevante notar que las formas CSAS en 2n +5y 2n 4+ 7
dimensiones, son de especial interés para futuras aplicaciones en supergravedad. Esto
se debe a que los casos n = 3 y n = 2 conducen a lagrangianos Chern—Simons en 11
dimensiones que contienen explicitamente y en forma natural, una 3-forma campo
de gauge y una 4-forma intensidad de campo. Esto permite conjeturar que podria
ser posible construir una teoria de supergravedad Chern-Simons 11-dimensional,
haciendo uso del procedimiento mostrado en el capitulo VI de esta tesis, que contenga

o desemboque en agun limite en la teoria de supergravedad estandar o CJS.



Apéndice A

Formula extendida de homotopia

de Cartan

En este apendice se revisara la férmula extendida de homotopia de Cartan [13].

Sea f (I;) una funcién arbitraria del operador [;. Utilizando la expansion en serie
de potencias de la funcién f, podemos escribir el conmutador de f (I;) con el operador

derivada exterior como
1 1
[ (1) . d] = [Z — 0, d] =2 1 O[.d,

pero dado que [l;,d] = d; y que
0, dl = [l ]~ 4+ 7 [, d]

se tiene
[1?7 d] = dtlyil =+ ltdtl?72 + e+ l?*thlt + l?*ldt.

Teniendo en cuenta que [dy, [;] = 0 podemos escribir [[, d] = nl*~'d,, y por lo tanto,

el parentesis [f (I;) ,d] puede escribirse como

(n) ,
[f (L), d] = (Z (];_(f))| l?_1> de = f (l)de = dy f' (1) (A.1)
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Un ejemplo particularmente interesante de ésto, resulta de elegir f (I;) = e'*. En

dicho caso, f' (I;) = €' y la ecuacién (A.1) toma la forma
[elt, d} = d,elt = etd,.

Luego, aplicando estos operadores sobre un polinomio 7 en las formas (A, F;, d; Ay, di F})

dado por una (m, q)-forma sobre MxT,,1,con m >p y p+q=r, se tiene
dseltr = eltdr — delr.

Esta identidad puede ser escrita en la forma

d 1 1 1

de donde se tiene
1 1 1
de——0 =N ZPdr — Y d=1r,
g ek gp!t Z il

o bien,

1 1
A =

(p—1)! p!

La ecuacién (A.2) es conocida como la version diferencial de la férmula extendida de

(d — di?) 7. (A.2)

homotopia de Cartan.



Apéndice B
Electrodinamica con p-formas

En este apéndice, se realiza una revision de la electrodinamica de p-formas desa-
rrollada en Refs. [10, 56].

Los objetos de dimensiones mayores que cero, tales como cuerdas o membranas,
han jugado un importante rol en la fisica tedrica. Este hecho, es motivacion suficiente
para intentar generalizar a objetos extendidos, aquellas ideas y construcciones tedri-
cas que han resultado exitosas cuando han sido aplicadas a objetos puntuales, como
por ejemplo, la idea de invariancia de gauge. En referencias [10, 56|, fue probado
que esto sélo es posible si el grupo de gauge es U (1), lo cual significa que no existen

teorias de gauge no abelianas del tipo Yang—Mills para sistemas extendidos.

El analisis comienza recordando que, para objetos puntuales, el concepto de in-
variancia de gauge descansa sobre una 1-forma conexion evaluada en el algebra de
Lie del grupo de gauge. Dicha 1-forma permite transportar campos desde un punto
del espacio-tiempo a otro, a lo largo de un camino que une ambos puntos. Esto sig-
nifica que el problema es extender la electrodinamica al caso donde el potencial de
gauge A es dado por una p-forma. Las fuentes del campo, que juega el rol de campo
electromagnético, ya no deben ser particulas cargadas, sino objetos extendidos de

dimensién (p — 1).

Si un campo ® (z) es transportado desde el punto x; hasta el punto z; a lo largo

de un camino I'; entonces el campo ®r (z3) obtenido al tranportar ® (z) desde
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hasta x5 a lo largo de la curva I' es dado por

Or (12) = Pexp (—q/FA) O (11)), (B.1)

donde, ¢ es una constante de acoplamiento. Aqui el simbolo P indica que la exponen-
cial debe estar ordenada con respecto al pardmetro 7 que parametriza a I' y que se
incrementa mondtonamente al moverse a lo largo de la curva. Para tener una teoria

invariante bajo el grupo U (1), cuya accién sobre ® (z) es dada por
® [2" (1)] — @ [+ ()], (B.2)

entonces debemos definir una conexiéon A sobre el espacio de configuracion a* (7).
La conexién A permite llevar a cabo el transporte de @ [z# (7)] a lo largo de cual-
quier camino [z* (7)]. Anédlogamente al transporte paralelo de Levi-Civita usado en

Relatividad General, la ecuacion para el transporte paralelo es en nuestro caso
d® (1) = —qA (1) @ () dr, (B.3)

donde ¢ es una constante de acoplamiento. De (B.3) vemos que

do (1)
o (7)

=~ —(,IA (T) dT?
ecuacion que tiene por solucion

O (1) = exp [—Q/FA(T) dT] o ().

El ordenamiento del camino es necesario, debido a que el hamiltoniano en el tiempo

7, dado por
da*

h(r) = —adu Lo (7)) 5

es tal que su conmutador consigo mismo, a igual tiempo 7, no se anula a menos que

(B.4)

el grupo sea abeliano, en cuyo caso el ordenamiento del camino en (B.1) es superfluo.

En efecto, sabemos que el lagrangiano de interaccién para una particula cargada
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en un campo electromagnético es dado por

dat
Lint = un¥>
y por lo tanto, el hamiltoniano es dado por H;,; = pG— Lin:, con p* = % Y qu = Ay
Puesto que en este caso p = 0, tenemos
dz#
int — A >
Hint el dr
y dado que z* = z* () tenemos que
dat
h (7') — Hint = —QAME
Esto significa que
dx* dz”
2
1 (7 B ()] = 5[4 (@ (1) , Ay (7))
da* dx”
2 a b c
=dq qr dr Aﬂ (z (1)) A} (v (T,))Cab 1, (B.5)

donde los T, son los generadores del grupo y C,,¢ son las constantes de estructura.

De (B.5) podemos ver que el conmutador se anulard para toda eleccién de las

componentes de A7 en cada punto si y sélo si las constantes de estructura se anulan.

Para saber si es posible extender el principio de gauge a campos definidos so-
bre objetos de mayores dimensiones, es necesario recordar que si z* () con o =
(o',...,0P71) son las ecuaciones paramétricas de una variedad de dimensién p — 1
embebida en un espacio-tiempo de Minkowski de dimension n, entonces podemos
considerar campos funcionales ® [z (0)], definidos sobre un espacio de configuracién

en el cual cada punto es una variedad de dimension p — 1.

Sila (p — 1)-variedad es desplazada desde una configuracion inicial z; (0) a una
final 25 (0), ella barre un camino p-dimensional I', en el espacio-tiempo, el cual es la

generalizacién del camino I' en (B.1).

El correspondiente analogo de la 1-forma conexién, corresponde a una p-forma
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dada por

A:lA
p!

Aqui el producto dz** A --- A dz* es la tangente al camino I'y, de modo que si

da#t A -+ Adatr. (B.6)

11y

introducimos un sistema de coordenadas (¢!,...,&7) = (o',...,0P7 1 7) sobre [,

tenemos a2l Hpit
) . xul I‘MP 1
da"* Ao Adatr = o o d&h A - A dEP, (B.7)

donde el parentesis cuadrado denota antisimetrizacién sin normalizacion.

Es posible postular una generalizacién de (B.1) dada por

@r (22 (0)) = Pexp (—q / A) @ (1 (0)). (B3)

donde A es la p-forma conexion definida en (B.6), sin embargo, esto conduce a un
problema, ya que no existe una generalizacion directa para el operador P. Como
primer intento, podria considerarse que es suficiente tener orden en 7 = &P ya que
ot (..., €P) puede ser pensado como la historia del punto z# (o) en el tiempo 7.
Sin embargo, el camino debe ser invariante bajo las reparametrizaciones de I',, es
decir, el ordenamiento debe mantenerse invariante si aplicamos una transformacién

general de coordenadas a (£1,...,£&P). Esto es imposible si p > 1.

Para continuar con el argumento, es 1util reformular la exigencia de covariancia

general de (B.8) en una manera més geométrica pero equivalente.

Consideremos ahora diferentes caminos en el espacio de configuraciéon que van
desde z; (o) a x5 (0), pero que corresponden, cuando es visto en el espacio-tiempo,
a cortar la misma variedad I', por diferentes secuencias uniparamétricas de seccio-
nes (p — 1)-dimensionales z* (o, 7). Para tener invariancia bajo reparametrizaciones,
el transporte (B.8) deberfa ser independiente del camino elegido ya que diferentes

elecciones de los cortes corresponden a diferentes elecciones de 7 = constante.

El exigir independencia del camino es comtn en teoria de campos. La indepen-
dencia del camino es dada por la condiciéon que establece que los generadores de

deformaciones de superficies dadas por H, y H; deben obedecer un algebra univer-
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sal a igual tiempo

("1 (o), Hi(o)] = (H (o) +H (") i (0 — '), (B.9)

[(Hi (o), Hi(0")] =Hi(0)d) (0 —0), (B.10)

(Hi (o), H;(0")] =Hi(0)d);(c—0")+H;(0)0)(c —0'), (B.11)

donde H; = g“H;, con g;; la métrica sobre la (p — 1)-superficie en la que 7 es

constante.

Los generadores H en (B.9-B.11) pueden ser obtenidos considerando (B.8) como

solucién de la ecuacion de propagacion

)
0 = hd

5= = ho, (B.12)

con @ (11) = @ [z1] y P (79) = @ [x5]. Andlogamente al caso de Relatividad General,

la ecuacién para el transporte paralelo es dado por
d® = —qAe¢dr, (B.13)

donde ahora

1
Az (0)] = o /( )Am...updx’“ A - Ndatr,

pero utilizando la ecuacién (B.7) se tiene

1 / ox" Oxtr—1 Qxh»

A [m (0)] - Hrke 551 e OoP—1 Or

) det A+ AdEP AT (B.14)

Por otro lado, la generalizacion de la accién de interaccién es dada por

1
Sint = —C]/ Am updxm <A dxte

or* Mp—1 Hp
// oy O a;; de'der— Adr
(o)

Hr 9ol Oopr—1
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q 8:{:#1 ax/‘p 1
Sint = — | — Aoy 1?1 Vpdget A - - A dEP
t / p‘ /;((ﬂ H1-p 8{1/1 agyp p-€ g 5

ox OxHr—1 Ot
= — A T dp_l d .
/ {q/w@ e U} '

De aqui podemos ver que el lagrangiaano y el hamiltoniano de interaccién son dado

por
ozt Oxtr=1 Qxt»

= . p-l

L'mt - Q/I(U) A,ul---,up ol 9071 Or d g, (B15)
oz Oxtr=1 Oxhr |
h=Hin =—q /( )Aur--up 90T 9ol o7 d" o (B.16)
Ahora descomponemos %i: en términos de las componentes normal y tangencial en
la forma - M.
x 1w i OT

— = -~ B.17
or Entte do't ( )

donde n* es un vector unitario, orientado hacia el futuro, normal a la superficie 7 =

constante que yace en I',. En estos términos, el hamiltoniano toma la forma

ax#l axﬂpfl

. i 4 51»_8:6“? dPto
i 9ot Jor=1 do?

p—1 H1 Hp—1 ) M1 Hp—1 Hp
= —q/ dp—lo. {gLA 85E v 8$ n.“p + nglll"'Mp %a;_l .. al’ 6$ } ,

h=—qA

(o) Mk gal T 9gpl " 9or1 Jot
(B.18)
definiendo
oxH* OxHr—1
Hi=—qAu dol  Hor1 n, (B.19)
oxHt OxHr—1 Qxtr
i = —qA, . _ B.20
7t g1 doP~1 Jot ( )
tenemos
h = —q/ o {EHL+ EH ) (B.21)
z(o)

Debemos notar que aqui, el indice ¢ toma valores entre 0 y p — 1. Sin embargo, en
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nuestro caso la aparicién del iltimo factor ag:f hace que
H; = 0. (B.22)

Reemplazando (B.19,B.22) en el algebra (B.9-B.11) tenemos
[Hi(0),Hi(d)] =0, (B.23)

y calculando en forma separada este conmutador se tiene

, 9 Ozt dzxtr oz"t Ozt
(M1 (0), Ho (0)] = @ | Apyoy o e et Ay S e T
oo OoP oo OoP
n n v Vp—
— 2 a ax ' o« o ax " niu‘P b 8x ' o e @x T nVPC CT
n H1he Gl JoP—1 Yte o'l JoP—1 ab =

de aqui vemos que el conmutador se anulard, inicamente si las constantes de estruc-
tura son nulas. Esto significa que el grupo debe ser abeliano y por lo tanto, (B.23)
debe ser valida también para diferentes tiempos 7, lo cual significa que el ordena-
miento del camino en (B.8) es superfluo. Este resultado prueba que no es posible
construir una teoria de campos de Yang—Mills no abeliana para objetos extendidos

en el espacio-tiempo.



Apéndice C

Transformaciones de gauge e
identidades de Bianchi

En este apéndice listaremos las transformaciones de gauge, las definiciones de
las formas de curvatura y las correspondientes identidades de Bianchi, encontradas
en Refs. [1-5]. Estas propiedades son validas para las teorias de gauge extendidas

introducidas por Antoniadis y Savvidy.

C.0.1. Transformaciones de gauge

Las transformaciones de gauge para los campos tensoriales de gauge definidos en

las Refs. [7-9] vienen dadas por

0A = DE,
Ay = D& + [As, €],
0A; = D& + [435,¢],
0As = D& + 2[435, &) + [45, €],
0A7 = D& + 3 [A3,&a] + 3 [A5, & + [A7,{],

donde DAy, 1 = dAgny1 + [A, Agppa].

110
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C.0.2. Intensidades de Campo

Las correspondientes intensidades de campo son

F=dA+ A% (C.1)
F3 =dAs + (A, As),
Fy=dA; + [A, Ay,
Fy = dAs + [A, As) + [As, A3,
[A, A7] +

Fg - dA7 + A, A7 [Ag, A5] .

C.0.3. Transformaciones de gauge de las intensidades de cam-
po

Las variaciones generales de las intensidades de campo son dadas por

§F = D(6A),
dFy = D(0A3) + [A3,04],
0F; = D(0As) + [As, 6 A] + 2[As, 6 A4s] |
d0Fs = D(0A7) + [A7,0A] + 3[A5,5A3] + 3 [As, 0A5],
dF10 = D(6Ag) + [Ag, 0A] + 4 [A7, 0 As] + 6 [A5, 0 As5] + 4 [A3, 6 A7], (C.2)

Las transformaciones de gauge para las intensidades de campo se obtienen a partir
de (C.2) y (2.41):

Fy, §] + 3 [Fs, &) + 3 [Fu, & + [F, &)

=
= [F4,§
0Fs = [Fg,&] + 2 [F4,52] + [F &4
= [F5,¢€
0F10 = [Fo, ] + 4[Fy, ] 4 6 [F5, &u] + 4 [Fy, &e] + [F,&s] - (C.3)
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C.0.4. Identidades de Bianchi

Las identidades de Bianchi vienen dadas por



Apéndice D

Identidades para arreglos

diferenciales

En este apéndice, recopilaremos informacién similar a la expuesta en el Apéndice
C pero valida para un caso particular de la estructura formada por los arreglos

diferenciales utilizados en la tltima seccion del Capitulo 4.

D.0.1. Intensidades de Campo

1
2 — qA® L Z 740 4@
F® =dA™ + 5 (AW, AD]
FW = dA® + [AD, 4O
FO) —q40) 4 [A(l),A(5)] + = [A(?’),A(s)} ’
F® = dA 4+ [AD, AD] 4 [A®) AG)] (D.1)
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11

D.0.2.

D.0.3.

Transformaciones de los campos de gauge

SAM = Deg©),

SAB) = De@ 4 [A(3)’§(0)} :

SABG) = DeW 4 [A(S)’g(Q)} + [A(5),f(0)} :

SF® =D 4 [A(3)’§(4)} + [A(5),§(2)} + [A(7)’§(0)} .

Transformaciones de las formas de curvatura

SAM),

SFW =D(6C) + [07 5A(1)} f
)+ [A®), 6AM] 4 [A®), 54P)] |
)) + [AW),(SA(D} + [A(5),5A(3)] + [A(S),(SA(E’)} 7

(5)
5AT

o bien, en forma equivalente

SF®? — [F(2)’§(0)} ’

SFW — [F(4),§(0)} + [F(Q),f‘@)} :

SF©) — [F(ﬁ)jg(O)} + [F(4),§(2)} + [F(Z),§(4)} ’

SEF® — [F@),g@)} + [F(G)Jg(Q)} + [F(4) 5(4)} + [F(Q)’g(G)] )
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