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Resumen

Sabemos que la teoria General de la Relatividad es utilizada para describir la
gravedad, una de las fuerzas fundamentales de la naturaleza. Sin embargo, pese a
todos sus notables éxitos, dicha teoria se resiste a la cuantizacion, razén que hace
muy interesante explorar otras teorias que describen la gravedad.

En particular, esta tesis estda enfocada en estudiar teorias tipo Brans-Dicke en
cuatro dimensiones, de manera que dichos resultados sean facilemente verificables
mediante observaciones astronémicas.

El trabajo consiste en un modelo que sugiere un mecanismo con el cual la
teoria de la gravedad de Brans-Dicke puede emerger de la acciéon de la gravedad
topologica. Para ello, tanto el algebra de Lie como el tensor simétrico invariante
que definen el Lagrangeano gravitacional topologico son construidos mediante un
procedimiento de S-expansion del dlgebra de Lie con un semigrupo abeliano S
apropiado.

En el capitulo 2 se estudiarad brevemente la Relatividad General de Einstein y la
teoria de Gravedad Brans-Dicke.

En el capitulo 3 y 4 se estudiara y analizara la Gravedad Topologica de
Chamseddine, la cual consiste en una teoria de gravedad en dimensiones pares, y
la Gravedad de Chern-Simons consistente en una teoria en dimensiones impares.
En el capitulo 5 esta basado en estudiar y analizar el trabajo principal de esta
tesis, es decir, se estudiara la Gravedad Brans-Dicke a partir de la gravedad
topologica.

En el capitulo 6 se estudia la Gravedad Topolégica y el Algebra Bs

El capitulo 7 y 8 se definen y analizan de los términos de gauge Wess-Zumino-
Witten, los cuales son estructuras en dimensiones pares conectadas con las teorias

Chern-Simons.
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Capitulo 1

Introduccion

Se sabe de mucho tiempo que en Relatividad General el espaciotiempo es un
objeto dindmico que tiene grados de libertad indepentientes, y es gobernado por
las ecuaciones de Campo de Einstein. Esto significa que en Relatividad General,
la geometria es determinada de manera dinamica. Es por eso que la construccion
de una teoria de gauge de la gravedad requiere una accién que no considere un
fondo de espacio-tiempo fijo. Una acciéon que cumple con estos requisitos fue
propuesta por Chamseddine en los anos 1989 y 1990.

Chamseddine construy6 acciones para la gravedad topolégica en todas las
dimensiones, y en las referencias [!] y [0] se mostré que las teorias en dimensiones
impares estan basadas en formas de Chern-Simons con los grupos de gauge
ISO(2N,1), SO(2N + 1,1) o SO(2N, 2) dependiendo del signo de la constante
cosmologica. El uso de formas de Chern-Simons fue primordial para tener una
accion invariante de gauge sin restricciones.

Las teorias en dimensiones pares usan un multiplete escalar en conjunto con los
campos de gauge en la representacion fundamental del grupo de gauge. Para
espacios de dimensiones pares no hay candidato geométrico natural como la
forma de Chern-Simons. El producto cunia de los campos de fuerza puede servir
como la 2n-forma en el espacio-tiempo 2n-dimensional. Para formar una 2n-forma
invariante, el n-producto del campo de fuerza no es suficiente, pero requerira la
introducciéon de un campo escalar ¢* en la representacion fundamental.

Si las teorias de gravedad topolégica proporcionaran el marco de referencia de
gauge apropiado para la interacciéon gravitacional, entonces estas teorias deben

satisfacer el principio de correspondencia, en particular, deben estar relacionados



con la Relatividad General o la teoria de Brans-Dicke.

El proposito de esta tesis es mostrar que la teoria de Brans-Dicke surge a medida
nos acercamos al limite [ — 0 de la teoria de la gravedad topolédgica invariante
bajo el conocido algebra de Lorentz AdS (AdSLy)(|21], [22]). En este caso [
es una constante de acoplamiento de escala-a de longitud, la cual caracteriza
distintos régimenes dentro de la teoria. El algebra de Lorentz por otro lado, es
construido del algbra AdS y un semigrupo particular S mediante el procedimiento
de S-expansion introducido en [! 1] y [12]. El contenido de campo inducido por el
grupo de Lorentz AdS incluye el vielbein e?, la conexion de spin w® y los campos

bosonicos extra k%, ¢, ht y ¢2.
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Capitulo 2

Relatividad General y Teoria de

Brans-Dicke

2.1. Teoria General de la Relatividad

La Teoria de la Relatividad General, es la teoria geométrica de la gravitacion
publicada por Albert Einstein en 1915 y es la descripcion actual de la gravitacion
en la fisica moderna. La Teoria General de la Relatividad generaliza la relatividad
especial y refina la ley de la gravitacion universal de Newton, que proporciona
una descripciéon unificada de la gravedad como una propiedad geométrica del
espacio y el tiempo.

Las leyes de Newton son suficientes para describir la interaccion gravitacional de
nuestro planeta debido a que el campo gravitacional es débil, pero los problemas
surgen cuando tratamos de describir fendmenos donde el campo gravitacional es

intenso.

Tenemos que en el contexto de la mecanica newtoniana, la fuerza gravitacional
que experimenta una particula de masa m en un potencial gravitacional ¢, esta

dada por

F(Z) = —mVo(T). (2.1.1)

Por otro lado, se tiene que
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V26 = 4nGp, (2.1.2)

donde se relaciona el potencial gravitacional ¢ con la densidad de materia y G es
la constante de gravitacion universal.

En (2.1.1) y (2.1.2) se observa que el tiempo no aparece, lo que significa que
cualquier interaccion que se propague se realiza en forma instantédnea con velocidad
infinita. Esto presenta un problema, ya que se contradice con la Relatividad
Especial.

La intuicién basica de Einstein fue postular que en un punto concreto no se
puede distinguir experimentalmente entre un sistema de referencia uniformemente
acelerado y un campo gravitatorio uniforme. La teoria general de la relatividad
permiti6 también reformular el campo de la cosmologia. Einstein expresé el
proposito de la teoria de la relatividad general para aplicar plenamente el programa
de Ernst Mach de la relativizacion de todos los efectos de inercia. Este punto de
contacto real de la influencia de Ernst Mach fue claramente identificado en 1918,
cuando Einstein distingue lo que él bautizé como el principio de Mach(los efectos
inerciales se derivan de la interaccion de los cuerpos) del principio de la relatividad
general, que se interpreta ahora como el principio de covariancia general.

Los principios fundamentales introducidos en la Teoria General de la Relatividad

SOon:

= Principio de equivalencia: establece que no hay experimentos locales que
permiten distinguir entre caida libre en un campo gravitacional y un
movimiento uniforme en el espacio. Es decir, describe la aceleracion y la
gravedad como aspectos distintos de la misma realidad. Este principio se
basa en la relacion entre masa inercial(resistencia a la aceleracion) y masa
gravitacional(peso de un cuerpo en un campo gravitacional), cantidades
que experimentalmente tienen un mismo valor a pesar de tener significados

diferentes.

= Principio de covariancia: establece que las leyes de la fisica deben ser las
mismas para todos los observadores, es decir, todos los observadores son

equivalente.

La teoria de la relatividad general propone que la propia geometria del

espacio-tiempo se ve afectada por la presencia de materia, de lo cual resulta una
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teoria relativista del campo gravitatorio. De hecho la teoria de la relatividad
general predice que el espacio-tiempo no seré plano en presencia de materia y que

la curvatura del espacio-tiempo sera percibida como un campo gravitatorio.

Para describir matematicamente la geometria del espacio-tiempo, se utiliza la
métrica o tensor métrico g,,, y usamos un sistema de cuatro coordenadas x* para

especificar la distancia ds? entre dos puntos infinitesimalmente cercanos

ds® = g, datda”. (2.1.3)

Este tensor es de suma importancia, ya que a partir de él se pueden construir

todas las propiedades importantes definidas sobre la variedad.

El Tensor Energia-Momentum Habiendo formulado la version relativista y
geométrica de los efectos de la gravedad ain queda la pregunta de la fuente de la
gravedad. En la gravedad Newtoniana la fuente es la masa, pero en la relatividad
especial la masa se convierte en una parte de una cantidad méas general denominada
Tensor Energia-Momentum. Dicho tensor se puede obtener a partir de un principio

variacional desde la accién

o . = /d4x£m = /d4x\/—ng (2.1.4)

donde g = det(g,,) < 0 es el determinante del tensor métrico y d*z/—g es el
elemento invariante de cuadri-volumen en la variedad considerada.

Variando la accion respecto de la métrica, obtenemos el tensor energia-momentum:

w2 0(V=9Lm)
T = (2.1.5)

Ecuaciones de Campo de Einstein La ecuacion que describe el movimiento

de una particula libre se denomina ecuacion geodésica:

A2t 4 N dzP
-|— _ =
da? Bax d\

0. (2.1.6)

donde la conexién afin Fgﬁ = Fga es conocida como conexién o simbolo de
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Christoffel, y se escribe como

1
Tap = §9M(3agxﬁ + 08970 — 0rgap)- (2.1.7)

En la formulacion original de la Relatividad General, Einstein consider6é que
la métrica del espacio-tiempo deberia ser el tnico campo dindmicamente
independiente y la conexion afin deberia ser una funcién de la métrica, sin embargo
es importante notar que es necesario suponer el tensor de torsion 7 5= Fzﬂ — Fga
como nulo en toda la variedad para que estas propiedades no sean independientes.

Las ecuaciones invariantes que Einstein buscaba deberian tener la forma

G = KT, (2.1.8)

donde G

de rango dos para ser consistentes con la definicion del tensor energia-momentum

w»> conocido como tensor de Einstein, corresponderia a un tensor simétrico
T, y deberia estar compuesto de segundas derivadas del tensor métrico y 2 es
una constante de normalizacion. El tensor de Riemann es el Ginico tensor que se
puede construir a partir de la métrica, sus primeras y segundas derivadas y que

ademas es lineal en las segundas derivadas, el cual viene dado por

Rig, = 0pL',, — 015 + T, s — Thgl's, (2.1.9)

A partir de este tensor, se puede definir el tensor de Ricci y el escalar de curvatura

de Ricci como:

= R°

RMV - pnov?

R=g¢"R,,

(2.1.10)

respectivamente. De las identidades de Bianchi, se tiene que el tensor de Einstein

resulta ser:

G = Ry — =g R. (2.1.11)
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Finalmente, se tiene que la Ecuacion de Einstein se escribe como:

1
Ryy = 59 R = KT . (2.1.12)

En 1915 el matematico David Hilbert propuso una acciéon a partir de la cual se
obtienen las ecuaciones de la gravitacion variando la accion respecto de la métrica,

conocida como accidn de Einstein-Hilbert:

B /R\/—_gd4:1:. (2.1.13)

La variaciéon de la accién nos conduce a las ecuaciones de campo de Einstein:

1
Rp,u - §Q;U/R = 0, (2114)

donde se considera que las propiedades métrica y afin no son independientes.

2.2. Teoria de Brans-Dicke

El problema de comprender las constantes en fisica, ha intrigado durante mucho
tiempo. De hecho se puede considerar que la reduccion en el ntimero de constantes
fisicas arbitrarias es una medida del progreso total en la fisica. El aspecto intrigante
de las constantes fisicas es especialmente evidente en el caso de la constante de
Newton, G' = 6,67 x 10~%dyne — cm/g?, que es extraordinariamente pequena. Para
entender esto de una forma que sea independiente de las unidades de medidas,
notemos que la atracciéon gravitacional entre dos electrones en reposo es menor que
la repulsién electrostatica por un factor de 4 x 10*2. En un intento para entender
el tamafio de G entre otras cosas, Brans y Dicke (1961) desarrollaron una teorfa en
la cual GG es reemplazada por un nuevo campo escalar que deberia ser determinado
por la distribucion de energia-masa en el universo. Esto es de acuerdo con las
ideas de Mach, quien postulaba que el contenido de materia del universo debia de
alguna forma determinar las propiedades inerciales, y por lo tanto gravitacionales,

de los cuerpos individuales.
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Veamos ahora una motivaciéon para introducir el campo escalar en la teoria de
Brans-Dicke a través de nada mas que una simple relaciéon numérica. Como es
sabido el "tamafio” caracteristico del universo es alrededor de R = 10'° afios luz,
y su densidad promedio es aproximadamente 1073'g/cm3, con una incerteza de

varios ordenes de magnitud. Esto nos lleva a la siguiente relaciéon numérica

GM

—— ~1 2.2.1
2R ( )

donde M es la masa total del universo. Esto puede ser expresado también como

1 M

La forma de esta relacion sugiere que 1/G podria estar igualado con un campo
escalar ¢ el cual podria estar determinado por una ecuacion tipo Poisson, donde

la fuente seria el contenido de materia del universo, esto es

V2 ~ 0—'02 (2.2.3)

Claramente ¢ ~ M/Rc* es una solucién para esta ecuacion.

A continuacién se presentaré la obtencion de las ecuaciones de movimiento para

la teoria de Brans-Dicke.
Consideremos el lagrangeano de Einstein-Cartan:

1
Loraw = ——RPAVEAVEA €pe- 2.2.4
g 397G Fabed (2.2.4)

De acuerdo con Brans-Dicke, podemos escribir 327G = 2%, de modo que la accion

de Brans-Dicke es dada por:

SBD = / 6_2¢Rab AVEAN Vd N Eabed- (225)
My

Variando la accién con respecto de V' y ¢, encontramos:
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22 R™ A VCeapeq = 0, (2.2.6)
— 2672 RP AV A V% peq = 0. (2.2.7)
La variaciéon de la accién con respecto a la conexion de spin w®, conduce a:
0= /M (de ™ AVEAVE 42672 RE A Ve gpeadw™ (2.2.8)
4
de donde obtenemos:
R A Ve gpeq = dod AVEA V% gpea- (2.2.9)

De aqui podemos ver que existe una torsion distinta de cero: R* = d¢p AV*, puesto

que la conexién de spin es no Riemanniana, y que de (2.2.9) se tiene que

R*=dp AV (2.2.10)

Haciendo

w® = @y + (2.2.11)

donde W satisface R%(w) = 0, o sea, es la parte Riemanniana de w®, tenemos

que la ecuacion (2.2.10) queda como:

—hP AV, =dp ANV (2.2.12)

Expandiendo h® y d¢ a lo largo de la base del vielbein, se obtiene:

het = 590" ¢ — 620", (2.2.13)

o como 1-forma
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het = 2vleglp, (2.2.14)
En particular, de (2.2.13) tenemos

hoe = —39%¢. (2.2.15)

Procedemos ahora a encontrar la ecuaciéon de Einstein y la ecuacion ¢ en el

formalismo de segundo orden, reemplazando w® en (2.2.6) y (2.2.7). Tenemos
: I
Rj(w) — §5§R_,(w). (2.2.16)

Usando (2.2.11), tenemos

R™®(& + h) = d(@™ + h®) — (&% + h%) A (&P + h?)
= d™® — P AGP 4 dh® — G AR — R AQE — hE AR

(2.2.17)
= R®(Q) + D(0)h™ — b2 A R
= éab + Hab
donde R = R®(@) es la 2-forma curvatura en términos de la conexion
Riemanniana &%, y donde
H® = D(0)h®™ — h2 A h®. (2.2.18)
La ecuacion (2.2.16) queda entonces de la forma
ba Lo p o Leap

donde Hy = H}" es dado por:
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1 o o . a
Hy = 5{=304(0"0) + 20.(6,0"9) + 65,06 + 46096, 0}

) 1. (2.2.20)
= —9,0 — 55{?@680(}5 + 0, 0°¢0.0p — O POp.
Contrayendo a,b, se obtiene H' = H:
H = —3(D,0™¢ — 0™ ¢ ). (2.2.21)

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.20) y (2.2.21) en (2.2.19), se obtienen las
ecuaciones del movimiento para la teoria de B-D en el formalismo de segundo

orden:

o 1_ . . . 1
Ry = 500 R = D,0°0 = ;00" ¢ + 3(0°60s6 — 50,07 60me).  (2:2.22)

Si hacemos f = e~2% y escribimos la ecuacion (2.2.22) en formalismo de tensores

usando la relaciéon V:@b =V, valido para w, se tiene:

1

1
R;w - §g;wR - ﬁ{guuvaf - Vuauf} +

31

1
4ﬁ{6ufayf = §gu,,8°‘f8af}. (2.2.23)

Finalmente, calculamos la ecuaciéon ¢ (2.2.7), expandiendo R en la base del

vielbein:

R2 VT AVEAVEAV24p0q =0
Rb gmnedg b g = —4R® §mn = () (2.2.24)
R (w)=0

Usando (2.2.17), se tiene

R+ H=0. (2.2.25)
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Reemplazando (2.2.21),

. R
Dm0 — 0" 0 ¢ — 3= 0. (2.2.26)
Haciendo el cambio de variables F = ¢, con lo que la ecuacion (2.2.26) queda
como:
. R

(9,,0™ + g)F =0 (2.2.27)
la cual es la ecuacién estandar invariante conformal de la ecuacién de movimiento
de un campo escalar sin masa F. Las ecuaciones (2.2.26) o (2.2.27) también se
pueden obtener de las ecuaciones (2.2.22) y (2.2.23) como consecuencia de la

contraccion de las identidades de Bianchi:

D.(Ry — %5;}]%;;) =0. (2.2.28)
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Capitulo 3

Gravedad Topologica de

Chamssedine

Teorias de gravedad Topolégicas son construidas en espacio-tiempos de dimensiones
impares 2n+1, usando (2n+1)-formas de Chern-Simons con los grupos de gauge
ISO(1,2n), SO(1,2n+1) o SO(2,2n). En dimensiones pares la presencia de un
campo escalar en la representacion fundamental del grupo de gauge es requerido,
a parte del campo de gauge. Es atin un problema abierto el unir la gravedad
con otras interacciones fundamentales. Para ello, hay dos direcciones principales
estudidndose para solucionar dicho problema. Uno de ellos viene de teoria de
campos, donde la meta es encontrar una teoria unificada con simetrias de gauge que
incorpore gravedad. La formulacion de Chamseddine consiste en un método para
unir gravedad con otras interacciones fundamentales, en el contexto de modelos

de supergravedad.

Sabemos que la accion de Einstein-Hilbert puede ser derivada en el formalismo de
primer orden usando el vielbein y las conexiones de spin. Alternativamente, puede
ser obtenida ajustando y restringiendo el grupo de Poincaré o su generalizacion
de Sitter. Esta accién no corresponde a la acciéon de una teoria de gauge estandar
y las propiedades no renormalizables son anélogas a aquellas en la teoria métrica.
El uso de formas de Chern-Simons es escencial en una accion invariante de gauge
sin restricciones. Estas formas solo existen en dimensiones impares. La métrica en
la variedad espacio-tiempo no es usada, y las acciones construidas son topologicas.

El grupo de gauge escogido debe el grupo de Poincaré, los grupos de Sitter o anti-
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de-Sitter denotados por ISO(1,2n), SO(1,2n+1) o SO(2,2n) en 2n+1-dimensiones.
A continuaciéon se muestran los casos de Sitter y anti-de-Sitter. Es importante

usar la (n+1) forma invariante

<JAlBl JAQBQ "'JAn-&-an+1> = 6A1B1,..An_'_an_;,_l ) (301)

donde J,p es el generador del grupoy A, B =0,1,...,2n + 1. La accién es

St =k [ e (3.02)
Map 11

donde wo, 11 es la (2n+1)-forma

Wont1 = (n+1) /01 St{A(tdA + t2A%)™), (3.0.3)

donde A = A4BJ,p es la 1-forma evaluada en el algebra de Lie. Bajo una

transformacion de gauge, el campo de gauge A transforma como

A =gt Ag+ g dg (3.0.4)

y la forma de Chern-Simons transforma como:

Lnl(n+1)!

2n+1)! ((g~"dg)™™*). (3.0.5)

Whpt1 = Wont1 + doo, + (—1)
Aqui, s, es una 2n-forma la cual es una funcion de A y g~ 'dg, y la integral
{(g~dg)?" ™) es proporcional al nimero de vueltas. Para los grupos ISO(1,2n),
SO(1,2n), la homotopia [],,,,; de dichos grupos es proporcional a la torsion, y
el niimero de vueltas, el cual es insensible respecto a la torsion, desvanece. Para
entender esto mejor, considere el caso en cinco dimensiones donde los grupos
relevantes son SO(2,4) o SO(1,5). La integral (g7 'dg)® esta relacionada con los
quintos grupos de cohomologia H®(Mjs, w5(SO(2,4))) o H?(Ms, 75(SO(1,5))). Los

grupos homotoépicos fueron desarrollados por Hilton:
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SR
ot ot
N W
o O
N =
RS
I I
50

5(50(5)) = 2, (3.06)
5(SO(4)) = Zy + Zs,

conocidos como torsién. Sin embargo, debido a que la cohomologia de una variedad
se desarrolla mediante la teoria de Rahm usando coeficientes reales, estos no son
sensibles a la torsion y la integral de (¢~ 'dg)® desvanece. Esto explica por qué
la constante de acoplamiento K no esta cuantizada, lo que hace mas aceptable
la teoria para describir gravedad. Asi, para variedades sin borde dMs, 1 es
cero y la accién So,41 es invariante de gauge. Para variedades con borde para
obtener la invariancia de gauge se requiere que A o g 'dg desvanezca en el limite
partial My, 1. Por simplicidad, se asume que la variedad Ms, 1 no tiene borde.
En analogia con el caso tri-dimensional, la conecciéon con la gravedad a través de

la identificacion

A® = % AL — et 5 =0,1,...,2n (3.0.7)

Aqui, podemos ver que la accion (3.0.2) puede ser escrita tal que e® aparezca
sin derivadas y que la coneccién w® entre solo a través de la fuerza de campo
del subgrupo SO(1,2n). Esto se debe a la naturaleza especial de la forma de

Chern-Simons. Para variedades My, sin limites, la accion (3.0.2) toma la forma:

n
)\l
Sonp1 =k / €arstanis ) gy g XA AR AN, At
M2n+1 =0

(3.0.8)

donde

1 para SO(2,2n)
A=4q -1 paraSO(1,2n+1) (3.0.9)
0  para ISO(1,2n)
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R® = dw™ + w*w? (3.0.10)

c*

Notar que en el caso ISO(1,2n), solo se mantiene el primer término

€ R™% A . A\ R%n=102n A g02nt1, (3.0.11)

ai...a2n+1

El término de Einstein solo esté presente en los casos de Sitter. En particular, la

acciéon Ss en cinco dimensiones es:

2 1
Ss =k / Careas (€ RO RU 4 N e RH 4 Z)2M ™). (3.0.12)
Ms

El primer término es una generalizacion de la forma de Gauss-Bonnet, el segundo
término es la acciéon de Einstein en cinco dimensiones, mientras que el tercer
término es una constante cosmologica.

La accion general Ss,.1 es la suma de las densidades de Euler. Tal suma ha sido
considerada anteriormente como una generalizacion de la acciéon de Einstein. La
diferencia importante aqui es que la accién entera es arreglada por invariancia
de gauge. Este término fue visto anteriormente en el limite de baja energia de la
teoria de cuerdas.

La ecuacién clasica para A4P esta dada por:

€A41Br.. Ans1Bua F VB2 N A A1 Bt (3.0.13)

Descomponiendo esta ecuacion de acuerdo con (3.0.7), se tiene como resultado

dos ecuaciones:

€ar.ams (BT + Ae® ™). (R®n—1%0 4 \efnien) = (), (3.0.14)

Caramns T (R™%  \e®2¢m) (Ron-202-1 4 \eoon2g020-1) = (0 (3.0.15)
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donde T es la torsion dada por:

T = de® 4 wie’. (3.0.16)

Si permitimos que solo 7% = 0, la ecuacion (3.0.15) sera satisfacida. Si nos
restringimos al espacio de e, se tiene que wzb estard completamente determinada

en términos de ez

1

wzb = §<QNVP [T me,)e”“e’)b, (3.0.17)

donde

Qo = (0,8, — O.€),)egp: (3.0.18)

Con wzb dada por la ecuacion (3.0.17), la fuerza de campo Rffl’, se relaciona con el

tensor de Riemann de la métrica g, = €neua’

eqen R (w(e)) = RS, (9)- (3.0.19)

puv

La ecuacion (3.0.14) se vuelve una generalizacion de la ecuacion de Einstein. Se
ha construido entonces una teoria de gravedad en dimensiones impares, la cual es
explicitamente invariante de gauge y es una generalizacion de la teoria de Einstein.

Expandiendo alrededor de una solucién clasica distinta de cero (ed, wg?),

e =ed +e° w®=uwla?, (3.0.20)

donde €% y w*% son fluctuaciones cuanticas, una parte cuadratica es generada.
sto es similar a la situacion de gravedad de Einstein donde se expande la métrica

Est 1 la sit d dad de Einstein dond del t

9w alrededor de la métrica background. Los propagadores pueden ser leidos de la

parte cuadratica de la accion y el analisis perturbativo puede ser realizado como

en una teoria de gauge estandar.

En el caso de las dimensiones pares, no hay candidato geométrico natural como

la forma de Chern-Simons. El producto cuna de n de las fuerzas de campo pueden
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hacer la 2n-forma requerida en un espacio-tiempo 2n-dimensonal. El grupo natural
de gauge es ISO(1,2n-1), SO(1,2n) o SO(2,2n-1). Con los tltimos dos, el tensor
€A,.. Agny, de grupo puede ser definido. El caso ISO(1,2n-1) puede ser recuperado
por la contraccion de grupo. Para formar una 2n-forma de grupo invariante se
requiere, ademas del n-producto de fuerzas de campo, un campo escalar ¢ en la
representacion fundamental.

La accién 2n-dimensional es entonces:

Son = k/ o . TR S R (IR 2., (3.0.21)
M2n

donde

FA4B = dA%B 1 A49 AT, (3.0.22)

Esto también puede ser logrado reduciendo la accion del caso (2n+-1)-dimensional
a 2n dimensiones. Esto debe contener ademas de la gravedad 2n-dimensional, un
campo escalar y un campo vectorial.

Un ejemplo claro es reducir el caso en cinco dimensiones a cuatro dimensiones.

Cuando se reduce dimensionalmente la accion (3.0.12) se tiene:

4
_ 4, . _uvpo 2 a1 az a3 . a4 .as a a2 a3 Pa4ias
Sy —Sk/M d e ey, a5[A7€) €7 e gt e + 3)\6# e, ey’ i
4

(3.0.23)
al ,a2 a3 ajas ai a2a3 aqas al a2a3 a4qas
+ 2Xep e eP Ry + e B2 RUA™ + e RI2™ B2 ],

b

14

donde p, v, p,0 son los indices curvados en My, y R, puede ser obtenido de

(3.0.10). Es simple de ver que los subgrupos SO(1,4) o SO(2,3), pueden ser

a
I

término en (3.0.23), y coincide con la acciéon cuatri-dimensional de (3.0.22). Este

preservados del truncamiento e¢? = 0. El término que sobrevive es el tltimo

truncamiento no es natural. Reescribiendo la ecuacion (3.0.23) en términos del

campo cuatri-dimensional se obtiene:
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8
_ 4 . _uvpo 2 o, B, v,0, 4 2 a B, v, 4.0 o 8,7 pid
Sa —Sk/M d e eqp 5[\ g e, el ege; — AN eqe ele, e + 3/\%61/@,)}204
4

4 p7é 4 o 4 B s 04 4 4 d

+4Xelele RYS + 2 ehe)ei R)) + Adepenel R + AXee)el R + e, Ry R
04 4 6 4 6 0 po4

+2e0 R)TRY, + 2e0 Ry RYS + e Ry R)) + 4¢S RO RDY.

(3.0.24)

En esta descomposicion (efj?wl‘fﬁ) describira el graviton cuatri-dimensional,

(e, wi?) el vector y (e}, wi?) el escalar.

,LL’
El truncamiento estandar es hacer ei, W;Of4’ ei y wZB cero, lo cual es consistente

con la invariancia de Sitter restante SO(1,4) p SO(2,3). Si definimos:

wzb = (ei,wzﬁ), gb“(ei,wf), (3.0.25)

e integramos por pare, el truncamiento S; puede ser escrito como:

Sy =3k / €"P7 € gpede 0 R R, (3.0.26)
My
donde

R™ = dw™ + wup. (3.0.27)

Esto coincide completamente con el truncamiento simple y muestra que la accién

invariante de grupo (3.0.22) es tnica.
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Capitulo 4

Gravedad Chern-Simons

4.1. Formas de Chern-Simons

Antes de entrar a definir la gravedad de Chern-Simons, haremos un breve resumen
de algunas definiciones.
Una forma de Chern-Simons es una funciéon polinomial local de una 1—forma A

valuada en un algebra de Lie g, dada por

1
WD (g 4 1) /0 dt(A(tdA + 2A2)™, (4.1.1)

donde (---) denota un tensor simétrico invariante bajo algin grupo de simetria.

Ejemplos serfan los casos n =1y n = 2.

2
WS = (AdA + gA3>,
(5) 5, 343 3 .5

(4.1.2)

Puesto que la 2—forma curvatura es dada por F = dA + A2, se encuentra que

dwSt ) = () (4.1.3)

lo cual bajo una transformacion de gauge transforma como
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d(6wSe™y = 0 (4.1.4)

La correspondiente forma de Chern-Simons transforma como

g1 (0 4+ 1)1

wggﬂ)(A/) — w(czgﬂ)(A) + (-1) 2n 1 1)

(g7 tdg)> 1) +dQ | (4.1.5)

donde ¢ es un elemento del grupo de simetria.

4.2. Gravedad Chern-Simons

Tenemos que la teoria de Chern-Simons fue descubierta en el contexto de
anomalias en los anos 70, y fue usada como modelo exético para sistemas de
gauge en dimensiones 2 + 1. Luego, se percataron que la teoria ordinaria de la
gravedad de Einstein en 2 + 1 dimensiones es un ejemplo natural del sistema
Chern-Simons, especialmente a través del trabajo de Witten. Con esto, tenemos
que la Relatividad General en 2 + 1 dimensiones con o sin constante cosmologica,

es un sistema Chern-Simons, para los grupos 1.50(2, 1) o SO(2, 2) respectivamente.

Tenemos que la forma de Pontryagin es

P =Tr[F AF], (4.2.1)

es cerrado, es decir dP = 0.
Luego, el lema de Poincaré, se tiene que P es exacto local, es decir, siempre es
posible de escribir en un vecindario abierto como la derivada exterior de una

3-forma

P =dL. (4.2.2)

Donde la 3-forma L es el Lagrangiano Chern-Simons. Revisemos algunos hechos
del sistema Chern-Simons en tres dimensiones.

Tenemos que
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F=dA+AAA (4.2.3)

es la curvatura en la representacion adjunta y A es la 1-forma coneccién de un
algebra de Lie. Sea G el grupo de gauge y G su algebra generada por las matrices

T,, tal que [T,, T;] = C¢'T,. Bajo la accion del grupo de gauge, la coneccion

A = A°T,dz" (4.2.4)

transforma como

A A =g 'Ag+gldg (4.2.5)

donde la 0-forma g(x) es un elemento de G. Luego, la curvatura transforma como

F—F =g 'Fg. (4.2.6)

Podemos encontrar el Lagrangiano usando el hecho de que la 3-forma Lcg cumple

con

dLcs = Tr[F AF). (4.2.7)

De (4.2.7), se encuentra que el Lagrangiano CS esta dado por

2
LCS = TT[A/\dA—F gA/\A/\A] (428)

1. Invariancia de gauge:

Revisemos la invariancia de la accion de Chern-Simons bajo transformaciones
de gauge.

Podemos observar que el lado derecho de (4.2.7) es invariante bajo la
transformacion (4.2.5), y con eso tenemos que 0(dLcs) =0 — ddLcs =
0.

A medida que dLcg se aproxima a cero lo suficientemente rapido en el
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borde espacial, tenemos que la accion CS también debe ser invariante.

Reemplazando (4.2.5) en (4.2.8), tenemos que

Les(A') = Los(A) — dTrldgg™ Al ~ Trl(g ™ do)"] (4.2.9)

Luego, la acciéon cambia como

Ies[A] = Tos[A] — /

-1 1 —1\3
[ Tridgga) -3 / Trl(dgd ). (4.2.10)

M

Esta acciéon es invariante si realizamos los anélisis pertinentes: si ¢ — 1
lo suficientemente rapido, tenemos se elimina el segundo término. Esta
condiciéon se da porque es parte de las reglas del juegoen cualquier problema
variacional donde los campos satisfacen las condiciones de borde apropiadas
y eso restringe el tipo de transformaciones de campo permitidas en el borde
espacio temporal.

El altimo término en (4.2.9) es cerrado por lo que sin que hayan artilugios
topologicos previstos, este término puede ser expresado localmente como la
derivada exterior de una 2-forma que depende de g(x).

La ley de transformacion (4.2.10) nos dice que la accién cambia por
un término de superficie y posiblemente por un funcional de g(z). A
pesar que ninguno de estos términos alteran las ecuaciones de campo,
pueden cambiar las propiedades globales de la teoria, como la definicion de
cargas conservadas. También proporcionan diferentes pesos para distintas

configuraciones topoldgicas en la teoria cuantica.

2. Ecuaciones de Campo:

Estudiemos ahora las ecuaciones de campo relacionadas para la accion.

Haciendo variar la accién, tenemos

0lcs[A] = 2/

Tr[T,, Ty|F* A JA —/ Tr[T,, Ty]A* ASA". (4.2.11)
M

oM
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4.2. Gravedad Chern-Simons

Podemos observar que la condicién de tener un extremo bajo una variacion

arbitraria 6 A? implica

F*=0 (4.2.12)

proporcione el grupo de algebra tal que

Yab = TT[Taa Tb] (4213)

sea una matriz no singular, lo cual siempre es el caso para un algebra de Lie
semisimple en la representacion adunta y v, es la matriz de Killing.

Las &lgebras semisimples son aquellas que no contienen subalgebras
abelianas invariantes.Hay un &lgebra de Lie que no es semisimple que es
una representacion fiable para la cual ~,;, es no degenerado, y es el grupo de
Poincaré 1SO(2,1) en 2 + 1 dimensiones, cuya algebra es so(2,1) & R>!.
Esta excepcion a la regla permite escribir el Lagrangiano Einstein-Hilbert
como una 3-forma de CS para el grupo de Poincaré y es la clave para

cuantizar la gravedad en 2 4+ 1 dimensiones.

Las ecuaciones de campo (4.2.12) se ven simples, y hay un conocido

resultado acorde para el cual se cumple

dA+ANA =0, (4.2.14)

luego, A puede ser escrita como una transformacion de gauge de la coneccion

trivial

A =g ldg, en todo B. (4.2.15)

. Generalizacion a mds dimensiones:

Ahora se analizard como se extiende la idea de la teoria Chern-Simons
para mas dimensiones. El ingrediente esencial para dicha construccion es la

existencia de la 2n-forma
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Qon(A) = Yoy 0, F* NF®2 N LN FO (4.2.16)

la cual es cerrada:

dQ2n = 07

e invariante bajo la transformacion A — A" = g~ Ag + g~ 'dy:

Q%(Al) = an(A)-

Es directo mostrar que las invariantes de la forma

Qon(A)=(FAFA...AF) n veces (4.2.17)

satisfacen los requerimientos, donde hemos definido

Yayoan = (T Toy--Th,), (4.2.18)

donde (...) es la operacion traza en la representacion apropiada del algebra

de Lie G. De ahora en adelante, escribiremos

Q2n(A) = (F"), (4.2.19)

donde estos invariantes son conocidos como los invariantes Chern-Weil.

Luego, podemos escribir la ecuacion analoga a (4.2.7) como

dLES = (F™), (4.2.20)
y su solucion es

1
(n+1)!

1
Lot = / dt(A(tdA + 2 A" + a, (4.2.21)
0
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donde « es una (2n — 1)-forma arbitraria cerrada (da = 0).
Bajo una transformacion de gauge de la forma (4.2.5), se tiene que la forma

Chern-Simons (4.2.21) cambia como

noynl(n —1)!

L5 () = Lgg* (M) + 4 + (-1 o=

(g7 dg)>™ 1), (4.2.22)

donde la (2n — 1)-forma [ es una funciéon de A y depende de g a través de

la combinacién g~'dg. Con esto, se tiene que la acciéon

IZ5A] = /M Lt (4.2.23)

describe la teoria de gauge para el grupo G, el cual bajo una transformacion

de gauge finita transforma como (4.2.22).

La mejor descripcién que se tiene hasta ahora de nuestro universo a gran escala
es la relatividad general con la acciéon de Einstein-Hilbert definida en un espacio

tiempo en cuatro dimensiones

\/—( — 2A)d* (4.2.24)

donde R es el escalar de Ricci y A es la constante cosmologica. La falla en lograr
cuantizar esta teoria, inspir6 la observacion clasica de Witten de que la gravedad
en 2 + 1 dimensiones de espacio-tiempo es un modelo soluble, lo que significa
que la teoria cuantica puede ser completa y explicitamente deletreada, eso es si
todas las funciones de correlacion o en alternativa, todo el espacio de Hilbert es
conocido. La prueba de la solubilidad de esta teoria es el hecho de que la gravedad
en 2+ 1 es un sistema Chern-Simons, y por ende tiene todas las caracteristicas de
una teoria de gauge. La gravedad en 3 + 1 dimensiones por otro lado no puede ser
interpretada como un sistema de gauge del grupo de Poincaré o AdS, y esta es
una seria limitaciéon para su cuantizacion.

La accion de Einstein-Hilbert analoga a (4.2.24) es una teoria de primer orden

por lo que solo ocurren derivadas de primer orden
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1 1
Iw,e] = 5 /eabcd(R“b - éAeaeb)eced, (4.2.25)
donde R™ = dw% + ww$, es la 2-forma curvatura, y los campos dinédmicos son el
. . o ., b . b
vielbein e = ef.(z)dr" y la coneccion de Lorentz wi” = wi’(z)dxH.
Cuando se hace variar la accion (4.2.25) con respecto a e? y w®, se encuentran

las siguientes ecuaciones de campo

1
€abed(RY — §Ae“eb)ec =0 (4.2.26)

€apeale” = 0 (4.2.27)

La primera expresion son las ecuaciones usuales de Einstein, mientras que la
segunda expresion el desvanecimiento de la torsion 7% := D® = de® + w%e® = 0, lo

cual es usualmente postulado en relatividad general.

4.3. Gravedad a partir de gravedad Chern-Simons

En [10] se muestra que la accion topologica para gravedad en 2n-dimeniones puede
ser obtenida de la accién de Chern-Simons (2n + 1)-dimensional genuinamente
invariante bajo el grupo de Poincaré. A continuaciéon se presentan algunos

resultados de este trabajo.

Lo primero es considerar la gravedad de Lovelock invariante bajo el grupo de
Poincaré. En [18], [19], |1 3] se muestra que el formalismo de Stelle-West 23], que
es una aplicacion de la teoria de las realizaciones no lineales a la gravedad, permite
construir una accién para la teoria de gravedad de Lanczos-Lovelock genuinamente
invariante bajo el grupo AdS. De hecho, una acciéon verdaderamente invariante

para dimensiones pares asi como impares es construida en ref [19] usando el

formalismo Stelle-West |23]. La accion para esta teoria es
[D/2]
S = [ 30yt B By v (43)
p=0

donde V* = Q% (cosh z)eb + Q4 (3222) D, ¢" y R = dW® + WeW® con W =
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W () (=)D g (00! — P02 y Qf(u) = b + (1 u) %2, Aqui
¢* corresponde a la asi llamada “Coordenada (A)dS "que parametriza el espacio
coset SO4(D +1)/S0,, y z = ¢/l. Esta coordenada no tiene dinamica, ya que
cualquier valor que eligamos para ella es equivalente a una eleccion de gauge

rompiendo la simetria de (A)dS al grupo de Lorentz.

De (4.3.1) la teoria se vuelve indistingible de la usual, y la simetria AdS es rota
en la simetria del grupo de Lorentz. Sin embargo una excepciéon muy interesante
ocurre cuando los coeficientes ay, se eligen como a;, = 040% (";1). En este
caso, y para cualquier valor de ¢%, es posible mostrar que la accién de Euler-Chern-
Simons escrita con e y w® difiere de aquella escrita con V¢ y W% por un término
de borde. Luego es directo mostrar que el limite [ — oo obtenemos una teoria de

gravedad de Lovelock genuinamente invariante bajo el grupo de Poincaré:

Sg% - /Eal...adRala2 T Rad_2ad_lvad7 (432)

donde V¢ = €% + D,¢* = d¢* + wiw, con W = w® y ¢® corresponde a la
llamada “coordenada de Poincaré ”. Los campos ¢, €%, w® bajo traslaciones
locales de Poincaré cambian como 6¢% = —p%  de? = k%e’  dw® = —DrP.
Procederemos ahora a mostrar que la acciéon para una gravedad topologica
en 2n-dimeniones puede ser obtenida de una gravedad de Chern-Simons (2n+1)-

dimensional geuinamente invariante bajo el grupo de Poincaré

La acciéon de Lanczos-Lovelock genuinamente invariante bajo el grupo de

Poincaré es dada por

Se =k /M €ar gy L0 7 s RO (4.3.3)

Introduciendo los campos de gauge no lineales V' en (4.3.3) obtenemos
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a1a2 ... R%2n—-102n ,A2n+1
S = k/ €ay-- a2n+1) R e

S

k/ €ay-a 2n+1)Ra1a2 - RO Dptantt

S

(4.3.4)
= k/ o a(2n+1)Ra1a2 R
M
/ Eal a(2n+l)Ra1a2 ce. Razn*1a2n¢a2n+1]’
donde hemos utilizado la identidad de Bianchi DR® = (. Asf
T k/ €ar-agnyn B0 - RIS gfEnt
" (4.3.5)

— k/ €ar-a Ra1a2 ... Ra2n71a2n¢a2n+l
18(2n41) :
oM

La accion difiere de la forma de Chern-Simons usual por un término de borde.
Finalmente en [l0] se muestra que para soluciones con condiciones de borde
apropiadas es posible obtener la dindmica para la acciéon topologica en dimensiones
pares. Esta accion topoldgica corresponde a la propuesta por Chamssedine en [1],
lo interesante de este resultado es que aqui se ah introducido el campo coseto ¢®

de una manera geometricamente natural.
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Capitulo 5

Gravedad Brans-Dicke a partir de
la Gravedad Topologica

En [I] y [0] se construyeron acciones para la gravedad topologica en varias
dimensiones.

Para dimensiones impares, tenemos que la acciéon esta dada por

Sons1 =k / Loni1 (5.0.1)
Maont1

donde

n
— al1a2 ag)—1a: a a 1
L2n+1 = E a15a1a2...a2n+1R . RAA1G2A 02041 pf2nd (502)
=0

es una forma Chern-Simons y R? = dw® + w®w? con a = 0, 1,2..,2n.

Las teorias para las dimensiones pares, tenemos que la acciéon esta dada por

2n aosn aia A2 1027
Sy =k /M Earanaznys §72H R9192. RIn-192 (5.0.3)
2n

donde R™dw® + w*wb con a = 0,1,2..2n y My, = OMa, ;. Esta accion es

obtenida realizando una reduccién dimensional de la accién de Chern-Simons.

Ahora, procederemos a recuperar la accion de la gravedad Brans-Dicke a partir de

la Gravedad Topologica.
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La acciéon para la Gravedad Topologica en cuatro dimensiones, puede ser escrita

Cco1mo

Si = / (pFF) (5.0.4)
My=0Ms

donde ¢ es un campo escalar en la representacion fundamental del grupo de gauge
SO(2,4) (AdS) 0 S = (1,5) (dS) y el F = dA+ AA. La coneccion con la gravedad

se realiza a través de la identificacion

Aab _ wab,
’ (5.0.5)
A% =€ a=0,1,2,3,4

El Lagrangiano (5.0.4) es invariante bajo el algebra AdS. Esta algebra permite

b como el vielbein de cinco

la interpretacion de los campos de gauge e* y w®
dimensiones y la coneccién de spin respectivamente. Consideramos ahora la S-
expansion en || 1], utilizando como semigrupo S/(a) = Ao, A1, Ao dotada con la regla

de multiplicacion

Aadg = Ay, si a+p<2
b § (5.0.6)
)\a)\g = )\a+5,2 si o+ ﬁ > 2

Luego de extraer el subalgebra resonante, podemos encontrar el £4-algebra AdS,
el cual coincide con el algebra so(D — 1,1) @so(D —1,2) en [21]y [22], cuyos

generadores D-dimensionales satisfacen las siguientes relaciones de conmutaciéon
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[Jabs Jed] = Moead + Nadoc —
[Jap, P
[Py Py

[Jab, Zed] = MbeZad + NadZbe

[Zab7 S

- 77bc a nacpb

e =
] =

C] — nbcPa - nach

[Zaba Zcb] == nchad + nadec -

donde a,b,c,d =0,1,....,D — 1.
Usando el teorema VII,2 en |

Nac de + Tlvd Jac

(5.0.7)

- nachd - nbdZac

nachd — 7/IbalZac

| se puede demostrar que las componentes del

tensor invariante para el algebra AdS £, estan dados por

4
<JachdPe> - gall?)eabcde

4
<ZachdPe> = §a1l3€abcde

<JachdPe> =

(5.0.8)

4
3
g a l €abede

donde a; son constantes dimensionales arbitrarias, y a,b,¢,d,e =0,1,2,3,4 .

Para escribir el Lagrangiano de la gravedad topolégica en cinco dimensiones para

el algebra AdS £,, comenzamos con la 1-forma conecciéon de gauge evaluada en

dicha algebra

1 1 1

A= 7eaPa + §w“bJab + ék“”Zab ,a,b=0,1,2,34 (5.0.9)

La 2-forma curvatura asociada es

1 ab 1 a a b 1 ab a 1.cb 1 a b
F = §R Jab + 7(T + kbe )Pa + §(Dwk + kck + l_2€ (& )Zab (5010)
y el campo escalar 0-forma
1 ef 1 e 1 ef

0= 50" Jep + 70"+ P+ Sh™ Zey (5.0.11)
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Es interesante observar que los J, atn son los generadores de Lorentz, pero los
P, ya no son boosts AdS. Sin embargo, los e* atin transforman como vector bajo
las transformaciones de Lorentz como debe ser para la gravedad.

Usando el procedimiento dual de la S-expansion en términos de las formas de
Maurer-Cartan mostrado en [12], podemos encontrar que la accion de la gravedad

topologica invariante bajo el algebra AdS £, esta dada por

2 1
S(BADdf(ﬁzf)) - /M a:l)) €abcde{¢e [RabRcd + 2Rab(Dwde + kcfk?fd l_26 ed)

1 1
+ (Duk® + K4k + ﬁe“eb)(Dwde + kSGE? + 7 e

a C (& 1 €j.e Ci e e
+ 2h b[(Dwkd+kfkfd 1_26 eH(T kfef)+Rd(T +kfef)]

1
2¢ab[( ]{JCd k,c kfd l2 ed)(Te kefef) Rcd(Te k,efef)]}
(5.0.12)

la cual puede ser reescrita como

o l? 20412
S (BAl;lfﬁf)) = /M . 5abcde¢eRabRCd 31 Eabcde(beRabDwde
4

3
2
+ (;1 €abcde{¢€Rab€ 2l2 ¢eea€beced 4 (be( kab)eced =+ ¢e(k2)abeced}
20417 brp.2ved by p2ved | ovabp2ved | L b d
3 Cabede I RT ()™ + ¢(Duh®) (K7)% + 5o (K7)(R7) + S6°(Duk™) (Duk™) }
a l2 a Ci Ci e € C (& e
+ g Eabede{2R (D k™ + (k) + 7 e)(T° + kSe’) + RUT® + ke’ )]

+2¢ab[(Dwde+(k2)Cd+ ed)(Te+kefef>+RCd(Te+kef€f>]}

(5.0.13)

l—2€

donde (k%)% = k< k%, v e y w® son 1-formas. Por simplicidad, consideraremos

k® =0y T* =0, con lo que la acciéon queda como:
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l2

4 a cd e

‘5'1(43554 = /M oM CVlgabcde(gR bR d¢
4= 5

) (5.0.14)
+ gR“b el + 7€ ePeel?)
donde R® = dw® + ww con a,b,c,d,e : 0,1,2,3,4. Luego, usamos la

descomposicion e = (ef,e?) coni =0,1,2,3 y

w? = (W, Wi = Ael), 1,7=0,1,2,3

¢" = (¢',¢" = 9)

encontramos que la accién se puede escribir como

2 _  _ 2 _ . 1.
Sadsis = / a1 (7 RYRY + ZRYere + —e'elele) (5.0.15)
) My=0Ms5 3 3 3l

donde RY = RV 4 l%eiej. Tenemos que wf] y eL con p=0,1,2,3y1=0,1,2,3
pueden ser interpretados como la conecciéon de spin en cuatro dimensiones y el
vierbein respectivamente.

De (5.0.15) podemos observar que para valores pequeiios de [?, encontramos que

(4)

Sadsc, = im(@R7ee + cbe eletel) (5.0.16)

202

accion que corresponde a la accion de Brans-Dicke con un término cosmolégico.
Por otro lado, cuando ¢ es constante, la accion (5.0.15) corresponde a la accion

de Einstein-Hilbert con un término cosmologico ([10]).
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Capitulo 6

Gravedad Topologica y el Algebra
Bs

Siguiendo las definiciones en [!1], consideremos la S-expansion del algebra de
Lie SO(4,2) usando el semigrupo SS'). Luego de extraer el subalgebra resonante
y realizando una 0Og-reducciéon, podemos encontrar una nueva algebra de Lie,
conocida como B5, generada por Jyp, P, Zap, Z,, donde estos nuevos generadores

pueden ser escritos como

Jab - >\O ® jab
Zap = Ao ® Jop
: (6.0.1)
P,=\®PF,
Zo= A3 ® P,

Jap ¥ P, corresponden a los generadores originales SO(4,2), y los A, pertenecen a
un semigrupo discreto y abeliano. Los elementos del semigrupo Ag, A1, A2, Az, \g
no son nimeros reales y son adimensionales. En este caso particular, tenemos que

los generadores obedecen la regla de multiplicacion dada por

Ao , a+p3<4
Mg =4 4 (6.0.2)

V] , a+p>4
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Usando el teorema V11,2 de [!], podemos demostrar que las inicas componentes

del tensor invariante para el algebra B que permanece, estan dadas por

413
<Ja1a2 Ja3a4Pa5> - 051?5011..@5,
4 6.0.3
<Jala2 Ja3a4Za5> = 043?&11...(157 ( ‘Y. )
A3
<Ja1aQZa3a4Pa5> = 043?6(11“@5,

donde oy y a3 son constantes arbitrarias independientes de dimensiones. Para
escribir el Lagrangiano para el dlgebra B, comenzamos desde la 1-forma de

coneccion de gauge

1 1 1 1
A= éw“bJab + e P ékabzab + 7h" Za, (6.0.4)

la 2-forma curvatura

1 1 1 1 1
F = §RabJab + TPy + E(Dwk“b + ﬁeaeb)Zab + 7(tha + k%" Z,,  (6.0.5)

y la 0-forma campo escalar

1 1 1- 1.
6 =50 Jey + 70 Pe + 50T Zey + 62 (6.0.6)

Consistencia con el procedimiento dual de la S-expansion en términos de las formas
de Maurer-Cartan en [12] demanda que h®, ¢¢ y QAﬁe hereda unidades de longitud
del vielbein. Por esto es necesario introducir el parametro [ nuevamente, esta vez
asociado a h®, ¢°y gge.

Es interesante observar que J, aun son los generadores de Lorentz, pero los P,
ya no son los boosts AdS.

Un célculo directo muestra que es posible escribir un Lagrangiano para la gravedad

topologica en cuatro dimensiones para el algebra 85 como
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l2
L5 = —0‘13 Eabede[ 20" RT® + R™ R ]
5 1 ] -
+ —O‘Z Eatede[ ¢ R (Dh® + Kye?) + SRURNY + ¢ Dk T + ¢° R Dyuk™ + ¢ RT]

+ A3Egbede [gbeRabeced + ¢ab€c€dT6]
(6.0.7)

Es necesario notar un punto importante: el Lagrangiano se divide en dos términos
independientes, uno proporcional a oy y el otro proporcional a «a3. Siguiendo el
procedimiento utilizado en el capitulo 8, tenemos que el término proporcional a
a3 contiene el término de Brans-Dicke g;;,,¢R%e*e! mas acoplamientos no-lineales
entre la curvatura y los campos bosonicos materiales k%, ¢¥, g%ij, (;AS’ y h, donde el

parametro [ puede ser interpretado como un tipo de constante de acoplamiento.
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Capitulo 7

Introduccion al Término

Wess-Zumino- Witten

Las teorias de gravedad Chern-Simons se han extendido usando formas de
transgresion en vez de formas de Chern-Simons como acciones []-[17]. Las teorias
de transgresion y de Chern-Simons s6lo son validas para dimensiones impares y
para tener una teoria bien definida para dimensiones pares, es necesario realizar
una reduccion o compactacion. Se ha visto que las teorias de Chern-Simons estan
conectadas con unas estructuras de dimensiones pares conocidas como términos
de gauge de Wess-Zumino-Witten ([2]-[17]). Esta conexién sugiere que pueda ser
una alternativa para la compactacion o reduccién dimensional.

Por otro lado en [6], Chamseddine construyé acciones topologicas para todas
las dimensiones. Las teorias en dimensiones impares estan basadas en formas de
Chern-Simons mientras que las teorias en dimensiones pares usan, ademas de los
campos de gauge, un campo escalar ¢* en la representacion fundamental del grupo
de gauge.

En [20] se describe como la gravedad topologica en dimensiones pares es un
término de gauge Wess-Zumino-Witten salvo por una constante multiplicativa.
Esto significa que la gravedad topologica en 2n dimensiones es descrita por la
dindmica de borde de la gravedad (2n + 1) Chern-Simons.

El campo ¢* necesario para construir las teorias de la gravedad en dimensiones
pares es identificado como el campo coseto asociado a realizaciones no lineales del
grupo de Poincaré 150(2n,1).
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Capitulo 8

Término Wess-Zumino- Witten

8.1.

1.

Gravedad Topologica y Formalismo Stelle-

West

Gravedad Topoldgica

A.H. Chamseddine construy6é acciones para la gravedad topologica
en 141y (2n—1)+1 dimensiones ([!], [0] y [7]),las cuales fueron construidas
del producto de los n campos de fuerza F'® y el campos escalar ¢® en la
representacion fundamental del grupo de gauge.

En (1 + 1) dimensiones, la accién esta dada por

SUHDIA @] = k / €abe P F. (8.1.1)
Me
En (2n — 1) 4+ 1 dimensiones la accién correspondiente puede ser escrita

como

STNAG =k [ 6" FEL e (5.12)
Me\

donde F® = dA®™ + A%*A’ y A es una 1-forma coneccién de gauge. Esta
accion fue obtenida de la forma Chern-Simons realizando una reduccién

dimensional.
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8.1. Gravedad Topolégica y Formalismo Stelle-West

2. Formalismo Stelle- West

La idea base de este formalismo es fundado en el estudio no linear
en [3], [3]. Consideremos un grupo de Lie G con n generadores, y un
subgrupo de estabilidad . Asumamos que los generadores restantes ;!
son escogido tal que formen una representacion de H, es decir, [X;, Y]] debe
ser una combinacion lineal de Y;. Si estos elementos de G/#H son denotados
por z, v si los campos independientes necesitados para parametrizar z
son denotados por @', entonces los elementos de grupo g € G pueden ser
representados unicamente en la forma g = zh, donde h es un elemento de H
y z=e 9",

Cuando G es un grupo asociado al algebra de Lie AdS

[Paa Pb] — mQJab
[Jaba Pc] — (nbcPa - nach) (813)

[Jabs Jed) = (Macdba — Moed ad + MpaC — Nagbc)

cuyos generadores son P, J s, v si el subalgebra H es el dlgebra de Lorentz

SO(3,1) cuyos generadores son J,;, entonces

1 C ]. C
§W“bJab + VP, = ¥ Fe[d + 5wabJab + e"P,le P (8.1.4)

Usando las relaciones de conmutaciénndel élgebra AdS, encontramos los

campos no lineales V¢ y W estan dados por

V= e+ (coshx — 1)(6; — qzsbfa)eb
sinhx sinhx ’ oCdo. (8.1.5)
D¢a - ( - 1)( ¢a>7

x @?
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b b 2 sinhx

<¢aeb o ¢b6a>
v (8.1.6)

coshx — 1

—m?[¢* D" — ¢bD¢a](T)

con r = m(gb“qﬁa)% = m¢. Usando el limite m % en la relacion de
conmutacion del algebra de Lie AdS en (8.1.5) y (8.1.6), encontramos que
el algebra de Lie AdS toma la forma del algebra de Lie de Poincaré donde

los campos no lineales estan dados por
Ve =¢e*+ D¢* = WP =w", (8.1.7)

8.2. Término de gauge Wess-Zumino-Witten

En el articulo [!], tenemos que

Qon41(A%, A) = Qon41(A%, F?) — Qant1(A, F) — dB3, (A7, A) (8.2.1)

donde las conexiones A? y A estan relacionadas por a transformacion de gauge

dada por

AZ =27 (d+ A)z, (8.2.2)

con

_H0 pa
Z:6¢P

T (8.2.3)
AZ = WSy + VO =V + W,

Los términos Q2,11(A, F') correspondiente al Lagrangiano para a gravedad Chern-

Simons (2n + 1)-dimensional para la 1-forma conexion A, estd dada por



42 8.2. Término de gauge Wess-Zumino-Witten

Q2n+1 (A, F) — €a1a2---a2n+1 RM02  P02n—102n o02n+1

1 8.2.4
—n(n+ l)d{/o dtt" (R, we)} ( )

donde R; = dw + tw?.
Si AZ y A estén dados por A = P, + 3w Jyp = e+wy AZ = VP, +1W* ], =
V + W, donde V@ = e® + D,¢* y W® = w® entonces Qa,,1(A%?, FZ) esta dada

por

Z Z aia agn—10a a
Q2n+l<A 7F’ ) L galag...a2n+1R 1 QR 2n—1 2n6 2n+1

+ 6a1a2...a2n+1 Ra1a2 A .Ra2n71a2n D¢a2n+1

1
L n(n + 1)df / dtt™ (R we)} (8.2.5)
0
1
—n(n+ 1) / dt" (R 'wDg)}
0
Por otro lado, By, (A, A?) estéa dada por
1
Bon(AZ,A) = —n(n + 1)/ dtt" (R wDa) (8.2.6)
0
Introduciendo (8.2.4), (8.2.5), (8.2.6) en (8.2.3), encontramos que
Qan1(A7, A) = €4y gy R RO2n=102n Dggtnta (8.2.7)
Luego, usando la identidad de Bianchi DR = 0, podemos escribir
Qant1(AZ,A) = d[ea,. an,,, R ... R2n=102m 120 41] (8.2.8)

la cual demuestra que la acciéon para la Gravedad Topologica en 2n-dimensiones
encontrada en 1] y [0] es un término de gauge Wess-Zumino-Witten. Esto significa
que la gravedad topolégica en 2n-dimensiones es descrita por la dinamica de

borde de una gravedad (2n + 1) de Chern-Simons.
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En el caso particular de n = 2, tenemos que

4,01 |

Qani1(AZ A) =k / Eabede R R“¢° (8.2.9)
My=0Ms5

My=0Ms

donde R es una 2-forma obtenida en cuatro dimensiones. Esto significa que

(8.2.9) puede ser escrita como

SW =k / M7 € ahede RO RES ¢ (8.2.10)
My=0Ms
donde p,v,po :0,1,2,3y a,b,c,d,e:0,1,2,3,4.

Usando la descomposicion

w?® = (WY, Wt =Xet), i,7=0,1,2,3
w = o 2 (8.2.11)
= (49" =9)

y rotando la base de tal forma para que en cada punto del espacio el campo ¢

tenga componentes ¢* = ¢, ¢' = 0, tenemos que

RY = RY + \?c'e (8.2.12)

con RY = dw' + w’,wk . Esto significa que la accion (8.2.9) se puede escribir como

SW =k [ ¢eijuR?R". (8.2.13)
My
Luego, wff con p = 0,1,2,3 y + = 0,1,2,3 puede ser interpretado como la
coneccion de spin cuatridimensional y eL puede ser interpretado como el vierbein.
Esto significa que la descomposicion (8.2.11) es consistente con la invariancia
restante so(3,2) o so(4, 1).
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Capitulo 9
Conclusion

En esta tesis se ha descrito un resumen de la Teoria de la Relatividad de Einstein,
la cual es la teoria més usada para describir la gravedad. También se ha realizado
una breve descripcion de la teoria de Brans-Dicke, la cual es sugerida como una

teoria alternativa a la Relatividad General.

La teorfa General de la Relatividad es la teoria mejor aceptada para describir la
gravedad. Sin embargo, las teorfas de gauge parecen ser las teorfas para describir
las fuerzas de la naturaleza, entre ellas la gravedad, pero la Relatividad General
no ha podido ser formulada como una teoria de gauge.

El hecho de que la gravedad formulada a través de la Relatividad General no sea
cuantizable, indica que se debe explorar la alternativa de las teorias de gauge
para describir la gravedad. Es por ello que esta tesis ha enfocado su estudio en las
teorias de gravedad topologicas, donde se ha realizado una breve descripcion de la
teoria de la gravedad de Chamseddine para dimensiones pares, y la teoria de la

gravedad de Chern-Simons para dimensiones impares.

En esta tesis también se ha estudiado la conexion entre las teorias de la gravedad
en dimensiones pares descritas por la teoria de la gravedad de Chamseddine, y las
teorias de la gravedad topologicas en dimensiones impares descritas por la teoria
de la gravedad de Chern-Simons. Vimos que ambas teorias se conectan a través
del término de gauge Wess-Zumino-Witten, realizando una compactacion de la

teoria de Chern-Simons, la cual desemboca en la acciéon de Chamseddine.
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El fuerte de esta tesis se basa en el estudio de una teoria de Brans-Dicke para
describir la gravedad, a partir de una gravedad topologica, donde se ha usado
la accion de Chamseddine para el proposito . Se ha demostrado a través de esta
tesis, que el procedimiento de S-expansion hace posible la recuperacion cuatri-
dimensional de la teoria de la gravedad Brans-Dicke con un término cosmoléogico a
partir de la teoria de la gravedad topolégica invariante bajo el algebra de Lorentz.
Si analizamos la ecuacion (5.0.13) podemos observar que, si ¢° es constante,
tenemos que el primer y segundo término serian una forma exacta. Ademas se
tiene que el tercer término de LSBAIdff 4) corresponde, salvo por factores numéricos,
al Lagrangeano (29) de [9].

Esto puede mostrar una directa relacion entre las teorias de la gravedad en
dimensiones impares, con el trabajo realizado en el procedimiento de S-expansion
que nos entrega la gravedad de Brans-Dicke desde la acciéon de Chamseddine.
Esto permite ver una conexioén importante entre la teoria de Brans-Dicke y la
gravedad topologica, lo cual permitirfa encontrar unas ecuaciones de campo para
describir la gravedad a través del Lagrangeano obtenido desde la acciéon en cuatro
dimensiones.

Un futuro trabajo consistiria en la obtencion de soluciones Cosmologicas, por
ejemplo tipo Friedmann-Robertson-Walker, para las ecuaciones de movimiento
de la gravedad Topoldgica invariante bajo el algebra B, también conocida como
algebra de Poincaré generalizada y cpmparar los resultados obtenidos para la
gravedad Topologica con los resultados obtenidos con gravedad de Brans-Dicke y

con Relatividad General.
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Apéndice A
Expansion de Algebras de Lie

El objetivo principal de las expansiones algebraicas, es la obtencién de nuevas
algebras mediante un proceso de cambio de dimensionalidad. En [11] se presenta
un método para obtener nuevas algebras de Lie, mediante un procedimiento
conocido como S-expansion, el cual consiste en obtener nuevas dlgebras de Lie
realizando el producto directo de un algebra de Lie ya conocida con un semigrupo
abeliano. A continuaciéon se presenta un breve resumen de los conceptos basicos

con los cuales se construye dicha expansion.

Teorema Sea S = {\,} un semigrupo abeliano con 2-selector K, ;" y g un
algebra de Lie con bases {T 4} y constantes de estructura C,z°. Denotaremos un
elemento de la base del producto directo S x g por T(4,4) = A\oT4 y consideramos
el conmutador inducido [T(a.a), T(8,8)] = AaAs[Ta, Tp]. Entonces, S x g también

es un algebra de Lie con constantes de estructura

(Cm) _ C

Un élgebra S-expandida, en cierto modo, reproduce el algebra original g en una
serie de niveles correspondientes a los elementos del semigrupo. Hay dos métodos
para extraer algebras mas pequenas de S x g. El primero entrega un algebra

resonante, y el segundo produce ’algebras reducidas.

Teorema Sea g = ®,c;V,, donde I es un set de indices, un subespacio de g, con

una estructura descrita por lo siguiente



47

[‘/p7 ‘/:]] C EBTEi(p’q)ww (A02>

y sea S = U,erS, un subset resonante del semigrupo abeliano S, con la estructura

Sp - Sy C Nreig, y Sr- (A0.3)

Se definen los subespacios de & = S x g como

W,=8,xV, pel, (A0.4)

entonces, se tiene que

®R = EBPGIWP (A05>
es un subalgebra de & = S x g, denominada como subalgebra resonante del dlgebra
S-expandida.
Teorema

Sea B = @perSp X V), una subalgebra resonante de & = S x g, y sea S, = Sp U Sp

una particion de los subset S, C S tal que

S,N S, =10, (A0.6)

S-S [ S (A0.7)

T€l(p,q)

Las condiciones (A0.6) y (A0.7) inducen la decomposicion & = & & &g sobre el

subalgebra resonante, donde

6r=EP 3, xV, (A0.8)
pel
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6r=EP&rxV, (A0.9)
pel

Cuando se cumplen las condiciones (A0.8) y (A0.9), entonces se tiene que

[éR, éSR] C éR, (AOlO)
por lo que |Q5 r| corresponde a un élgebra reducida de &g.

Ejemplo: S-expansion del algebra so(4,2) La S-expansion del algebra
so(4,2) se realiza utilizando el semigrupo Sg’). Una base para so(4,2) es {jab, ]50},

donde jab son las rotaciones de Lorentz y ]5a corresponde al boost Ads.

1. Separacion del dlgebra

Sea & = s0(4,2) =V & V4, donde Vj es el subalgebra de Lorentz generado
por jab y V1 es un subespacio generado por ]5a. Esta algebra obedece a las

relaciones de conmutacion:

[jaba jcd] — ncbjad - ncajbd ol ndbjca = ndajcb = [VE); VE)] C ‘/07
[jabv Pc] = ncbpa - ncapb = [‘/0, ‘/1] c W, (A()ll)
[paapb]:jab :>[‘/1,‘/1]C%

Por lo que la separacion satisface la condicion donde Vj es un subalgebra y

V1 es un coseto simétrico % ~ V.

2. Ezxpansion del dlgebra

Se realiza la expansion del algebra g = S ® &, donde S = SS’) con SS’) =
{0, A1, Aoy Az, Ay}, N=3, N-+1=4. Este semigrupo esta dotado del producto

Ao , a+ 8 <N
Mg =47 & (A0.12)

ANt a+B>N
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El algebra expandida entonces es

g:S(E:')))®Q5: {A07A17A27A37A4}®{%7‘/1}7 (AO].S)

la cual es generada por {Jab,o, Jab,la Jab,Za Jab,3a Jab,47 Pa,o, Pa,l> Pa,2, Pa,37 Pa,4}7
conl Jopo = Aadap Y Poa = AP, @ =0,...,4.

. Obtencion de la subdlgebra resonante
La subalgebra resonante es

gr=Wo @ W;

con Wo=Sg®@ Vo y Wi =51 ® Vi, y donde s® — So U S| es resonante con
&=VoW.

Sea S, = {Aamip,m =0,1, ..., (N—;p)} U {Any1}, 0 explicitamente

So={ Aom,m=0,1,2} U {A = {0, A2, A
o ={X FU{A} { Ao, A2, Aa} (A0.14)
St ={doms1,m = 0,1, 35 U{A} = {A1, A3, Aa}
con lo que
Wo ={ 20 ® Vo, A2 ® Vo, \s ® &
0=1{No 0y A2 05 A4 0} (A0.15)
Wi={neV, 30V, @V}
Y gr €8 generado por {jab,O) jab,27 jab,47 pa,b ﬁa,Ba pa,ll}-
. Algebra resonante reducida
Se obtiene particionando el semigrupo en:
S,=5,U8, (A0.16)

donde S, = {0} v S, = S, — {0s}. Dado que
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gr=35,0V,=a(S,®V,) U (S,®V,) (A0.17)

donde g = @Sp @V, y 8r = ®S, ®V,. Se tiene que

dr=1{0s}®V, =0

(A0.18)
Br = (Mo ® Vo, 22 @ Vp) & (M ® Vi, \s ® Vh).

Entonces, tenemos que una base para el algebra so(4,2) SS') expandida
resonante reducida es {jab,o, jabg, Paﬁl, Pa,g}.

5. Relaciones de conmutacion

Redefinimos los generadores como

(A0.19)

con lo que las relaciones de conmutaciéon de la nueva algebra son



ol

Tleh Jad Ned Jab + Ndb Jac

aba

[Jaba P = 77bc a ncana

Jea] =
| =
e) =
[Jabs Zed) = NebZad — NeaZbd + NavZca
[Jab, Ze] = NebZa — NeaZp,
[Zabs Pe] = NebZa — NeaZs,
[Pa, Zo) = 0,
[Zab, Ze) = 0,
[Zap, Zea] = 0,
[Za, Zp) = 0.

- ndaJcba

- ndaZcba

(A0.20)
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Apéndice B

Gravedad Chern-Simons invariante
bajo el Algebra B

En [I1] describe un modelo alternativo para la gravedad basado en los modelos
Chern-Simons, los cuales pueden proveer un principio de acciéon invariante de
gauge verdadero. Un Lagrangiano AdS Chern-Simons para la gravedad en 2n + 1
dimensiones, esta dado por

Ck,
2n+1 __ a1a2... PA2k—102k ,02k+1 a2n+1
L& = K€qy..amnin g —l2(n—l~c)+1R R 25N (B0.1)

k=0

donde las constantes ¢, estan dadas por

oy 1= m (Z) (B0.2)

e® corresponde al vielbein 1-forma y R = dw®+ww® es la curvatura de Riemann

en el formalismo de primer orden.

El Lagrangiano (B0.1) es un invariante off-shell bajo el algebra de Lie AdS
SO(2n,2), cuyos generadores son J» v P, v satisfacen las relaciones de

conmutacion
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[ ab) cd} - ncbjad - 7,Icajbd + ndbjca - ndajcb
cbpa - ncapb (BOB)

El simbolo Levi-Civita €4, ..q,,, en (30.1) es el inico componente no desvaneciente

del tensor invariante simétrico de rango r = n + 1, a saber

= ~ ~ 277«
<Ja1a2"'Ja2n71a2nPa2n+1> = n—Hea]...a2n+1 <B04)
El campo de gauge 1-forma, esta dado por:
A = A4 T yda*
(B0.5)

1.~ 1 4=
= jeaPa I éwabJab

donde €* v w® son los campos de gauge asociados a P, y Ju v son interpretados

como el vielbein y la conexiéon de spin respectivamente.

B1l. Accién Einstein-Hilbert a partir de Ila

gravedad Chern-Simons en cinco dimensiones

Tenemos que la acciéon de Einstein-Hilbert para la gravedad de Chern-Simons,

estd dada realizando una S-expansion.

El Lagrangiano para la gravedad AdS Chern-Simons en cinco dimensiones, estéa

dado por:

2 1
5 _ al as aiaz a3 as aja2 Pas3aq ,as
L = /{(—5l5 €ay..as€ €8 + —— €4, a0 R €® 6" + —€4, 0y R RWMe™)

303 z
(B1.1)

Consideremos el algebra de Lie generado por Jup, Py, Zay, 2, donde
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Jap = Ao @ Jap
Tk = o @ J,
R (B1.2)
P.=\®P,
Zo=X3® P,

donde A, pertenecen a un semigrupo abeliano.

Las componentes del tensor invariante del algebra B estan dados por

413
<Ja1a2‘]a3a4pa5> = al?Eal...aas
47 B1.3
<Ja1a2Ja3a4Za5> - 043?6@1...(1“5 ( . )
413
<Ja1a2Za3a4Pa5> — a3?€a1...aa5

Con esto, la 1-forma conexién de gauge esta dada por
1 1 1 1
A= Ew“bJab + 7¢"Pa+ 5wbzab + 7h"Za (B1.4)

y la 2-forma curvatura

1 1 1 1 1
F = iR“bJab +7TPa+ i(Dwk“b + Z—Qe“eb)Zab + 7(th‘l +k* ,e"Z, (BL5)

El Lagrangiano Chern-Simons para el algebra B en cinco dimensiones queda como

2
L&) = arlPeapeae R R + Qs€apede (5 Rt + 2K RUT + PRURS)
(B1.6)

Observando (B1.6), podemos ver que el primer término de este Lagrangiano

proporcional a  corresponde a la contracciéon Inénii-Wignery el segundo término
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proporcional a as contiene el término de Einstein-Hilbert e€gpeq. R’ e%e%e® mas un

acoplamiento no linear entre la curvatura y los campos de materia bosénicos k% y

he, donde [? se interpreta como una constante de acoplamiento.
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