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Resumen

Esta tesis se centra en la interfaz entre Mecánica Cuántica, en part́ıcu-

lar Información cuántica, y Relatividad General. En espećıfico se pre-

senta el estudio de la desigualdad CHSH en términos de los arreglos in-

terferométricos Franson y abrazado bajo la acción de un campo gravita-

cional débil. En primer lugar estudiamos los efectos del campo gravita-

cional sobre los arreglos interferométricos cuando éstos son alimentados

por fotones. Aqúı vemos cómo el campo gravitatorio impone condicio-

nes sobre la geometŕıa de estos arreglos y aśı induce un entrelazamiento

de caminos. Además, el campo gravitacional genera una disminución

de la visibilidad interferométrica de dos fotones, la cual es función de la

dilatación temporal. En el segundo lugar estudiamos el efecto del cam-

po gravitacional para estos interferómetros, pero empleando part́ıculas

masivas con grados de libertad internos. Aqúı mostramos que el cam-

po gravitatorio impone condiciones sobre estos arreglos, nuevamente

existe una disminución de la visibilidad interferométrica, pero en este

caso está dada al trazar sobre los grados de libertad internos. En este

caso nuevamente aparece una dependencia con respecto al número de

niveles internos, la diferencia de enerǵıa de los niveles y la dilatación

temporal gravitacional. Además se estudian los mismos arreglos, pero

al considerar un haz de part́ıculas con dispersión en momentum.

Finalmente estudiamos un método tomográfico autoguiado el cual se

basa en un método de optimización para funciones reales sobre varia-



bles complejas. Este método de optimización, llamado Complex Per-

turbation Simultaneous Approximation, permite obtener valores más

óptimos para el estado a caracterizar que los métodos previos con un

número de recursos experimentales menores.



Abstract

This thesis focuses on the interface between Quantum Mechanics and

General Relativity, particularly in the field of Quantum Information

and General Relativity. Specifically, the study of the CHSH inequa-

lity is presented in terms of the Franson and Hugged interferometric

arrangements under the action of a weak gravitational field. In the

first place, we study the effects of the gravitational field on the inter-

ferometric arrays when they are fed by photons. Here we see how the

gravitational field imposes conditions on the geometry of these arrays

and thus induces an entangled quantum states. Besides, the gravita-

tional field generates a decrease in the interferometric visibility of two

photons, which is a function of the time dilation. Secondly we study the

effect of the gravitational field for these interferometers, but now using

massive particles with internal degrees of freedom. Here we show that

the gravitational field imposes conditions on these arrays, there is again

a decrease in interferometric visibility, but in this case it is given by

tracing out on the internal degrees of freedom. In this case, a dependen-

ce appears again concerning the number of internal levels, the energy

difference of the levels, and the gravitational time dilation. Furthermo-

re, the same arrangements are studied, but now considering a beam of

particles with dispersion in momentum. Finally, we study a self-guided

tomographic method which is based on an optimization method for

real functions on complex variables. This optimization method, called



Complex Perturbation Simultaneous Approximation, allows obtaining

more optimal values for the state to be characterized than previous

methods with a fewer experimental resources.



Índice general

1. Introducción 1

1.1. Organización de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. Conceptos fundamentales 7
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2.4. Interferometŕıa de sistemas cuánticos bajo la acción de un campo
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la diferencia de enerǵıa ∆E entre los niveles del reloj. Si estamos
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nm (ĺınea azul cont́ınua). Ĺınea negra segmentada denota la proba-

bilidad de detección de 1/4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

xi
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propia A = L′2H, el tiempo propio ∆τγ = L′2gH/c
3, y visibilidad

V (∆τγ) = exp
[
−∆τ 2

γ (σ2
1 + σ2

2)/4
]
. (a) Arreglos Franson y abraza-

do balanceados bajo la condición (3.12) de acuerdo a (3.52). (b)

Arreglo abrazado balanceado, geometricamente equivalente y rota-

do de acuerdo a la ec. (3.53). Para (a) y (b) tenemos: (α, β, α′, β′) =

(π/4, 0,−π/4,−π/2), λ1 = 806 nm, λ2 = 706 nm, y δλ1 = δλ2 = δλ
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enerǵıa ∆E. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

xiii
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el estado baseE0 del reloj. Ĺınea azul cont́ınua representa la negati-
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Caṕıtulo 1

Introducción

Información cuántica es una de las áreas de la F́ısica con más rápido creci-

miento en la actualidad. Sus rangos de aplicabilidad van desde experimentos para

establecer una comunicación segura a nivel satelital (ver ref. [3; 4; 5; 6; 7; 8; 9],

hasta la creación de computadores cuánticos en la nube ref. [10]. En esta tesis nos

centramos en dos campos en particular, en los efectos del campo gravitacional de

acuerdo a la teoŕıa de la Relatividad General, en particular en su aproximación

de campo débil, sobre sistemas cuánticos, tanto para fotones como para part́ıculas

con masa. En la segunda parte nos centramos en la aplicación de un método de

aproximación estocástica sobre los números complejos y su aplicación a tomograf́ıa

cuántica.

La búsqueda de una teoŕıa cuántica de la gravedad es una de las tareas más

ambiciosas de la F́ısica moderna. Actualmente es posible dividir el campo de estu-

dio en efectos del campo gravitacional a altas enerǵıas y la interacción del campo

gravitacional en un ĺımite no-relativista, el cual es mucho más accesible para la

experimentación. En este último campo uno de los primeros experimentos fue el de

Colella-Overhauser-Werner (COW ref. [11; 12]), quienes estudiaron el fenómeno de

interferencia cuántica por medio de un interferómetro Mach-Zehnder considerando
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la interacción de neutrones con un potencial gravitacional newtoniano. El aspecto

escencial de este experimento es que los brazos del interferómetro se encuentran a

distintos potenciales gravitacionales. El experimento COW muestra que el campo

gravitacional newtoniano genera un corrimiento de fase, el cual tiene una analoǵıa

directa con el efecto Aharanov-Bohm ref. [2], con el rol de la masa de la part́ıcula

como carga y el potencial gravitatorio como el potencial eléctrico. Trabajos pos-

teriores estudiaron correcciones al experimento COW ref. [13]. En el experimento

COW el tiempo es absoluto y la interacción es con un potencial newtoniano. La

inclusión de efectos relativistas puede hacerse de dos formas. En primer lugar

podemos considerar la enerǵıa de la part́ıcula y luego realizar una cuantización

canónica. La segunda forma es obtener la ecuación de Klein-Gordon para el sis-

tema en cuestión y desde ah́ı, mediante una aproximación WKB, encontrar una

expresión para un hamiltoniano con correcciones relativistas. Al incluir correccio-

nes relativistas es posible estudiar el efecto de la dilatación temporal gravitacional

en los patrones de interferencia.

En dos art́ıculos seminales Zych et al. ref. [2; 14] muestran cómo la dilatación

temporal puede ser distinguida en sistemas cuánticos de manera concluyente. La

observación clave de Zych et al. es considerar una formulación cuántica de la rela-

ción masa-enerǵıa de Einstein y aśı las part́ıculas con grados de libertad internos se

acoplan al potencial gravitacional. De esta forma en un experimento interferométri-

co veremos una disminución en la visibilidad interferométrica, la cual solo puede

ser explicada a través de la dilatación temporal gravitacional. Bajo la hipótesis de

la formulación cuántica de la relación masa-enerǵıa de Einstein también es posible

estudiar una formulación cuántica del principio de equivalencia de Einstein para

part́ıculas con grados de libertad internos ref. [15]. En este contexto la dilatación

temporal gravitacional puede ser considerada como un mecanismo de decoherencia

cuántica ref. [16]. En el caso de los fotones en un campo gravitacional débil se pre-
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sentan los mismos efectos, es decir, en un experimento interferométrico veremos

la existencia de una disminución en el patrón de interferencia ref. [14], el cual es

producto de la dilatación temporal gravitacional. En este mismo tipo de experi-

mentos, es decir, considerando interferómetros de gran escala, es posible estudiar

el principio de equivalencia de Einstein bajo un test óptico ref. [17]. Del mismo

modo, es posible estudiar arreglos interferométricos capaces de detectar agujeros

de gusano ref. [18], como además estudiar el efecto de la métrica de Gödel a través

de la medición de un parámetro de rotación presente en dicha métrica al considerar

un interferómetro tipo Sagnac ref. [19]. Debido a que este tipo de experimentos son

a gran escala se hace necesario contar con satélites para la realización de dichas

propuestas. En el año 2017 la república Popular China pone en órbita el satélite

llamado Micius, el cual en su carga útil tiene una fuente de fotones entrelazados

que permiten realizar experimentos con haces de luz cuántica. Este dispositivo ha

permitido la realización de comunicaciones seguras entre Austria y la República

Popular China aśı como también el estudio de la distribución de entrelazamiento

a grandes distancias ref. [20].

El concepto de entrelazamiento ha sido clave para distinguir la Mecánica Cuánti-

ca de otras teoŕıas alternativas. Una de las herramientas más exitosas para diferen-

ciar la Mecánica Cuántica de otras teoŕıas alternativas, tales como las teoŕıas de

variables ocultas es la Desigualdad de Bell ref. [21]. Para estas teoŕıas de variables

ocultas la Desigualdad de Bell predice una cota superior que es violada por las

predicciones de la Mecánica Cuántica. Dicha violación es alcanzada por medio de

estados cuánticos bipartitos maximalmente entrelazados. Si bien la Desigualdad

de Bell ha sido ampliamente estudiada en plataformas experimentales situadas

sobre la superficie de la Tierra, sigue siendo aún necesario entender qué ocurre

si el campo gravitacional es considerado. Una de las primeras propuestas en este

contexto fue la de Fuentes et al. ref. [22], en ésta se estudia el entrelazamiento
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medido por un observador en cáıda libre. El marco que describe este fenómeno

corresponde al de los modos de un campo escalar sin masa los que están entrelaza-

dos. En este estudio se muestra que el entrelazamiento se pierde a medida que la

aceleración aumenta. Bajo este formalismo se han estudiado sistemas masivos ref.

[23] y con esṕın ref. [24], y además se han propuesto esquemas de discriminación

cuántica para poder distinguir entre los modos de un observador en reposo rela-

tivo o en cáıda libre ref. [25]. Otros estudios del entrelazamiento han extrapolado

efectos cuánticos sobre métricas exóticas que contien curvas tipo tiempo cerradas

y métricas débilmente curvas, como en el caso de la métrica en las cercańıas de

la Tierra. En este caso se estudia cómo el entrelazamiento se pierde mediante un

proceso de decoherencia inducido por el campo gravitacional ref. [9]. Si bien estos

estudios se centran en los efectos del campo gravitacional sobre la distribución de

entrelazamiento entre distintos observadores, hasta la fecha no se ha estudiado la

generación de entrelazamiento mediante el campo gravitacional. Aśı, en esta tesis

mostramos cómo crear entrelazamiento de camino empleando fotones y part́ıculas

masivas con grados de libertad internos. En este contexto el entrelazamiento es

generado a través de los arreglos interferométricos Franson y abrazado. Para estos

arreglos se muestra cómo la dilatación temporal gravitacional genera restricciones

sobre la geometŕıa de dichos arreglos (imponiendo condiciones sobre las longitudes

propias de los brazos de los interferómetros) y los estados, de tal modo que se

puede emplear el campo gravitacional para inducir el entrelazamiento.

Uno de los problemas fundamentales en información cuántica es la de caracte-

rizar sistemas cuánticos. En palabras simples esto se describe como el proceso en

que se infiere la descripción cuántica de un sistema f́ısico, asignándole un estado

cuántico. El proceso de tomograf́ıa es fundamental hoy en d́ıa para la descripción

de los bits cuánticos, o qubits (por quantum bit), que corresponden a los bloques

principales en información cuántica. Con ellos es posible realizar procesos desde
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metroloǵıa cuántica, la que permite estimar parámetros con mayor precisión que

los procesos clásicos de metroloǵıa, hasta computadores cuánticos. En particular,

la correcta caracterización de los estados cuánticos es fundamental para lograr una

coincidencia de las predicciones teóricas con los resultados experimentales, como

por ejemplo en el caso de los arreglos interferométricos. Paradójicamente, a medida

que aumentan el número de part́ıculas el número total de mediciones y cálculos

requeridos para caracterizar un estado cuántico y almacenar sus parámetros cre-

cen exponencialmente. Los métodos estandar de tomograf́ıa requieren un conjunto

de mediciones y un post-procesamiento de aquellas mediciones, y aśı es posible

estimar el estado cuántico que describe la distribución de probabilidad obtenida.

Este post-procesamiento puede ser eliminado considerando un algoritmo de op-

timización estocástico. Uno de los algoritmos empleados a sido el Simultaneous

Perturbation Stochastic Approximation (SPSA, por sus siglas en inglés), el cual

al ser combinado con un método tomográfico permite estimar estados cuánticos

sin necesidad de un post-procesamiento de las mediciones, además de ser robus-

to frente a errores estad́ısticos y experimentales. Por otro lado, ya que un qubit

∈ C2, en este caso el medir la distancia entre dos qubits puede ser considerada

como una función real de variable compleja. Aśı, para la realización de un proce-

so tomográfico podemos considerar un algoritmo de optimización para funciones

reales de variable compleja. Aqúı consideramos entonces la extensión de SPSA a los

números complejos. Este algoritmo se conoce como Complex Simultaneous Pertur-

bation Stochastic Approximation (CSPSA). Al aplicar este método tomográfico,

sobre estados puros, se muestra que es mucho más eficiente emplear algortimos de

optimización para funciones reales de variable compleja que algortimos de optimi-

zación sobre funciones reales.
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1.1 Organización de la tesis

1.1. Organización de la tesis

En el cápitulo 1 se realiza una breve introducción al estado del arte del campo

en que se contextualiza esta tesis.

En el caṕıtulo 2 se estudian los conceptos básicos de la Mecánica Cuántica, la des-

igualdad de Bell y la desigualdad CHSH. Además, se introducen los interferóme-

tros Mach-Zehnder, Franson y abrazado, los que son empleados para estudiar el

fenómeno de interferencia cuántica y no-localidad, respectivamente. Posteriormen-

te, en el mismo caṕıtulo, se estudian los conceptos fundamentales para la interac-

ción de sistemas cuánticos con un campo gravitacional débil; primero se estudia

la interacción de los fotones con el campo gravitatorio, y finalmente la interacción

del campo gravitatorio con part́ıculas con grados de libertad internos. Para ambos

sistemas se ejemplifica el efecto de tener diferencia de potencial gravitacional entre

los brazos de un interferómetro Mach-Zehnder.

En el caṕıtulo 3 se presenta el efecto del campo gravitacional débil en el estudio de

no-localidad, en particular, en los arreglos interferométricos Franson y abrazado.

Luego, en el caṕıtulo 4 se estudian los mismos arreglos interferométricos, pero para

part́ıculas con grados de libertad internos.

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se estudia tomograf́ıa cuántica a través de un algo-

ritmo de optimización estocástico para funciones de valores reales con variables

complejas.
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Caṕıtulo 2

Conceptos fundamentales

En este caṕıtulo presentaremos los conceptos fundamentales en los que se basa

esta tesis. En primer lugar veremos una breve introducción a la Mecánica Cuántica,

luego los interferómetros Mach-Zehnder, Franson y abrazado. Posteriormente ve-

remos una de las técnicas empleadas en los procesos de interferencia de part́ıculas

masivas. Finalmente introduciremos las nociones básicas de tomograf́ıa.

2.1. Introducción a la Mecánica Cuántica

A continuación hacemos una breve introducción a la Mecánica Cuántica a

través de cuatro postulados.

2.1.1. Espacio de estados

El primer postulado hace referencia al espacio matemático en el que se describen

los sistemas cuánticos, y en el cual se pueden realizar las predicciones a observar

en realizaciones experimentales:

P1 Un sistema f́ısico aislado tiene asociado un espacio vectorial complejo con un

producto interno, el cual es llamado un espacio de Hilbert H. Este espacio
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

es conocido como espacio de estados del sistema. El sistema es descrito com-

pletamente por un vector estado, el cual es un vector unitario en el espacio

estado del sistema.

Este postulado implica que la superposición de dos estados es un estado del sistema.

Si |ψ1〉 y |ψ2〉 son estados posibles del sistema, entonces la superposición |ψ〉 =

a1|ψ1〉+ a2|ψ2〉, en donde a1 y a2 son números complejos también es un estado del

sistema. Además, el producto interno asocia un número complejo a dos estados

arbitrarios

(|ψ〉, |φ〉) = 〈ψ|φ〉 =

∫
dxψ∗(x)φ(x). (2.1)

Un vector estado |ψ〉 es un vector normalizado en el espacio de Hilbert, es decir,

〈ψ|ψ〉 = 1. Éste también puede ser considerado como una clase de equivalencia,

de este modo |ψ〉 define el mismo estado f́ısico que exp(iϕ)|ψ〉.

2.1.2. Evolución

En esta sección describimos cómo evoluciona un sistema cuántico al considerar

un sistema que no interactúa con otros.

P2 Un sistema cerrado evoluciona bajo la descripción de una transformación

unitaria. Aśı, el estado |ψ〉 de un sistema a un tiempo ti se relaciona con el

estado |ψ′〉 del sistema en un tiempo tf a través de un operador unitario U ,

que es función de los tiempos ti y tf . De este modo, la relación entre |ψ′〉 y

|ψ〉 está dada por

|ψ′(tf )〉 = U(ti, tf )|ψ(ti)〉. (2.2)

Además la evolución temporal de un estado cuántico preserva la normalización del
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

estado asociado. Este postulado requiere que |ψ〉 obedezca una ecuación diferencial

de la forma i~d|ψ(t)〉/dt = H|ψ(t)〉, que es la ecuación de Schrödinger, con H el

operador Hamiltoniano.

2.1.3. Medición cuántica

Como vimos en el postulado anterior, los sistemas cuánticos aislados evolucio-

nan a través de una transformación unitaria, pero desde el punto de vista expe-

rimental siempre existe una interacción con el medio, aśı entonces el sistema no

siempre está sujeto a una evolución unitaria. De este modo, definimos las medicio-

nes cuánticas de la siguiente forma:

P3 Las mediciones cuánticas se describen por una colección de operadores de

medición {Mj}, el cual actúa en el espacio de Hilbert del sistema que es

medido. El ı́ndice j hace referencia al número de resultados que podŕıan

ocurrir en un experimento. Si el estado del sistema cuántico en el instante

previo a la medición es |ψ〉, entonces la probabilidad de obtener el resultado

j está dada por

p(j) = 〈ψ|M †
jMj|ψ〉, (2.3)

y el estado post medición adopta la forma

|ψpm〉 =
Mj|ψ〉√
〈ψ|M †

jMj|ψ〉
. (2.4)

Además, los operadores de medición satisfacen la ecuación de completitud

∑
j

M †
jMj = I. (2.5)
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

Notemos que la relación de completitud expresa el hecho que las probabilidades

tienen que sumar uno

1 =
∑
j

p(j) =
∑
j

〈ψ|M †
jMj|ψ〉. (2.6)

De este postulado podemos inferir otro tipo de operadores de medición, los que

son conocidos como medidas proyectivas. Una medida proyectiva se describe por

un observable, O, el cual es un operador hermı́tico en el espacio de Hilbert del

sistema observado. El observable tiene una descomposición espectral

O =
∑
j

jPj, (2.7)

en donde Pj es el proyector en el espacio-propio de O con valor propio j. Los

posibles resultados de las mediciones corresponden a los valores propios, j, del

observable. El estado post medición está dado por

|ψpm〉 =
Pj|ψ〉√
p(j)

, (2.8)

con p(j) = 〈ψ|Pj|ψ〉 la probabilidad de obtener un resultado j al aplicar un pro-

yector Pj.

2.1.4. Sistemas compuestos

Hasta el momento hemos estudiado solo sistemas formados por una sola part́ıcu-

la. En el caso de más part́ıculas hablamos de sistemas compuestos. Estos se definen

como:

4 El espacio estado de un sistema f́ısico compuesto es el producto tensorial de

cada espacio estado de los componentes f́ısicos del sistema. Si los subsistemas
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

están numerados desde 1 hasta m, el espacio estado está dado por

H = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗Hm. (2.9)

Si cada subsistema está preparado en los estados {|ψk〉}k=1,...,m, entonces el estado

del sistema está descrito por

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ . . .⊗ |ψm〉. (2.10)

Notemos que no todos los sistemas compuestos tienen la forma dada por (2.10),

los cuales se conocen como estados separables, al no expresarse de esa forma éstos

son llamados entrelazados. Por ejemplo, consideremos un sistema f́ısico descrito

por los estados |u〉 y |v〉. Un sistema compuesto separable tiene la forma

|ψ〉 = |u〉 ⊗ |v〉, (2.11)

en cambio, un estado entrelazado está descrito por

|ψ〉 =
1√
2

(|u〉 ⊗ |v〉+ |v〉 ⊗ |u〉) . (2.12)

Estos estados entrelazados han sido empleados en protocolos de teleportación

cuántica, criptograf́ıa cuántica y test de no-localidad en Mecánica Cuántica. Este

último es fuertemente estudiado en esta tesis.

2.1.5. Formalismo matrices densidad

Hasta el momento estudiamos los conceptos fundamentales de la Mecánica

Cuántica a través del formalismo de vectores estado, pero es posible formular los

postulados fundamentales en función de operadores densidad. Este formalismo es
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

útil cuando los sistemas cuánticos en estudio no son conocidos completamente.

Aśı, supongamos que un sistema cuántico se encuentra en uno de los estados |ψk〉,

en donde k es un ı́ndice, con una probabilidad respectiva pk. Llamamos {pk, |ψk〉}

a un conjunto (ensemble) de estados puros. Entonces, el operador densidad del

sistema está definido por la ecuación

ρ =
∑
k

pk|ψk〉〈ψk|. (2.13)

Cabe destacar que ec. (2.13) no necesariamente coincide con la descomposición

espectral de ρ, y además k puede ser diferente a la dimensión del espacio de Hilbert

H.

Un operador ρ posee dos caracteŕısticas usuales que lo asocian a un conjunto

{pk, |ψk〉}, śı y solo śı se satisfacen las condiciones:

1) Tr{ρ} = 1, es decir, la traza de un operador densidad es uno.

2) ρ es un operador definido semipositivo.

Las matrices densidad se pueden clasificar en dos tipos: dado un vector |ψ〉 de

modo que ρ = |ψ〉〈ψ|, entonces el estado es llamado puro, con Tr{ρ2} = 1. De otro

modo, el estado es llamado estado mezcla, con Tr{ρ2} = 1/d, con d la dimensión

del estado mezcla.

Bajo el formalismo de matrices densidad podemos formular los postulados de

la Mecánica Cuántica. Aśı, éstos se re-escriben como

P1 Un sistema f́ısico aislado se asocia a un espacio de Hilbert H conocido como

espacio estado del sistema. El sistema es descrito por un operador densidad

ρ. Si un sistema se encuentra en el estado ρk con probabilidad pk, entonces

el operador densidad que describe dicho sistema es
∑

k pkρk.
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2.1 Introducción a la Mecánica Cuántica

P2 La evolución de un sistema cuántico aislado se describe por una transforma-

ción unitaria. Aśı, el estado ρ del sistema a tiempo ti se relaciona a un estado

ρ′ de un sistema a un tiempo tf por una transformación unitaria U(ti, tf ) de

la forma

ρ′ = U(ti, tf )ρU
†(ti, tf ). (2.14)

P4 Mediciones cuánticas se describen a través de un conjunto de operadores

de medición. Si ρ es un estado cuántico previo a una medición, entonces la

probabilidad de obtener un resultado k está dada por

p(k) = Tr
{
M †

kMkρ
}
, (2.15)

y el estado ρ′ después de la medición toma la forma

ρ′ =
MkρM

†
k

Tr
{
M †

kMkρ
} . (2.16)

P4 El espacio estado de un sistema f́ısico compuesto es el producto tensorial del

espacio estado de cada uno de los componentes del sistema f́ısico. Enumeran-

do los sistemas desde 1 hasta l, en donde el sistema i-ésimo está preparado

en el estado ρi, entonces el estado total del sistema está dado por

ρ′ = ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ . . .⊗ ρl. (2.17)
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2.2 Desigualdad de Bell

2.2. Desigualdad de Bell

En esta sección describimos la desigualdad de Bell tanto en su forma teórica,

como en su formulación experimental a través de la desigualdad CHSH.

Para estudiar la desigualdad de Bell, consideremos el experimento propuesto

por Bohm (ver ref. [26]). Vea la fig. (2.1) en la cual se emplea un sistema combinado

de dos part́ıculas con esṕın 1/2, en donde denotamos el esṕın de cada part́ıcula

como Ai y Bj, e i, j denotan las direcciones en las cuales es medido el esṕın en cada

parte. El sistema f́ısico en estudio se genera a través del decaimiento de un mesón

neutral π en un electrón y un positrón, aśı tenemos que la suma total es un estado

de esṕın cero. Además, cuando éste es medido a lo largo de las direcciones a = b,

los esṕınes Aa + Bb = 0. Cada una de las part́ıculas se propaga en direcciones

opuestas, y se realiza una medición del esṕın de las part́ıculas. Si un observador

mide la componente del esṕın del electrón en la dirección unitaria a, y el otro

observador mide la componente del esṕın del positrón a lo largo de la dirección b,

el promedio del valor del producto de los esṕınes E(a, b) = a ·b, para los detectores

con orientaciones a y b . En el caso en que las orientaciones de los detectores sean

paralelas (a = b) obtenemos E(a, a) = −1, en el caso en que sean anti-paralelas

(a = −b) se obtiene E(a,−a) = +1. Este resultado es imposible de obtener con

cualquier teoŕıa local de variables ocultas.

En lo siguiente describimos el teorema de Bell ref. [21]. Para esto nos basamos

en la descripción dada en ref. [27]. Los modelos Realistas, o de variables ocultas,

son modelos probabilistas que se basan en tres pilares fundamentales. El primero

es un espacio de muestra Γ, en el cual están todos los valores posibles de las

variables ocultas. El segundo es una familia de eventos χ, la que es subconjunto

de Γ, por ejemplo, el conjunto de variables ocultas en donde un valor espećıfico

de las mediciones va a ser obtenido (puede ser: algún valor que no controlemos

o no entendamos bien). El último pilar corresponde a que χ debe ser medido

14



2.2 Desigualdad de Bell

empleando una medida de probabilidad P , de tal modo que cada evento tiene

una probabilidad bien definida. Dadas las variables aleatorias λ, su distribución

ρ puede ser construida desde P . Aśı, los resultados del experimento se describen

por variables aleatorias, B(λ), las cuales toman elementos de las variables ocultas

a los posibles resultados del experimento. Aśı, el valor esperado del resultado de

un experimento está dado por

E(B) =

∫
Γ

B(λ)dP (λ) =

∫
Γ

B(λ)ρ(λ)dλ. (2.18)

Para formular la desigualdad de Bell consideremos dos locaciones en las cuales se

realizan mediciones. Tal como fue expresado en el párrafo anterior, cada locación

presenta configuraciones locales a y b, respectivamente. De este modo, definimos

los siguientes conceptos:

1. Realismo: los resultados de las mediciones pueden ser descritos por dos fa-

milias de variables aleatorias A y B, para cada lugar, respectivamente. Estas

variables aleatorias dependen de las configuraciones locales a y b, y las va-

riables ocultas λ. Aśı A = A(a, b, λ) y B = B(a, b, λ).

2. Localidad: los resultados de las mediciones son independientes de las confi-

guraciones remotas, es decir,

A(a, λ)
def
= A(a, b1, λ) = A(a, b2, λ),

B(b, λ)
def
= B(a1, b, λ) = B(a2, b, λ). (2.19)

3. Restricción de resultados: los resultados de las mediciones son ±1, entonces

|A(a, λ)| = |B(b, λ)| = 1. (2.20)
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2.2 Desigualdad de Bell

Figura 2.1: Configuración del experimento diseñado por Bohm. Una fuente emite
un par de part́ıculas con esṕın 1/2, las cuales se dirigen a dos estaciones de medi-
ción. En cada estación, se realizan mediciones locales a lo largo de las direcciones
a y b.

4. Anticorrelación: a iguales configuraciones locales, los resultados de las me-

diciones son opuestos, es decir, si a = b, entonces A(a, λ) = −B(b, λ).

De este modo, la desigualdad de Bell se define como: si a1 = b1, se tiene que

|E(A2B1)− E(A2B2)| ≤ 1 + E(A1B2). (2.21)

Desde el punto de vista experimental, la desigualdad de Bell (2.21) depende de

la obtención de una anticorrelación perfecta, la que es menos probable de obtener

en un experimento real. Relajando levemente la condición (4), Clauser, Horne,

Shimony y Holt (CHSH) ref. [28] presentaron una generalización del teorema de

Bell para realizaciones experimentales. En este caso se exige que:

3. Restricción de resultados: los resultados de las mediciones están acotados en

absoluto por el valor 1, es decir,

|A(a, λ)| ≤ 1 y |B(b, λ)| ≤ 1. (2.22)

De este modo, la desigualdad de Bell (2.21) se escribe como

Σ = |E(A1B1) + E(A1B2)|+ |E(A2B1)− E(A2B2)| ≤ 2. (2.23)
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2.2 Desigualdad de Bell

esta expresión es conocida como desigualdad CHSH. En el caso cuántico el valor

alcanzado para (2.23) es 2
√

2.
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2.3 Interferómetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

2.3. Interferómetros Mach-Zhender, Franson y

abrazado

Una de las propiedades fundamentales de la Mecánica Cuántica, consiste en

la posibilidad de mantener un sistema en superposición. Una de los instrumentos

experimentales básicoss, que hace posible obtener un estado en superposición, es un

beam-splitter (divisor de haces), el cual puede ser implementado de diversas formas

(dependiendo de la naturaleza de la part́ıcula en estudio). Utilizando divisores de

haces y espejos, es posible construir un interferometro que permite estudiar tanto

protocolos de discriminación de estados, no-localidad, entre otros. En esta sección

estudiaremos los interferómetros Mach-Zehnder, Franson y abrazado.

2.3.1. Interferómetro Mach-Zhender

Uno de los interferómetros más básicos para entender los fenómenos de interfe-

rencia y de superposición es un interferómetro Mach-Zehnder, el cual consta de dos

divisores de haces. El primero permite tener una superposición de estados, y el se-

gundo permite recombinar y obtener el fenómeno de interferencia. En este arreglo

interferométrico consideramos dos caminos ópticos, por los cuales se propagan las

part́ıculas, y terminan recombinándose al ingresar al último divisor de haces. En

este arreglo, una part́ıcula cuántica ingresa por una de las entradas de un divisor

de haces, pasando por éste la part́ıcula queda en superposición en función de los

posibles caminos a tomar, y finalmente es recombinanda. De este modo es posible

observar interferencia entre ellas.

Para ver el funcionamiento de un divisor de haces, que puede ser implementado

en diversos cristales, o a través de la interacción de un láser con part́ıculas masivas,

consideremos un estado |ψ〉 que ingresa al dispositivo. La interacción, entre el

sistema cuántico y el divisor de haces, es mediada a través de una transformación
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2.3 Interferómetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

unitaria UBS, la cual genera el estado

UBS|ψ〉 =
1√
2

(|u〉+ i|v〉) , (2.24)

en donde |u〉 y |v〉 son estados propios del interferómetro, los cuales describen el

estado de la part́ıcula que se propaga por cada camino, respectivamente. Aśı, la

evolución del estado |ψ〉 a través de los caminos del interferómetro está dada por

un corrimiento de fase mediado por UPS

UPSUBS|ψ〉 =
1√
2

(
eiϕ1 |u〉+ ieiϕ2 |v〉

)
. (2.25)

Si ambos caminos poseen una diferencia de longitud ∆L, habrá una diferencia de

corrimiento de fase dada por ∆ϕ12 = ϕ1 − ϕ2. De este modo, el estado (2.25) está

dado por

UPSUBS|ψ〉 =
1√
2

(
|u〉+ iei∆ϕ12 |v〉

)
. (2.26)

Aśı, el estado (2.26) adopta la forma

|ψout〉 = UBSUPSUBS|ψ〉 =
1√
2

(
[|x〉+ i|y〉] + iei∆ϕ12 [|x〉 − i|y〉]

)
, (2.27)

en donde |x〉 y |y〉 son los estados correspondientes a los detectores Dx e Dy. De

este modo, la probabilidad de detección en los detectores Dx y Dy está dada por

Px = |〈x|ψout〉|2 =
1

2
(1 + cos [∆ϕ12]) , (2.28)

Py = |〈y|ψout〉|2 =
1

2
(1− cos [∆ϕ12]) (2.29)

Podemos modificar la diferencia de camino óptico de tal modo que ∆ϕ12 = 0,

es decir, que el interferómetro esté balanceado; de este modo la probabilidad de

19



2.3 Interferómetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

Figura 2.2: Arreglo interferométrico de Franson. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferómetros Mach-Zehnder. Los detectores ubicados a la izquierda y
derecha de la salida de los interferómetros son denotados por d+ y d−.

detección Px = 1 y Py = 0. En este caso, tenemos una detección en Dx con

probabilidad uno, lo que es contradictorio al caso clásico en donde la probabilidad

de detección es Px = Py = 1/2.

2.3.2. Interferómetro Franson y abrazado

A continuación describimos el funcionamiento de los interferómetros Franson

y abrazado, los cuales generan entrelazamiento de camino. Este tipo de entrelaza-

miento ocurre cuando las part́ıculas son emitidas simultáneamente en un proceso

de conservación de enerǵıa, y con una emisión producida de manera incierta, de

modo tal que uno de los dos caminos que pueda tomar la part́ıcula sea indis-

tinguible. Consideremos los interferómetros Franson (ver fig.2.2) y Abrazado (ver

fig.2.3), en los cuales tenemos dos caminos de diferente longitud, uno de longitud

corta (denotado como S) y uno largo (denotado como L). La diferencia de camino

óptico está dada por ∆L = L − S. En estos interferómetros tenemos una fuente

que emite dos part́ıculas, cada part́ıcula arriba a los primeros divisores de haces

de cada interferómetro Mach-Zehnder, y cada estado es puesto en un estado en su-

perposición entre los caminos S y L. Cada part́ıcula es recombinada en los últimos

divisores de haces de cada interferómetro Mach-Zehnder. De manera particular
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2.3 Interferómetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

Figura 2.3: Arreglo interferométrico abrazado. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferómetros Mach-Zehnder. Los detectores ubicados a la izquierda y
derecha de la salida de los interferómetros están denotados por d+ y d−.

para obtener un estado entrelazado en los arreglos Franson y abrazado se deben

cumplir los siguientes requerimientos:

I.- Para tener interferencia entre dos part́ıculas, la emisión de las part́ıculas debe

ser impredecible y simultánea.

II.- Ambos interferómetros Mach-Zehnder deben ser idénticos.

III.- Para tener interferencia de una part́ıcula, se debe tener una diferencia de

longitud entre los caminos corto y largo. Es posible usar esta diferencia para

distinguir entre los eventos cuando la part́ıcula toma los caminos S y L.

El protocolo para obtener un estado entrelazado es el siguiente: considere dos

participantes, cada uno ubicado en los detectores. Ambos participantes almacenan

los tiempos de detección, la configuración de las fases locales, y el tiempo que le

toma a la part́ıcula recorrer la distancia entre la posición en donde se ajustan las

fases locales y en donde se realiza la detección de las part́ıculas. La diferencia ∆L
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2.3 Interferómetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

entre los caminos ópticos permite distinguir entre los caminos tomados por las

part́ıculas. Por lo tanto en los interferómetros tendremos dos tiempos de detección

Si la part́ıcula toma el camino corto (S), esta arribará a un tiempo ∆t0.

Si toma el camino (L), el tiempo de detección será ∆t0 + ∆L/c, y para el

caso de part́ıculas masivas, se tendŕıa un tiempo de detección ∆t0 + ∆L/v

con v rapidez relativa de las part́ıculas1

Con estos tiempos de detección, tenemos un 50 % de probabilidad de detectar

a las dos part́ıculas arribando en los tiempos ∆t0 y ∆t0 + ∆L/c. El otro 50 %

corresponde a la detección de una part́ıcula en los tiempos ∆t0 y ∆t0 + ∆L/c

en diferentes detectores. El siguiente paso es comparar los tiempos de detección.

Debido a la configuración de los arreglos interferométricos, este último paso es

diferente para el arreglo Franson y abrazado. Aśı, para

Arreglo Franson: si ambos participantes han obtenido los mismos tiempos

de detección para los caminos cortos y largos, ellos almacenan esos datos y

descartan el resto. Este procedimiento es llamado post-selección.

Arreglo Abrazado: si ambos participantes obtienen el mismo tiempo de de-

tección para los caminos cortos y largos, entonces las part́ıculas han arribado

a diferentes detectores, en cambio, si obtienen una detección en coincidencia

entonces ambas part́ıculas arriban a la misma estación de detección, y aśı

ambos participantes descartan estos datos. De este modo, este tipo de inter-

ferómetro es capaz de generar un estado entrelazado sin el procedimiento de

post-selección.

Una descripción desde el punto de vista cuántico es la siguiente: consideremos un

estado bipartito que ingresa al interferómetro, después de pasar a través del primer

1En lo restante de la sección hablaremos de ∆L/c como parte de los tiempos de detección.
Los anális son análogos para particulas masivas.
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divisor de haces, cada part́ıcula se encuentra en una superposición de dos estados.

El estado antes de ser recombinando tiene la forma

|Ψ〉 =
1

2
[|S(∆t0)〉+ |L(∆t0 + ∆L/c)〉] [|S(∆t0)〉+ |L(∆t0 + ∆L/c)〉] . (2.30)

Considerando los estados que se detectan en coincidencia, es decir, aquellos que

arriban al detector en los tiempos ∆t0 y ∆t0 +∆L/c en ambos detectores, el estado

cuántico que describe el estado en coincidencia está dado por

|Ψ〉 =

√
2

2
[|S(∆t0)〉|S(∆t0)〉+ |L(∆t0 + ∆L/c)〉|L(∆t0 + ∆L/c)〉] . (2.31)

Para estos interferómetros tenemos un único valor para las fases locales (α, β, α′, β′)

asociadas con los valores propios ±1, en donde α(β) denota las fases locales en las

estaciones de detección de la izquierda y la derecha, respectivamente. La probabili-

dad de detección para ambos fotones es uno, pero existe un 50 % the probabilidad

de detección en la cual la part́ıcula arriba primero a una estación que en otra,

con el retraso temporal dependiendo en la diferencia de camino óptico entre los

caminos del arreglo. Los participantes tienen que descartar este 50 % y mantener

solo aquellos eventos en donde solo haya coincidencia. Para este tipo de eventos

tenemos una probabilidad de detección dada por

pij =
1

4

(
1− (−1)δijV cos [α + β]

)
, (2.32)

con i, j = ±1 denota los puertos de salida de los interferómetros Mach-Zehnder (i

a la izquierda y j a la derecha de la fuente), y V es la visibilidad interferométrica

la que es asumida como igual para todos los pares de detectores. Aśı, el estado

generado por los interferómetros Franson y abrazado puede ser empleado para

estudiar la naturaleza no-local de la Mecánica Cuántica a través de la desigualdad
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CHSH. Como sabemos la desigualdad CHSH se construye a través del funcional Σ

ec. (2.23) con

E(α, β) = p+,+(α, β) + p−,−(α, β)− p+,−(α, β)− p−,+(α, β), (2.33)

es el valor esperado de un observable dicotómico con valores propios ±1. Además,

Σ satisface

|Σ| ≤ 2. (2.34)

Si la probabilidad de detección está dada por la ec. (2.32), el valor esperado (2.33)

adopta la forma

E(α, β) = V cos(α + β). (2.35)

Si los valores de las fases locales son α = −α′ = π/4, β = 0, y β′ = π/2 entonces el

valor de Σ se reduce a Σ = 2
√

2V . Cuando la visibilidad interferométrica es máxi-

ma, y el estado generado es un estado de Bell, es decir, maximalmente entrelazado,

se obtiene |Σ| = 2
√

2.
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2.4. Interferometŕıa de sistemas cuánticos bajo

la acción de un campo gravitacional débil

En esta sección describimos sistemas cuánticos bajo la acción de un campo

gravitacional débil. En particular nos centramos en fotones y part́ıculas con grados

de libertad internos las que ingresan a un inteferómetro Mach-Zehnder.

2.4.1. Fotones interactúando bajo un campo gravitacional

débil

El campo gravitacional induce un corrimiento de fase sobre fotones que se

propagan por algún camino en particular. Este corrimiento de fase depende de la

frecuencia y la dilatación temporal, o el efecto Shapiro.

Para estudiar la interferencia considere un interferómetro Mach-Zehnder, orien-

tado verticalmente con respecto a la superficie de la Tierra y con el espaciotiempo

descrito por una aproximación de la métrica de Schwarzschild en coordenadas

isotrópicas. Para un interferómetro pequeño, comparado con la distancia radial R,

todos los puntos en cada uno de los caminos horizontales se encuentran aproxima-

damente a la misma distancia radial. Describimos el movimiento de los fotones en

una métrica en coordenadas isotrópicas a primer orden en φ/c2 usando

ds2 = c2dτ 2
r − dx2

r, (2.36)

en donde

dτ 2
r =

(
1 +

2φ(r)

c2

)
dt2,

dx2
r =

(
1− 2φ(r)

c2

)
(dx2 + dy2 + dz2)
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Las coordenadas son las siguientes:

dt: es el intervalo de tiempo infinitesimal medido por un observador lejano

(en el infinito, en donde el potencial φ es nulo).

dx, dy, dz: intervalos de longitud espacial infinitesimales medidos por un ob-

servador lejano (en el infinito).

Considere la coordenada temporal tr del fotón a través de los segmentos horizon-

tales del interferómetro a una distancia radial r. En este caso la trayectoria es tipo

luz y la coordenada temporal adquiere la forma

tr =

∫ L

0

dxrc
−1

(
1− φ(r)

c2

)
, (2.37)

en donde consideramos tr = 0 para L = 0. Entonces, al considerar la definición de

xr, por lo que los segmentos espaciales medidos localmente son independientes de

r y aśı
∫ L

0
dxr = L, expresión que corresponde a la longitud propia. Entonces, la

ec. (2.37) adopta la forma

tr =
L

c

(
1− φ(r)

c2

)
. (2.38)

dependiendo de la distancia radial R, el fotón que se desplaza por un camino que

tiene un potencial gravitacional dado llegará al detector en tiempos coordenados

distintos. Además, debido a la configuración del interferómetro, los tiempos em-

pleados en recorrer los segmentos verticales (o la coordenada radial) son los mismos

para las dos trayectorias. Aśı, la diferencia de tiempo de arribo para el fotón corres-

ponde a la diferencia de tiempo entre los segmentos horizontales y es tr − tr+∆h.

Además para un observador local en el potencial gravitacional φ(R + ∆h) va a
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medir una diferencia de tiempo de la forma

∆τ =

√
1 + 2

φ(r + ∆h)

c2
(tr − tr+∆h) . (2.39)

Usando la aproximación para un interferómetro pequeño, es decir, tal que el po-

tencial gravitacional se puede aproximar linealmente φ(r+∆h) ≈ φ(r)+g∆h, y la

ec (2.38). Aśı, la expresión para la diferencia de tiempo de arribo (2.39) adquiere

la forma

∆τ ≈
√

1 + 2
φ(r + ∆h)

c2

(
L

c

)[(
1− φ(r)

c2

)
−
(

1− φ(r + ∆h)

c2

)]
≈
√

1 + 2
φ(r + ∆h)

c2

(
L

c

)[
g∆h

c2

]
.

(2.40)

Empleando la expansión de (1 + 2x)1/2 con x = φ(r)/c2 � 1, se obtiene

∆τ ≈
(

1 +
φ(r + ∆h)

c2

)(
L

c

)[
g∆h

c2

]
.

(2.41)

Aproximando hasta orden O(c−3), la expresión (2.41) queda

∆τ ≈ Lg∆h

c3
+O(c−4). (2.42)

Esta expresión corresponde a la diferencia de tiempo de arribo para los fotones

medida por un observador ubicado a una altura R + ∆h.

Uno de los efectos del campo gravitacional sobre un fotón es el corrimiento de

fase. Para esto considere el corrimiento de fase del campo electromagnético a través

de la aproximación de óptica geométrica ref. [29; 30]. En este contexto, la fase
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del potencial electromagnético satisfase la ecuación eikonal, la cual corresponde

a la ecuación de Hamilton-Jacobi para part́ıculas sin masa sobre una métrica en

particular. Para el caso de un espaciotiempo estacionario, el corrimiento de fase

está dado por

∆ϕ = ω∞∆t, (2.43)

en donde ω∞ es la frecuencia del campo electromagnético medida por un observador

al infinito, en donde el potencial gravitacional es nulo, y ∆t es el intervalo de

coordenada temporal empleado por la luz en recorrer cierto camino en particular.

Para un observador en reposo en algún punto en particular, podemos escribir

∆ϕ = ω∆τ, (2.44)

en donde ω = ω∞/
√
g00 es la frecuencia del campo electromagnético medida en

la posición del observador en particular, y ∆τ =
√
g00∆t es el correspondiente

tiempo propio.

Consideremos el interferómetro Mach-Zehnder (ver fig. 2.4), orientado vertical-

mente con respecto a la superficie de la Tierra y la métrica ec. (2.36). Debido a que

los brazos del interferómetro están a diferentes alturas y por lo tanto se encuentran

bajo un potencial gravitacional distinto, el fotón al salir del primer divisor de haces

se encontrará en una superposición, y experimentará un retraso temporal en una

de sus trayectorias, por lo que al ser recombinado en el último divisor de haces, un

observador a la altura R + ∆h medirá un retraso temporal dado por la expresión

(2.42). Para obtener el efecto de dicho intervalo de tiempo en el arribo del fotón,

calculamos el retraso temporal de cada uno de los modos. Entonces, considere el
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Figura 2.4: Interferómetro Mach-Zehnder bajo campo gravitacional. El inter-
ferómetro consiste en dos beam-splitter (BS) y un par de detectores. La part́ıcula
ingresa al interferómetro en el potencial gravitacional φ(R) y se desplaza a través
de los caminos γ1 y γ2 en una superposicón de estados, para finalmente ser re-
combinada en el último BS, el cual está ubicado en un potencial φ(R + ∆h). Los
caminos son elegidos de manera que exista una diferencia de tiempo propio entre
ellos. La distancia entre ambos brazos del interferómetro es ∆h.

estado del fotón de la siguiente forma

|Ψ〉 =

∫
dωf(ω)e

iω
c

(xr−c∆τr)a†0(ω) |0〉 , (2.45)

donde xr es la coordenada cartesiana local, ∆τr es la coordenada local temporal y

f(ω) es la amplitud en función de la frecuencia ω, la cual está definida respecto a

un observador local a una distancia radial R y a†0(ω) es un operador de creación

que actúa en el modo de frecuencia ω. En el caso del interferómetro Mach-Zehnder
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la evolución del operador a†0(ω) está dada por

a†0(ω1) =
1√
2

(
a†(ω1)e−iϕγ1 (ω1) + b†(ω1)e−iϕγ2 (ω1)

)
, (2.46)

donde a† y b† son los operadores de creación y destrucción para cada uno de los

modos, luego de que el fotón haya pasado por el primer divisor de haces1, τγi

corresponde al tiempo empleado en recorrer el camino γi (i = 1, 2.), los que se

encuentran a potenciales gravitacionales distintos (ver fig.2.4). Utilizando (2.46),

el estado (2.45) antes de arribar al último divisor de haces adopta la forma

|Ψ〉 =
1√
2

∫
dω1f(ω1)

(
a†(ω1)e−iϕγ1 (ω1) + b†(ω1)e−iϕγ2 (ω1)

)
|0〉 . (2.47)

Luego, los operadores (2.46) al pasar por el último divisor de haces adoptan la

forma

a†(ω1) =
1√
2

(
c†(ω1) + d†(ω1)

)
, (2.48)

b†(ω1) =
1√
2

(
c†(ω1)− d†(ω1)

)
. (2.49)

El estado (2.47) adquiere la forma

|Ψout〉 =
1

2

∫
dω1f(ω1)

[(
c†(ω1) + d†(ω1)

)
e−iϕγ1 (ω1) +

(
c†(ω1)− d†(ω1)

)
e−iϕγ2 (ω1)

]
|0〉 .

(2.50)

Para calcular la probabilidad de detección, definimos los proyectores para los de-

1Hemos considerado que el divisor de haces actúa en cada modo de frecuencia de forma
independiente.

30
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tectores

P̂c =

∫
dωac

†(ωa) |0〉 〈0| c(ωa), (2.51)

P̂d =

∫
dωac

†(ωa) |0〉 〈0| c(ωa). (2.52)

Aśı, la probabilidad de detección viene dada por la expresión p = Tr
{
|Ψout〉 〈Ψout|Pc(d)

}
=

〈Ψout|Pc(d) |Ψout〉. Entonces, la probabilidad de detección en c es

pc =
1

4

∫
dω′1f

∗(ω′1) 〈0|
[
(c(ω′1) + d(ω′1)) eiϕγ1 (ω′1) + (c(ω′1)− d(ω′1)) eiϕγ2 (ω′1)

]
[∫

dωac
†(ωa) |0〉 〈0| c(ωa)

] ∫
dω1f(ω1)

[(
c†(ω1) + d†(ω1)

)
e−iϕγ1 (ω1)

+
(
c†(ω1)− d†(ω1)

)
e−iϕγ2 (ω1)

]
|0〉

=
1

4

∫
dω′1dω1dωaf

∗(ω′1)f(ω1)ei(ϕγ1 (ω′1)−ϕγ1 (ω1))

×〈0|
(

[c(ω′1) + d(ω′1)] + [c(ω′1)− d(ω′1)] ei(ϕγ2 (ω′1)−ϕγ1 (ω′1))
)
c†(ωa) |0〉

× 〈0| c(ωa)
([
c†(ω1) + d†(ω1)

]
+
[
c†(ω1)− d†(ω1)

]
e−i(ϕγ2 (ω1)−ϕγ2 (ω1))

)
|0〉 .

(2.53)

Los términos no nulos producto de la acción de los operadores, dan una probali-

bidad de detección de la siguiente forma

pc =

∫
dω′1dω1dωaf

∗(ω′1)f(ω1)

×
(
ei(ϕγ1 (ω′1)−ϕγ1 (ω1)) + e

i(ϕγ′1
(ω′1)−ϕγ2 (ω1))

+ e−i(ϕγ1 (ω1)−ϕγ2 (ω′1)) + ei(ϕγ2 (ω′1)−ϕγ2 (ω1))
)

=
1

4

∫
dω′1dω1f

∗(ω′1)f(ω1)δ(ω′1 − ω1)
(
2 + ei(ϕγ1 (ω1)−ϕγ2 (ω1)) + e−i(ϕγ1 (ω1)−ϕγ2 (ω1))

)
=

1

2

(
1 +

∫
dω1|f(ω1)|2 cos [ω1∆τ ]

)
, (2.54)

en donde ϕγ1(ω1)−ϕγ2(ω1) es la diferencia de fase adquirida por el fotón al recorrer
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2.4 Interferometŕıa de sistemas cuánticos bajo la acción de un campo
gravitacional débil

ambos caminos en el inteferómetro. Esta diferencia es igual a ∆ϕ = ω∆τ , con

∆τ = τγ2 − τγ1 , la que corresponde a la diferencia en los tiempos de arribo. La

probabilidad de detección para ambos detectores en el interferómetro viene dada

por la expresión

p± =
1

2

[
1±

∫
dω1|f(ω1)|2 cos (ω1∆τ)

]
, (2.55)

en donde + y − denotan al detector c y d, respectivamente. En el caso en que

la distribución de frecuencias esté dada por una distribución gaussiana f(ω) =

exp (−(ω − ω1)2/(2σ2
i )) /(σ

√
2π), en donde σ y ω1 son el ancho y el valor medio de

la distribución, respectivamente. En este caso, la probabilidad de detección dada

por la ec. (2.55) adopta la forma

p± =
1

2
(1± V (∆τ) cos [ω1∆τ ]) , (2.56)

en donde V (∆τ) es la visibilidad interferométrica , la que tiene la forma

V (∆τ) = exp

[
−1

2

(
∆τ 2σ2

)]
. (2.57)

Aśı un efecto del potencial gravitacional sobre un fotón, además del corrimiento de

fase, consiste en una disminución de la visibilidad interferométrica. En este caso,

la visibilidad interferométrica decrece de manera exponencial con el cuadrado de

la diferencia ∆τ de tiempo propio. En el ĺımite newtoniano, no existe la noción

de dilatación temporal gravitacional, consecuentemente la visibilidad es máxima,

y solo está presente un corrimiento de fase. Notemos que en el caso de la teoŕıa de

la Relatividad General en la aproximación de campo débil la diferencia de tiempo

propio en general no es nula, y tenemos tanto el efecto del corrimiento de fase

como de la disminución de la visibilidad interferométrica.
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Cabe notar que ésta no es la única forma de calcular la probabilidad de detec-

ción, en el apéndice B se describen dos formas distintas de calcular esta magnitud,

pero la expuesta en el texto principal es la más adecuada para la descripción de

los interferómetros Franson y abrazado.

33



2.4 Interferometŕıa de sistemas cuánticos bajo la acción de un campo
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2.4.2. Part́ıculas con grados de libertad internos bajo la

acción de un campo gravitacional débil

2.4.3. Cuantización Hamiltoniano Clásico

Existen diversos enfoques para describir el efecto del campo gravitacional en

sistemas cuánticos. Por ejemplo, considere el enfoque más fundamental, el cual con-

siste en escribir una ecuación relativista, como por ejemplo la ecuación de Dirac

o de Klein-Gordon, sobre un espaciotiempo curvo, y aśı obtener un hamiltoniano

aproximado en los ĺımites no relativistas y de campo débil (ver por ejemplo ref.

[31; 32; 33; 34]). De manera alternativa, se puede realizar una cuantización canóni-

ca de un hamiltoniano clásico (como se ha realizado en ref. [2]). De este modo,

existen diferentes hamiltonianos efectivos que intentan describir el efecto del cam-

po gravitacional en sistemas cuánticos. En esta sección mostramos cómo encontrar

un hamiltoniano para un sistema con grados de libertad internos.

Consideremos un campo escalar ϕKG sin carga, y sin esṕın. La ecuación de

Klein-Gordon sobre una métrica gµν , está dada por

gµν∇µ∇νϕKG −M2c2ϕKG = 0, (2.58)

con ∇µ la derivada covariante definida con los śımbolos de Christoffel Γνµσ. Consi-

deremos la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas (ct, x, y, z) ref.[30]

ds2 =

(
1 +

2φ(r)

c2
+

2φ2(r)

c4

)
c2dt2 −

(
1− 2φ(r)

c2

)
(dx2 + dy2 + dz2). (2.59)

Asumamos el siguiente ansatz para el campo escalar ϕKG

ϕKG = exp

[
i

~
S(x, t)

]
, (2.60)
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en donde hacemos una expansión para S(x, t) de la forma

S(x, t) =
(
c2S0(x) + S1(x) + c−2S2(x) + . . .

)
. (2.61)

Insertamos el ansatz dado por la ec. (2.60) en la ecuación de Klein-Gordon (2.58), y

realizamos una comparación en cada una de las potencias de c2. Aśı, encontramos

un conjunto de ecuaciones. Entonces, para orden c4 se obtiene

(
~∇S0

)2

= 0. (2.62)

Por lo tanto S0 es solo una función de t. Para el orden c2 obtenemos

−
(
∂S0

∂t

)2

+M2 = 0, (2.63)

cuya solución es del tipo S0 = ±Mt+cte. De este modo, hasta el orden c2 el ansatz

(2.60) adopta la forma

ϕKG ≈ exp
[
±iMc2t/~

]
. (2.64)

Considerando hasta orden c0, podemos escribir

2MṠ1 + (∇S1)2 − i~∇2S1 = 0, (2.65)

al considerar una función % = exp (iS1/~), la ecuación adopta la forma

i~
∂%

∂t
=

~p2

2M
%+Mφ(x)%, (2.66)

la cual es la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula de masa M interactuando

con el potencial gravitacional φ(x), y ~p = −i~~∇. Para los términos S1 y S2 pro-
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cedemos de manera análoga, aśı reemplazamos ϕ = % exp (iS2/~c2) y obtenemos

una ecuación tipo Schrödinger con correcciones relativistas i~∂ϕ/∂t = Hϕ, con el

hamiltoniano H representado con respecto a un producto escalar “plano”, el cual

tiene la forma usual respecto al producto escalar no-relativista. Aśı este operador

tiene la forma

H =
p2

2M
+Mc2 − p4

8M3c2
+Mφ(x) +

Mφ2(x)

2c2

+
3

2Mc2

(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])
,

(2.67)

en donde los corchetes cuadrados indican la acción de p sobre φ(x).

Para incluir los grados de libertad internos, ref. [2]1 consideró la equivalencia

masa-enerǵıa, con esto se puede escribir M = Hrest/c
2, con Hrest es la enerǵıa pro-

veniente de la enerǵıa interna y/o de enlace de sus constituyentes.

Dado un estado propio de enerǵıa con un valor propio Ej, tal que Mj = Ej/c
2,

entonces es posible escribir M → Mj en la expresión para el hamiltoniano (2.67).

Además la linealidad de la Mecánica Cuántica requiere que (2.67) sea válido para

la superposición arbitraria de estados internos. Sea entonces |Ej〉 un estado per-

teneciente a un espacio de Hilbert separable Hinn, aśı Hrest se describe por un

operador (para más detalles ver ref. [2])

Hrest = mc21inn +Hinn, (2.68)

en donde la parte dinámica de la enerǵıa interna se describe por el operador Hinn

y 1inn es el operador identidad en Hinn. La enerǵıa en reposo mc2 puede ser vista

como la enerǵıa base de Hrest.

1Los grados de libertad fueron incluidos de manera ad hoc, siendo posible incluirlos de manera
fundamental al considerar la ecuación de Dirac en un espacio curvo, y su ĺımite no relativista
correspondiente.
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Reemplazando (2.68) en (2.67) obtenemos

H =

(
mc21 +Hinn

c2

)
c2 +

(
mc21 +Hinn

c2

)
φ(x) +

1

2

(
mc21 +Hinn

c2

)
φ2(x)

c2

+
~p2

2

(
mc21 +Hinn

c2

)−1

− ~p4

8c2

(
mc21 +Hinn

c2

)−3

+
3

2

(
mc21 +Hinn

c2

)−1(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])
.

(2.69)

Aproximando a primer orden en Hint/mc
2

H ≈ mc2 +Hinn +m

(
1 +

Hinn

mc2

)
φ(x) +

1

2
m

(
1 +

Hinn

mc2

)
φ2(x)

c2
+

~p2

2m

(
1− Hinn

mc2

)
−
(
γ +

1

2

)
φ(x)

~p2

mc2

(
1− Hinn

mc2

)
+

~p4

8m3c2

(
1− 3

Hinn

mc2

)
. (2.70)

Luego, ya que hemos considerado aproximaciones hasta orden Hinn/mc
2, los térmi-

nos de orden superior para c son descartados. Aśı el hamiltoniano adquiere la forma

H ≈ mc2 +Hinn +mφ(x) +Hinn
φ(x)

c2
+

1

2
m
φ2(x)

c2
+

~p2

2m
− ~p2

2m2c2
Hinn

−1

8

~p4

m3c2
+

3

2mc2

(
φ(x)p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])
(2.71)

Este hamiltoniano (2.71) puede ser reescrito como

H = Hcm +

(
1− ~p2

2m2c2
+
φ(x)

c2

)
Hinn, (2.72)
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con

Hcm = mc2 +
~p2

2m

[
1−

(
~p

2mc

)2
]

+mφ(x) +
1

2
m
φ(x)2

c2

+
3

2mc2

(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])
,

(2.73)

con Hcm el operador que actúa sobre los grados de libertad externos. De la ec.

(2.73) notamos que los parámetros β y γ solo actúan en los grados de libertad

externos de la part́ıcula. El término que se acopla a los grados de libertad internos

(1− ~p2/(2m2c2) + φ(x)/c2) se relaciona con el tiempo propio de la part́ıcula, ya

que se tiene que

τ̇ =
√
−gµν ẋµẋν

=
√
−g00 − gijẋiẋj

=

[
1 + 2

φ(x)

c2
+ 2

φ(x)2

c4
−
(

1− 2
φ(x)

c2

)(
v2

c2

)2
]1/2

=

[
1 + 2

φ(x)

c2
+ 2

φ(x)2

c4
− p2

m2c2
+ 2

p2

m2c6
φ(x)

]1/2

. (2.74)

En el último paso hemos usado la relación ~p = m~v. Aproximando sólo hasta orden

c−2, se obtiene

τ̇ ≈ 1 +
φ(x)

c2
− ~p2

2m2c2
, (2.75)

la que es la expresión que acompaña al Hamiltoniano que actúa en los grados de

38
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libertad externos. Aśı, es posible escribir el Hamiltoniano del sistema como

H = Hcm + τ̇Hinn. (2.76)

Aśı el término φ(x)Hint/c
2 correspone a la dilatación temporal gravitacional y

−~p2Hint/2m
2c2 corresponde a la dilatación temporal de relatividad especial de los

grados de liberta internos.

2.4.4. Corrimiento de fase para part́ıculas con grados de

libertad internos

Una forma usual de calcular la evolución temporal de un estado cuántico está

dada por exp
(
−i
∫
dtH/~

)
= exp

(
−i
∫
dt [Hcm + τ̇Hinn] /~

)
. La evolución del gra-

do de libertad para la posición del centro de masa, a través del hamiltoniano Hcm,

está dada por exp(−i
∫
γi
dtHcm/~)|γi〉. En este caso para simplificar el análisis con-

sideramos las expresiones clásicas del campo gravitacional φ(x), y del momentum

p. En este sentido estas funciones son solo funciones numéricas con valores definidos

en una ĺınea de mundo espećıfica. En el caso de part́ıculas masivas sin grados de

libertad internos, para calcular el corrimiento de fase inducido por el campo gravi-

tacional seguimos el método de Wajima et al. ref. [35]. En este método el hamilto-

niano Hcm es dividido en una parte libre no-relativisita H0
cm, más las correcciones

relativistas HRel
cm . La solución de la parte no-relativista está dada por el estado

|Ψ0〉, y la solución total del hamiltoniano está dada por |ψcm〉 = |Ψ0〉 exp (iζ), en

donde ζ =
∑

j

∫
dtHRel,j

cm /~, y j es un ı́ndice para cada parte de HRel
cm =

∑
j H

Rel,j
cm .

De este modo, en un experimento interferométrico con una part́ıcula que sigue

dos caminos γ1 y γ2, el corrimiento de fase total está dado por ∆ζcm = ζγ1 − ζγ2 .

En el caso de una part́ıcula con grados de libertad internos es trivial calcular el

corrimiento de fase. Para esto, consideremos que el hamiltoniano dado por la ec.
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(2.76) puede ser reescrito de la forma

H = Hcm ⊗ Iinn + (1 + λ) Icm ⊗Hinn, (2.77)

en donde Hcm = H0 +
∑

kH
Rel,k
cm y λ = −p2/(2m2c2) + φ(x)/c2. Aśı, la función de

onda que describe a un sistema con grados de libertad internos puede considerarse

como un sistema puro bipartito |Ψ〉 = |ψcm〉⊗ |τ〉, en donde |ψcm〉 es la función de

onda que describe los grados de libertad de la posición del centro de masa, y |τ〉

es la función de onda asociada con los grados de libertad internos, es decir, con el

reloj de cada part́ıcula. Entonces, reemplazando |Ψ〉 en la ecuación de Schrödinger

i~
∂|Ψ〉
∂t

= H|Ψ〉, (2.78)

y considerando que la solución libre no-relativista satisfase H0|ψ0〉 = i~∂|ψ0〉/∂t,

el lado izquierdo de la ec. (2.78) adopta la forma

i~
∂|Ψ〉
∂t

= −~|ψ0〉
(
ζ̇
)

exp (iζ) |τ〉+ |ψ0〉 exp (iζ)Hinn|τ〉+H0|ψ0〉 exp (iζ) |τ〉.

(2.79)

El lado de derecho de la ec. (2.78) adopta la forma

HΨ = H0|ψ0〉 exp (iζ) |τ〉+
∑
k

HRel,k
cm |ψ0〉 exp (iζ) |τ〉

+(λ+ 1)|ψ0〉 exp (iζ)Hinn|τ〉, (2.80)

en donde hemos empleado que i~∂|τ〉/∂t = Hinn|τ〉. Igualando las ecuaciones (2.79)

y (2.80), calculando el producto interno respecto a 〈ψ0|⊗〈τ | e integrando respecto
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al tiempo coordenado, obtenemos una expresión para el corrimiento de fase

ζ = −1

~
∑
k

∫ t

t0

dt′〈HRel,k
cm 〉 − 1

~

∫ t

t0

dt′λ〈Hinn〉,

(2.81)

en donde 〈HRel,k
cm 〉 = 〈ψ0|∆Hk|ψ0〉 y 〈Hinn〉 = 〈τ |Hinn|τ〉.

Aśı, en un interferómetro las part́ıculas siguen dos caminos diferentes γ1 y γ2.

Entonces, la diferencia de corrimiento de fase para una part́ıcula que se mueve a

lo largo de los dos caminos, está dada por

ζγ1 − ζγ2 = ∆ζγ1γ2 = −1

~
∑
k

[∫
γ1

dt〈HRel,k
cm 〉 −

∫
γ2

dt〈HRel,k
cm 〉

]
−1

~

∫
[λγ1〈Hinn〉γ1 − λγ2〈HInn〉γ2 ] dt. (2.82)

Si 〈Hinn〉 es una función independiente de la posición y λ es dependiente de la

posición, entonces (2.82) adopta la forma

∆ζγ1γ2 = −1

~
∑
k

[∫
γ1

dt〈HRel,k
cm 〉 −

∫
γ2

dt〈HRel,k
cm 〉

]
− 1

~
〈Hinn〉

∫
[λγ1 − λγ2 ] dt.

(2.83)

y aśı obtenemos el resultado tal y como es calculado en ref. [2]. En la ec. (2.83)

identificamos dos elementos que contribuyen al corrimiento de fase total, de tal

modo que

∆ζγ1γ2 = ∆φγ1γ2 + ∆εγ1γ2 , (2.84)
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en donde

∆φγ1γ2 = −1

~
∑
k

[∫
γ1

dt〈HRel,k
cm 〉 −

∫
γ2

dt〈HRel,k
cm 〉

]
, (2.85)

∆εγ1γ2 = −1

~
〈Hinn〉

∫
[λγ1 − λγ2 ] dt, (2.86)

son los corrimientos de fase inducidos por el campo gravitacional en los grados

de libertad de la posición del centro de masa y los grados de libertad internos,

respectivamente.

2.4.5. Evolución de una part́ıcula en interferómetro Mach-

Zehnder

Considere una part́ıcula masiva con grados de libertad internos, esta ingresa

a un interferómetro Mach-Zehnder (ver fig. 2.4), el que está bajo la acción de un

campo gravitacional φ(x), y sus brazos se encuentran a potenciales gravitacionales

distintos. El sistema ingresa al interferómetro y la evolución de este estado, luego

de pasar por el primer divisor de haces, está dada por

|Ψ〉MZ =
1√
2

(
ie
− i

~
∫
γ1
dtH |ψcm〉 |τ〉+ eiϕe

− i
~
∫
γ2
dtH |ψcm〉 |τ〉

)
, (2.87)

en donde γ1 y γ2 denotan los diversos caminos del interferómetro, y ϕ es una fase

local controlable. Utilizando el hamiltoniano H dado por la ec. (2.76), la evolución

del estado adopta la forma:

|Ψ〉MZ =
1√
2

(
ie
− i

~
∫
γ1
dtHcm |ψcm〉 e

− i
~
∫
γ1
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
Hinn |τ〉 (2.88)

+ eiϕe
− i

~
∫
γ2
dtHcm |ψcm〉 e

− i
~
∫
γ2
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
Hinn |τ〉

)
. (2.89)
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Como es sabido, un interferómetro MZ tiene dos detectores en su salida. Notando

x e y como los detectores, la probabilidad de detección en el detector x está dada

por:

Px = | 〈x|Ψ〉MZ |
2 =

1

4

[
2 + eiϕe−i∆φγ1γ2

× 〈τ | e
i
~

[∫
γ1
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)]
Hinn |τ〉

+ e−iϕei∆φγ1γ2

× 〈τ | e
− i

~

[∫
γ1
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2
dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)]
Hinn |τ〉

]
,

(2.90)

en donde ∆φγ1γ2 es el corrimiento de fase de los grados de libertad de la posición

del centro de masa dado en la ecuación (2.85), para los caminos γ1 y γ2. Aśı para

el corrimiento de fase de los grados de libertad internos evaluamos las integrales

en los segmentos verticales y horizontales del interferómetro Mach-Zehnder. Aśı

∫
γ1

dtHcm −
∫
γ2

dtHcm =

∫ TV

0

dtHcm +

∫ T
γ1
arr

TV

dtHcm −
∫ TH

0

dtHcm −
∫ T

γ2
arr

TH

dtHcm,

en donde para el camino γ1 se tiene que
∫ TV

0
es la integral en el segmento vertical y∫ T γ1

arr

TV
es para el segmento horizontal, con T γ1

arr es el intervalo de coordenada temporal

empleado en recorrer todo el trayecto γ1. De manera similar para γ2,
∫ TH

0
corres-

ponde al camino horizontal y
∫ T γ2

arr

TH
al segmento vertical, con T γ2

arr el intervalo de

coordenada temporal empleado en recorrer el trayecto γ2. Entonces, reemplazando
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la expresión para el Hamltoniano del centro de masas, se obtiene

∫ TV

0

dtHcm =

∫ TV

0

dt

{
~p2

2m
+mc2 − ~p4

8m3c2
+mφ(x) +

m

2c2
φ2(x)

+
3

2mc2

(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])}
= ∆T γ1

V

(
~p2

2m
+mc2 − ~p4

8m3c2

)
+

∫ TV

0

dt
{
mφ(x) +

m

2c2
φ(x)2

+
3

2mc2

(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])}
,

(2.91)

en donde ∆T γ1

V es el intervalo de tiempo coordenado utilizado en recorrer el seg-

mento vertical de γ1. La integral entonces adopta la forma

∫ T
γ1
arr

TV

dtHcm = ∆T γ1

H

{
~p2

2m
+mc2 − ~p4

8m3c2
+mφ(R + ∆h) +

m

2c2
φ(R + ∆h)2

+
3

2mc2

(
φ(R + ∆h)~p2

)}
, (2.92)

con ∆T γ1

H el intervalo de tiempo coordenado que demora en recorrer el segmen-

to horizontal de γ1. Luego para γ2, la integral para el trayecto horizontal da lo

siguiente

∫ TH

0

dtHcm = ∆T γ2

H

{
~p2

2m
+mc2 − ~p4

8m3c2
+mφ(R) +

m

2c2
φ(R)2 +

3

2mc2

(
φ(R)~p2

)}
,

(2.93)

44
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con ∆T γ2

H corresponde al intervalo de tiempo utilizado en recorrer el trayecto ho-

rizontal de γ2. Para la parte vertical del camino

∫ T
γ2
arr

TH

dtHcm = ∆T γ2

V

(
p2

2m
+mc2 − ~p4

8m3c2

)
+

∫ T
γ2
arr

TH

dt
{
mφ(x) +

m

2c2
φ(x)2

+
3

2mc2

(
φ(x)~p2 + [~pφ(x)] · ~p+

1

2

[
~p2φ(x)

])}
,

(2.94)

en donde ∆T γ2

V es el tiempo coordenado de vuelo que demora en recorrer el segmen-

to vertical de γ2. Consideramos además que el intervalo de tiempo que se emplea

en recorrer el segmento vertical para ambos caminos es el mismo, al igual que el

camino horizontal, por lo que ∆T γ2

V = ∆T γ1

V y ∆T γ1

H = ∆T γ2

H = ∆T . Aśı,

∫
γ1

dtHcm −
∫
γ2

dtHcm = ∆T
[
m (φ(R + ∆h)− φ(R)) +

m

2c2

(
φ2(R + ∆h)− φ2(R)

)
+

3

2mc2
(φ(R + ∆h)− φ(R))

]
. (2.95)

Considerando un interferómetro pequeño, es decir, que su altura ∆h � R, el

potencial gravitacional puede ser aproximado a primer orden en ∆h como: φ(R+

∆h) = φ(R) + g∆h+O(∆h2). Aśı, se obtiene

∫
γ1

dtHcm −
∫
γ2

dtHcm = ∆T

[
m+

m

2c2
φ(R) +

3~p2

2mc2

]
g∆h. (2.96)

Considerando ĒGR
corr = mφ(R)/2 + 3~p2/(2m),entonces

∫
γ1

dtHcm −
∫
γ2

dtHcm = ∆T
[
mc2 + ĒGR

corr

] g∆h

c2
. (2.97)
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2.4 Interferometŕıa de sistemas cuánticos bajo la acción de un campo
gravitacional débil

Luego, para la expresión 〈τ | e
i
~

[∫
γ1
dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2
dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)]
Hinn |τ〉 procede-

mos de manera similar a lo hecho anteriormente, es decir, separamos las integrales

en los segmentos horizontales y verticales. Aśı, para el camino γ1 se obtiene

∫
γ1

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
=

∫ TV

0

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
+

∫ T
γ1
arr

TV

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
= ∆T γ1

V

(
1− ~p2

2m

)
+

∫ TV

0

dt
φ(x)

c2

+∆T γ1

H

(
1− ~p2

2m
+
φ(R + ∆h)

c2

)
(2.98)

De manera ánaloga para el camino γ2, obtenemos

∫
γ2

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
=

∫ TH

0

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
+

∫ T
γ2
arr

TH

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
= ∆T γ2

H

(
1− ~p2

2m
+
φ(R)

c2

)
+ ∆T γ2

V

(
1− ~p2

2m

)
+

∫ T
γ2
arr

TH

dt
φ(x)

c2
. (2.99)

Como hemos dicho previamente, ∆T γ1

V = ∆T γ2

V y ∆T γ1

H = ∆T γ2

H = ∆T , además∫ TV

0
dtφ(x)/c2 =

∫ R+∆h

R
dxφ(x)/(vc2) y

∫ T γ2
arr

TH
dtφ(x)/c2 =

∫ R+∆h

R
dxφ(x)(vc2), por

lo que

∫
γ1

dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2

dt

(
1− p2

2m
+
φ(x)

c2

)
= ∆T

(
φ(R + ∆h)

c2
− φ(R)

c2

)
.

(2.100)

La expresión (2.100) denota la dilatación temporal gravitacional entre γ1 y γ2. Aśı

entonces, considerando nuevamente un interferómetro en donde ∆h� R, entonces
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se obtiene

∫
γ1

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2

dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
≈ ∆T

g∆h

c2
. (2.101)

Considerando que

Hinn = E0 |0〉 〈0|+ E1 |1〉 〈1| , (2.102)

y que |τ〉 = (|0〉+ |1〉) /
√

2, obtenemos:

〈τ | e
i
~

[∫
γ1
dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)
−
∫
γ2
dt

(
1− ~p2

2m
+
φ(x)

c2

)]
Hinn |τ〉 =

1

2

(
e
i
~

∆Tg∆h

c2
E0 + e

i
~

∆Tg∆h

c2
E1

)
,

(2.103)

además 〈τ |Hinn |τ〉 = 〈Hinn〉 = (E0 + E1) /2 y definiendo la diferencia de enerǵıa

entre los niveles del “reloj” ∆E = E1 − E0, se tiene que (2.103) adopta la forma

1

2

(
e
i
~

∆Tg∆h

c2
E0 + e

i
~

∆Tg∆h

c2
E1

)
=

1

2

(
e
i
~

∆Tg∆h

c2
∆E + e

i
~

∆Tg∆h

c2
∆E
)
e
i
~

∆Tg∆h

c2
1
2

(E0+E1)

= cos

(
∆Tg∆h

2~c2
∆E

)
e
i
~

∆Tg∆h

c2
〈Hinn〉. (2.104)

Entonces, considerando las expresiones para (2.97) y (2.104) se obtiene la siguiente

expresión para la probabilidad de detección

Px =
1

4

[
2 + eiϕe

i
~(∆T [mc2+ĒGR

corr] g∆hc2 ) cos

(
∆Tg∆h

2~c2
∆E

)
e
i
~

∆Tg∆h

c2
〈Hinn〉

+ e−iϕe
−i
~ (∆T [mc2+ĒGR

corr] g∆hc2 ) cos

(
∆Tg∆h

2~c2
∆E

)
e
−i
~

∆Tg∆h

c2
〈Hinn〉

]
=

1

2

{
1 + cos

[(
mc2 + ĒGR

corr + 〈Hinn〉
) ∆Tg∆h

2~c2
+ ϕ

]
cos

[
∆Tg∆h

2~c2
∆E

]}
.

(2.105)
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Se puede demostrar que para los detectores x y en y se tiene que

P± =
1

2

{
1± cos

[(
mc2 + ĒGR

corr + 〈Hinn〉
) ∆Tg∆h

2~c2
+ ϕ

]
cos

[
∆Tg∆h

2~c2
∆E

]}
.

(2.106)

Esta expresión (2.106) corresponde a la probabilidad de detección de una part́ıcula

en las salidas de un interferómetro Mach-Zehnder como función del intervalo de

tiempo coordenado ∆T en el cual la part́ıcula viaja en una superposición de dos

trayectorias a alturas constantes (una a altura R y otra a R + ∆h). El término

proporcional a la masa es el proveniente del corrimiento de fase generado por

la enerǵıa potencial newtoniana mg∆h, el término ĒGR
corr que corresponde a las

correcciones relativistas a la enerǵıa. Notar que si no existen grados de libertad

internos, solo los términos proporcionales a la enerǵıa potencial Newtoniana y las

correcciones relativistas están presente en la probabilidad de detección. Es posible

ver el patrón de interferencia causado por el ”reloj” al graficar la diferencia entre

las probabilidades P+ y P−. Aśı, en la fig (2.5) podemos ver dos efectos nuevos:

uno de ellos consiste en la disminución periódica de la visibilidad, producto de la

dilatación temporal gravitacional (presente en el término ∆Tg∆h∆E/(2~c2)) y

otro debido a la corrección al corrimiento de fase producto del valor esperado del

Hinn.

Hasta el momento hemos considerado sistemas con grados de libertad internos

de dos niveles. Es posible considerar sistemas en los cuales los grados de liber-

tad internos correspondan a un estado mezcla arbitrario. En este caso, para un

interferómetro Mach-Zehnder la visibilidad interferométrica adopta la forma

V =
∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~Hinn∆τ
}∣∣∣ . (2.107)
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En este caso la visibilidad es máxima si ∆τ = 0 o si el estado inicial del reloj

se encuentra en un estado propio de Hinn, ya que en este último caso no existe

evolución de los grados de libertad internos. Incluyendo grados de libertad inter-

nos descritos por un estado mezcla permite estudiar diversos sistemas f́ısicos, en

particular sistemas de varios niveles o en el ĺımite cont́ınuo, y aśı estudiar diversos

sistemas mascroscópicos (para más detalles ver ref. [16]).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Figura 2.5: Visibilidad interferométrica en términos del tiempo propio ∆τ y la
diferencia de enerǵıa ∆E entre los niveles del reloj. Si estamos presentes en una
teoŕıa no relativista, o en una teoŕıa en donde los grados de libertad internos no se
acoplen al potencial gravitacional, solo tendŕıamos un cambio de fase en términos
de la enerǵıa en reposo y correcciones relativistas a la enerǵıa y aśı la visibilidad
se mantendŕıa máxima (ĺıneas grises discont́ınuas), en cambio, si los grados de
libertad internos se acoplan al potencial gravitacional, la visibilidad cambia pe-
riódicamente ( ĺınea azul continua envolvente) y existe además una corrección al
corrimiento de fase producida por 〈Hinn〉 (ĺınea azul continua).
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Caṕıtulo 3

Interferómetros Franson y

abrazado para un campo

gravitacional débil: fotones

En este caṕıtulo estudiaremos los interferómetros Franson y abrazado bajo la

acción de un campo gravitacional débil. Mostraremos que, aún bajo la condición

de un interferómetro balanceado, es posible obtener un estado maximalmente en-

trelazado debido a la dilatación temporal gravitacional.

3.1. Arreglo interferométrico Franson

3.1.1. Arreglo interferométrico Franson

En el arreglo interferométrico Franson, los caminos γ1 y γ′1 experimentan un

potencial φ(R), y los segmentos de los caminos γ2 y γ′2 experimentan un potencial

gravitacional φ(R + ∆h), en donde h = ∆z es la diferencia en la coordenada

z (a lo largo de la dirección vertical) de los caminos superiores e inferiores del
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Figura 3.1: Arreglo interferométrico Franson. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferómetros Mach-Zehnder. Esta fuente, y los caminos γ1 y γ′1 están
localizados en un potencial gravitacional φ(R). Los segmentos horizontales de los
caminos γ2 y γ′2 están localizados en un potencial gravitacional φ(R+ h). L1 y L′1
indican las longitudes propias de los caminos horizontales γ1 y γ′1, respectivamente.
L2 y L′2 indican las longitudes propias de los segmentos horizontales de los caminos
γ2 y γ′2, respectivamente. H denota la longitud propia de los segmentos verticales
de los caminos γ2 y γ′2. Los caminos γ1 y γ′1 contienen ĺıneas de retraso simbólicas
para controlar la diferencia de longitudes propias entre los caminos γ1 y γ2, y
entre los caminos γ′1 y γ′2. Las ĺıneas de retraso se encuentran en el potencial
gravitacional φ(R). Los detectores ubicados a la izquierda y derecha de la salida
de los interferómetros están denotados por d+ y d−.

interferómetro. Los segmentos verticales de los caminos γ2 y γ′2 experimentan una

variación cont́ınua del potencial gravitacional desde φ(R) hasta φ(R + h).

De acuerdo a la métrica ec. (2.36), la longitud propia del camino γ1 está dada

aproximadamente por

L1 ≈
(

1− φ(R)

c2

)
∆x1 , (3.1)

en donde ∆x1 es el intervalo de coordenadas espaciales de γ1. De manera similar,

para el segmento horizontal del camino γ2

L2 ≈
(

1− φ(R + h)

c2

)
∆x2 , (3.2)

donde ∆x2 es el intervalo de coordenada espacial de γ2. Los segmentos verticales
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del camino γ2 tienen una altura propia dada por

H ≈
(

1− φ(R)

c2

)
h. (3.3)

El intervalo de coordenada temporal dado por la Ec. (2.37) para una sección del

camino γ2 es, hasta primer orden en h, dada por

∆tVγ2
≈ h

c

(
1− 2

φ(R)

c2

)
, (3.4)

mientras que los intervalos de tiempo coordenado para el camino γ1 y el segmento

horizontal del camino γ2 están dados por

∆tγ1 ≈
L1

c

(
1− φ(R)

c2

)
(3.5)

y

∆tHγ2
≈ L2

c

(
1− φ(R + h)

c2

)
, (3.6)

respectivamente. El intervalo de coordenada temporal ∆tγ2 a lo largo del camino

γ2 es ∆tγ2 = ∆tHγ2
+ 2∆tVγ2

. El tiempo transcurrido entre la generación y detección

de un fotón que se propaga a través de los caminos γ1 o γ2, medido por un reloj

ubicado junto a los detectores, a un potencial φ(R), está dado por los intervalos

de tiempo propio

∆τγ1 =

√
1 +

2φ(R)

c2
∆tγ1 ≈

L1

c
(3.7)

y

∆τγ2 =

√
1 +

2φ(R)

c2
∆tγ2 ≈

L2

c

(
1− gH

c2

)
+ 2

H

c
, (3.8)

respectivamente. Aqúı hemos usado φ(R + h) ≈ φ(R) + gh, a primer orden en h.

De manera análoga, para fotones propagándose a lo largo de los caminos γ′1 o γ′2
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obtenemos

∆τγ′1 =

√
1 +

2φ(R)

c2
∆tγ′1 ≈

L′1
c

(3.9)

y

∆τγ′2 =

√
1 +

2φ(R)

c2
∆tγ′2 ≈

L′2
c

(
1− gH

c2

)
+ 2

H

c
, (3.10)

correspondientemente. Las diferencias de tiempo propio ∆τγ1γ′1
= ∆τγ1 − ∆τγ′1 y

∆τγ2γ′2
= ∆τγ2−∆τγ′2 describen el tiempo transcurrido entre las detecciones sucesi-

vas de dos fotones gemelos propagándose a lo largo de los caminos (γ1, γ
′
1) y (γ2, γ

′
2),

respectivamente. Análogamente, ∆τγ1γ2 = ∆τγ1 − ∆τγ2 y ∆τγ′1γ′2 = ∆τγ′1 − ∆τγ′2

describen la diferencia de los tiempos de vuelo de un solo fotón que se propaga a lo

largo de los brazos de cada interferómetro Mach-Zehnder. Los retrasos temporales

∆τγ1γ′1
, ∆τγ2γ′2

, ∆τγ1γ2 y ∆τγ′1γ′2 obedecen las siguientes restricciones

∆τγ1γ′1
−∆τγ2γ′2

= ∆τγ1γ2 −∆τγ′1γ′2 . (3.11)

Imponemos la siguiente condición

∆τγ1γ′1
= ∆τγ2γ′2

= ∆τ, (3.12)

con ∆τ ≥ 0. Esto garantiza que no es posible distinguir entre un par de fotones

propagándose a lo largo de los caminos (γ1, γ
′
1) de un par de fotones propagándose

a lo largo de los caminos (γ2, γ
′
2) a través del tiempo transcurrido entre deteccio-

nes sucesivas. De este modo, el arreglo interferométrico Franson genera un estado

maximalmente entrelazado incluso cuando no hay coincidencias entre los pares de

detectores en diferentes interferómetros Mach-Zehnder.

De acuerdo a la restricción dada por la ec. (3.11) y la condición (3.12), la

igualdad ∆τγ1γ2 = ∆τγ′1γ′2 se debe mantener. Por lo que esto también impone una
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restricción sobre las longitudes propias, las que son:

L1 ≈ L′1 + c∆τ, (3.13)

L2 ≈ L′2 + c∆τ(1 +
gH

c2
). (3.14)

Utilizando estas expresiones, los retrasos temporales ∆τγ1γ2 y ∆τγ′1γ′2 adquieren la

forma

∆τγ1γ2 =
L′1
c
− L′2

c
(1− gH

c2
)− 2H

c
, (3.15)

∆τγ′1γ′2 = ∆τγ1γ2 . (3.16)

Ahora, podemos remover los términos que no dependen del potencial gravitacional

al demandar que

L′1 = L′2 + 2H, (3.17)

lo cual indica que las longitudes propias para los caminos γ′1 y γ′2 son iguales,

esto es, el interferómetro Mach-Zehnder para los caminos γ′1 y γ′2 es balanceado.

Esto significa que, en el caso en que se quiera implementar este arreglo empleando

fibras ópticas para guiar los fotones, se requeriŕıan dos fibras, cada una de ellas con

longitud L′1 dada por (3.17), la cual podŕıa formar los caminos γ′1 y γ′2; el primero

localizado en el plano horizontal, mientras que el segundo formando un rectángulo

tal y como aparece en la Fig. 3.1. Bajo las condiciones de la ecuación (3.17), los

retrasos temporales ∆τγ1γ2 y ∆τγ′1γ′2 se reducen a una expresión proporcional al

campo gravitacional ref. [14; 36], esto es, los retrasos gravitacionales están dados

por

∆τγ1,γ2 = ∆τγ′1γ′2 ≈
L′2gH

c3
. (3.18)
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De este modo, el cambio en la fase viene dado por

∆ϕ = ω∆τγ1γ2 = ω∆τγ′1γ′2 ≈
ωL′2gH

c3
. (3.19)

Aśı, para generar un estado maximalmente entrelazado, debemos ser capaces

de realizar un procedimiento de postselección, esto es, ser capaces de distinguir

entre los pares de fotones que siguen los caminos (γ1, γ
′
1) o (γ2, γ

′
2) de los pares de

fotones gemelos que siguen los caminos (γ1, γ
′
2) o (γ2, γ

′
1). Aśı, necesitamos obtener

el valor de los retrasos temporales ∆τγ1γ′2
= ∆τγ1 −∆τγ′2 y ∆τγ2γ′1

= ∆τγ2 −∆τγ′1 ,

los cuales pueden ser escritos como

∆τγ1γ′2
= ∆τγ1γ′1

+ ∆τγ′1γ′2 , (3.20)

∆τγ2γ′1
= ∆τγ2γ′2

−∆τγ′1γ′2 . (3.21)

Empleando las ecuaciones (3.12) y (3.18) podemos escribir

∆τγ1γ′2
≈ ∆τ +

L′2gH

c3
, (3.22)

∆τγ2γ′1
≈ ∆τ − L′2gH

c3
, (3.23)

lo cual indica que los fotones gemelos que se mueven a lo largo de los caminos

(γ1, γ
′
2) pueden ser distinguidos de los fotones que se mueven a través de los cami-

nos (γ2, γ
′
1) por medio de la medicid́e los tiempos transcurridos entre detecciones

sucesivas.

3.1.2. Arreglo interferométrico abrazado

El arreglo interferométrico abrazado, descrito en la figura 3.2, que tiene su

fuente de fotones en el potencial gravitacional φ(R+h). Los fotones que viajan a lo
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3.1 Arreglo interferométrico Franson

Figura 3.2: Arreglo interferométrico abrazado. Una fuente generadora de fotones
está localizada en un segmento perteneciente a dos interferómetros Mach-Zehnder.
Esta fuente y los caminos γ1 y γ′1 están localizados en un potencial gravitacional
φ(R + h). Los segmentos horizontales de los caminos γ2 y γ′2 están localizados en
un potencial gravitacional φ(R+ 2h) y φ(R), respectivamente. L1 y L′1 indican las
longitudes propias de los caminos horizontales γ1 y γ′1, respectivamente. L2 y L′2
indican la longitud propia de los segmentos horizontales de los caminos γ2 y γ′2,
respectivamente. H denota la longitud propia de los segmentos verticales de γ2 y
γ′2. Los caminos γ1 y γ′1 contienen retrasos temporales simbólicos para controlar
las diferencias de longitud propia entre los caminos γ1 y γ2, y entre los caminos
γ′1 y γ′2. Las ĺıneas de retraso están en el potencial gravitacional φ(R + h). Los
detectores a las salidas de los arreglos a la izquiera y derecha están indicados por
d+ y d−.
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largo de los caminos γ1 y γ′1 también experimentan este potencial. Los fotones que

viajan a lo largo de los segmentos horizontales de los caminos γ′2 y γ2 se encuentran

bajo la acción de los potenciales gravitacionales φ(R+2h) y φ(R), respectivamente.

Los segmentos verticales del camino γ′2 experimentan una variación cont́ınua del

potencial gravitacional desde φ(R + h) a φ(R + 2h). Los segmentos verticales del

camino γ2 se encuentran bajo la acción de una variación cont́ınua del potencial

gravitacional desde φ(R) a φ(R + h).

Como en el caso del arreglo Franson, para generar un estado entrelazado, im-

ponemos la condición dada por la ecuación (3.12), la cual garantiza la indistin-

guibilidad de los fotones gemelos viajando a través de (γ1, γ
′
1) de aquellos que lo

hacen a través de los caminos (γ2, γ
′
2).

Podemos imponer las condiciones dada por la relación (3.17), la cual elimina

los términos geométricos que aparecen en ∆τγ1γ2 . De este modo, obtenemos

∆τγ1γ2 = ∆τγ′1γ′2 ≈
L′2gH

c3
. (3.24)

El corrimiento en la fase adopta entonces la forma

∆ϕ = ω∆τγ1γ2 = ω∆τγ′1γ′2 ≈
ωL′2gH

c3
. (3.25)

3.2. Estado cuántico de dos fotones y probabi-

lidad de detección en los arreglos Franson y

abrazado en un campo gravitacional débil

En la sección previa, calculamos varios retrasos temporales entre los eventos

de detección en los arreglos Franson y abrazado en la presencia de un campo gra-

vitacional débil. En esta sección, calculamos los efectos de los retrasos temporales
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en la probabilidad de detección entre pares de detectores.

La fuente de luz considerada en este experimento genera dos fotones, de mane-

ra simultánea, que se propagan in direcciones opuestas. Asumimos que el estado

generado por la fuente se describe como

|ψ〉 =

∫ ∫
dω1dω2f(ω1, ω2)a†(ω1)a†(ω2)|0〉, (3.26)

donde |0〉 es el estado de vaćıo del campo electromagnético y el operador a†(ωi)

crea un fotón que se propaga a la izquierda (i = 1) o a la derecha (i = 2) de

la fuente de luz con una frecuencia ωi. La función espectral f(ω1, ω2) depende de

las propiedades espećıficas de la fuente y satisface la condición de normalización∫ ∫
dω1dω2|f(ω1, ω2)|2 = 1.

El estado después de un proceso de post-selección puede ser reescrito como la

siguiente superposición coherente:

|Ψ〉 =

∫ ∫
dω1dω2f̃(ω1, ω2)|ψ〉, (3.27)

Consideremos una distribución de probabilidad de amplitud dada por

f̃(ω1, ω2) =
1√
2
f(ω1, ω2)e−iω1∆τe

i(ω1+ω2)∆τγ′1 , (3.28)

y el estado de dos fotones dado |ψ〉 definido como

|ψ〉 =
1√
2

(|ω1, γ1〉|ω2, γ
′
1〉+ e

i(ω1+ω2)∆τγ′2γ
′
1
+i(α+β)|ω1, γ2〉|ω2, γ

′
2〉), (3.29)

donde los estados |ω1, γi〉|ω2, γ
′
i〉 describen un fotón de frecuencia ω1 propagándose

a lo largo del camino γi y un fotón de frecuencia ω2 propagándose a través del

camino γ′i.

Consideremos el caso en que la fuente empleada no genere estados con disper-
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sión en frecuencia, esto es, f(ω1, ω2) = δ(ω1 − ω̄1)δ(ω2 − ω̄2), y con fases locales

α = β = 0. Cuando el interferómetro está configurado de tal modo que todos

sus caminos se encuentran bajo el mismo potencial gravitacional, la diferencia de

tiempo propio ∆τγ′1γ′2 es nula. En este caso, el interferómetro genera un estado

maximalmente entrelazado,

1√
2

(|ω̄1, γ1〉|ω̄2, γ
′
1〉+ |ω̄1, γ2〉|ω̄2, γ

′
2〉), (3.30)

siempre que el proceso de post-selección pueda llevarse a cabo. Este estado es el

generado usualmente por los interferómetros Franson y abrazado. La presencia de

un campo gravitacional débil lleva a una fase relativa en el estado |ψ〉, el cual

no cambia la cantidad de entrelazamiento. Aśı, el estado |ψ〉 corresponde a una

superposición coherente de un estado de dos fotones entrelazado maximalmente.

Un efecto interesante aparece al considerar un arreglo interferométrico Franson

y abrazado en una superficie equipotencial. En este caso, si ambos interferómetros

Mach-Zehnder que componen cada arreglo están balanceados, esto significa ∆τ = 0

en las ecuaciones (3.13) y (3.14). En este caso, las cuatro posibles combinaciones

de los caminos tienen exactamente la misma longitud y consequentemente no es

posible distinguir entre ellos. Por lo tanto, el estado generado es separable. A pesar

de esto, es posible rotar el interferómetro de tal modo que existe una diferencia de

potencial gravitacional entre sus brazos, pero cada interferómetro Mach-Zehnder

se encuentra balanceado y además son geométricamente equivalentes con respecto

a las longitudes propias. Esto es posible debido a la elección de la métrica de

Schwarzschild en coordenadas isotrópicas. En este caso tenemos que ∆τ se anula

y el retraso temporal gravitacional adopta la forma ∆τγ1γ′2
= L′2gH/c

3 = −∆τγ2γ′1
.

De este modo, el proceso de post-selección es posible y el arreglo genera un estado

maximalmente entrelazado. En este caso en particular el campo gravitacional hace
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posible la generación de un estado maximalmente entrelazado.

Si el arreglo interferométrico abrazado, formado por interferómetros Mach-

Zehnder balanceados y geométricamente equivalentes, es rotado en 90◦ sus longi-

tudes propias satisfacen las siguientes ecuaciones

L1 ≈ L′1, (3.31)

L2 ≈
(
1 + 2gH/c2

)
L′2. (3.32)

Entonces, para los retrasos temporales a lo largo de cada camino obtenemos

∆τγ1 −∆τγ′1 = 0, (3.33)

∆τγ2 −∆τγ′2 =
4gL′2H

c3
. (3.34)

De este modo, los fotones que se propagan a través de los caminos (γ1, γ
′
1) son

detectados en coincidencia. Los fotones que se propagan a lo largo de los caminos

(γ2, γ
′
2) son detectados con un retraso temporal. En este caso podemos distinguir

entre los fotones que se propagan a través de (γ1, γ
′
1) o por los caminos (γ2, γ

′
2). En

el caso de fotones generados sin dispersión en frecuencia, de acuerdo a la ecuación

(3.29), el arreglo aún aśı genera un estado maximalmente entrelazado. Las condicio-

nes mencionadas previamente, para interferómetros geométricamente equivalentes

bajo la ausencia de una diferencia de potencial gravitacional entre los caminos del

arreglo, llevan a las siguientes restricciones en las longitudes propias cuando el

interferómetro es rotado

L1 = L2

(
1− gH/c2

)
+ 2H,

L′1 = L′2
(
1 + gH/c2

)
+ 2H. (3.35)
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Como consecuencia, los retrasos temporales adoptan la forma

∆τγ1,γ2 =
−gHL′2
c3

, (3.36)

∆τγ′1,γ′2 =
gHL′2
c3

. (3.37)

Para los fotones que se propagan en el mismo Mach-Zehnder los retrasos temporales

adquieren las siguientes expresiones

∆τγ1,γ′2
=
gHL′2
c3

,

∆τγ′1,γ2
=
−gHL′2
c3

. (3.38)

De esta forma, ahora es posible detectar dos fotones en diferentes detectores del

mismo interferómetro Mach-Zhender.

Lamentablemente, en presencia de fotones generados con dispersión en frecuen-

cia y en el caso en que el proceso de detección es realizado a través de puertos que

no distinguen frecuencia, es decir, se detecta un fotón independiente de su frecuen-

cia, la cantidad de entrelazamiento se reduce. De este modo, los interferómetros

Franson y abrazado generan, en presencia de un campo gravitacional débil y dis-

persión en frecuencia, un estado parcialmente entrelazado. En este caso, se espera

una violación no máxima de la desigualdad CHSH. Bajo estas consideraciones,

los detectores son modelados de la siguiente manera a través de operadores de

proyección

Pi,α =

∫
dωa†i,α(ω)|0〉〈0|ai,α(ω), (3.39)

en donde ai,α(ω) denota el operador de aniquilación de un fotón de frecuencia ω

actuando en el detector i = ± a la salida de uno de los detectores del interferómetro

Mach-Zehnder a la izquierda (α = 1) o a la derecha (α = 2). La probabilidad de

obtener una detección en el puerto de salida (i, 1) y una en el detector (j, 2) está
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dada por

pi,j = 〈Ψ|Pi,1Pj,2|Ψ〉, (3.40)

la cual se transforma en

pi,j =
1

4

(
1− (−1)δij

∫
dω1dω2|f(ω1, ω2)|2

cos(ω1∆τγ1γ2 + ω2∆τγ′1γ′2 + α + β)
)
. (3.41)

La cual es independiente del tiempo de detección desfasada ∆τ . Pero esta pro-

babilidad de detección es una función de los retrasos gravitacionales temporales

∆τγ1γ2 y ∆τγ′1γ′2 , los cuales están acoplados tanto a la frecuencia de los fotones co-

mo al ancho espectral. Como es de esperar, en el caso en que todos los brazos del

interferómetro estén en el mismo potencial gravitacional, el retraso gravitacional

es cero, y aśı el tiempo de detección en desfase puede ser ajustado a cero. De este

modo, la probabilidad de detección pi,j adopta la forma de la ec. (2.32) con una

visibilidad interferométrica máxima. Esta probabilidad de detección es conocida

como la probabilidad de detección en coincidencia para la configuración usual para

los interferómetros Franson y abrazado.

Asumiendo que la distribución de frecuencias para cada fotón es gaussiana,

esto es, f(ω1, ω2) = f1(ω)f2(ω) con fi(ω) = exp
(
− (ω − ωi)2 / (2σ2

i )
)
/
(
σi
√

2π
)
,

en donde σi y ωi son los anchos y el valor promedio de la distribución gaussiana,

respectivamente, la probabilidad de detección adopta la siguiente expresión

pi,j =
1

4

[
1− (−1)δijV (∆τγ1γ2 ,∆τγ′1γ′2)

cos
[
∆τγ1γ2ω1 + ∆τγ′1γ′2ω2 + α + β

]]
, (3.42)
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en donde

V (∆τγ1γ2 ,∆τγ′1γ′2) = exp

[
−1

4

(
∆τ 2

γ1γ2
σ2

1 + ∆τ 2
γ′1γ
′
2
σ2

2

)]
(3.43)

es la visibilidad interferométrica del proceso de detección de dos fotones. Estas dos

expresiones son válidas para un arreglo Franson y abrazado con cualquier configu-

ración geométrica y en la presencia del campo gravitacional débil considerado, el

cuál es estático (es decir, los componentes gi0 = 0).

Las ecuaciones (3.42) y (3.43) pueden ser simplificadas al notar que para los

interferómetros Franson y abrazado se cumple que

∆τγ1γ2 = ∆τγ′1γ′2 = ∆τγ ≈
L′2gH

c3
. (3.44)

De este modo, la probabilidad de detección temporal desfasada puede ser escrita

como

pi,j =
1

4

[
1− (−1)δijV (∆τγ) cos (∆τγ(ω1 + ω2) + α + β)

]
,

(3.45)

con

V (∆τγ) = exp

[
−1

4
∆τ 2

γ (σ2
1 + σ2

2)

]
. (3.46)

Podemos identificar dos diferentes régimenes. Si la condición ∆τ 2
γ (σ2

1 + σ2
2) � 1

se mantiene, entonces la visibilidad es maximal y la probabilidad de detección

temporal desfasada posee un comportamiento oscilatorio armónico en términos

del corrimiento en fase total dado por ∆τγ(ω1 + ω2).

En el régimen opuesto, esto es, ∆τ 2
γ (σ2

1 + σ2
2)� 1, el decaimiento exponencial

de la visibilidad interferométrica domina y la oscilación armónica tiende a anularse.
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En este caso, el decaimiento exponencial no depende de las frecuencias ω1 y ω2,

pero śı del retraso gravitacional temporal y la distribución espectral.

En el caso en que el retraso temporal gravitacional sea despreciable, es decir,

∆τγ → 0, la probabilidad de detección adopta la forma

pij =
1

4

(
1− (−1)δij cos(α + β)

)
, (3.47)

que es la expresión habitual de los interferómetros Franson y abrazado.

En la fig. 3.3(a) se muestra el comportamiento de la probabilidad de detección

p+,+ de acuerdo a la ec. (3.45) como una función del producto A = Lγ′2H. Es

importante notar que los fotones gemelos son producidos por un láser de banda

ultra ancha ref. [37; 38; 39], en donde los valores de la longitud promedio es com-

parable con el valor del ancho de banda. Para cada fotón gemelo su distribución

en los longitud de onda están centradas en λ1 = 806 nm y λ2 = 706 nm con un

ancho de banda idéntico, es decir, δλ1 = δλ2 = δλ. Además, asumimos tres valores

diferentes del ancho: δλ = 161,2 nm (σ1 = 4,724×1014 Hz y σ2 = 6,176×1014 Hz),

δλ = 322,4 nm (σ1 = 9,744 × 1014 Hz y σ2 = 1,286 × 1015 Hz), y δλ = 644,2 nm

(σ1 = 2,224×1015 Hz and σ2 = 3,076×1015 Hz). Como es usual, la relación entre el

ancho espectral σ y el ancho de banda δλ está dada por σ = 2πc(1/λmin−1/λmax),

donde λmax = λ0 + δλ/2, λmin = λ0− δλ/2, y λ0 es la longitud de onda central del

paquete de ondas. Como es aparente en la figura a medida que el ancho de banda

δλ es mayor, más fuerte es el amortiguamiento en la oscilación armónica.

Asumamos un interferómetro abrazado balanceado y geométricamente equi-

valente en una superficie equipotencial el cual es rotado 90◦ hacia la vertical.

Consideremos también que ambas frecuencias de los fotones generados es simi-

lar, es decir, ω1 = ω2. En este caso los retrasos temporales están dados por

∆τγ1γ2 = −∆τγ′1γ′2 ≈ −L2Hg/c
3 = −∆τγ. Aśı, la probabilidad de detección en
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Figura 3.3: Probabilidad de detección p+,+, de acuedo a la ec. (3.42) en función del
área propia A = L′2H, y visibilidad V (∆τγ) = exp

[
−∆τ 2

γ (σ2
1 + σ2

2)/4
]
. (a) Arreglos

Franson y abrazado con retrasos temporales ∆τγ = L′2gH/c
3. (b) Arreglo abrazado

geométricamente idéntico, balanceado y rotado para los retrasos temporales dado
por las ecuaciones (3.36) y (3.37). Para ambas simulaciones α = β = 0, λ1 =
806 nm, λ2 = 706 nm, y δλ1 = δλ2 = δλ con δλ = 161,2 nm (ĺınea púrpura
segmentada), δλ = 322,4 nm (ĺınea roja punteada), y δλ = 644,8 nm (ĺınea azul
cont́ınua). Ĺınea negra segmentada denota la probabilidad de detección de 1/4.

desfase adopta la forma

pi,j =
1

4

(
1− (−1)δijV (∆τγ) cos(α + β)

)
. (3.48)

De este modo, el comportamiento oscilatorio no es función del retraso temporal

gravitacional y la influencia del campo gravitacional débil se manisfesta solo como

una decaimiento en la visibilidad interferométrica V (∆τγ).

En la fig. 3.3(b) se muestra el comportamiento de la probabilidad de detección

desfasada de un interferómetro abrazo balanceado y geométricamente equivalente,

de acuerdo a la ec. (3.45), al considerar frecuencias ω1 y ω2 aproximadamente

iguales. En este caso, la oscilación armónica es casi cancelada y el decaimiento
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exponencial predomina en la probabilidad de detección. En este caso el decaimiento

exponencial representa la visibilidad interferométrica de dos-fotones, la cual es

función del producto entre el retraso temporal gravitacional y el ancho espectral

de la distribución gaussiana de los paquetes de onda. Cabe notar que en el caso

de un interferómetro Mach-Zehnder en presencia de un campo gravitacional débil

y con una fuente generando fotones con dispersión en frecuencia, la probabilidad

de detección presenta una oscilación amortiguada . En este caso, sin embargo,

no es posible aislar el decaimiento exponencial como en el caso de un arreglo

interferométrico abrazado.

La probabilida de detección desfasada pi,j es una función del retraso temporal

gravitacional. Sin embargo, este resultado no puede ser interpretado como un test

genuino de la teoŕıa de Relatividad General. Un resultado similar puede ser obteni-

do al considerar la propagación de la luz, en donde el espaciotiempo es considerado

plano y en donde los fotones se acoplan a potencial gravitacional newtoniano en el

caso en que uno considere una masa efectiva igual a la enerǵıa del fotón dividida

por c2, como en el caso de una part́ıcula con masa. El decaimiento exponencial de

la visibilidad es también introducido a través de la dispersión en frecuencia para

la fuente de fotones. La situación descrita anteriormente es similar al caso de la

predicción del desplazamiento al rojo gravitacional, que también es consecuencia

de la dilatación temporal gravitacional. Además, estos efectos son sensibles a la

correcciones a primer orden en la componente temporal de la métrica de Schwarzs-

child, y por lo tanto no dependen, en el orden de aproximación considerado, por

ejemplo, de los parametros post-newtonianos γ y β (ver por ejemplo ref.ref. [40]).

66



3.3 Desigualdad CHSH

3.3. Desigualdad CHSH

Para estudiar las propiedades del entrelazamiento de un estado de dos fotones

generado por los arreglos interferométricos Franson y abrazado en presencia de

un campo gravitacional débil, calculamos el valor del funcional Σ de la desigual-

dad CHSH (en este caso Σ ≤ 2). Consideramos que los arreglos interferométricos

emplean fuentes que generan estados con dispersión en frecuencia. Notamos que

el empleo de la desigualdad Σ para la inspección de las propiedades del entrela-

zamiento es debida a que no existen medidas de entrelazamiento para estados de

multimodo no gaussianos.

El estado maximalmente entrelazado |Ψ〉 de la ecuación (3.27) es obtenido en

el arreglo Franson a través de un proceso de post-selección, en donde el par de fo-

tones gemelos con tiempos de detección desfasados son descartados. De este modo,

el estado |Ψ〉 describe la fracción de fotones que son detectados en coincidencia.

Un experimento t́ıpico para medir el funcional Σ podŕıa basarse en estado |Ψ〉. Sin

embargo, se ha mostrado ref. [26] que la fracción de fotones descartados puede ser

empleada para crear un modelo de variables ocultas que simula las predicciones

de la Mecánica Cuántica, esto es, el arreglo interferométrico Franson es afectado

por un tipo de escapatoria. Esta escapatoria no existe si las fases locales α y β

son variadas en una escala de tiempo menor que ∆L/c. No obstante, utilizaremos

el funcional Σ para estudiar la influencia de un campo gravitacional débil en el

entrelazamiento del estado post-seleccionado generado por los arreglos Franson y

abrazado. Como vimos anteriormente, el interferómetro abrazado está libre de este

tipo de escapatorias, y varios métodos han sido propuestos, tales como, el empleo

de polarización e hiperentrelazamiento ref.[41] y entrelazamiento time-bin ref.[42].

Este último es implementando empleando una fuente de luz pulsada y reemplazan-

do los divisores de haces cercanos a la fuente con interferómetros Mach-Zhender

balanceados de menor tamaño con modulaciones de fase rápidas e idénticas para
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cada interferómetro.

Empleando la probabilidad de detección en desfase pi,j, ec. (3.41), el valor es-

perado E(α, β) de los observables dicotómicos definidos a través de las fases α y

β adoptan la forma

E (α, β) =

∫
dω1dω2 |f (ω1, ω2)|2 cos

[
ω1∆τγ1,γ2 + ω2∆τω′1,ω′2 + α + β

]
.

(3.49)

Los demás valores esperados son obtenidos al cambiar los valores de la sfases

locales. Asumiendo una distribución gaussiana para la frecuencia de los fotones

empleados en el experimento, y eligiendo las fases locales de manera usual como

se realiza en un estado de Bell, es decir, (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2), el

functional Σ adquiere la forma

Σ = 2
√

2e
− 1

4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

)
| cos

(
ω1∆τγ1,γ2 + ω2∆τγ′1,γ′2

)
|. (3.50)

Cabe notar que el funcional Σ puede ser reescrito, para el caso en que α = β = 0,

obteniendo

Σ = 2
√

2|4pii − 1|. (3.51)

Para el caso de un arreglo Franson y abrazado balanceados, y satisfaciendo la

condición de indistinguibilidad, el funcional CHSH adopta la siguiente expresión

Σ = 2
√

2e−
1
4

∆τ2
γ(σ2

1+σ2
2) |cos (∆τγ(ω1 + ω2))| . (3.52)

En la figura (3.4) ilustramos el comportamiento del funcional CHSH Σ dado por

la ecuación (3.52) en términos del área propia efectiva A = L′2H y el ancho del

paquete de ondas σ. Cuando los brazos de los interferómetros Franson y abrazado
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se encuentran bajo el mismo potencial gravitacional, el funcional Σ toma el máximo

valor 2
√

2, que corresponde a la máxima violación de la desigualdad CHSH. Sin

embargo, en la presencia de un campo gravitacional débil junto con fotones con

dispersión en frecuencia, el funcional Σ muestra un comportamiento armónico con

un decrecimiento amortiguado exponencialmente de la amplitud (ver fig. 3.5(a)).

Una vez que el área propia A es mayor que A∗ =
√

ln 4
(
c3/g

√
σ2

1 + σ2
2

)
, no es

posible violar la desigualdad CHSH. Cabe destacar que el valor del ĺımite superior

A∗ es proporcional a (σ2
1 + σ2

2)−1/2, y por consecuencia, un incremento de σ1 o σ2

conlleva a que la desigualdad CHSH sea violada en un intervalo de área propia

más estrecho. Dentro de este intervalo, el funcional Σ oscila entre valores de A que

violan o satisfacen la desigualdad CHSH.

En la fig.3.6 mostramos el funcional Σ como función de H y L′2. Como se puede

observar en esta figura, la desigualdad CHSH es violada para valores moderados de

las longitudesH y L′2. Por ejemplo, paraH = L′2 = 10 [km] y empleando una fuente

de banda ultra-ancha como la empleada en ref. [37; 38; 39], el valor del funcional

Σ es aproximadamente 2,55, el cual está sobre el valor de 2, que es el usual para

estados separables. Una realización experimental de este entrelazamiento generado

gravitacionalmente podŕıa consistir en estaciones para la fuente generadora y los

detectores ubicados en la superficie terrestre, los fotones se transmiten desde la

fuente hacia los detectores a través de satélites. Tal realización podŕıa ser posible

considerando los experimentos de propagación de fotones en el espacio libre ref.

[3; 43; 44].

El comportamiento oscilatorio mostrado por el funcional Σ puede ser cancelado

en el caso de una interferómetro balanceado y geométricamente equivalente, en este

caso se obtiene

Σ = 2
√

2e−
1
4

∆τ2
γ(σ2

1+σ2
2) |cos (∆τγ(ω1 − ω2))| . (3.53)
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Figura 3.4: Valor del funcional CHSH Σ de acuerdo a la ec. (3.52) para los arreglos
Franson y abrazado bajo la condición (3.12), en función del área propia A =
L′2H y el ancho de banda del paquete de ondas δλ. Empleamos (α, β, α′, β′) =
(π/4, 0,−π/4,−π/2), y λ1 = 806 nm, y λ2 = 706 nm.

Claramente, la elección ω1 = ω2 elimina el comportamiento armónico. Esto es ilus-

trado en la fig. 3.5(b) para valores levemente diferentes de ω1 y ω2. Un resultado

similar puede ser obtenido sin imponer restricciones sobre la elección de las fre-

cuencias. Para esto, las fases locales pueden ser medidas con respecto a los retrasos

temporales de cada fotón a lo largo de cada camino en los arreglos interferómetri-

cos. Esto es, α = ϕa − ω1∆τγ1,γ2 y β = ϕb − ω1∆τγ′1,γ′2 (con a, b = 1, 2), en donde

ϕa y ϕb son elegidos de tal modo que las diferencias entre estas fases locales y los

retrasos gravitacionales son los valores óptimos de las fases locales que maximal-

mente violan la desigualdad CHSH. En este caso de desigualdad CHSH adopta la

forma

Σ = e
− 1

4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

)
[cos (ϕ1 + ϕ2)

+ cos (ϕ1 + ϕ′2) + cos (ϕ′1 + ϕ2)− cos (ϕ′1 + ϕ′2)] .

(3.54)
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Figura 3.5: Valor de Σ para un arreglo interferométrico en función del área
propia A = L′2H, el tiempo propio ∆τγ = L′2gH/c

3, y visibilidad V (∆τγ) =
exp

[
−∆τ 2

γ (σ2
1 + σ2

2)/4
]
. (a) Arreglos Franson y abrazado balanceados bajo la con-

dición (3.12) de acuerdo a (3.52). (b) Arreglo abrazado balanceado, geometrica-
mente equivalente y rotado de acuerdo a la ec. (3.53). Para (a) y (b) tenemos:
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2), λ1 = 806 nm, λ2 = 706 nm, y δλ1 = δλ2 = δλ
con δλ = 161,2 nm (ĺınea púrpura segmentada), δλ = 322,4 nm (ĺınea roja pun-
teada), y δλ = 644,8 nm (ĺınea azul cont́ınua). Ĺınea horizontal nega representa la
violación máxima alcanzable 2

√
2 para la desigualdad CHSH.

Considerando las fases locales óptimas (ϕ1, ϕ2, ϕ
′
1, ϕ

′
2) = (π/4, 0,−π/4,−π/2) el

funcional CHSH (3.54) se escribe como

Σ = 2
√

2e
− 1

4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

)
, (3.55)

la cual es válida para los arreglos Franson y abrazados. La expresión previa exhibe

el decaimiento exponencial sin una oscilación armónica. Esto sin requerir un inter-

ferómetro balanceado o restringiendo las frecuencias del par de fotones generados

por la fuente.

En el ĺımite newtoniano, no existe diferencia en el tiempo propio de arribo de
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Figura 3.6: Valor de Σ para un arreglo Franson y abrazado balanceados bajo la
condición dada por la ec. (3.12) en función de la longitud propia L′2 y la altura
propia H, acuerdo a la ec. (3.52), considerando A = L′2H. Hemos considerado
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2), λ1 = 806 nm, λ2 = 706 nm, y δλ1 = δλ2 =
644,8 nm.

los fotones a los detectores. Entonces, la desigualdad CHSH solamente exhibe un

comportamiento armónico, el cual es parecido a la versión óptica del experimento

COW ref. [23] que emplea un interferómetro Mach-Zehnder.

Hasta este momento solo hemos considerado una descripción cuántica de la

luz propagándose a través de los arreglos Franson y abrazado. Pero, es posible

considerar una descripción clásica de la luz, y aśı el funcional Σ (para más detalles

ver ref. [45; 46] y el apéndice A) adopta la forma

Σclass =

√
2

2
e
− 1

4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

) ∣∣cos
(
2πν1∆τγ1,γ2 + 2πν2∆τγ′1,γ′2

) ∣∣∣∣∣,
(3.56)

en donde ν es la frecuencia del campo eléctrico, σ1 y σ2 son las dispersiones espec-

trales de ambos campos. Considerando que la amplitud del campo esté dada por
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Figura 3.7: Probabilidad de detección p+,+ y Σ como una función del área propia
A = L′2H, con la visibilidad V (∆τγ) = exp

[
−∆τ 2

γ (σ2
1 + σ2

2)/4
]
, para una fuente

SPDC de banda ultra-ancha ref. [1]. (a) Ĺınea cont́ınua azul: p+,+ para un in-
terferómetro Franson y abrazado con retrasos temporales ∆τγ = L′2gH/c

3. Ĺınea
púrpura: p+,+ para un arreglo abrazado, con los interferómetros Mach-Zehnder
geometricamente equivalentes, y balanceados, para los retrasos temporales dado
por las ecs. (3.36) and (3.37). (b) Ĺınea azul cont́ınua: Funcional CHSH para los
arreglos Franson y abrazados balanceado bajo la condición (3.12) y ec. (3.52). Para
(a) y (b) la fuente SPDC emplea un cristal SLT con una señales con longitud de
onda λ1 = 3300 nm, y λ2 = 995 nm, dispersión δλ1 = 370 nm y δλ2 = 34 nm.

una distribución gaussiana, el funcional CHSH adquiere la forma

Σclass = 2

√
2

4
e
− 1

4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

)∣∣∣∣∣ cos
(
ω1∆τγ1,γ2 + ω2∆τγ′1,γ′2

) ∣∣∣∣∣, (3.57)

que no excede el valor clásico de 2.

En este caṕıtulo hemos estudiado el comportamiento de la probabilidad de

detección desfasada y el funcional CHSH. Estas expresiones consideran los valores

de la longitud de onda y ancho de banda las cuales tienen magnitudes comparables,

t́ıpicas de fuentes de ancho de banda ultra-ancho. Los valores del ancho de banda

fueron escogidos de tal modo que el decaimiento exponencial de la visibilidad
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3.3 Desigualdad CHSH

interferométrica de dos-fotones sea observada al considerar valores realistas del área

de los interferómetros. En la fig. 3.7 consideramos valores de las longitudes de onda

λ1 y λ2 y anchos de banda δλ1 y δλ2, respectivamente, los cuales son generados con

una fuente SPDC de ancho de banda ultra-ancho ref. [1]. Como puede ser apreciado

en la fig. 3.7, el decaimiento exponencial de la visibilidad es menos pronunciado

dentro de los valores estudiados del área. Es también claro que existen áreas que

permiten la violación de la desigualdad CHSH y, consecuentemente, la generación

del entrelazamiento a través del retraso temporal gravitacional, incluso bajo la

presencia de dispersión en frecuencia.

74



Caṕıtulo 4

Interferómetros Franson y

abrazado para un campo

gravitacional débil: partćulas

masivas con grados de libertad

internos

En este caṕıtulo estudiamos los interferómetros Franson y abrazado bajo la

interacción de un campo gravitacional débil, para el caso en que estos dos arreglos

interferométricos son alimentados a través de una fuente de part́ıculas masivas, las

cuales en el caso aqúı estudiado poseen grados de libertad internos. Tal y como

vimos en la introducción de esta tesis, los grados de libertad internos se acoplan

al potencial gravitacional débil, y de este modo afectan el estado maximalmente

entrelazado generado por este tipo de interferómetros.
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Figura 4.1: Arreglo interferométrico Franson. La fuente de part́ıculas conecta a dos
interferómetros Mach-Zehnder. La fuente y los caminos cortos (S) γ1 y γ′1 están
localizados a un potencial gravitacional φ(R). Los segmentos horizontales de los
caminos largos (L) γ2 y γ′2 están situados en un potencial gravitacional φ(R+∆h).
Los detectores situados a la salida de los interferómetros Mach-Zehnder están
indicados por +,−.

4.1. Probabilidad de detección y corrimiento de

fase para los arreglos Franson y abrazado

4.1.1. Probabilidad de detección

En esta subsección calculamos la probabilidad de detección del estado maximal-

mente entrelazado generado en los arreglos interferométricos Franson y abrazado.

Para esto consideramos que el estado inicial es un estado bipartito separable, y

como punto final estudiamos una generalización en la que los grados de libertad

internos están descritos por estados mezcla arbitrarios. Consideremos un esta-

do cuántico con grados de libertad internos descritos por un espacio de Hilbert

N -dimensional. Además, asumamos que la fuente empleada en los arreglos inter-

ferométricos genera dos sistemas gemelos, los cuales son generados en un estado

completamente separable ρ, esto es, un estado de la forma

ρ = ρ1 ⊗ ρ2, (4.1)

76



4.1 Probabilidad de detección y corrimiento de fase para los arreglos
Franson y abrazado

en donde los estados ρi con i = 1, 2, son estados separables, esto es,

ρi = |ψcm〉i〈ψcm| ⊗ σ(i)
inn, (4.2)

en donde |ψcm〉i〈ψcm| describe una part́ıcula que se propaga a la izquierda (i = 1)

o a la derecha (i = 2) con los grados de libertad internos descrito por el estado

σ
(i)
inn. Una vez que una part́ıcula ha entrado a un interferómetro Mach-Zehnder,

los grados de libertad del centro de masa y los grados de libertad internos evo-

lucionan condicionalmente al cámino por el cual se desplacen. Estas evoluciones

son generadas por las operadores unitarios Uγi = exp
[
−i
∫
γi
dtHcm/~

]
, Vγi =

exp
[
−i
∫
γi
dτHinn/~

]
. El estado dado por la ec. (4.2), después de pasar a través de

un divisor de haces, adopta la forma

ρBS =
1

4
[(|γ1〉〈γ1| − i|γ1〉〈γ2|+ i|γ2〉〈γ1|+ |γ2〉〈γ2|)⊗ σ1

⊗ (|γ′1〉〈γ′1| − i|γ′1〉〈γ′2|+ i|γ′2〉〈γ′1|+ |γ′2〉〈γ′2|)⊗ σ2] . (4.3)

Aśı, para obtener un estado entrelazado, imponemos las siguientes condiciones:

∆Tγ1γ′1
= ∆Tγ1 −∆Tγ′1 = 0 and ∆Tγ2γ′2

= ∆Tγ2 −∆Tγ′2 = 0. (4.4)

Estas condiciones garantizan que no es posible distinguir un par de part́ıculas ge-

melas que se propagan a lo largo de los caminos (γ1, γ
′
1) de un par de part́ıculas

gemelas que se propagan a lo largo de los caminos (γ2, γ
′
2) a través de detecciones

sucesivas en un intervalo de coordenada temporal. Además, para poder eliminar

cualquier efecto geométrico del arreglo, imponemos que los intervalos de coorde-

nada temporal (o de manera equivalente el correspondiente tiempo propio) entre

los caminos γ1 (γ′1) y γ2 (γ′2) sea iguales. De este modo las condiciones adoptan la
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forma

∆Tγ1 = ∆Tγ2 ,

∆Tγ′1 = ∆Tγ′2 . (4.5)

Estas condiciones implican que ambos interferómetros Mach-Zehnder están balan-

ceados. Además, de acuerdo de la ec. (4.4) ambos Mach-Zehnders son geométri-

camente equivalentes. Aplicando las condiciones (4.4-4.5) al estado dado por la

ecuación (4.3), éste adapta la forma

ρout =
1

2

{
Uγ1|γ1〉〈γ1|U †γ1

Vγ1σinnV
†
γ1
Uγ′1|γ

′
1〉〈γ′1|U

†
γ′1
Vγ′1σinnV

†
γ′1

− Uγ1|γ1〉〈γ2|U †γ2
Vγ1σinnV

†
γ2
Uγ′1|γ

′
1〉〈γ′2|U

†
γ′2
Vγ′1σinnV

†
γ′2

+ c.c.

+ Uγ2|γ2〉〈γ2|U †γ2
Vγ2σinnV

†
γ2
Uγ′2|γ

′
2〉〈γ′2|U

†
γ′2
Vγ′2σinnV

†
γ′2

}
,

(4.6)

en donde hemos asumido que los estados iniciales de los grados de libertad internos

σ
(1)
inn y σ

(2)
inn son iguales. Empleando los operadores Mi,j = |i (j)〉〈i (j)|, con i, j =

+,−, en donde + y − especifican los puertos de salida de cada interferómetro

Mach-Zehnder (ver figs. 4.1 y 4.3). La probabilidad de detección en coincidencia

pi,j = Tr {ρoutMi,i ⊗Mj,j} para el estado de salida ρ, dado por la ec. (4.6), está

dada por

pi,j =
1

4
− (−1)δij

8

∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ1γ2Hinn

}∣∣∣ ∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′1γ
′
2
Hinn

}∣∣∣[
ei∆ζγ1γ2ei∆ζγ1γ2ei(α+β) + e−i∆ζγ1,γ2e

−i∆ζγ′1,γ′2e−i(α+β)
]
, (4.7)
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en donde ∆ζγ1γ2 y ∆ζγ′1γ′2 son los corrimientos de fase, de acuerdo a la ec. (2.83).

∆τγ1γ2 =
∫
γ1
dτ −

∫
γ2
dτ y ∆τγ′1γ′2 =

∫
γ′1
dτ −

∫
γ′2
dτ son los tiempos de arribo

medidos por relojes situados al mismo potencial gravitacional que los detectores

en los interferómetros Mach-Zehnder.

En el caso de part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles, el estado

de dos part́ıculas gemelas está descrito por el siguiente estado puro separable

|Ψ〉Initial = |xin, τin〉 ⊗ |x̃in, τ̃in〉, (4.8)

en donde |xin〉 y |x̃in〉 denotan el estado inicial de los grados de libertad del centro

de masa para una part́ıcula que se propaga a la izquierda o a la derecha, respecti-

vamente Los estados |τin〉 y |τ̃in〉 denotan el estado inicial de los grados de libertad

internos, esto es, del reloj, para una part́ıcula que se propaga a la izquierda o la

derecha, correspondientemente.

El estado de las part́ıculas gemelas después de dejar los interferómetros Franson

y abrazado, pero previo de la llegada a los detectores, está dado por la expresión

|Ψ(t)〉 =
1

4

(
ei(α+β)Uγ1 |γ1〉Vγ1|τ〉Uγ′1|γ

′
1〉Vγ′1|τ̃〉

+ieiαUγ1|γ1〉Vγ1|τ〉Uγ′2 |γ
′
2〉Vγ′2|τ̃〉

+ieiβUγ2|γ2〉Vγ2|τ〉Uγ′1|γ
′
1〉Vγ′1|τ̃〉

−|γ2〉Vγ2|τ〉Uγ′2|γ
′
2〉Vγ′2|τ̃〉

)
. (4.9)

Empleando las restricciones dadas por las ecuaciones (4.4)-(4.5) es posible realizar

un proceso de post-selección, y aśı la probabilidad de detección adopta la forma:

pi,j =
1

4
− (−1)δij

1

8

∣∣∣∣〈τin| e
i
~

(∫
γ2
dτ−

∫
γ1
dτ
)
Hinn |τin〉

∣∣∣∣ ∣∣∣∣〈τ̃in| e
i
~

(∫
γ′2
dτ−

∫
γ′1
dτ
)
Hinn |τ̃in〉

∣∣∣∣
{ei(α+β)e−i∆ζγ1γ2e

−i∆ζγ′1γ′2 + c.c.}. (4.10)
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En donde α y β son fases locales controlables localmente. Los valores esperados

| 〈τin| e
i
~

(∫
γ2
dτ−

∫
γ1
dτ
)
Hinn |τin〉 | y | 〈τ̃in| e

i
~

(∫
γ′2
dτ−

∫
γ′1
dτ
)
Hinn |τ̃in〉 | aparecen producto

de haber trazado los grados de libertad internos. La ec. (4.10) es un caso particular

de la expresión dada por la ec. (4.7).

4.1.2. Interferómetro Franson: Corrimiento de fase para

los grados de libertad de la posición del centro de

masa y evolución de grados de libertad internos

A continuación calculamos el corrimiento de fase y la evolución de los grados de

libertad internos para el arreglo interferométrico Franson, descrito en la figura 4.1.

En este arreglo, los caminos γ1 y γ′1 experimentan un potencial gravitacional φ(R)

y los segmentos horizontales de los caminos γ2 y γ′2 experimentan un potencial

gravitacional φ(R + ∆h). Los segmentos verticales de los caminos γ2 y γ′2 experi-

mentan una variación cont́ınua del potencial gravitacional desde φ(R) a φ(R+∆h).

En caso de un grado de libertad interno, la diferencia de tiempo propio entre los

caminos γ2 y γ1 adopta la forma
∫
γ2
dτ −

∫
γ1
dτ = ∆τγ2,γ1 , de manera análoga∫

γ′2
dτ −

∫
γ′1
dτ = ∆τγ′2,γ′1 . Dado que el estado que ingresa al interferómetro para

los grados de libertad internos |τin〉 se encuentra en una superposición coherente,

es decir, |τin〉 = (|0〉+ |1〉) /
√

2, y el hamiltoniano que describe la evolución de los

grados de libertad internos es Hinn = E0 |0〉 〈0|+ E1 |1〉 〈1|,∣∣∣∣〈τin| e
i
~

(∫
γ2
dτ−

∫
γ1
dτ
)
Hinn |τin〉

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos

(
∆τγ2,γ1∆E

2~

)∣∣∣∣ . (4.11)

De manera similar, para los caminos γ′2 y γ′1∣∣∣∣〈τ̃in| e
i
~

(∫
γ′2
dτ−

∫
γ′1
dτ
)
Hinn |τ̃in〉

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos

(
∆τγ′2,γ′1∆E

2~

)∣∣∣∣ , (4.12)
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en donde los intervalos de tiempo propio ∆τγ2,γ1 adoptan la forma

∆τγ2,γ1 =

∫
L

(
1− p2

2m2c2
+
φ(r)

c2

)
dt−

∫
S

(
1− p2

2m2c2
+
φ(r)

c2

)
dt

≈ g∆h∆Tγ1

c2
.

(4.13)

Debido a la configuración del arreglo interferométrico Franson, ambos retrasos

temporales son similares, es decir, ∆τγ2γ1 = ∆τγ′2,γ′1 . Por lo tanto, el corrimiento

de fase en cada part́ıcula del arreglo interferométrico Franson es

∆ζγ1γ2 =
g∆h

c2

(
mc2 +

mφ(R)

2
+

3p2

2m

)
∆Tγ1 + 〈H(1)

inn〉
g∆h∆Tγ1

~c2
, (4.14)

en donde ∆Tγ1 es el intervalo de coordenada temporal en el camino γ1, y 〈H(1)
inn〉

es el valor esperado del hamiltoniano H
(1)
inn respecto a los estados de los grados de

libertad internos de una part́ıcula. Debido a la configuración del arreglo, se tiene

que ∆ζγ1γ2 = ∆ζγ′1γ′2 . Aśı, la probabilidad de detección en concidiencia dada por

la ec. (4.10) adopta la forma

pi,j =
1

4
− (−1)δij

4
cos

(
g∆h∆Tγ1∆E

2~c2

)
cos

(
g∆h∆Tγ1∆E ′

2~c2

)
× cos

(
2g∆h∆Tγ1

~c2

[
mc2 +

mφ(R)

2
+

3p2

2m

]
+
[
〈H(1)

inn〉+ 〈H(2)
inn〉
] g∆h∆Tγ1

~c2
+ α + β

)
, (4.15)

en donde ∆E y ∆E ′ son la diferencias de enerǵıa entre los dos niveles de enerǵıa

para cada part́ıcula, respectivamente. Notemos que estamos considerando que los

dos niveles de enerǵıa para ambas part́ıculas pueden ser distintos. 〈H(1)
inn〉 y 〈H(2)

inn〉

son los valores esperados del hamiltoniano de los grados de libertad internos to-
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mados con respecto al estado inicial del reloj, para la primera y segunda part́ıcula,

respectivamente. Si ∆E = ∆E ′ y 〈H(1)
inn〉 = 〈H(2)

inn〉 = 〈Hinn〉, la probabilidad de

coincidencia (4.15) se transforma en

pi,j =
1

4
− (−1)δij

4
cos2

(
g∆h∆Tγ1∆E

2~c2

)
× cos

(
2g∆h∆Tγ1

~c2

[
mc2 +

mφ(R)

2
+

3p2

2m

]
+2〈Hinn〉

g∆h∆Tγ1

~c2
+ α + β

)
. (4.16)

Para un interferómetro Franson balanceado y geométricamente idéntico emplaza-

do en una superficie equipotencial, la evolución del estado cuántico, dada por la

ec. (2.76) solo genera una fase global, con cuatro estados estados (uno por cada

camino del arreglo) arribando al mismo tiempo a los detectores, de este modo no

es posible distinguir entre ellos y el proceso de post-selección no puede ser llevado

a cabo. Por lo tanto, si existe una diferencia de potencial gravitacional entre los

brazos de cada interferómetro Mach-Zehnder, y los interferómetros satisfacen la

condición de indistinguibilidad y si estos se encuentran balanceados, entonces la

dilatación temporal gravitacional permite la generación de un estado entrelazado.

4.1.3. Arreglo interferométrico abrazado

El interferómetro abrazado, descrito en la figura 4.3, tiene su fuente de part́ıcu-

las localizada en un potencial gravitacional φ(R+∆h). Las part́ıculas desplazándo-

se a lo largo de los caminos γ1 y γ′1 también experimentan este potencial gravi-

tacional. Para las part́ıculas moviéndose a lo largo de los segmentos horizontales

de los caminos γ′2 y γ2 experimentan los potenciales gravitacionales φ(R + 2∆h)

y φ(R), respectivamente. Los segmentos verticales de los caminos γ′2 perciben una

variación cont́ınua del potencial gravitacional partiendo en φ(R+ ∆h) y finalizan-
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Figura 4.2: Probabilidad de detección p+,+ para el arreglo Franson, para dos
part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles, en términos de la di-
ferencia de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de enerǵıa ∆E.

do en φ(R+ 2∆h). Los segmentos verticales de γ2 experimentan una variación del

potencial gravitacional desde φ(R) a φ(R + ∆h). La diferencia de tiempo propio

de arribo para las part́ıculas que se mueven a través de los caminos γ1 y γ2 está

dada por

∆τγ1,γ2 ≈
g∆h

c2
∆Tγ′1 . (4.17)

De manera análoga, para los caminos γ′1 y γ′2 obtenemos

∆τγ′1,γ′2 ≈ −
g∆h

c2
∆Tγ′1 . (4.18)
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Figura 4.3: Arreglo interferométrico abrazado. La fuente de part́ıculas se sitúa
en un segmento perteneciente a dos interferómetros Mach-Zehnder. La fuente de
part́ıculas y los caminos cortos (S) γ1 y γ′1 están localizados a un potencial gra-
vitacional φ(R + ∆h). Los segmentos horizontales para los caminos largos (L) γ2

y γ′2 están localizados a un potencial gravitacional φ(R + 2∆h) y φ(R), respecti-
vamente. Los detectores situados en los puertos de salida de los interferómetros
Mach-Zehnder están indicados por +,−.
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El corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional para una part́ıcula que

se mueve a través de los caminos γ1 y γ2

∆ζγ1γ2 =
g∆h

~c2

[
mc2 +mφ(R) +

3p2

2m

]
∆Tγ1 +

g∆h

~c2
∆Tγ′1〈H

(1)
inn, 〉

(4.19)

y para γ′1 y γ′2

∆ζγ′1γ′2 = −g∆h

~c2

[
mc2 +mφ(R) +

3p2

2m

]
∆Tγ′1 −

g∆h

~c2
∆Tγ′1〈H

(2)
inn〉.

(4.20)

Debido a la condición de indistinguibilidad dada por (4.4), el corrimiento de fase

total ∆ζhg = ∆ζγ1γ2 + ∆ζγ′1γ′2 depende de la diferencia entre los valores esperados

del hamiltoniano de los grados de libertad internos. De este modo, la probabilidad

de detección en coincidencia está dada por

pi,j =
1

4
− (−1)δij

4
cos

(
g∆h∆Tγ1∆E

2~c2

)
cos

(
g∆h∆Tγ1∆E ′

2~c2

)
× cos

([
〈H(1)

inn〉 − 〈H
(2)
inn〉
] g∆h∆Tγ1

~c2
+ α + β

)
. (4.21)

Asumiendo que ∆E = ∆E ′ y 〈H(1)
inn〉 = 〈H(2)

inn〉 = 〈Hinn〉, la probabilidad de detec-

ción en coincidencia adopta la forma

pi,j =
1

4
− (−1)δij

4
cos2

(
g∆h∆Tγ′1∆E

2~c2

)
cos (α + β) . (4.22)

En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional se anula.

En el caso en que las fases locales sean igual a cero, la modulación solo depende

en la dilatación temporal gravitacional, la cual permite aislar el efecto de dismi-

nución en la visibilidad interferométrica. Además, si el acople entre los grados de
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libertad internos y el potencial gravitacional es tal que la interacción está dada por

φ(r)〈Hinn〉/c2 (es decir, considerar que la formulación cuántica de la relación masa

enerǵıa esté dada por mc2 + 〈Hinn〉) entonces no existe modulación de la visibili-

dad interferométrica y solo un corrimiento de fase, el cual para un interferómetro

balanceado se anula, y solo resta una dependencia de las fases controlables loca-

les. Cabe destacar entonces que la existencia de un decrecimiento en la visibilidad

interferométrica para el arreglo abrazado, al considerarse balanceado y con la con-

dición de indistinguibilidad, puede ser considerado como un test para diversas

formulaciones cuánticas de la equivalencia masa-enerǵıa.

Notemos que podemos obtener un resultado similar al realizar una rotación en

90◦ de uno de los interferómetros Mach-Zehnder del arreglo Franson. Sin embargo,

la ventaja inherente del arreglo abrazado proviene en que éste no posee un tipo de

escapatoŕıa producto de la postselección, la cual es propio del arreglo Franson ref.

[26; 47].
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Figura 4.4: Probabilidad de detección pαα para el arreglo abrazado, en función de
la diferencia de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de niveles de enerǵıa
∆E, para dos part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles.
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Figura 4.5: Probabilidad de detección pαα para los arreglos Franson y abrazado, en
función de la diferencia de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de niveles
de enerǵıa ∆E, para dos part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles.
Los valores de las fases locales se toman como cero.

4.2. Desigualdad CHSH

Al igual que en el caso de los arreglos Franson y abrazado alimentado por

fotones, en este caṕıtulo estudiamos cómo el funcional CHSH es afectado por la

dilatación temporal gravitacional en el caso en que los arreglos interferométricos

son alimentados por part́ıculas con masa y grados de libertad internos. Veremos

aqúı que la dilatación temporal gravitacional se evidencia como un corrimiento en

la fase para los grados de libertad de la posición del centro de masa, junto con una

modulación originada por la inclusión de los grados de libertad internos.

Dada la probabilidad de detección (4.10), el funcional CHSH adopta la expre-
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sión

Σ = cos

(
∆τγ2γ1

2~
∆E

)
cos

(
∆τγ′2γ′1

2~
∆E

)
cos

(
1

~
[
∆ζγ1γ2 + ∆ζγ′1γ′2

])
× [cos (ϕ1 + ϕ2) + cos (ϕ1 + ϕ′2) + cos (ϕ′1 + ϕ2)− cos (ϕ′1 + ϕ′2)]

+ sin

(
1

~
[
∆ζγ1γ2 + ∆ζγ′1γ′2

])
[sin (ϕ1 + ϕ2) + sin (ϕ1 + ϕ′2) + sin (ϕ′1 + ϕ2)− sin (ϕ′1 + ϕ′2)] ,

(4.23)

Usando los valores usuales para las fases locales (ϕ1, ϕ2, ϕ
′
1, ϕ

′
2)] = (π/4, 0,−π/4,−π/2),

el funcional CHSH (para ambos interferómetros) (4.23) adopta la forma

Σ = 2
√

2 cos

(
∆τγ2γ1

2~
∆E

)
cos

(
∆τγ′2γ′1

2~
∆E

)
cos

(
1

~
[
∆ζγ1γ2 + ∆ζγ′1γ′2

])
.

(4.24)

Aśı, para el arreglo Franson la ec. (4.24) toma la forma

ΣFr = 2
√

2 cos

(
∆τγ2γ1

2~
∆E

)
cos

(
∆τγ′2γ′1

2~
∆E

)
cos

(
2

~
∆ζγ1γ2

)
.

(4.25)

En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional es 2∆ζγ1γ2

debido a la configuración de los interferómetros Mach-Zehnder en el arreglo Fran-

son. Para el arreglo Franson

ΣHg = 2
√

2 cos

(
∆τγ2γ1

2~
∆E

)
cos

(
∆τγ′2γ′1

2~
∆E

)
.

(4.26)
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En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional se pierde

totalmente, y esto es debido a la configuración propia del arreglo abrazado. Esto

permite poder aislar el efecto de la dilatación temporal gravitacional en el entre-

lazamiento tipo camino generado en este tipo de interferómetros. De tal modo,

es posible elegir otras fases locales para aśı obtener una violación máxima de la

desigualdad CHSH. Para el arreglo Franson podŕıamos elegir una fase local de la

forma φ′a = φA− 2∆ζγ1γ2 , es decir, elegir las fases locales de tal modo que se anule

el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional. Con esta elección el

funcional CHSH (4.25) adopta la forma

ΣFr = 2
√

2 cos

(
∆τγ2γ1

2~
∆E

)
cos

(
∆τγ′2γ′1

2~
∆E

)
. (4.27)

Bajo esta elección de las fases locales, los funcionales CHSH para los inter-

ferómetros Franson y abrazado son similares, y el único término restante en la

expresión proviene de los relojes implementados en cada part́ıcula, es decir, del

acople de los grados de libertad internos al potencial gravitacional. Aśı, solo queda

el término que produce una modulación en el funcional CHSH, aislando el efecto

de la dilatación temporal gravitacional sobre sistemas cuánticos. Además, como es

mencionado en ref. [14] si el acople entre el campo gravitacional y el hamiltoniano

de los grados de libertad internos está dado por 〈Hinn〉φ(r)/c2 y las fases loca-

les son escogidas de tal modo que los corrimientos de fase para cada part́ıcula se

anulan, el funcional CHSH (4.24) no exhibe un compartamiento oscilatorio dado

por la inclusión de los grados de libertad internos, y la desigualdad CHSH es vio-

lada maximalmente. Si consideramos un arreglo Franson y abrazado yaciendo en

una superficie equipotencial, y usando las restricciones (4.4) y (4.5), no es posible

distinguir entre detecciones simultáneas, y por ende, el estado generado por los

interferómetros Franson y abrazado es un estado separable.
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Figura 4.6: Valor del funcional CHSH para el arreglo Franson, considerando dos
part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles, en función de la diferencia
de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de niveles de enerǵıa ∆E. Valor de
las fases locales (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

Tenemos que notar que el funcional CHSH (4.27) tiene un valor menor que

dos, es decir, se tiene un estado separable si la diferencia de tiempo de arribo está

dada por ∆τ = 2~ arc cos
(
2−1/4

)
/∆E, o de otro modo, el campo gravitacional

genera un estado entrelazado al considerar dilataciones temporales gravitacionales

∆τ > 2~ arc cos
(
2−1/4

)
/∆E.

En la fig. 4.9 podemos ver en más detalle qué tan robusto es el estado entrelaza-

do generado por los arreglos Franson y abrazado. En el caso de un interferómetro

abrazado, para ∆E fijo podemos ver que a medida que aumenta la altura de los

brazos ∆h, o el tiempo de vuelo ∆T (es decir, estamos aumentando el largo de los

brazos del arreglo) el estado de Bell puede seguir violando la desigualdad CHSH,

caso contrario al interferómetro Franson, en donde el estado deja de violar la des-

igualdad CHSH más rápido. Aśı, el estado maximalmente entrelazado el arreglo

abrazado es más robusto a la diferencia de potencial gravitacional como al largo

de los brazos de cada interferómetro Mach-Zehnder.
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Figura 4.7: Valor del funcional CHSH para el arreglo abrazado, considerando dos
part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles, en función de la diferencia
de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de niveles de enerǵıa ∆E. Valor de
las fases locales (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

Notemos que las expresiones (4.26) y (4.27) son independientes de la masa del

sistema en cuestión, solo dependen de la diferencia de enerǵıa ∆E, y de los tiempos

de arribo ∆τγ2γ1 . En este sentido, a medida que la masa del sistema se escala el

entrelazamiento se mantiene, y en este sentido el entrelazamiento debeŕıa estar

presente en sistemas macroscópicos (siempre y cuando mantengan la coherencia

cuántica).

La variación del funcional CHSH, dado por la ec. (4.25), en el caso en que

consideremos un sistema con una masa en el rango 10−27 − 10−20 [kg] (es decir,

considerando interferometŕıa con neutrones y sistemas con 107 UMA), y un inter-

ferómetro con largo y altura variable (a través del producto ∆h∆T ), indica que

la variación de la masa no afecta si el estado viola o no la desigualdad CHSH

(ver figura 4.11). Solo notamos un efecto en la desigualdad CHSH si aumentamos

tanto el largo como alto del arreglo Franson. Del mismo modo, dado que uno de

los primeros sistemas cuánticos estudiados bajo el efecto del campo gravitacional
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Figura 4.8: Valor del funcional CHSH para los arreglos Franson y abrazado, con-
siderando dos part́ıculas con grados de libertad internos de dos niveles, en fun-
ción de la diferencia de tiempo propio de arribo ∆τ , y la diferencia de niveles
de enerǵıa ∆E. Ĺınea azul cont́ınua representa el funcional CHSH para el arreglo
Franson, ĺınea roja segmentada para el arreglo abrazado. Valor de las fases locales
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

fue el neutrón (en el célebre experimento COW ref. [11; 12]) la variación del fun-

cional CHSH para dicha part́ıcula, en términos de la velocidad inicial v [m/s] y el

producto ∆h∆T [m · s] indica que para un intervalo de velocidades no relativistas

la desigualdad CHSH es violada maximalmente.

Para una part́ıcula con un número de grados de libertad arbitrarios, la pro-

babilidad de detección dada por la ec. (4.10), el valor esperado de un observable

adopta la forma

E(α, β) =
1

2

[
ei∆φγ1,γ2ei∆φγ1,γ2ei(α+β) Tr

{
ρ0e
− i

~∆τγ2γ1HInn

}
Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′2γ
′
1
Hinn

}
+ e−i∆φγ1,γ2e

−i∆φγ′1,γ′2e−i(α+β) Tr
{
ρ0e

i
~∆τγ2γ1Hinn

}
Tr
{
ρ0e

i
~∆τγ′2γ

′
1
Hinn

}]
.

(4.28)
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Figura 4.9: Gráfico de ĺıneas de contorno del funcional CHSH para los arreglos
Franson y abrazado, en términos de la diferencia de enerǵıa ∆E, la diferencia de
coordenada espacial vertical ∆h y el intervalo de coordenada temporal ∆T . (a)
funcional CHSH para el arreglo Franson dado por la ec. 4.25. (b) funcional CHSH
para el arreglo abrazado, dado por la ec. 4.26. El rango de valores para ∆E corres-
ponde a diferentes sistemas f́ısicos (desde átomos y neutrones), para más detalles
ver ref. [2]. Las fases locales tienen los valores (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).
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Figura 4.10: Valor del funcional CHSH, para los arreglos Franson y abrazado al
considerar dos part́ıculas con grados de libertad internos de 2 niveles. Ĺınea azul
cont́ınua representa al funcional CHSH para el arreglo Franson, ĺınea roja punteada
representa al arreglo interferométrico abrazado. Las fases locales tienen los valores
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

Esta expresión puede ser reescrita de la siguiente manera

E(α, β) =
1

2

[
cos(α + β)(A+ A†) + i sin(α + β)(A− A†)

]
, (4.29)

en donde

A = ei∆φγ1,γ2ei∆φγ1,γ2 Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ2γ1HInn

}
Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′2γ
′
1
HInn

}
.

(4.30)

Por lo tanto, el funcional CHSH adopta la forma

Σ =
1

2

[(
A+ A†

)
(cos(α + β) + cos(α′ + β) + cos(α + β′)− cos(α′1 + β′))

−i (A− A∗)× (sin(α + β) + sin(α′ + β) + sin(α + β′)− sin(α′ + β′))] .

(4.31)
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Figura 4.11: Funcional CHSH, para un sistema con grados de libertad internos
de dos niveles, en términos de la velocidad inicial de las part́ıculas, y el produc-
to ∆h∆T [ms]. La velocidad inicial, para cada part́ıcula que ingresa a los inter-
ferómetros Mach-Zehnder, es de 2200 [m/s]. Las fases locales tienen los valores
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

Considerando los valores usuales de las fases locales (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2)

el funcional CHSH se transforma en

Σ =
1

2

[
2
√

2(A+ A∗)
]
. (4.32)

Para un reloj en un estado inicial ρ0 =
∏⊗N

i=1 ρi, y cada estado interno en un

estado mezcla arbitrario ρi =
∑n

j=1 p
(i)
j |κ〉(i)〈κ|(i), en donde |κ〉 corresponde a las

bases propias de la enerǵıa de cada nivel, con los valores propios E
(i)
κ , y p

(i)
j es la

probabilidad de encontrar ocupado cada nivel del reloj. Aśı, la expresión (4.30)

adopta la forma

A = ei∆φγ1,γ2ei∆φγ1,γ2

N∏
j=1

n∑
i=1

p
(j)
i e−

i
~∆τγ2γ1E

(j)
i

N∏
k=1

n∑
i=1

p
(k)
i e

− i
~∆τγ′2γ

′
1
E

(k)
i .

(4.33)
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Figura 4.12: Funcional CHSH para un sistema de dos neutrones en términos de la
masa de las part́ıculas, y el producto ∆h∆T [ms]. La masa de cada neutrón es 1,6×
10−27 [kg]. Las fases locales tienen los valores (α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

La desigualdad CHSH para un reloj de m-niveles, tal que la enerǵıa de cada nivel

es superior al anterior, de modo que Ei = niE0, con E0 el estado base de cada

reloj y ni = 1, 2, . . . ,m un entero, está acotada por

Σ ≤ 2
√

2p2

[(
1− cos(∆τγ1,γ2E0m/~)

1− cos(∆τγ1,γ2E0/~)

)1/2(1− cos(∆τγ′1,γ′2E0m/~)

1− cos(∆τγ′1,γ′2E0/~)

)1/2
]
,

(4.34)

en donde hemos considerado p
(i)
j = p. El comportamiento del funcional CHSH

para un reloj de m-niveles se muestra en la figura (4.13), a medida que el número

de niveles de enerǵıa aumenta, el estado se transforma en un estado separable

de manera mucho más rápida que lo haŕıa para una part́ıcula con dos niveles de

enerǵıa internos.
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Figura 4.13: Valor del funcional CHSH para los arreglos Franson y abrazado, en
términos de la enerǵıa E0 del estado base del reloj, y el tiempo propio ∆τ para la
detección de la part́ıcula. Ĺınea azul cont́ınua representa el funcional CHSH para
el arreglo Franson, y la ĺınea roja cont́ınua representa al interferómetro abrazado.
(a) y (b) para una part́ıcula con grados de libertad internos de 4 niveles. (c) y (d)
para una part́ıcula con grados de libertad internos de 8 niveles. (e) y (f) part́ıcula
con grados de libertad internos de 20 niveles. Las fases locales tienen los valores
(α, β, α′, β′) = (π/4, 0,−π/4,−π/2).

97



4.3 Pureza y Negatividad

4.3. Pureza y Negatividad

En esta sección estudiamos la pureza y negatividad del estado entrelazado

generado por los arreglos interferométricos Franson y abrazado.

4.3.1. Pureza

Un estado entrelazado maximalmente es un estado puro. La pureza del estado

generado por un arreglo interferométrico Franson y abrazado, bajo el efecto de la

dilatación temporal gravitacional, está dada por la traza del cuadrado de la matriz

reducida del estado generado por los arreglos antes mencionados. Para la obtención

de la matriz densidad reducida trazamos los grados de libertad internos. En este

caso el trazado sobre los grados de libertad internos, en el caso de sistemas de dos

niveles, es realizado en el estado post-seleccionado. Aśı, la pureza adopta la forma

Tr
{
ρ2

red

}
=

1

8

[
1 + |〈τin|e

i
~ (
∫
γ1
dτ−

∫
γ2
dτ)Hinn |τin〉|2

×|〈τin|e
i
~ (
∫
γ′1
dτ−

∫
γ′2
dτ)Hinn |τin〉|2

]
. (4.35)

En caso en que uno de los interferómetros Mach-Zehnder de los arreglos inter-

ferométricos Franson y abrazados esté puesto de modo que no exista diferencia

de potencial entre sus brazos, es decir, en una superficie equipotencial, la pureza

adopta la forma

Tr
{
ρ2

red

}
=

1

8

[
1 + |〈τin|e

i
~ (
∫
γ1
dτ−

∫
γ2
dτ)Hinn |τin〉|2

]
. (4.36)

Considerando que el estado inicial del reloj para los grados de libertad internos

|τin〉 se encuentra en una superposición coherente |τin〉 = (|0〉+ |1〉) /
√

2, y con el

hamiltoniano Hinn ec.(2.102) , de este modo la pureza dada por la ec. (4.35) se
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escribe como

Tr
{
ρ2

red

}
=

1

8

[
1 + cos2

(
∆Eg∆h

2~c2
∆T

)
cos2

(
∆E ′g∆h

2~c2
∆T

)]
. (4.37)

En el caso en que el estado que describe a la posición del centro de masa y a los

grados de libertad está dado por una matriz densidad, la pureza adopta la siguiente

forma:

Tr
{
ρ2

red

}
=

1

8

[
1 +

∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ1,γ2Hinn

}
Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′1,γ
′
2
Hinn

}∣∣∣2] . (4.38)

En el caso en que el solo sean dos grados de libertad internos, y el hamiltoniano

Hinn sea el descrito previamente, se recupera la pureza dada por la ec. (4.37).

4.3.2. Criterio PPT y Negatividad

El criterio PPT nos permite cuantificar si un estado cuántico se encuentra

entrelazado o no. Para emplear el criterio PPT, calculamos la traza parcial del

estado ρ luego de salir del interferómetro. Si el estado es separable, los valores

propios de la transpuesta parcial son positivos, si no el estado está entrelazado.

Para un estado ρ con grados de libertad internos de dos niveles, solo tenemos un

valor propio negativo, de este modo el estado es entrelazado

λ− =
1

4
cos

(
∆Eg∆h

2~c2
∆T

)(
∆E ′g∆h

2~c2
∆T

)
. (4.39)
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Para la descripción de los niveles de enerǵıa internos dada por un estado mezcla

de dimensión arbitraria se obtiene

λ− =
1

4

∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ1,γ2Hinn

}
Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′1,γ
′
2
Hinn

}∣∣∣
(4.40)

El protocolo PPT nos dice si un estado es entrelazado o no, pero no cuantifica

la cantidad de entrelazamiento. En caso en que se necesite cuantificar el entre-

lazamiento se debe emplear un tipo de medida de entrelazamiento. En este caso

empleamos la negatividad logaŕıtmica, la cual ha sido empleada previamiente en

otros tipos de estudios, por ejemplo en la cuantificación del entrelazamiento para

observadores en caida libre bajo una métrica de Rindler. Considerando lo expues-

to previamente, la negatividad logaŕıtmica se define como N = log2(||ρPT||1), en

donde ||ρPT||1 = Tr
√
ρ†PTρPT. En el caso en los grados de libertad internos sean

de dos niveles, la negatividad adopta la forma

N = log2

[
1 +

1

2
cos

(
∆Eg∆h

2~c2
∆T

)
cos

(
∆E ′g∆h

2~c2
∆T

)]
. (4.41)

En caso que la diferencia de enerǵıas entre los niveles de los dos relojes sea

idéntica (ya que a cada part́ıcula se le asocia un reloj, el cual es implementado en

los grados de libertad internos) la negatividad (4.41) adopta la forma

N = log2

[
1 +

1

2
cos2

(
∆Eg∆h

2~c2
∆T

)]
. (4.42)

El entrelazamiento se pierde totalmente en el caso N = 0. Esto ocurre cuando

la diferencia de tiempo propio de arribo adopta los valores ∆τ = nπ~/∆E, con

n = 1, 3, 5, . . . Debido a que la negatividad, dada por la ecuación (4.42), depende

de una función armónica, y ésta a su vez del intervalo de tiempo propio ∆τ =
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g∆h∆T/c2, la negatividad va a sufrir un resurgimiento debido a la periodicidad

del reloj implementado en cada part́ıcula.

En el caso del sistema del reloj descrito por una matriz densidad arbitraria, la

negatividad adopta la forma

N = log2

[
1 +

1

2

∣∣∣Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ1,γ2Hinn

}
Tr
{
ρ0e
− i

~∆τγ′1,γ
′
2
Hinn

}∣∣∣] . (4.43)

Consideremos el caso en que los grados de libertad internos sean el producto de N

relojes, cuya extensión es mucho menor que la escala en donde la métrica cambia.

De este modo ρ0 =
∏⊗N

i=1 ρi, y cada reloj se describe por un estado mezcla ρi =∑n
j=1 p

(i)
j |κ〉(i)〈κ|(i), en donde |κ〉 corresponde a las bases propias de la enerǵıa, con

valores-propios E
(i)
κ . La negatividad dada por la ec. (4.43) adopta la forma

N = log2

[
1 +

1

2

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

n∑
i=1

p
(j)
i e−

i
~∆τγ2γ1E

(j)
i |

N∏
k=1

n∑
i=1

q
(k)
i e

− i
~∆τγ′2γ

′
1
E

(k)
i

∣∣∣∣∣
]
. (4.44)

Podemos ver el comportamiento de la negatividad logaŕıtmica para los arreglos

interferométricos Franson y abrazado como se muestra en las figura 4.14. En la

figura vemos cómo al considerar una part́ıcula con solo un reloj, y con n-niveles,

el estado entrelazado se transforma en un estado PPT (es decir, la negatividad

logaŕıtmica tiende a cero) a medida que el tiempo propio transcurrido aumenta,

y el número de niveles de enerǵıa aumenta. En la figura 4.14 todos los niveles de

enerǵıa tienen la misma separación entre ellos.

Si consideramos una part́ıcula con grados de libertad internos, pero con m-

niveles, consideramos que la enerǵıa de cada nivel está dado por Ei = niE0, en

donde E0 es el estado base del reloj y ni = 1, 2 . . . ,m. Consideramos que cada

nivel tiene la misma probabilidad de detección para cada nivel, la negatividad

logaŕıtmica se escribe como
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N = log2

[
1 +

p2

2

(
1− cos(∆τγ1,γ2E0m/~)

1− cos(∆τγ1,γ2E0/~)

)1/2(1− cos(∆τγ′1,γ′2E0m/~)

1− cos(∆τγ′1,γ′2E0/~)

)1/2
]
.

(4.45)

En caso de los interferómetros Franson y abrazados, con ambos interferómetros

Mach-Zehnder balanceados y geométricamente equivalentes, la negatividad toma

la forma

N = log2

[
1 +

p2

2

(
1− cos(∆τγ1,γ2E0m/~)

1− cos(∆τγ1,γ2E0/~)

)]
. (4.46)

En el caso de un sistema con dos niveles de enerǵıa, la negatividad logaŕıtmica

toma la forma dada por la ec. (4.42)
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Figura 4.14: Negativivdad logaŕıtmica para los arreglos interferométricos Franson
y abrazado en términos de la diferencia de tiempo propio ∆τ , y el estado baseE0

del reloj. Ĺınea azul cont́ınua representa la negatividad logaŕıtmica para un estado
entralazado con grados de libertad internos de 4 niveles. Ĺınea roja segmentada
para una part́ıcula con grados de libertad internos de 8 niveles. Ĺınea segmentada
púrpura con grados de libertad internos de 16 niveles.
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4.4. Part́ıculas masivas con dispersión en mo-

mentum

En esta sección estudiamos el efecto del campo gravitacional débil en una

part́ıcula masiva generada por una fuente con dispersión en momentum. Para

estudiar el efecto del campo gravitacional en el ĺımite no relativista, resolvemos

la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, y empleamos su analoǵıa

con respecto a óptica geométrica. Asumiendo que la solución de la ecuación de

Schrödinger está dada por ψ(x, t) = φ(x)eiωt, con ω relacionado al estado propio

de enerǵıa E = ~ω. Reemplazando el ansatz en la ecuación de Schrödinger se

obtiene la ecuación independiente del tiempo

[
∂2

∂x2
+

2m

~2
(E − V (x))

]
φ(x) = 0. (4.47)

Definiendo el número de onda de la forma k(x) =
√

2m(E − V (x))/~2, la ec. (4.47)

adopta la forma

[
∂2

∂2x
+ k2

]
φ(x) = 0, (4.48)

Considere que las trayectorias de un paquete de ondas están descritas en términos

de trayectorias clásicas. La función φ(x) puede ser escrita como

φ(x) =
√
ρ(x) exp(iS(x)/~). (4.49)

De la ec. (4.49) podemos obtener una ecuación para ρ y realizar una aproximación

tipo WKB, es decir, asumiendo que las variaciones rápidas de φ(x) están conteni-

das en la función exponencial, y que ρ vaŕıa lentamente. Aśı, obtenemos la ecuación

eikonal (∂S/∂x)2 = ~2k2. Para resolver la ecuación eikonal, realizamos otra aproxi-
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mación, esta vez consideramos que V � E, de tal modo que el potencial no influye

en la trayectoria de la part́ıcula . Bajo esta consideración, la solución de la ecuación

eikonal puede ser escrita de la forma φ = φ0φp, en donde φ0 es la solución para una

part́ıcula libre no relativista, dada por φ0 =
√
ρ exp

(
i
∫ ~x ~k0 · d~x

)
. La solución, ba-

jo la acción del potencial gravitacional, está dada por φp = exp
(
−i
∫ ~x

∆~k · d~x
)

,

con k0 =
√

2mE/~2 y ∆k = k0V/2E. Aśı, el paquete de ondas sufre un corri-

miento de fase dado por la cantidad ∆φ =
∫

∆~k · d~x. Usando esta expresión,

ref. [11; 12] calcula el corrimiento de fase para un neutrón bajo la acción de un

potencial gravitacional newtoniano.

Considere un paquete de ondas de part́ıculas masivas con dispersión en mo-

mentum. Este paquete de onda es inyectado a un interferómetro Mach-Zehnder.

El paquete de ondas es descrito por

Ψ0 =

∫
dkF (k)ei(kx−ωt), (4.50)

en donde F (k) es la función de distribución espectral del paquete de ondas, sujeta

a la condición
∫
dkF (k) = 1. El interferómetro Mach-Zehnder es configurado de

tal modo que existe una diferencia de potencial entre cada uno de los brazos del

interferómetro, y está dada por g∆h, en donde ∆h es la diferencia de coordenada

espacial a lo largo de la vertical. El estado de salida del interferómetro adopta la

forma

Ψout =
1

2
[(ψ1 − ψ2) + i(ψ1 + ψ2)] , (4.51)
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en donde

ψ1 =

∫
dk1F (k1)ei(k1x−ωt+ϕ1), (4.52)

ψ2 =

∫
dk2F (k2)ei(k2x−ωt+ϕ2). (4.53)

los términos ϕ1 y ϕ2 son las fases adquiridas a lo largo de cada uno de los caminos

del interferómetro. La intensidad normalizada en cada detector está dada por

I± =
1

2

[
1±

∫
dk|F (k)|2 cos (∆ϕ(k))∫

dk|F (k)|2

]
, (4.54)

en donde ∆ϕ = ϕ1−ϕ2. Para un paquete de ondas con una distribución espectral

F (k) gaussiana, es decir, F (k) = exp (−(k − k0)2/(2σ2)) y el corrimiento de fase

∆φ dado como en ref. [11], la intensidad normalizada (4.54) adopta la forma

I± =
1

2

1±

∫
dk|e(−(k−k0)2/(2σ2))|2 cos

(
m2gA
~2k

)
∫
dk|e(−(k−k0)2/(2σ2))|2

 . (4.55)

Esta integral no puede ser calculada anaĺıticamente, por lo que realizamos una

integración numérica. Este resultado es similar (ver fig. 4.15) al obtenido en las

referencias ref. [2; 14] en donde la disminución interferométrica actúa como testigo

del tiempo propio. En nuestro caso el descenso de la visibilidad es producido a

través del potencial gravitacional newtoniano, en donde el tiempo es absoluto. De

este modo, no es posible asociar una disminución en la visibilidad interferométrica

como resultado de la dilatación temporal gravitacional. En cambio, solo pode-

mos considerar una disminución de la visibilidad interferométrica en el caso de la

interferencia de relojes cuánticos (para detalles ver ref. [48]).

Considerando un interferómetro Mach-Zehnder, y empleando el hamiltoniano

(2.67), la intensidad normalizada para un paquete de onda gaussiano (4.55) de-
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4.4 Part́ıculas masivas con dispersión en momentum
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Figura 4.15: Intensidad normalizada en función al área A del interferómetro Mach-
Zehnder. Elegimos un paquete de ondas con momentum k0 = 1.

pende del corrimiento de fase ∆Φ el cual es similar al corrimiento de fase para

part́ıculas propagándose a través del arreglo Franson, pero sin considerar grados

de libertad internos. El corrimiento de fase en términos del número de onda k está

dado por

∆Φ =
m2gA

~2k

(
1 +

φ(R)

c2

)
+

3gA~k
2c2

. (4.56)

Es posible estudiar la desigualdad CHSH en los arreglos Franson y abrazado

para un paquete de ondas con dispersión en momentum. De este modo, conside-

remos un arreglo Franson (ver fig. 3.1). El estado que ingresa al interferómetro

es

Ψin = ψ1(k, t)⊗ ψ2(k, t), (4.57)

en donde ψ1 y ψ2 son los estados descritos como en la ec. (4.50). El estado antes
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4.4 Part́ıculas masivas con dispersión en momentum
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Figura 4.16: Intensidad normalizada en función del área efectiva de cada inter-
ferómetro Mach-Zehnder A, la masa de la part́ıcula m. Consideramos un paquete
de onda con k0 = 1.

de arribar a los detectores tiene la forma

ψout
1 =

1

2

[
ψ1 (k, tγ1)− ψ1 (k, tγ2) eiφa + i

(
ψ1 (k, tγ1) + ψ1 (k, tγ2) eiφa

)]
,

ψout
2 =

1

2

[
ψ2

(
k, tγ′1

)
− ψ2

(
k, tγ′2

)
eiφb + i

(
ψ2

(
k, tγ′1

)
+ ψ2

(
k, tγ′2

)
eiφb
)]
.

(4.58)

Aqúı tγ1 (tγ′1) y tγ2 (tγ′2) son los intervalos de coordenada temporal a través de los

caminos γ1 (γ1) y γ2 (γ′2), respectivamente, y φa y φb son las fases locales. Después
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4.4 Part́ıculas masivas con dispersión en momentum

de un proceso de post-selección, el estado adopta la forma

Ψout =

√
2

4

[
ψ1 (k, tγ1)A1

ψ2

(
k, tγ′1

)
B1

+ ψ1 (k, tγ2)A1
ψ2

(
k, tγ′2

)
B1
eφa+φb

+iψ1 (k, tγ1)A1
ψ2

(
k, tγ′1

)
B2
− iψ1 (k, tγ2)A1

ψ2

(
k, tγ′2

)
B2
eφa+φb

+iψ1 (k, tγ1)A2
ψ2

(
k, tγ′1

)
B1
− iψ1 (k, tγ2)A2

ψ2

(
k, tγ′2

)
B1
eφa+φb

−ψ1 (k, tγ1)A2
ψ2

(
k, tγ′1

)
B2
− ψ1 (k, tγ2)A2

ψ2

(
k, tγ′2

)
B2
eφa+φb

]
.

(4.59)

La probabilidad de detección en coincidence adopta la forma

pAi,Aj =
1

4

−
(−1)δij

∫
dk1|F (k1)|2

∫
dk1|F (k2)|2 cos

(
∆φγ1,γ2(k1) + ∆φγ′1,γ′2(k2) + φa + φb

)
4
∫
dk1|F (k1)|2

∫
dk1|F (k2)|2

,

(4.60)

en donde ∆φγ1,γ2(k1) es el corrimiento de fase para la part́ıcula moviéndose a través

de los caminos γ1 y γ2. De manera análoga, ∆φγ′1,γ′2(k2) es el corrimiento de fase

para los caminos γ′1 y γ′2.

La función CHSH, para la selección usual de las fases locales, adopta la forma

Σ = 2
√

2

∫
dk1|F (k1)|2

∫
dk1|F (k2)|2 cos

(
∆φγ1,γ2(k1) + ∆φγ′1,γ′2(k2)

)∫
dk1|F (k1)|2

∫
dk1|F (k2)|2

. (4.61)

En el caso del arreglo Franson como está descrito en la figura (3.1), los corrimien-

tos de fase son iguales y están dado por la ec. (4.56). Dado que la distribución

espectral del paquete de ondas es gaussiana, la evaluación numérica (ver fig. 4.17)

muestra un decrecimiento en la visibilidad interferométrica como en el caso de fo-

tones con dispersión en frecuencia (ver ref. [14; 49]). Por lo tanto, una pérdida de

entrelazamiento en el arreglo Franson puede ser considerada como evidencia de la
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4.4 Part́ıculas masivas con dispersión en momentum

dilatación temporal gravitacional, pero no necesariamente una consecuencia de la

formulación cuántica de la relación masa-enerǵıa de Einstein (para más detalles,

vea ref. [2; 50]). Es interesante notar que un posible test para distinguir el efecto de

la dilatación temporal y el acople a los grados de libertad internos (que provienen

de la generalización de la relación masa enerǵıa). Éste podŕıa ser implementado

al medir el resurgimiento de la violación de la desigualdad CHSH en cierto inter-

valo, debido a que el entrelazamiento se pierde totalmente para una part́ıcula con

dispersión en momentum.
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Figura 4.17: Valor de Σ para un paquete de ondas con dispersión en momentum
para un hamiltoniano con correcciones relativistas, en términos del área A de los
interferómetros Mach-Zehnder, y la masa de la part́ıcula m. Para ver el compor-
tamiento del funcional Σ, elegimos los valores del paquete de onda con número de
onda k0 = 1, σ = 0,8 (ĺınea púrpura segmentada), σ = 0,4 (ĺınea roja punteada),
y σ = 0,2 (ĺınea azul cont́ınua).
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Caṕıtulo 5

Tomograf́ıa cuántica por medio de

CSPSA

En este caṕıtulo estudiamos el proceso de tomograf́ıa cuántica a través de un

proceso iterativo. El proceso iterativo es llevado a cabo mediante un algoritmo de

optimización estocástico, el cual es conocido como CSPSA (Complex Simultaneous

Perturbation Stochastic Approximation).

5.1. Tomograf́ıa Cuántica Autoguiada

Uno de los primeros métodos en estudiar tomograf́ıa cuántica a través de

un programa de optimización se conoce como Self Guided Quantum Tomography

(SGQT, por sus siglas en inglés), éste método está basado en un método de optimi-

zación estocástico llamado Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation,

originalmente ideado en 1992 por J. C Spall ref. [51]. Para Aplicar SGQT se formu-

la el proceso de tomograf́ıa cuántica de la siguiente manera, comenzemos con una

medida de distancia entre dos estados ρ y σ, σ corresponde a un estado que puede

ser generado experimentalmente, y ρ es el estado que queremos conocer. Dada la
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5.1 Tomograf́ıa Cuántica Autoguiada

medida de distancia D(ρ, σ) podemos escribir

f(σ) = 〈D(ρ, σ)〉, (5.1)

en donde 〈 〉 es el valor promedio de la medida de distancia. Consideremos la

infidelidad entre dos estados como la medida de distancia, esta está definida como

D(ρ, σ) = 1− F (ρ, σ), (5.2)

en donde F (ρ, σ) es la fidelidad entre los estados ρ y σ, la cual es definida de la

siguiente forma

F (ρ, σ) = Tr

{√√
ρσ
√
ρ

}
. (5.3)

Además, en el caso en que ρ y σ sean estados puros, con ρ = |ψ〉〈ψ| y σ = |ς〉〈ς|,

la fidelidad (5.3) adopta la forma

F (ψ, ς) = |〈ψ|ς〉|. (5.4)

La que es máxima cuando |ς〉 es igual al estado desconocido |ψ〉. Entonces, la infi-

delidad (5.2) adopta la forma D(ψ, ς) = 1−|〈ψ|ς〉|. En este caso estudiamos el caso

de tomograf́ıa cuántica para estados puros. De este modo, dado que tenemos un

estimado de la distancia D(|ψ〉, |ς〉), el algoritmo propone un nuevo estado |ς〉 que

convergerá a |ψ〉 a través de diversas iteraciones de D(|ψ〉, |ς〉). Las estimaciones

de esta distancia se generan a través de SPSA.

Supongamos que queremos estimar el valor mı́nimo de una función G(θ), en

donde θ un vector d-dimensional. El problema de optimización consiste entonces

en encontrar un mı́nimo θ∗ tal que ∂G/∂θ = 0. Supongamos que podemos tener

una medición Ḡ de G(θ) de tal modo que el valor de θ que minimice G esté dado
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5.1 Tomograf́ıa Cuántica Autoguiada

por

θk+1 = θk − akgk(θk), (5.5)

en donde g(θk) es un estimado del gradiente g(θ) ≡ ∂G/∂θ, en este caso la esti-

mación del gradiente viene dada por

gk(θk) =
Ḡ(θk + ck∆k)− Ḡ(θk − ck∆k)

2ck∆k

, (5.6)

en donde ck denota número positivo, que usualmente decrece su tamaño a medida

que k crece. ∆k = (∆k1,∆k2, . . . ,∆kp)
T , vector con valores ∆ki elegidos de manera

aleatoria a través de una distribución de Bernoulli con valores ±1 con probabilidad

1/2 para cada valor. Los valores de αk y ck son elegidos de manera arbitraria según

el tipo de problemas en que se esté trabajando. Una de las principales ventajas de

SPSA es que solo emplea dos evaluaciones de la función Ḡ por iteración para aśı

estimar el gradiente. El algoritmo SPSA trabaja del siguiente modo, consideremos

los pasos

1. Ponemos contador en k = 1. Generamos al azar un valor para θ y damos

valores positivos para los coeficientes a,c,A,α, y γ en las funciones ak y ck

ak =
a

(A+ k)α
, (5.7)

ck = c/kγ. (5.8)

2. Generación de ∆k.

3. Evaluación de Ḡ con dos perturbaciones, es decir, obtener Ḡ(θk + ck∆k) y

Ḡ(θk − ck∆k).

4. Generar la aproximación del gradiente g(θk).
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

5. Actualizar el estimado de θ.

6. Volver al paso 2, o terminar ejecución del algoritmo, todo en caso de que ya

se haya alcanzado el máximo de iteraciones.

En el caso de SGQT generamos la aproximación del gradiente g en función de la

infidelidad (5.1) en términos del estado ςk

gk =
f(|ςk + ck∆k〉)− f(|ςk − ck∆k〉)

2ck∆k

, (5.9)

con la actualización del estado dada por

ςk+1 = ςk − αkgk, (5.10)

en donde el estado inicial |ς0〉 es generado al azar, según la medida de Haar. Los

valores de α y γ son elegidos basados en el comportamiento del algoritmo para

diversas realizaciones numéricas, para SGQT los valores óptimos son α = 0,602

y γ = 0,101. Como se ha mostrado, SGQT ofrece una mejor aproximación al

estado cuántico que tomograf́ıa cuántica estándar al emplear la misma cantidad

de recursos. Además la ventaja de SGQT reside en que el protocolo no necesita

una reconstrucción clásica, ya que se gúıa al estado cuántico del sistema. Además

es un algoritmo que es robusto respecto a errores pequeños en la preparación del

estado, como en el proceso de medición.

5.2. Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

En la sección anterior describimos el método de optimización estocástica cono-

cido como SPSA, y vimos como este podŕıa ser aplicado a el proceso de tomograf́ıa

cuántica. Aqúı estudiamos la extensión de SPSA a funciones reales de variables
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

complejas. Para poder realizar la extensión del algoritmo necesitamos las herra-

mientas del cálculo complejo, en espećıfico el cálculo de Wirtinger. Revisamos esto

a continuación

5.2.1. Cálculo de Wirtinger

Consideremos los espacios R = {(x, y) : x ∈ Rn, y ∈ Rn}, C = {(z, z̄) : z ∈ Cn}

y C∗ = {(z̄, z) : z ∈ Cn}. Dado z ∈ Cn, entonces definimos χ = (Re{z}, Im{z}) ∈

R. Además existe un isomorfismo entre R y C a través del mapeo lineal

J ≡

 I iI

I −iI

 , (5.11)

de aqúı podemos escribir (z, z∗) = Jχ. Además el operador swap define un iso-

morfismo entre C y el espacio dual C∗, el cual está dado por

S ≡

 0 I

I 0

 , (5.12)

de tal modo que (z, z∗) = S(z∗, z). Entonces, dado z ∈ Cn y dado x = Re{z}, e

y = Im{z}. Por lo que los operadores cogradiente ∂/∂z y el operador cogradiente

conjugado ∂/∂z̄ están definidos como

∂

∂z
=

1

2


∂
∂x1
− i ∂

∂y1

...

∂
∂xn
− i ∂

∂yn

 , (5.13)

∂

∂z̄
=

1

2


∂
∂x1

+ i ∂
∂y1

...

∂
∂xn

+ i ∂
∂yn

 , (5.14)
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

respectivamente. El operador cogradiente (conjugado) actúa como una derivada

parcial respecto a z (z̄), tratando z̄ (z) como una constante.

Considerando η = (z, z∗), el operador gradiente conjugado se define como

∂

∂η
≡
(
∂

∂z
,
∂

∂z̄

)
. (5.15)

Este operador define una relación entre el gradiente real y el gradiente conjugado

a través de

∂

∂χ
= JT

∂

∂η
. (5.16)

De manera similar, la hessiana real ∂2/∂χ∂χT no es única, sino que puede ser

varias hessianas complejas, por ejemplo

∂2

∂χ∂χT
=

∂

∂χ

(
∂

∂χ

)T
= JT

∂

∂η

(
∂

∂ηT
J

)
= JT

∂2

∂η∂ηT
J, (5.17)

∂2

∂χ∂χT
=

∂

∂χ

(
∂

∂χ

)T
= JH

∂

∂η̄

(
∂

∂ηT
J

)
= JH

∂2

∂η̄∂ηT
J, (5.18)

en donde JH denota el conjugado hermı́tico de J.

Bajo el cálculo de Wirtinger podemos determinar el gradiente de una función no

holomórfica, en particular, de una función real con variables complejas. Para que

una función sea holomorfica debe satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann.

Entonces, consideremos g(z) = u(x, y)+ iv(x, y), entonces la función g es holomor-

fica śı y solo śı ∂u/∂x = ∂v/∂y, y ∂v/∂x = −∂u/∂y. La derivada compleja adopta

la forma

df

dz
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+
∂v

∂y
− i∂u

∂y
. (5.19)
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Además, el cogradiente adopta la forma

∂f

∂z
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
− i∂u

∂y
+
∂v

∂y

)
, (5.20)

el que es igual a la derivada total compleja. El cogradiente conjugado adopta la

forma

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+ i

∂u

∂y
− ∂v

∂y

)
. (5.21)

Entonces, para satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann exigimos que ∂f/∂z̄ =

0.

5.2.2. SPSA Complejo (CSPSA)

La idea principal de SPSA es dada una función G(θ) encontrar un estimado

de θ que minimice el valor de G. Aqúı consideremos una función real de variable

compleja f(z, z̄) : Cn×Cn → R, en la que buscamos una secuencia de estimaciones

ẑk del vector z̃ que minimiza f(z, z̄), esto es ∂f(z̃, ˜̄z)/∂z̄ = 0. Entonces, el estimado

de ẑk de z̃ a la k-ésima iteración está dado por

ẑk+1 = ẑk − αkĝk(ẑk, ˆ̄zk), (5.22)

en donde αk es una constante positiva, y ĝk(ẑk, ˆ̄zk) es un estimado del gradiente g

de f . Aśı, la j-ésima componente ĝk,i de la estimación del gradiente está dada por

ĝk,i =
f(ẑk+, ˆ̄zk+) + εk,+ − f(ẑk−, ˆ̄zk−) + εk,−

2ck∆∗k,i
, (5.23)

en donde ẑk+ = ẑk ± ck∆k, y ck una constante positiva. El vector ∆k ∈ Cn es

un vector generado aleatoriamente. Además asegurando una estimación asintóti-
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

ca sin sesgo para g, y una convergencia asintótica de ẑk a z̃, se obtiene que las

componentes de ∆k deben ser generadas de manera independiente al seleccionar

con igual probabilidad valores en el conjunto {exp (2iνp)} con p = 0, . . . , 3. Tam-

bién se tiene libertad para escoger los valores de νp de modo que en este caso son

νp = {0, π/2, π, 3π/2}. Los coeficientes αk y ck son elegidos de la misma manera

que para SGQT.

5.2.3. Tomograf́ıa cuántica con CSPSA

En este caso, al igual que en el caso de SGQT, podemos aplicar el algoritmo

de optimización CSPSA al problema de tomograf́ıa cuántica. Entonces, asumamos

entonces que tenemos acceso a una medida de distancia, en este caso nos centramos

en la infidelidad, dada por la ec. (5.2) entre dos estados ρ y σ. Asumamos entonces

que ρ = |ψ〉〈ψ| y σ = |ς〉〈ς| son estados puros, con

|ς〉 =

∑
j zj|j〉√∑
j |zj|2

. (5.24)

Para implementar CSPSA la actualización de los coeficientes

zk+1 =
zk − akg(zk)

‖ zk − akg(zk) ‖
, (5.25)

en donde el gradiente está dado por la ec. (5.23). Este protocolo requiere evaluar

la infidelidad para dos estados objetivos diferentes. Cada uno de los valores de

la infidelidad son obtenidos al proyectar el sistema en las bases de los estados

objetivos. Los coeficientes que describen a los estados objetivos son

zk± = zk ± ck∆k, (5.26)
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con los estados objetivos dados por |ς(zk±)〉. La medida de distancia (5.2) se ex-

presa a través del número de veces en que los estados |ς(zk±)〉 es detectado, dado

por nk± y el número total de detecciones N

I(ς(zk±)) = 1− nk±
N

. (5.27)

De este modo, el número total de copias disponibles Ntotal del sistema cuántico des-

conocido se distribuye a través del número total de experimentos para la estimación

de dos valores la infidelidad (5.27) en cada iteración (para calcular la aproximación

del gradiente), y el número total de iteraciones k, es decir, Ntotal = 2Nk.

Para poder comparar la eficiencia de la tomograf́ıa autoguiada a través de

CSPSA, la comparamos respecto a SGQT, en escenarios claves, es decir, el com-

portamiento respecto al número de iteraciones k, y al número de dimensiones del

estado a encontrar. La fig.5.1 se muestra la infidelidad promedio, la que es obte-

nida a través de una muestra de 104 pares de estados desconocidos y el estado ς

inicial, esta muestra es obtenida de acuerdo a una distribución de Haar. La infi-

delidad promedio está expresada en términos de k y N . De la figura podemos ver

que CSPSA logra alcanzar una infidelidad promedio al menos un orden de mag-

nitud menos que SGQT para k = 100, considerando una cantidad fija de recursos

Ntotal. Pues para k = 100 la infidelidad promedio para SGQT Ī ≈ 5 × 10−4 con

N = 104, y Ntotal = 2× 106; en cambio para CSPSA se alcanza la misma infideli-

dad con k = 40, N = 102, y Ntotal = 8× 103. También es importante destacar que

considerando la mediana CSPSA tiene una eficiencia mejor que SGQT, además

tanto la varianza como el rango intercuartil para CSPSA exhiben valores cerca-

nos, mientras que para SGQT existe una gran diferencia, por lo que este método

produce una distribución asimétrica para la infidelidad. En la fig 5.2 se muestra

el comportamiento de CSPSA y SGQT en función de la dimensión del estado a
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caracterizar, aqúı vemos como el algoritmo propuesto supera a SGQT bajo una

cantidad de recursos fijos. Notemos que a dimensiones mayores para N = 10, 102

el comportamiento es similar, en cambio para N = 103 CSPSA tiene una infide-

lidad promedio más baja que SGQT. En la fig. 5.3 vemos el comportamiento de

CSPSA en función de la dimensión d e iteraciones k, aqúı vemos que a medida

que aumenta d, los recursos necesarios para obtener Ī se incrementan con k. En

la fig. 5.4 vemos los histogramas para la infidelidad I sobre 106 estados generados

al azar, en rojo CSPSA, y en azul SPSA. Aqúı vemos que en el caso de un núme-

ro de detecciones menores, CSPSA presenta una menor dispersión y una mayor

frecuencia para infidelidades más bajas, lo contrario a SGQT, pero a medida que

aumenta el número de detecciones ocurre lo contrario, lo que ocurre en el caso de

104 detecciones. Si bien existe una leve diferencia, debemos notar que el estado

caracterizado es mucho más cercano al desconocido para CSPSA que con SGQT.
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

Figura 5.1: Infidelidad promedio Ī, con promedio sobre el espacio de Hilbert con 104

pares de estados desconocidos y estados iniciales en función del número de iteracio-
nes k para tomograf́ıa cuántica de un solo qubit a través de CSPSA (ĺınea cont́ınua
roja) y SPSA (ĺınea segmentada azul). áreas sombreadas indican la varianza alre-
dedor del promedio. En el recuadro se exhibe la mediana y el rango intercuartil.
Desde la parte superior hasta la inferior ĺıneas cont́ınuas rojas (ĺıneas segmentadas
azules) corresponden a N = 10, 102, 103 y 104. Para SPSA α = 1 y γ = 0,166 y
para SPSA α = 0,602 and γ = 0,101. Para ambos métodos A = 0, a = 3 y c = 0,1

Figura 5.2: Infidelidad promedio Ī, calculada sobre 104 realizaciones, como función
de la dimensión d del espacio de Hilbert después de k = 100 iteraciones. Ĺıneas
cont́ınuas azul, verde, y roja representan a CSPSA (SPSA) para N = 10, 102 y
103, respectivamente. Los demás valores como los considerados en la fig. 5.1.
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

Figura 5.3: Infidelidad promedio Ī, calculada sobre 104 realizaciones, en función
de la dimensión d del espacio de Hilbert y el número de iteraciones k para un
ensemble de tamaño N = 103. Los demás valores corresponden a los empleados en
la fig. 5.1.
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5.2 Tomograf́ıa cuántica a través de CSPSA

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.4: Distribución de las infidelidades promedio Ī para 106 realizaciones de
SGQT (en azul) y CSPSA (en rojo) para diversos número de detecciones. (a) y
(b) distribución para 10 detecciones. (c) y (d) distribución para 1000 detecciones.
(e) y (f) distribución
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Caṕıtulo 6

Conclusiones generales

La primera parte de esta tesis se centró en los efectos gravitacionales sobre sis-

temas cuánticos, en tests de no localidad al emplear los arreglos interferométricos

Franson y abrazado. Especificamente en el caso de la influencia del campo gra-

vitacional débil en la generación estados entrelazados tipo enerǵıa-tiempo de dos

fotones. Como vimos, en la ausencia de una diferencia de potencial gravitacional

entre los brazos del arreglo, los fotones generados pueden ser detectados en coin-

cidencia, lo que indica la propagación a través de caminos ópticos de la misma

longitud, o separados por un intervalo de tiempo ( es decir, propagación a lo largo

de caminos de longitud distinta). La detección simultánea de los fotones está des-

crita por un estado maximalmente entrelazado, descritos por la superposición de

estados que describen la propagación de dos fotones a lo largo de un camino óptico

de igual longitud. La dilatación temporal gravitacional genera dos efectos: un corri-

miento de fase y una disminución en la visibilidad interferométrica. El corrimiento

de fase está determinado por la dilatación temporal y la frecuencia promedio de

los fotones. Además las probabilidades de detección en coincidencia se encuen-

tran expresadas en términos de una función coseno de la frecuencia de los fotones

generados por la fuente. Esta dependencia no está presente en el caso en que se

tenga una fuente monocromática. En cambio para una fuente que genere fotones
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con una dispersión en frecuencia la amplitud de la oscilación armónica decrece

exponencialmente, es decir, la visibilidad interferométrica del arreglo es reducida,

y esta reducción depende expĺıcitamente de la dilatación temporal gravitacional.

Esta disminución afecta de tal forma la desigualdad CHSH que ésta no puede ser

violada si el área propia de los interferómetros Mach-Zehnder es mayor o igual

a A∗ =
√

ln 4
(
c3/g

√
σ2

1 + σ2
2

)
, y aśı los resultados del experimento pueden ser

explicados a través de una teoŕıa de variables ocultas. Además, los interferómetros

Franson y abrazado generan estados entrelazados cuando A < A∗.

Un resultado interesante es que el campo gravitacional débil puede ser emplea-

do en la generación de un estado entrelazado. Este resultado es complementario a

los anteriores estudios en esta misma área, ya que se centraban en cómo el cam-

po gravitacional afectaba el entrelazamiento. Para esto se consideró los arreglos

Franson y abrazado en una superficie equipotencial, y se asumió que los inter-

ferómetros Mach-Zehnder, que componen a estos arreglos, están balanceados y

son geométricamente equivalentes (es decir, sus longitudes propias son iguales).

De este modo no es posible distinguir entre pares de caminos debido a que todos

ellos están asociados con detecciones en coincidencia, y aśı no es posible generar un

estado entrelazado. Ahora, si el arreglo interferométrico es rotado, de tal forma que

ahora los brazos de los Mach-Zehnder experimentan potenciales gravitacionales di-

ferentes, y además exigimos que estos se mantengan identicos y geométricamente

equivalentes, entonces los fotones seguirán caminos con potenciales gravitacionales

distintos y por ende experimentarán un retraso temporal gravitacional. Este retra-

so conlleva a que exista una diferencia de tiempo propio (de acuerdo a los relojes

situados en los detectores). De este modo, los fotones que siguen los caminos a

igual potencial gravitacional se detectan en coincidencia. Por lo que, es posible

distinguir entre las trayectorias, realizar un proceso de post-selección y obtener

un estado maximalmente entrelazado. Aśı, bajo éstas configuraciones, el campo
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gravitacional puede generar un estado maximalmente entrelazado. Es interesante

notar que el loophole de post-selección en el arreglo abrazado ha sido cerrado,

pero éste también puede ser cerrado en un arreglo Franson al considerar es uso de

corredores de fase (phase shifters) rápidos ref. [42].

Es posible estudiar el rol del entrelazamiento tipo enerǵıa-tiempo y la coin-

cidencia de eventos para el caso en que los arreglos interferométricos Franson y

abrazado tengan detectores ubicados en diferentes potenciales gravitacionales, y

por ende distintos relojes midiendo los tiempos de arribo. De este modo es posible

estudiar este tipo de entrelazamiento en el caso en que dos participantes empleen

dos relojes y cómo la desigualdad CHSH cambia. Otras extensiones posibles con-

sideran la inclusión de un campo gravitacional generado por una masa rotante

(siguiendo los resultados de Kolhurs et al. ref. [52]) y también considerar satéli-

tes con velocidades relativas, en los cuales se requiere considerar los efectos del

corrimiento Doppler, y formas de poder eliminarlo (para una propuesta reciente

de un test óptico del principio de equivalencia de Einstein en que se consideran

velocidades relativistas ver ref. [17]).

En el caso de part́ıculas masivas con grados de libertad internos, en ausencia

de un campo gravitacional, y considerando nuevamente a los arreglos Franson y

abrazado con interferómetros Mach-Zehnder balanceados e idénticos, no es po-

sible generar un estado entrelazado, y por ende el estado generado satisface la

desigualdad CHSH. Considerando que los interferómetros tienen una diferencia

de potencial gravitacional entre sus brazos es posible entonces generar un estado

entrelazado, y aśı violar maximalmente la desigualdad CHSH. El valor alcanzado

por el funcional CHSH se aproxima al valor que satisface la desigualdad, es decir,

el resultado puede ser descrito mediante una teoŕıa clásica. Este decrecimiento del

funcional CHSH depende de la diferencia de tiempo coordenado de arribo ∆T entre

cada part́ıcula en el arreglo, y de la diferencia de enerǵıa ∆E entre cada estado del
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reloj. El tiempo propio necesario para que la desigualdad se satisfaga está dado por

∆τ = 2~ arc cos
(
2−1/4

)
/∆E, o para un área A∗ = 2~pc2 arc cos

(
2−1/4

)
/(mg∆E).

Esto significa que para una part́ıcula con una masa mayor, o con una gran diferen-

cia entre los niveles de enerǵıa ∆E el efecto de la dilatación temporal gravitacional

lleva a que el estado generado por el arreglo no viola la desigualdad CHSH. Note-

mos que para los arreglos Mach-Zehnder con un área A < A∗ el arreglo Franson y

abrazado generan estados entrelazados debido a la dilatación temporal gravitacio-

nal.

Además, los estados generados por los arreglos Franson y abrazado son estados

puros, que comienzan a transformarse en estados mezclas a medida que la diferencia

de tiempo propio ∆τ se incrementa, o el área de cada interferómetro Mach-Zehnder

se incrementa. Además para cuantificar la evolución del estado generado por los

arreglos en estudio se calculó el criterio PPT y la negatividad, ambos test muestran

cómo el entrelazamiento se pierde a medida que la diferencia de tiempo propio se

incrementa.

En el caso de un haz de part́ıculas, una integración numérica muestra un com-

portamiento similar al caso descrito por fotones, esto es, para la probabilidad de

detección en coincidencia existe una dependecia del momentum de la part́ıcula y

el tiempo propio transcurrido en la detección de éstas. Además, la probabilidad

de detección posee una oscilación armónica amortiguada de tal modo que la des-

igualdad CHSH comienza a acercarse al valor clásico a medida que aumenta el

área de los arreglos, o la masa de las part́ıculas se incrementa. Es interesante notar

que la disminución exponencial también está presente en un interferómetro Mach-

Zehnder incluso en la presencia de un potencial gravitacional newtoniano. Esto

implica que la disminución de la visibilidad interferométrica no puede ser consi-

derada una evidencia de la dilatación temporal gravitacional, sino una evidencia

de la extensión cuántica de la relación masa-enerǵıa de Einstein. En este sentido,
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es posible extender nuestro trabajo al considerar una modificación a la extensión

cuántica de la relación masa-enerǵıa de Einstein, o incluso considerar la inclusión

de part́ıculas con grados de libertad internos a través del esṕın.

En ambas propuestas podemos considerar extensiones más abstractas. En un

principio se puede estudiar el rol del entrelazamiento de camino en el caso en que

exista una superposición de los relojes que miden los eventos, o incluso que la masa

que genera el campo gravitacional se encuentre en un estado de superposición. Aqúı

nos preguntamos entonces, como cambia la desigualdad CHSH en estos escenarios

y como podŕıa implementarse con tecnoloǵıa actual.

La segunda parte de este trabajo se centró en proponer un sistema tomográfico

autoguiado en función de un algoritmo de optimización sobre funciones reales de

variable compleja. Se demostró que el uso de CSPSA es más eficiente que SGQT

en términos del número de recursos, es decir, el número de iteraciones k, y el

número de experimentos realizados N . Además, emplear un método tomográfico

a través de CSPSA genera una estimación del estado a caracterizar con mayor

precisión que emplear solo SPSA. Además, CSPSA puede ser aplicado a otros

problemas f́ısicos, como por ejemplo la medida geométrica del entrelazamiento,

violación de desigualdades de Bell. Este último punto puede ser implementado a

través de una optimización de los observables a ser medidos, aun sin conocer el

estado cuántico. Además se pueden implementar mejoras al algoritmo, por ejemplo

aplicar inferencia estad́ıstica a través de máxima verosimilitud. Por otro lado, el

empleo de algoritmos de optimización para tomograf́ıa cuántica abre las puertas al

empleo de otros tipos de algoritmos, como por ejemplo optimización de enjambre

de part́ıculas, algoŕıtmos genéticos, etc.
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Apéndice A

Derivación desigualdad CHSH
para un campo eléctrico en un
campo débil

Consideremos un campo electrico dependiente del tiempo, el cual ingresa en

un arreglo interferométrico Franson o abrazado. El campo eléctrico que ingresa al

interferómetro a la izquierda (i=1), luego de pasar por el primer divisor de haces,

adopta la forma

EBS =
1√
2

[E1(t+ ∆τγ1) + iE1(t+ ∆τγ2)] , (A.1)

en donde ∆τγ1 (∆τγ2) es el retraso temporal en en el camino γ1 (γ2). La expresión

para el campo eléctrico después de pasar por el último divisor de haces

Eout =
1

2
[(E1(t+ ∆τγ1) + iE1(t+ ∆τγ1))

+ i(iE1(t+ ∆τγ2) + E1(t+ ∆τγ2))] . (A.2)

Finalmente, el campo eléctrico en cada detector está dado por

EA1
out =

1

2

[
E1(t+ ∆τγ1)− E1(t+ ∆τγ2)eiφA

]
, (A.3)

EA2
out =

i

2

[
E1(t+ ∆τγ1) + E1(t+ ∆τγ2)eiφA

]
. (A.4)
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La intensidad instantánea en cada detector viene dada por IAi ∝ |E
Ai
out|2. La in-

tensidad normalizada se relaciona con la probabilidad de detección p = I/I0. Aśı,

la intensida del campo en los puertos de salida a1,1 está dada por

I1,1 =
1

4

[
|E1(t+ ∆τγ1)|2 + |E1(t+ ∆τγ2)|2 − E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)eiφA

−E∗1(t+ ∆τγ2)E1(t+ ∆τγ1)e−iφA
]
. (A.5)

Para el puerto a1,2 tenemos

I1,2 =
1

4

[
|E1(t+ ∆τγ1)|2 + |E1(t+ ∆τγ2)|2

+E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)eiφA

+E∗1(t+ ∆τγ2)E1(t+ ∆τγ1)e−iφA
]
. (A.6)

De manera análoga, para el campo eléctrico en el interferómetro Mach-Zhender de

la derecha (i = 2), las intensidades del campo están dadas por

I2,1 =
1

4

[
|E2(t+ ∆τγ′1)|2 + |E2(t+ ∆τγ′2)|2

−E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)eiφB

−E∗2(t+ ∆τγ′2)E2(t+ ∆τγ′1)e−iφB
]
, (A.7)

Y

I2,2 =
1

4

[
|E2(t+ ∆τγ′1)|2 + |E2(t+ ∆τγ′2)|2

+E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)eiφB

+E∗2(t+ ∆τγ′2)E1(t+ ∆τγ′1)e−iφB
]
. (A.8)

La probabilidad de detección conjunto en los puertos a1,1 y a2,1 está dada por
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p1,1 = 〈I1,1I2,1〉/I2
0

p1,1 ∝
1

16
〈
[
|E1(t+ ∆τγ1)|2 + |E1(t+ ∆τγ2)|2

−E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)eiφA

−E∗1(t+ ∆τγ2)E1(t+ ∆τγ1)e−iφA
]

×
[
|E2(t+ ∆τγ′1)|2 + |E2(t+ ∆τγ′2)|2

−E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)eiφB

−E∗2(t+ ∆τγ′2)E2(t+ ∆τγ′1)e−iφB
]
〉.

(A.9)

De manera análoga, para los puertos a1,1 y a2,2, se obtiene

p1,2 ∝
1

16
〈
[
|E1(t+ ∆τγ1)|2 + |E1(t+ ∆τγ2)|2

−E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)eiφA

−E∗1(t+ ∆τγ2)E1(t+ ∆τγ1)e−iφA
]

×
[
|E2(t+ ∆τγ′1)|2 + |E2(t+ ∆τγ′2)|2

+E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)eiφB

+E∗2(t+ ∆τγ′2)E2(t+ ∆τγ′1)e−iφB
]
〉.

(A.10)

De manera similar para p2,1. Para los detectores a1,2 y a2,2, la probabilidad de
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detección está dada por

p2,2 ∝
1

16
〈
[
|E1(t+ ∆τγ1)|2 + |E1(t+ ∆τγ2)|2

+E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)eiφA

+E∗1(t+ ∆τγ2)E1(t+ ∆τγ1)e−iφA
]

×
[
|E2(t+ ∆τγ′1)|2 + |E2(t+ ∆τγ′2)|2

+E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)eiφB

+E∗2(t+ ∆τγ′2)E2(t+ ∆τγ′1)e−iφB
]
〉.

(A.11)

La desigualdad CHSH está dada por |Σ| ≤ 2, con Σ = E(φ1, φ2) + E(φ′1, φ2) +

E(φ1, φ
′
2) − E(φ′1, φ

′
2), en donde los valores esperados E(φ1, φ2) tienen la forma

E(φ1, φ2) = p1,1 + p2,2 − p1,2 − p2,1. Aśı, los términos no nulos de los valores

esperados son

E (φ1, φ2) =
1

4

[
〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)ei(φ1+φ2)〉

〈|E1(t)|2|E2(t)|2〉
+ c.c.

+
〈E∗1(t+ ∆τγ′1)E1(t+ ∆τγ′2)E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)ei(φ1−φ2)〉

〈|E1(t)|2|E2(t)|2〉
+ c.c.

]
.

(A.12)

Sin embargo, el promedio temporal entre los campos 〈E∗1(t + ∆τγ1)E1(t +

∆τγ2)E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)〉 puede ser considerado como un producto de pro-

medios temporales [45; 46] siempre que los tiempos de choerencia de cada campo

sean menores que el tiempo de coherencia del producto de los campos. De este
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modo

〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)〉

= 〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)〉〈E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)〉.

(A.13)

Y

E (φ1, φ2) =
1

4

[
〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)〉

〈|E1(t)|2〉
〈E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)ei(φ1+φ2)〉

〈|E2(t)|2〉
+ c.c.

+
〈E∗1(t+ ∆τγ′1)E1(t+ ∆τγ′2)〉

〈|E1(t)|2〉
〈E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)ei(φ1−φ2)〉

〈|E2(t)|2〉
+ c.c.

]
.

(A.14)

Reemplazando los valores usuales de las fases locales, se obtiene

Σclass =

√
2

2

[
〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)〉

〈|E1(t)|2〉
〈E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)〉

〈|E2(t)|2〉
+ c.c.

]
(A.15)

Considerando el campo eléctrico como en la ec. (??), el promedio temporal

(A.13) adopta la forma

〈E∗1(t+ ∆τγ1)E1(t+ ∆τγ2)〉〈E∗2(t+ ∆τγ′1)E2(t+ ∆τγ′2)〉 =

1

T 2

∫ ∞
−∞

dν|Ẽ1(ν)|2e2πiν∆τγ1,γ2 ×
∫ ∞
−∞

dν̃|Ẽ2(ν̃)|2e2πiν̃∆τγ′1,γ
′
2e−iφ12 .

(A.16)
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El funcional CHSH Σ de la ec. (A.15) adopta la siguiente expresión

Σclass =

√
2

2

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dνdν̃|Ẽ(ν)|2|Ẽ(ν̃)|2 cos

(
2πν∆τγ2,γ1 + 2πν̃∆τγ′2,γ′1

)∫∞
−∞

∫∞
−∞ dνdν̃|Ẽ(ν)|2|Ẽ(ν̃)|2

.

(A.17)

Considerando una distribución gaussiana para la amplitud del campo eléctrico

como en la ec. (??), el funcional CHSH Σ de la ec. (A.17) adopta la forma

Σclass =

√
2

2

∣∣∣∣∣e− 1
4

(
∆τ2

γ1,γ2
σ2

1+∆τ2
γ′1,γ
′
2
σ2

2

)
cos
(
2πν1∆τγ1,γ2 + 2πν2∆τγ′1,γ′2

) ∣∣∣∣∣.
(A.18)

Esta ecuación está claramente acotado superiormente por 2, entonces para un

campo clásico es imposible violar la desigualdad CHSH. Además, si los retrasos

temporales corresponden a la diferencia de tiempo propio transcurrido en cada

uno de los caminos del arreglo, el funcional CHSH muestra una disminución en la

visibilidad interferométrica y un corrimiento de fase que depende de la dilatación

temporal gravitacional, pero no una violación de la desigualdad CHSH. Aśı, en caso

de un test de Bell realizado con unn par de fotones la violación de la desigualdad

CHSH asegura un efecto netamente cuántico en el régimen de un campo débil.
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Apéndice B

Métodos alternativos para el
cálculo de la probabilidad de
detección en un interferómetro
Mach-Zehnder

B.0.1. Demostración I

El estado (2.45) luego de ingresar al interferómetro, pasa por el primer BS

quedando en una superposición de estados. Al arribar al detector tiene la siguiente

forma

|1〉ω± ∝
∫
dωf (ω)

(
ei
ω
c

(xr−cτr) ± ei
ω
c

(xr−c(τr+∆τ))
)
a†0(ω) |0〉 . (B.1)
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La probabilidad de detección viene dada entonces por la expresión p± =ω′±
〈1|1〉ω±

p± = 〈0| a0(ω′)

∫
dωdω′f(ω)f ∗(ω′)

(
ei
ω
c

(xr−cτr) ± ei
ω
c

(xr−c(τr+∆τ))
)

(
e−i

ω′
c

(xr−cτr) ± e−i
ω′
c

(xr−c(τr+∆τ))
)
a†0(ω) |0〉

=

∫
dωdω′f(ω)f ∗(ω′)

(
ei
ω
c

(xr−cτr) ± ei
ω
c

(xr−c(τr+∆τ))
)

(
e−i

ω′
c

(xr−cτr) ± e−i
ω′
c

(xr−c(τr+∆τ))
)
δ(ω − ω′)

=

∫
dω|f(ω)

(
ei
ω
c

(xr−cτr) ± ei
ω
c

(xr−c(τr+∆τ))
)
|2

=

∫
dω|f(ω)|2

(
2± eiω∆τ + e−iω∆τ

)
(B.2)

=
1

2

(
1±

∫
dω|f(ω)|2 cos (ω∆τ)

)
. (B.3)

B.0.2. Demostración II

Para calcular la probabilidad de detección calculamos el valor esperado del

operador número (B.11)con respecto al estado inicial (2.45). Entonces considere

vω como el operador de aniquilación de los modos de salida sin ocupar, tal que la

evolución del operador para los modos viene dada por c(ω)

b(ω)

 = U

 v(ω)

a0(ω)

 , (B.4)

donde en este caso b(ω) es el modo de salida para el puerto horizontal y c(ω)

corresponde al modo de salida vertical. La matriz U es el conjunto de transforma-

ciones unitarias del interferómetro, como en este caso estamos trabajando con un

Mach-Zehnder, la matriz de transformación para el BS está dada por

UBS =
1√
2

 1 1

1 −1

 , (B.5)
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y para el cambio de fase

UPS =

 eiφ1 0

0 eiφ2

 , (B.6)

φi con i = 1, 2 denota el cambio de fase para cada uno de los caminos del in-

terferómetro. Utilizando (B.5) y (B.6) la matriz U = UBSUPSUBS, entonces la

transformación para el operador horizontal bω es

bω =
1

2

[(
−e−iφ1 + e−iφ2

)
a(ω)0 −

(
e−iφ1 + e−iφ2

)
v(ω)

]
=
−e−iφ1

2

[(
1− ei(φ1−φ2)

)
a(ω)0 −

(
1 + ei(φ1−φ2)

)
v(ω)

]
=

1

2

[(
1− ei∆φ

)
a(ω)0 −

(
1 + ei∆φ

)
v(ω)

]
, (B.7)

con ∆φ = φ1 − φ2. El valor de expectación
〈
a†0(ω)a0(ω)

〉
al reemplazar (B.11) y

(B.7) es 〈
a†0(ω)a0(ω)

〉
=

1

4

∫
dω|f(ω)|2

(
1− e−i∆φ

) (
1− ei∆φ

)
=

1

4

∫
dω|f(ω)|2|1− ei∆φ|2

=
1

4

∫
dω|f(ω)|2 (2 + 2 cos ∆φ)

=
1

2

(
1 +

∫
dω|f(ω)|2 cos ∆φ

)
. (B.8)

Aqúı hemos utilizado la condición de normalización
∫
dω|f(ω)|2 = 1. Como el

valor esperado puede escribirse como 〈O〉 =
∑

j λjpj, en donde λj corresponde a

los valores propios del observable y pj la probabilidad correspondiente; el operador

(B.8) tiene un valor propio λ = 1, por lo tanto la probabilidad de detección en el

modo horizontal o vertical es

p± =
1

2

(
1±

∫
dω|f(ω)|2 cos ∆φ

)
. (B.9)

136



La diferencia de fase ∆φ corresponde, en este caso, a la diferencia de fases ad-

quiridas en los segmentos horizontales del interferómetro, debido a la simetŕıa de

éste. La diferencia de fase en este caso será ∆φ = 1
c

(l − cτr+∆h) − 1
c

(l − cτr) =

τr − τr+∆h = ∆τ y aśı, la probabilidad de detección (B.9) adopta la forma

p± =
1

2

(
1±

∫
dω|f(ω)|2 cosω∆τ

)
. (B.10)

Reemplazando la expresión (2.42) se obtiene la expresión para la probabilidad de

detección.

Para el proceso de medición, consideremos que la fuente del interferómetro es

ideal y que solo emite un fotón. Definimos la detección de los modos de salida tal

que el ancho de banda en frecuencia es mucho mayor que la fuente e integramos en

el tiempo , tal que el tiempo de detección es mucho mayor que el ancho del pulso.

Aśı el operador número a†0a0 como

a†0a0 =

∫
dτr′

2π

∫
dωei

ω
c

(xr′−cτr′ )b†ω

∫
dωe−i

ω′
c

(xr′−cτr′ )bω′

=

∫
dωdω′δ(ω − ω′)b†ωbω

=

∫
dωb†ωbω, (B.11)

donde bω es un operador de destrucción para los modos de salida.
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