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Resumen

Esta tesis se centra en la interfaz entre Mecanica Cuantica, en particu-
lar Informacién cuédntica, y Relatividad General. En especifico se pre-
senta el estudio de la desigualdad CHSH en términos de los arreglos in-
terferométricos Franson y abrazado bajo la accién de un campo gravita-
cional débil. En primer lugar estudiamos los efectos del campo gravita-
cional sobre los arreglos interferométricos cuando éstos son alimentados
por fotones. Aqui vemos como el campo gravitatorio impone condicio-
nes sobre la geometria de estos arreglos y asi induce un entrelazamiento
de caminos. Ademads, el campo gravitacional genera una disminucion
de la visibilidad interferométrica de dos fotones, la cual es funcién de la
dilatacion temporal. En el segundo lugar estudiamos el efecto del cam-
po gravitacional para estos interferometros, pero empleando particulas
masivas con grados de libertad internos. Aqui mostramos que el cam-
po gravitatorio impone condiciones sobre estos arreglos, nuevamente
existe una disminucién de la visibilidad interferométrica, pero en este
caso estd dada al trazar sobre los grados de libertad internos. En este
caso nuevamente aparece una dependencia con respecto al nimero de
niveles internos, la diferencia de energia de los niveles y la dilatacion
temporal gravitacional. Ademads se estudian los mismos arreglos, pero

al considerar un haz de particulas con dispersiéon en momentum.

Finalmente estudiamos un método tomografico autoguiado el cual se

basa en un método de optimizacion para funciones reales sobre varia-



bles complejas. Este método de optimizacion, llamado Complex Per-
turbation Simultaneous Approximation, permite obtener valores més
optimos para el estado a caracterizar que los métodos previos con un

nimero de recursos experimentales menores.



Abstract

This thesis focuses on the interface between Quantum Mechanics and
General Relativity, particularly in the field of Quantum Information
and General Relativity. Specifically, the study of the CHSH inequa-
lity is presented in terms of the Franson and Hugged interferometric
arrangements under the action of a weak gravitational field. In the
first place, we study the effects of the gravitational field on the inter-
ferometric arrays when they are fed by photons. Here we see how the
gravitational field imposes conditions on the geometry of these arrays
and thus induces an entangled quantum states. Besides, the gravita-
tional field generates a decrease in the interferometric visibility of two
photons, which is a function of the time dilation. Secondly we study the
effect of the gravitational field for these interferometers, but now using
massive particles with internal degrees of freedom. Here we show that
the gravitational field imposes conditions on these arrays, there is again
a decrease in interferometric visibility, but in this case it is given by
tracing out on the internal degrees of freedom. In this case, a dependen-
ce appears again concerning the number of internal levels, the energy
difference of the levels, and the gravitational time dilation. Furthermo-
re, the same arrangements are studied, but now considering a beam of
particles with dispersion in momentum. Finally, we study a self-guided
tomographic method which is based on an optimization method for

real functions on complex variables. This optimization method, called



Complex Perturbation Simultaneous Approximation, allows obtaining
more optimal values for the state to be characterized than previous

methods with a fewer experimental resources.
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Capitulo 1

Introduccion

Informacién cuantica es una de las areas de la Fisica con mas rapido creci-
miento en la actualidad. Sus rangos de aplicabilidad van desde experimentos para
establecer una comunicacién segura a nivel satelital (ver ref. [3; 4; 5; 6; 7; 8; 9],
hasta la creacién de computadores cudnticos en la nube ref. [10]. En esta tesis nos
centramos en dos campos en particular, en los efectos del campo gravitacional de
acuerdo a la teoria de la Relatividad General, en particular en su aproximacién
de campo débil, sobre sistemas cuanticos, tanto para fotones como para particulas
con masa. En la segunda parte nos centramos en la aplicaciéon de un método de
aproximacién estocastica sobre los niimeros complejos y su aplicacion a tomografia
cuantica.

La busqueda de una teoria cuantica de la gravedad es una de las tareas mas
ambiciosas de la Fisica moderna. Actualmente es posible dividir el campo de estu-
dio en efectos del campo gravitacional a altas energias y la interacciéon del campo
gravitacional en un limite no-relativista, el cual es mucho més accesible para la
experimentacion. En este ultimo campo uno de los primeros experimentos fue el de
Colella-Overhauser-Werner (COW ref. [11; 12]), quienes estudiaron el fenémeno de

interferencia cuantica por medio de un interferémetro Mach-Zehnder considerando



la interaccién de neutrones con un potencial gravitacional newtoniano. El aspecto
escencial de este experimento es que los brazos del interferémetro se encuentran a
distintos potenciales gravitacionales. El experimento COW muestra que el campo
gravitacional newtoniano genera un corrimiento de fase, el cual tiene una analogia
directa con el efecto Aharanov-Bohm ref. [2], con el rol de la masa de la particula
como carga y el potencial gravitatorio como el potencial eléctrico. Trabajos pos-
teriores estudiaron correcciones al experimento COW ref. [13]. En el experimento
COW el tiempo es absoluto y la interaccion es con un potencial newtoniano. La
inclusién de efectos relativistas puede hacerse de dos formas. En primer lugar
podemos considerar la energia de la particula y luego realizar una cuantizacién
canonica. La segunda forma es obtener la ecuacion de Klein-Gordon para el sis-
tema en cuestion y desde ahi, mediante una aproximacion WKB, encontrar una
expresién para un hamiltoniano con correcciones relativistas. Al incluir correccio-
nes relativistas es posible estudiar el efecto de la dilatacién temporal gravitacional
en los patrones de interferencia.

En dos articulos seminales Zych et al. ref. [2; 14] muestran cémo la dilatacion
temporal puede ser distinguida en sistemas cudnticos de manera concluyente. La
observacion clave de Zych et al. es considerar una formulacion cuantica de la rela-
ciéon masa-energia de Einstein y asi las particulas con grados de libertad internos se
acoplan al potencial gravitacional. De esta forma en un experimento interferométri-
co veremos una disminucién en la visibilidad interferométrica, la cual solo puede
ser explicada a través de la dilatacién temporal gravitacional. Bajo la hipotesis de
la formulacién cuantica de la relaciéon masa-energia de Einstein también es posible
estudiar una formulacién cuantica del principio de equivalencia de Einstein para
particulas con grados de libertad internos ref. [15]. En este contexto la dilatacién
temporal gravitacional puede ser considerada como un mecanismo de decoherencia

cuantica ref. [16]. En el caso de los fotones en un campo gravitacional débil se pre-



sentan los mismos efectos, es decir, en un experimento interferométrico veremos
la existencia de una disminucién en el patrén de interferencia ref. [14], el cual es
producto de la dilatacién temporal gravitacional. En este mismo tipo de experi-
mentos, es decir, considerando interferometros de gran escala, es posible estudiar
el principio de equivalencia de Einstein bajo un test 6ptico ref. [17]. Del mismo
modo, es posible estudiar arreglos interferométricos capaces de detectar agujeros
de gusano ref. [18], como ademads estudiar el efecto de la métrica de Godel a través
de la medicién de un parametro de rotacién presente en dicha métrica al considerar
un interferémetro tipo Sagnac ref. [19]. Debido a que este tipo de experimentos son
a gran escala se hace necesario contar con satélites para la realizacion de dichas
propuestas. En el ano 2017 la republica Popular China pone en érbita el satélite
llamado Micius, el cual en su carga 1util tiene una fuente de fotones entrelazados
que permiten realizar experimentos con haces de luz cuantica. Este dispositivo ha
permitido la realizacién de comunicaciones seguras entre Austria y la Republica
Popular China asi como también el estudio de la distribucién de entrelazamiento
a grandes distancias ref. [20].

El concepto de entrelazamiento ha sido clave para distinguir la Mecénica Cuéanti-
ca de otras teorias alternativas. Una de las herramientas mas exitosas para diferen-
ciar la Mecanica Cuantica de otras teorias alternativas, tales como las teorias de
variables ocultas es la Desigualdad de Bell ref. [21]. Para estas teorias de variables
ocultas la Desigualdad de Bell predice una cota superior que es violada por las
predicciones de la Mecanica Cuantica. Dicha violacion es alcanzada por medio de
estados cudnticos bipartitos maximalmente entrelazados. Si bien la Desigualdad
de Bell ha sido ampliamente estudiada en plataformas experimentales situadas
sobre la superficie de la Tierra, sigue siendo ain necesario entender qué ocurre
si el campo gravitacional es considerado. Una de las primeras propuestas en este

contexto fue la de Fuentes et al. ref. [22], en ésta se estudia el entrelazamiento



medido por un observador en caida libre. El marco que describe este fenémeno
corresponde al de los modos de un campo escalar sin masa los que estan entrelaza-
dos. En este estudio se muestra que el entrelazamiento se pierde a medida que la
aceleracion aumenta. Bajo este formalismo se han estudiado sistemas masivos ref.
[23] v con espin ref. [24], y ademds se han propuesto esquemas de discriminacién
cuantica para poder distinguir entre los modos de un observador en reposo rela-
tivo o en caida libre ref. [25]. Otros estudios del entrelazamiento han extrapolado
efectos cuanticos sobre métricas exdticas que contien curvas tipo tiempo cerradas
y métricas débilmente curvas, como en el caso de la métrica en las cercanias de
la Tierra. En este caso se estudia cémo el entrelazamiento se pierde mediante un
proceso de decoherencia inducido por el campo gravitacional ref. [9]. Si bien estos
estudios se centran en los efectos del campo gravitacional sobre la distribuciéon de
entrelazamiento entre distintos observadores, hasta la fecha no se ha estudiado la
generacién de entrelazamiento mediante el campo gravitacional. Asi, en esta tesis
mostramos cémo crear entrelazamiento de camino empleando fotones y particulas
masivas con grados de libertad internos. En este contexto el entrelazamiento es
generado a través de los arreglos interferométricos Franson y abrazado. Para estos
arreglos se muestra cémo la dilatacion temporal gravitacional genera restricciones
sobre la geometria de dichos arreglos (imponiendo condiciones sobre las longitudes
propias de los brazos de los interferémetros) y los estados, de tal modo que se
puede emplear el campo gravitacional para inducir el entrelazamiento.

Uno de los problemas fundamentales en informacién cuéntica es la de caracte-
rizar sistemas cuanticos. En palabras simples esto se describe como el proceso en
que se infiere la descripcién cuantica de un sistema fisico, asignandole un estado
cuantico. El proceso de tomografia es fundamental hoy en dia para la descripcién
de los bits cuanticos, o qubits (por quantum bit), que corresponden a los bloques

principales en informacién cuéntica. Con ellos es posible realizar procesos desde



metrologia cuantica, la que permite estimar parametros con mayor precisién que
los procesos clasicos de metrologia, hasta computadores cuanticos. En particular,
la correcta caracterizacion de los estados cuanticos es fundamental para lograr una
coincidencia de las predicciones tedricas con los resultados experimentales, como
por ejemplo en el caso de los arreglos interferométricos. Paraddjicamente, a medida
que aumentan el nimero de particulas el niimero total de mediciones y calculos
requeridos para caracterizar un estado cudntico y almacenar sus parametros cre-
cen exponencialmente. Los métodos estandar de tomografia requieren un conjunto
de mediciones y un post-procesamiento de aquellas mediciones, y asi es posible
estimar el estado cuantico que describe la distribucién de probabilidad obtenida.
Este post-procesamiento puede ser eliminado considerando un algoritmo de op-
timizacion estocastico. Uno de los algoritmos empleados a sido el Simultaneous
Perturbation Stochastic Approximation (SPSA, por sus siglas en inglés), el cual
al ser combinado con un método tomografico permite estimar estados cuanticos
sin necesidad de un post-procesamiento de las mediciones, ademas de ser robus-
to frente a errores estadisticos y experimentales. Por otro lado, ya que un qubit
€ C?, en este caso el medir la distancia entre dos qubits puede ser considerada
como una funcién real de variable compleja. Asi, para la realizacién de un proce-
so tomografico podemos considerar un algoritmo de optimizacion para funciones
reales de variable compleja. Aqui consideramos entonces la extension de SPSA a los
numeros complejos. Este algoritmo se conoce como Complex Simultaneous Pertur-
bation Stochastic Approximation (CSPSA). Al aplicar este método tomografico,
sobre estados puros, se muestra que es mucho mas eficiente emplear algortimos de
optimizacién para funciones reales de variable compleja que algortimos de optimi-

zacion sobre funciones reales.



1.1 Organizacion de la tesis

1.1. Organizacién de la tesis

En el capitulo 1 se realiza una breve introduccion al estado del arte del campo
en que se contextualiza esta tesis.
En el capitulo 2 se estudian los conceptos bésicos de la Mecanica Cuantica, la des-
igualdad de Bell y la desigualdad CHSH. Ademas, se introducen los interferéme-
tros Mach-Zehnder, Franson y abrazado, los que son empleados para estudiar el
fenomeno de interferencia cuantica y no-localidad, respectivamente. Posteriormen-
te, en el mismo capitulo, se estudian los conceptos fundamentales para la interac-
cion de sistemas cuanticos con un campo gravitacional débil; primero se estudia
la interaccién de los fotones con el campo gravitatorio, y finalmente la interaccién
del campo gravitatorio con particulas con grados de libertad internos. Para ambos
sistemas se ejemplifica el efecto de tener diferencia de potencial gravitacional entre
los brazos de un interferéometro Mach-Zehnder.
En el capitulo 3 se presenta el efecto del campo gravitacional débil en el estudio de
no-localidad, en particular, en los arreglos interferométricos Franson y abrazado.
Luego, en el capitulo 4 se estudian los mismos arreglos interferométricos, pero para
particulas con grados de libertad internos.
Finalmente, en el capitulo 5 se estudia tomografia cuantica a través de un algo-
ritmo de optimizacién estocastico para funciones de valores reales con variables

complejas.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales

En este capitulo presentaremos los conceptos fundamentales en los que se basa
esta tesis. En primer lugar veremos una breve introduccion a la Mecanica Cuéntica,
luego los interferometros Mach-Zehnder, Franson y abrazado. Posteriormente ve-
remos una de las técnicas empleadas en los procesos de interferencia de particulas

masivas. Finalmente introduciremos las nociones basicas de tomografia.

2.1. Introduccion a la Mecanica Cuantica

A continuacién hacemos una breve introduccién a la Mecdnica Cuantica a

través de cuatro postulados.

2.1.1. Espacio de estados

El primer postulado hace referencia al espacio matematico en el que se describen
los sistemas cuanticos, y en el cual se pueden realizar las predicciones a observar

en realizaciones experimentales:

P1 Un sistema fisico aislado tiene asociado un espacio vectorial complejo con un

producto interno, el cual es llamado un espacio de Hilbert H. Este espacio
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es conocido como espacio de estados del sistema. El sistema es descrito com-
pletamente por un vector estado, el cual es un vector unitario en el espacio

estado del sistema.

Este postulado implica que la superposicion de dos estados es un estado del sistema.
Si [¢1) ¥ |19) son estados posibles del sistema, entonces la superposicién |¢) =
a1|t1) + asls), en donde a; y as son nimeros complejos también es un estado del
sistema. Ademas, el producto interno asocia un numero complejo a dos estados

arbitrarios

(10, 16)) = (¥]¢) = / dr (2) (). (2.1)

Un vector estado |¢) es un vector normalizado en el espacio de Hilbert, es decir,
(Yly) = 1. Este también puede ser considerado como una clase de equivalencia,

de este modo [¢) define el mismo estado fisico que exp(ip)|1).

2.1.2. Evolucion

En esta seccidén describimos como evoluciona un sistema cudntico al considerar

un sistema que no interactia con otros.

P2 Un sistema cerrado evoluciona bajo la descripcién de una transformacion
unitaria. Asi, el estado |¢)) de un sistema a un tiempo t; se relaciona con el
estado |¢') del sistema en un tiempo t; a través de un operador unitario U,
que es funcién de los tiempos ¢; y . De este modo, la relacién entre [¢') y

|1} esta dada por
[0/ (ty)) = Ut tr) (L)) (2.2)

Ademas la evolucion temporal de un estado cudntico preserva la normalizacion del
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estado asociado. Este postulado requiere que |1)) obedezca una ecuacién diferencial
de la forma ihd|i)(t))/dt = H|1Y(t)), que es la ecuacion de Schrodinger, con H el

operador Hamiltoniano.

2.1.3. Medicién cuantica

Como vimos en el postulado anterior, los sistemas cuanticos aislados evolucio-
nan a través de una transformacién unitaria, pero desde el punto de vista expe-
rimental siempre existe una interaccion con el medio, asi entonces el sistema no
siempre estd sujeto a una evolucion unitaria. De este modo, definimos las medicio-

nes cuanticas de la siguiente forma:

P3 Las mediciones cuanticas se describen por una colecciéon de operadores de
medicién {M;}, el cual actia en el espacio de Hilbert del sistema que es
medido. El indice j hace referencia al niimero de resultados que podrian
ocurrir en un experimento. Si el estado del sistema cudntico en el instante
previo a la medicién es [1), entonces la probabilidad de obtener el resultado

J esta dada por

p(j) = (WIMIM;[Y), (2.3)

y el estado post mediciéon adopta la forma

) =~ ) (2.4)

Jwiglg)

Ademas, los operadores de medicion satisfacen la ecuacién de completitud

> MM =1. (2.5)
J
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Notemos que la relacién de completitud expresa el hecho que las probabilidades

tienen que sumar uno
1= Zp(j) = (WM M;[y). (2.6)

De este postulado podemos inferir otro tipo de operadores de medicion, los que
son conocidos como medidas proyectivas. Una medida proyectiva se describe por
un observable, O, el cual es un operador hermitico en el espacio de Hilbert del

sistema observado. El observable tiene una descomposicién espectral
0=> jp, (2.7)
J

en donde P; es el proyector en el espacio-propio de O con valor propio j. Los
posibles resultados de las mediciones corresponden a los valores propios, 7, del

observable. El estado post medicion esta dado por

|Ypm) = ; (2.8)

con p(j) = (¢Y|P;|1) la probabilidad de obtener un resultado j al aplicar un pro-
yector P;.

2.1.4. Sistemas compuestos

Hasta el momento hemos estudiado solo sistemas formados por una sola particu-
la. En el caso de més particulas hablamos de sistemas compuestos. Estos se definen

COo1mo:

4 El espacio estado de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de

cada espacio estado de los componentes fisicos del sistema. Si los subsistemas

10



2.1 Introduccién a la Mecanica Cuantica

estan numerados desde 1 hasta m, el espacio estado esta dado por

H=H,03Hs @ ... H,,. (2.9)

Si cada subsistema estd preparado en los estados {|¢k) }r=1. m, entonces el estado

del sistema esta descrito por

1) = t1) @ |1h2) @ ... & |thm). (2.10)

Notemos que no todos los sistemas compuestos tienen la forma dada por (2.10),
los cuales se conocen como estados separables, al no expresarse de esa forma éstos
son llamados entrelazados. Por ejemplo, consideremos un sistema fisico descrito

por los estados |u) y |v). Un sistema compuesto separable tiene la forma

[¥) = |u) © v), (2.11)

en cambio, un estado entrelazado esta descrito por

1

¥) 7

(lu) @) + |v) @ |u)). (2.12)

Estos estados entrelazados han sido empleados en protocolos de teleportacién
cuantica, criptografia cuantica y test de no-localidad en Mecéanica Cudntica. Este

ultimo es fuertemente estudiado en esta tesis.

2.1.5. Formalismo matrices densidad

Hasta el momento estudiamos los conceptos fundamentales de la Mecanica
Cudntica a través del formalismo de vectores estado, pero es posible formular los

postulados fundamentales en funcién de operadores densidad. Este formalismo es

11



2.1 Introduccién a la Mecanica Cuantica

util cuando los sistemas cuanticos en estudio no son conocidos completamente.
Asi, supongamos que un sistema cudntico se encuentra en uno de los estados |iy),
en donde k es un indice, con una probabilidad respectiva pg. Llamamos {pg, [¢r)}
a un conjunto (ensemble) de estados puros. Entonces, el operador densidad del

sistema esta definido por la ecuacién
p=>_ prlvoi) (Wil (2.13)
k

Cabe destacar que ec.(2.13) no necesariamente coincide con la descomposicién
espectral de p, y ademas k puede ser diferente a la dimensién del espacio de Hilbert
H.

Un operador p posee dos caracteristicas usuales que lo asocian a un conjunto

{pk, |r)}, sl y solo si se satisfacen las condiciones:
1) Tr{p} =1, es decir, la traza de un operador densidad es uno.
2) p es un operador definido semipositivo.

Las matrices densidad se pueden clasificar en dos tipos: dado un vector |¢) de
modo que p = [¢) (1|, entonces el estado es llamado puro, con Tr{p?} = 1. De otro
modo, el estado es llamado estado mezcla, con Tr{p*} = 1/d, con d la dimensién
del estado mezcla.

Bajo el formalismo de matrices densidad podemos formular los postulados de

la Mecanica Cudantica. Asi, éstos se re-escriben como

P1 Un sistema fisico aislado se asocia a un espacio de Hilbert H conocido como
espacio estado del sistema. El sistema es descrito por un operador densidad
p. Si un sistema se encuentra en el estado p, con probabilidad pg, entonces

el operador densidad que describe dicho sistema es ), prpk.

12
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P2

P4

P4

La evolucién de un sistema cuantico aislado se describe por una transforma-

cién unitaria. Asi, el estado p del sistema a tiempo ¢; se relaciona a un estado
, . : . .

p" de un sistema a un tiempo ¢ por una transformacién unitaria U (ti,t f) de

la forma

Pl = Uty ts)pU' (ti,ty). (2.14)

Mediciones cuéanticas se describen a través de un conjunto de operadores
de medicion. Si p es un estado cuantico previo a una medicién, entonces la

probabilidad de obtener un resultado k& estda dada por
p(k) = Tr { M{ Myp} (2.15)

y el estado p’ después de la medicién toma la forma

MypM]!
e = & (2.16)

Te { M Mip}

El espacio estado de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial del
espacio estado de cada uno de los componentes del sistema fisico. Enumeran-
do los sistemas desde 1 hasta [, en donde el sistema i-ésimo esta preparado

en el estado p;, entonces el estado total del sistema estd dado por

P =pRp®...0p. (2.17)
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2.2. Desigualdad de Bell

En esta seccién describimos la desigualdad de Bell tanto en su forma tedrica,
como en su formulacién experimental a través de la desigualdad CHSH.

Para estudiar la desigualdad de Bell, consideremos el experimento propuesto
por Bohm (ver ref. [26]). Vea la fig. (2.1) en la cual se emplea un sistema combinado
de dos particulas con espin 1/2, en donde denotamos el espin de cada particula
como A; y Bj, e, j denotan las direcciones en las cuales es medido el espin en cada
parte. El sistema fisico en estudio se genera a través del decaimiento de un mesén
neutral m en un electrén y un positron, asi tenemos que la suma total es un estado
de espin cero. Ademas, cuando éste es medido a lo largo de las direcciones a = b,
los espines A, + B, = 0. Cada una de las particulas se propaga en direcciones
opuestas, y se realiza una medicion del espin de las particulas. Si un observador
mide la componente del espin del electrén en la direccion unitaria a, y el otro
observador mide la componente del espin del positrén a lo largo de la direccion b,
el promedio del valor del producto de los espines E(a,b) = a-b, para los detectores
con orientaciones a y b . En el caso en que las orientaciones de los detectores sean
paralelas (a = b) obtenemos E(a,a) = —1, en el caso en que sean anti-paralelas
(a = —b) se obtiene F(a,—a) = +1. Este resultado es imposible de obtener con
cualquier teoria local de variables ocultas.

En lo siguiente describimos el teorema de Bell ref. [21]. Para esto nos basamos
en la descripcién dada en ref. [27]. Los modelos Realistas, o de variables ocultas,
son modelos probabilistas que se basan en tres pilares fundamentales. El primero
es un espacio de muestra I', en el cual estan todos los valores posibles de las
variables ocultas. El segundo es una familia de eventos y, la que es subconjunto
de T', por ejemplo, el conjunto de variables ocultas en donde un valor especifico
de las mediciones va a ser obtenido (puede ser: algin valor que no controlemos

o no entendamos bien). El iltimo pilar corresponde a que x debe ser medido

14
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empleando una medida de probabilidad P, de tal modo que cada evento tiene
una probabilidad bien definida. Dadas las variables aleatorias A, su distribucion
p puede ser construida desde P. Asi, los resultados del experimento se describen
por variables aleatorias, B(\), las cuales toman elementos de las variables ocultas
a los posibles resultados del experimento. Asi, el valor esperado del resultado de

un experimento esta dado por

E(B) = /F B(\)dP()\) = / B(A)p(A)dA. (2.18)

r

Para formular la desigualdad de Bell consideremos dos locaciones en las cuales se
realizan mediciones. Tal como fue expresado en el parrafo anterior, cada locacién
presenta configuraciones locales a y b, respectivamente. De este modo, definimos

los siguientes conceptos:

1. Realismo: los resultados de las mediciones pueden ser descritos por dos fa-
milias de variables aleatorias A y B, para cada lugar, respectivamente. Estas
variables aleatorias dependen de las configuraciones locales a y b, y las va-

riables ocultas A\. Asi A = A(a,b,\) y B = B(a,b, ).

2. Localidad: los resultados de las mediciones son independientes de las confi-

guraciones remotas, es decir,

Ala, \) & A(a, b, \) = A(a, by, V),

B(b,\) ¥ B(ay,b,\) = Blas, b, \). (2.19)

3. Restriccion de resultados: los resultados de las mediciones son +1, entonces

|A(a, \)| = [B(b,\)] = 1. (2.20)
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A, ==+1 a b By, = +1

Figura 2.1: Configuracién del experimento disenado por Bohm. Una fuente emite
un par de particulas con espin 1/2, las cuales se dirigen a dos estaciones de medi-

cion. En cada estacion, se realizan mediciones locales a lo largo de las direcciones
ayb.

4. Anticorrelacion: a iguales configuraciones locales, los resultados de las me-

diciones son opuestos, es decir, si a = b, entonces A(a, \) = —B(b, \).

De este modo, la desigualdad de Bell se define como: si a; = by, se tiene que

|E(AsB)) — E(AsBy)| < 1+ E(A,By). (2.21)

Desde el punto de vista experimental, la desigualdad de Bell (2.21) depende de
la obtencion de una anticorrelacion perfecta, la que es menos probable de obtener
en un experimento real. Relajando levemente la condicién (4), Clauser, Horne,
Shimony y Holt (CHSH) ref. [28] presentaron una generalizacion del teorema de

Bell para realizaciones experimentales. En este caso se exige que:

3. Restriccion de resultados: los resultados de las mediciones estan acotados en

absoluto por el valor 1, es decir,

A(a, N <1 v BN <1. (2.22)

De este modo, la desigualdad de Bell (2.21) se escribe como

S = |E(A,B)) + E(ABy)| + |E(AsBy) — E(AsBy)| < 2. (2.23)
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esta expresion es conocida como desigualdad CHSH. En el caso cudntico el valor

alcanzado para (2.23) es 2v/2.
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2.3. Interferémetros Mach-Zhender, Franson y
abrazado

Una de las propiedades fundamentales de la Mecanica Cuantica, consiste en
la posibilidad de mantener un sistema en superposicién. Una de los instrumentos
experimentales basicoss, que hace posible obtener un estado en superposicién, es un
beam-splitter (divisor de haces), el cual puede ser implementado de diversas formas
(dependiendo de la naturaleza de la particula en estudio). Utilizando divisores de
haces y espejos, es posible construir un interferometro que permite estudiar tanto
protocolos de discriminacion de estados, no-localidad, entre otros. En esta seccién

estudiaremos los interferémetros Mach-Zehnder, Franson y abrazado.

2.3.1. Interferé6metro Mach-Zhender

Uno de los interferémetros mas bésicos para entender los fenémenos de interfe-
rencia y de superposiciéon es un interferémetro Mach-Zehnder, el cual consta de dos
divisores de haces. El primero permite tener una superposicién de estados, y el se-
gundo permite recombinar y obtener el fenémeno de interferencia. En este arreglo
interferométrico consideramos dos caminos épticos, por los cuales se propagan las
particulas, y terminan recombinandose al ingresar al ultimo divisor de haces. En
este arreglo, una particula cuantica ingresa por una de las entradas de un divisor
de haces, pasando por éste la particula queda en superposicién en funcion de los
posibles caminos a tomar, y finalmente es recombinanda. De este modo es posible
observar interferencia entre ellas.

Para ver el funcionamiento de un divisor de haces, que puede ser implementado
en diversos cristales, o a través de la interaccién de un laser con particulas masivas,
consideremos un estado [1)) que ingresa al dispositivo. La interaccién, entre el

sistema cudntico y el divisor de haces, es mediada a través de una transformacién
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2.3 Interferémetros Mach-Zhender, Franson y abrazado

unitaria Upg, la cual genera el estado

Ussl) = % (I} + o)) (2.24)

en donde |u) y |v) son estados propios del interferémetro, los cuales describen el
estado de la particula que se propaga por cada camino, respectivamente. Asi, la
evolucion del estado |1)) a través de los caminos del interfer6metro esta dada por

un corrimiento de fase mediado por Upg

UrsUnsl) = —= (¢ u) + i), (2.25)

Si ambos caminos poseen una diferencia de longitud AL, habra una diferencia de
corrimiento de fase dada por Ay1s = 1 — 9. De este modo, el estado (2.25) esta

dado por

UpsUgs|¥) = —= (Ju) + ie’*¥2|v)) . (2.26)

1
V2
Asi, el estado (2.26) adopta la forma

[Yout) = UnsUpsUss|¥) = % ([|=) +ily)] + ie™22 [|z) —ily)]),  (2.27)

en donde |z) y |y) son los estados correspondientes a los detectores D, e D,. De

este modo, la probabilidad de deteccién en los detectores D, y D, estd dada por

P, = ’<x|wout>|2 =

Py = ’<y|wout>|2 =

(14 cos[Ap1a]) (2.28)

| =D =

(1 — cos [Ap1a]) (2.29)

Podemos modificar la diferencia de camino 6ptico de tal modo que Ay = 0,

es decir, que el interferometro esté balanceado; de este modo la probabilidad de
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T2
dy S
r}/l Source

d_©

Figura 2.2: Arreglo interferométrico de Franson. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferémetros Mach-Zehnder. Los detectores ubicados a la izquierda y
derecha de la salida de los interferémetros son denotados por dy y d_.

deteccion P, = 1y P, = 0. En este caso, tenemos una deteccién en D, con
probabilidad uno, lo que es contradictorio al caso clasico en donde la probabilidad

de deteccién es P, = P, = 1/2.

2.3.2. Interferometro Franson y abrazado

A continuacién describimos el funcionamiento de los interferometros Franson
y abrazado, los cuales generan entrelazamiento de camino. Este tipo de entrelaza-
miento ocurre cuando las particulas son emitidas simultdneamente en un proceso
de conservacion de energia, y con una emisiéon producida de manera incierta, de
modo tal que uno de los dos caminos que pueda tomar la particula sea indis-
tinguible. Consideremos los interferémetros Franson (ver fig.2.2) y Abrazado (ver
fig.2.3), en los cuales tenemos dos caminos de diferente longitud, uno de longitud
corta (denotado como S) y uno largo (denotado como L). La diferencia de camino
optico estd dada por AL = L — S. En estos interferémetros tenemos una fuente
que emite dos particulas, cada particula arriba a los primeros divisores de haces
de cada interferémetro Mach-Zehnder, y cada estado es puesto en un estado en su-
perposicion entre los caminos S y L. Cada particula es recombinada en los ultimos

divisores de haces de cada interferometro Mach-Zehnder. De manera particular
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_______
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Figura 2.3: Arreglo interferométrico abrazado. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferometros Mach-Zehnder. Los detectores ubicados a la izquierda y
derecha de la salida de los interferémetros estan denotados por dy y d_.

para obtener un estado entrelazado en los arreglos Franson y abrazado se deben

cumplir los siguientes requerimientos:

I.- Para tener interferencia entre dos particulas, la emisién de las particulas debe

ser impredecible y simultanea.
II.- Ambos interferémetros Mach-Zehnder deben ser idénticos.

III.- Para tener interferencia de una particula, se debe tener una diferencia de
longitud entre los caminos corto y largo. Es posible usar esta diferencia para

distinguir entre los eventos cuando la particula toma los caminos S y L.

El protocolo para obtener un estado entrelazado es el siguiente: considere dos
participantes, cada uno ubicado en los detectores. Ambos participantes almacenan
los tiempos de deteccion, la configuracion de las fases locales, y el tiempo que le
toma a la particula recorrer la distancia entre la posicién en donde se ajustan las

fases locales y en donde se realiza la deteccién de las particulas. La diferencia AL
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entre los caminos épticos permite distinguir entre los caminos tomados por las

particulas. Por lo tanto en los interferometros tendremos dos tiempos de deteccion

= Si la particula toma el camino corto (S), esta arribard a un tiempo Aty.

= Si toma el camino (L), el tiempo de deteccion serd Aty + AL/c, y para el
caso de particulas masivas, se tendria un tiempo de deteccion Aty + AL /v

con v rapidez relativa de las particulas!

Con estos tiempos de deteccién, tenemos un 50 % de probabilidad de detectar
a las dos particulas arribando en los tiempos Aty y Atg + AL/c. El otro 50 %
corresponde a la deteccién de una particula en los tiempos Aty v Aty + AL/c
en diferentes detectores. El siguiente paso es comparar los tiempos de deteccion.
Debido a la configuracion de los arreglos interferométricos, este 1ltimo paso es

diferente para el arreglo Franson y abrazado. Asi, para

s Arreglo Franson: si ambos participantes han obtenido los mismos tiempos
de deteccion para los caminos cortos y largos, ellos almacenan esos datos y

descartan el resto. Este procedimiento es llamado post-seleccion.

s Arreglo Abrazado: si ambos participantes obtienen el mismo tiempo de de-
teccion para los caminos cortos y largos, entonces las particulas han arribado
a diferentes detectores, en cambio, si obtienen una deteccion en coincidencia
entonces ambas particulas arriban a la misma estacion de deteccion, y asi
ambos participantes descartan estos datos. De este modo, este tipo de inter-
ferémetro es capaz de generar un estado entrelazado sin el procedimiento de

post-seleccion.

Una descripcion desde el punto de vista cuantico es la siguiente: consideremos un

estado bipartito que ingresa al interferémetro, después de pasar a través del primer

'En lo restante de la seccién hablaremos de AL/c como parte de los tiempos de deteccion.
Los analis son analogos para particulas masivas.
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divisor de haces, cada particula se encuentra en una superposiciéon de dos estados.

El estado antes de ser recombinando tiene la forma

|U) = = [|S(Atg)) + [L(Ato + AL/c))] [|S(Ato)) + [L(Ato + AL/c))] . (2.30)

DN | —

Considerando los estados que se detectan en coincidencia, es decir, aquellos que
arriban al detector en los tiempos Aty y Atg+AL/c en ambos detectores, el estado

cuantico que describe el estado en coincidencia esta dado por

V2

|‘1’>=7

1S(At)IS(A)) + [L(Ay + AL/YL(AL + AL/ (231
Para estos interferémetros tenemos un tinico valor para las fases locales («, 8, o/, )
asociadas con los valores propios +1, en donde a(3) denota las fases locales en las
estaciones de deteccion de la izquierda y la derecha, respectivamente. La probabili-
dad de deteccién para ambos fotones es uno, pero existe un 50 % the probabilidad
de deteccion en la cual la particula arriba primero a una estacién que en otra,
con el retraso temporal dependiendo en la diferencia de camino éptico entre los
caminos del arreglo. Los participantes tienen que descartar este 50 % y mantener
solo aquellos eventos en donde solo haya coincidencia. Para este tipo de eventos
tenemos una probabilidad de detecciéon dada por

pij =~ (1= (=1)%V cos[a + 8]), (2.32)

o |

con 7, j = +1 denota los puertos de salida de los interferémetros Mach-Zehnder (i
a la izquierda y j a la derecha de la fuente), y V' es la visibilidad interferométrica
la que es asumida como igual para todos los pares de detectores. Asi, el estado
generado por los interferémetros Franson y abrazado puede ser empleado para

estudiar la naturaleza no-local de la Mecanica Cuantica a través de la desigualdad
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CHSH. Como sabemos la desigualdad CHSH se construye a través del funcional X
ec. (2.23) con

E(Oé, 5) = p-h-‘r(aa 6) + p—,— (Oé, 5) - p-‘r,—(a? B) - p—,-i-(av 5)? (233)

es el valor esperado de un observable dicotémico con valores propios 1. Ademas,

Y. satisface
X <2. (2.34)

Si la probabilidad de deteccién estd dada por la ec. (2.32), el valor esperado (2.33)

adopta la forma
E(a,B) =V cos(a + B). (2.35)

Si los valores de las fases locales son a = —a/ = /4, 5 =0,y ' = m/2 entonces el
valor de ¥ se reduce a ¥ = 24/2V. Cuando la visibilidad interferométrica es méxi-

ma, y el estado generado es un estado de Bell, es decir, maximalmente entrelazado,

se obtiene |L| = 2v/2.
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2.4. Interferometria de sistemas cuanticos bajo
la accién de un campo gravitacional débil

En esta seccién describimos sistemas cuanticos bajo la acciéon de un campo
gravitacional débil. En particular nos centramos en fotones y particulas con grados

de libertad internos las que ingresan a un inteferémetro Mach-Zehnder.

2.4.1. Fotones interactiando bajo un campo gravitacional
débil

El campo gravitacional induce un corrimiento de fase sobre fotones que se
propagan por algin camino en particular. Este corrimiento de fase depende de la
frecuencia y la dilataciéon temporal, o el efecto Shapiro.

Para estudiar la interferencia considere un interferémetro Mach-Zehnder, orien-
tado verticalmente con respecto a la superficie de la Tierra y con el espaciotiempo
descrito por una aproximacion de la métrica de Schwarzschild en coordenadas
isotropicas. Para un interferémetro pequeno, comparado con la distancia radial R,
todos los puntos en cada uno de los caminos horizontales se encuentran aproxima-

damente a la misma distancia radial. Describimos el movimiento de los fotones en

una métrica en coordenadas isotrépicas a primer orden en ¢/c® usando

ds® = c*dr? — da?, (2.36)
en donde
oo (10
c
2
dz? = (1 - i(;")) (dz? + dy? + d=?)
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Las coordenadas son las siguientes:

= dt: es el intervalo de tiempo infinitesimal medido por un observador lejano

(en el infinito, en donde el potencial ¢ es nulo).

= dz,dy, dz: intervalos de longitud espacial infinitesimales medidos por un ob-

servador lejano (en el infinito).

Considere la coordenada temporal ¢, del fotén a través de los segmentos horizon-
tales del interferémetro a una distancia radial r. En este caso la trayectoria es tipo

luz y la coordenada temporal adquiere la forma

t, = /OL dr,.c™! ( — %) : (2.37)

en donde consideramos ¢, = 0 para L = 0. Entonces, al considerar la definicion de
x,, por lo que los segmentos espaciales medidos localmente son independientes de
ry asi fOL dx, = L, expresion que corresponde a la longitud propia. Entonces, la
ec. (2.37) adopta la forma

p - L ( - @> . (2.38)

c c?

dependiendo de la distancia radial R, el foton que se desplaza por un camino que
tiene un potencial gravitacional dado llegara al detector en tiempos coordenados
distintos. Ademads, debido a la configuracion del interferémetro, los tiempos em-
pleados en recorrer los segmentos verticales (o la coordenada radial) son los mismos
para las dos trayectorias. Asi, la diferencia de tiempo de arribo para el fotén corres-
ponde a la diferencia de tiempo entre los segmentos horizontales y es ¢, — t, 1 an.

Ademds para un observador local en el potencial gravitacional ¢(R + Ah) va a
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medir una diferencia de tiempo de la forma

Ar = \/ Ut AR) (2.39)

c2

Usando la aproximacién para un interferémetro pequeno, es decir, tal que el po-
tencial gravitacional se puede aproximar linealmente ¢(r 4+ Ah) = ¢(r) + gAh, y la
ec (2.38). Asi, la expresién para la diferencia de tiempo de arribo (2.39) adquiere

la forma

s S (1) [ ) - (1 o)
< it B (1) [98h])

(2.40)
Empleando la expansién de (1 4 2z)'/2 con x = ¢(r)/c® < 1, se obtiene
e (14 22BN (1) [030]
Yy c c?

(2.41)

Aproximando hasta orden O(c™?), la expresién (2.41) queda
LgAh _
AT~ = +0(c™). (2.42)

Esta expresién corresponde a la diferencia de tiempo de arribo para los fotones
medida por un observador ubicado a una altura R + Ah.

Uno de los efectos del campo gravitacional sobre un fotén es el corrimiento de
fase. Para esto considere el corrimiento de fase del campo electromagnético a través

de la aproximacién de dptica geométrica ref. [29; 30]. En este contexto, la fase
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del potencial electromagnético satisfase la ecuacion eikonal, la cual corresponde
a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para particulas sin masa sobre una métrica en
particular. Para el caso de un espaciotiempo estacionario, el corrimiento de fase

esta dado por

Ap = we At (2.43)

en donde wy, es la frecuencia del campo electromagnético medida por un observador
al infinito, en donde el potencial gravitacional es nulo, y At es el intervalo de
coordenada temporal empleado por la luz en recorrer cierto camino en particular.

Para un observador en reposo en algin punto en particular, podemos escribir

Ap = wAT, (2.44)

en donde w = ws/+/Goo s la frecuencia del campo electromagnético medida en
la posicién del observador en particular, y A7 = /gooAt es el correspondiente
tiempo propio.

Consideremos el interferémetro Mach-Zehnder (ver fig. 2.4), orientado vertical-
mente con respecto a la superficie de la Tierra y la métrica ec. (2.36). Debido a que
los brazos del interferémetro estan a diferentes alturas y por lo tanto se encuentran
bajo un potencial gravitacional distinto, el fotén al salir del primer divisor de haces
se encontrara en una superposicion, y experimentard un retraso temporal en una
de sus trayectorias, por lo que al ser recombinado en el tltimo divisor de haces, un
observador a la altura R + Ah medira un retraso temporal dado por la expresion
(2.42). Para obtener el efecto de dicho intervalo de tiempo en el arribo del fotén,

calculamos el retraso temporal de cada uno de los modos. Entonces, considere el
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Q

Figura 2.4: Interferémetro Mach-Zehnder bajo campo gravitacional. El inter-
ferometro consiste en dos beam-splitter (BS) y un par de detectores. La particula
ingresa al interferémetro en el potencial gravitacional ¢(R) y se desplaza a través
de los caminos 7; y 72 en una superposicon de estados, para finalmente ser re-
combinada en el ultimo BS, el cual esta ubicado en un potencial ¢(R + Ah). Los
caminos son elegidos de manera que exista una diferencia de tiempo propio entre
ellos. La distancia entre ambos brazos del interferémetro es Ah.

estado del fotén de la siguiente forma

vy = / duo f(w)e & =B)gd (1) [0) (2.45)

donde z,. es la coordenada cartesiana local, A7, es la coordenada local temporal y
f(w) es la amplitud en funcién de la frecuencia w, la cual estd definida respecto a
un observador local a una distancia radial Ry ag(w) es un operador de creacién

que actua en el modo de frecuencia w. En el caso del interferémetro Mach-Zehnder
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la evolucién del operador ag (w) estd dada por

) = —
aO(wl)_ﬁ

(aT(wl)e—i‘Pﬂ (w1) + bT(wl)e_i‘P'yz(wl)) , (246)

donde a' y b son los operadores de creacién y destruccién para cada uno de los
modos, luego de que el fotén haya pasado por el primer divisor de haces', 7.,
corresponde al tiempo empleado en recorrer el camino v; (i = 1,2.), los que se
encuentran a potenciales gravitacionales distintos (ver fig.2.4). Utilizando (2.46),

el estado (2.45) antes de arribar al dltimo divisor de haces adopta la forma

D) = % / dwy f(wr) (@l (wr)e ™ @) Lol (w))e @) 0y . (2.47)

Luego, los operadores (2.46) al pasar por el tltimo divisor de haces adoptan la

forma

ol (w) = = (e en) ). (2.48)
bin) = el en) = d o)) (2.49)
El estado (2.47) adquiere la forma
W) = 5 [ denlo0) (M) + dlw0)) €71 (el o) = ) 5] o).
(2.50)

Para calcular la probabilidad de deteccion, definimos los proyectores para los de-

'Hemos considerado que el divisor de haces actia en cada modo de frecuencia de forma
independiente.
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tectores

~

a:/mwwmmwd%x (2.51)

P = / dwact (wq) |0) (0] c(w,). (2.52)

Asi, la probabilidad de deteccién viene dada por la expresiéon p = Tr {|\Ifout) (Wout| Pc(d)} =
(Vout| Pe(a) [Wout). Entonces, la probabilidad de deteccién en ¢ es

pe= g [ (@) O] [(elwf) + ) D) (el = d) 0

[/d%ammuwmwwa]/muﬂwaMﬁwo+dma»awﬂw>

+ (M (wr) — di(wr)) e =0T 0)

= i / dw’, dwy dw,g f* (W) f(wl)ei(% (w))=pry; (w1))

x 0] ([e(e) + ()] + [efw)) — d(wi)] (=0 =en D)) el (wg) [0)
(0] efwa) ([ wn) + ()] + [ (1) = ()] e (a0 eaten) ) o).

(2.53)

Los términos no nulos producto de la acciéon de los operadores, dan una probali-

bidad de deteccién de la siguiente forma
Pe = /dw'ldwldwaf*(w'l)f(wl)
% <€i(¢"y1 (@])=ory; (w1)) + ei(@w{ (W1)=@ya (1)) + e~y (W) =y (1)) + (P2 ("Ji)—@w(wl)))
1 . .
=3 /dwidwlf*(w’l)f(m)é(w’l —w) (2 4 eilen Wi)=pmy(w1)) 4 o—ilem ("‘)1)_59”/2(‘*)1)))

- % (1 n /dwlyf(w1)|2(:os [wlAT]) : (2.54)

en donde ¢, (w1) — ¥4, (w1) es la diferencia de fase adquirida por el fotén al recorrer
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ambos caminos en el inteferometro. Esta diferencia es igual a Ap = wAT, con
AT = 1, — Ty, la que corresponde a la diferencia en los tiempos de arribo. La
probabilidad de deteccién para ambos detectores en el interferémetro viene dada

por la expresion

P = [1:|:/dw1|f(w1)|2c:os (wAT) |, (2.55)

N —

en donde + y — denotan al detector ¢ y d, respectivamente. En el caso en que
la distribucién de frecuencias esté dada por una distribucién gaussiana f(w) =
exp (—(w — wy)?/(20%)) /(0+/27), en donde o y w; son el ancho y el valor medio de
la distribucion, respectivamente. En este caso, la probabilidad de deteccién dada

por la ec. (2.55) adopta la forma

(1 4+ V(A7) cos [w1 AT]), (2.56)

N | —

b+ =
en donde V(A7) es la visibilidad interferométrica , la que tiene la forma
1 2 2
V(AT) = exp - (AT%0%)| . (2.57)

Asi un efecto del potencial gravitacional sobre un fotén, ademas del corrimiento de
fase, consiste en una disminucion de la visibilidad interferométrica. En este caso,
la visibilidad interferométrica decrece de manera exponencial con el cuadrado de
la diferencia A7 de tiempo propio. En el limite newtoniano, no existe la nocién
de dilatacién temporal gravitacional, consecuentemente la visibilidad es méxima,
y solo estd presente un corrimiento de fase. Notemos que en el caso de la teoria de
la Relatividad General en la aproximacion de campo débil la diferencia de tiempo
propio en general no es nula, y tenemos tanto el efecto del corrimiento de fase

como de la disminucion de la visibilidad interferométrica.
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Cabe notar que ésta no es la tinica forma de calcular la probabilidad de detec-
cién, en el apéndice B se describen dos formas distintas de calcular esta magnitud,
pero la expuesta en el texto principal es la mas adecuada para la descripcién de

los interferémetros Franson y abrazado.
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2.4.2. Particulas con grados de libertad internos bajo la

acciéon de un campo gravitacional débil

2.4.3. Cuantizacion Hamiltoniano Clasico

Existen diversos enfoques para describir el efecto del campo gravitacional en
sistemas cuanticos. Por ejemplo, considere el enfoque mas fundamental, el cual con-
siste en escribir una ecuacién relativista, como por ejemplo la ecuacién de Dirac
o de Klein-Gordon, sobre un espaciotiempo curvo, y asi obtener un hamiltoniano
aproximado en los limites no relativistas y de campo débil (ver por ejemplo ref.
[31; 32; 33; 34]). De manera alternativa, se puede realizar una cuantizacién canéni-
ca de un hamiltoniano cldsico (como se ha realizado en ref. [2]). De este modo,
existen diferentes hamiltonianos efectivos que intentan describir el efecto del cam-
po gravitacional en sistemas cuanticos. En esta secciéon mostramos como encontrar
un hamiltoniano para un sistema con grados de libertad internos.

Consideremos un campo escalar gpkq sin carga, y sin espin. La ecuacion de

Klein-Gordon sobre una métrica g, estd dada por
9"V, V,oxe — M*cPpkg = 0, (2.58)

con V, la derivada covariante definida con los simbolos de Christoffel I'; ;. Consi-

deremos la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrépicas (ct, x, y, z) ref.[30]

ds® = (1 + 20(r) + 2¢24(T)) Adt* — (1 — M) (da® + dy® + d2?). (2.59)

c? c c?

Asumamos el siguiente ansatz para el campo escalar pkg

PKG = exp {%S(x,t)} , (2.60)
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en donde hacemos una expansion para S(zx,t) de la forma
S(z,t) = (FSo(z) + Si(x) + ¢ 2Ss(z) +...) . (2.61)

Insertamos el ansatz dado por la ec. (2.60) en la ecuacién de Klein-Gordon (2.58), y
realizamos una comparacién en cada una de las potencias de c?. Asi, encontramos

un conjunto de ecuaciones. Entonces, para orden c¢* se obtiene
N
(Vo) =0. (2.62)

Por lo tanto Sy es solo una funcién de ¢. Para el orden ¢ obtenemos

9So\> . .
_(W) + M?* =0, (2.63)

cuya solucién es del tipo Sy = Mt +cte. De este modo, hasta el orden ¢? el ansatz

(2.60) adopta la forma
¢kc ~ exp [£iMct/h] . (2.64)
Considerando hasta orden ¢, podemos escribir
OMS, + (VSy)? — ihV2S, = 0, (2.65)
al considerar una funcién ¢ = exp (i.S1/h), la ecuacién adopta la forma
do _ P”

zha = o0 Mo¢(x)o, (2.66)

la cual es la ecuacion de Schrodinger para una particula de masa M interactuando

con el potencial gravitacional ¢(z), y p'= —ihV. Para los términos S, y Sy pro-
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cedemos de manera andloga, asi reemplazamos ¢ = gexp (iSy/hc*) y obtenemos
una ecuacion tipo Schrodinger con correcciones relativistas ihdy /0t = H, con el
hamiltoniano H representado con respecto a un producto escalar “plano”, el cual
tiene la forma usual respecto al producto escalar no-relativista. Asi este operador

tiene la forma

2 4 2
p ) p M¢*(x)
H="2_ 4+ M- M =2\
o T ME st o(z) + o

2 (o0 + ot 7+ § [Pote)]).

+2Mc2
(2.67)

en donde los corchetes cuadrados indican la accién de p sobre ¢(x).

Para incluir los grados de libertad internos, ref. [2]' consideré la equivalencia
masa-energia, con esto se puede escribir M = H, e /c?, con Hyey s la energia pro-
veniente de la energfa interna y/o de enlace de sus constituyentes.

Dado un estado propio de energfa con un valor propio Fj, tal que M; = E;/c?,
entonces es posible escribir M — M; en la expresion para el hamiltoniano (2.67).
Ademas la linealidad de la Mecanica Cudntica requiere que (2.67) sea valido para
la superposicién arbitraria de estados internos. Sea entonces |E;) un estado per-
teneciente a un espacio de Hilbert separable JH;,,, asi H, se describe por un

operador (para mas detalles ver ref. [2])
Hier = m021inn + Hinny (268)

en donde la parte dindmica de la energia interna se describe por el operador Hiy,
v linn es el operador identidad en H,,. La energfa en reposo mc? puede ser vista

como la energia base de Hegt.

Los grados de libertad fueron incluidos de manera ad hoc, siendo posible incluirlos de manera
fundamental al considerar la ecuacién de Dirac en un espacio curvo, y su limite no relativista
correspondiente.
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Reemplazando (2.68) en (2.67) obtenemos

21 Hinn 21 Hinn 1 21 Hinn 2
H:<mc + )C2+(mc + )¢(w)+§ <mc + >¢(x)

2 2 2 2
152 mc21+Hinn - 154 m621+Hmn

S ()

3 21 4+ Hy\ 1

+3 (2 o) (o1t + o) 7+ 5 (000 ).

(2.69)

Aproximando a primer orden en Hj,/ mc?

Hlnn 1 inn ¢2< ) Hinn
1 — | 1-
02)¢< >+2 ( i m02> c? +2m mc?
1 252 Hinn 54 Hinn
— = — | 1= 1 - . 2.
(’y * 2) gb(m)mc? ( ch) * 8m3c? 3m02 (2.70)

Luego, ya que hemos considerado aproximaciones hasta orden Hiy,,/mc?, los térmi-

H%mc2+Hinn—|—m(

nos de orden superior para ¢ son descartados. Asi el hamiltoniano adquiere la forma

- o) |1 ) 7
H ~ mc + Hinn + m¢($) + Hinn 62 + 5 C + om - 2m202 Hinn
L 3 1 )] 54 L [Pe() (2.71)
8§m3c?2  2mc? p P b 2 b .

Este hamiltoniano (2.71) puede ser reescrito como

H=Hy + (1 P W’)) Hin, (2.72)

2m?2c? c?
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con

5 N 2
Hep = mc® + 2p—m 1- ﬁ) + mo(z) + 5 gb(czz)
s (000 + )54 5 [Poto)] ).

(2.73)

con H, el operador que actia sobre los grados de libertad externos. De la ec.
(2.73) notamos que los pardmetros 5 y v solo actian en los grados de libertad
externos de la particula. El término que se acopla a los grados de libertad internos
(1 —p%/(2m3c?) + ¢(x)/c?) se relaciona con el tiempo propio de la particula, ya

que se tiene que

P = /=gt

= /=00 — giji'i

; o 2] /2
[t (102 (2]

1/2
_ {1+2¢((:;v> +2¢<§>2 _ 775@2 2#1&@;)} . (2.74)

En el dltimo paso hemos usado la relacién p’= mv. Aproximando sélo hasta orden

c¢~2, se obtiene

dx) P

VR TN ACTAN .
c2 2m2c2’

(2.75)

la que es la expresién que acompana al Hamiltoniano que actia en los grados de
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libertad externos. Asi, es posible escribir el Hamiltoniano del sistema como
H=H., +7H;,. (2.76)

Asi el término ¢(z)Hiy/c* correspone a la dilataciéon temporal gravitacional y
—p?Hyyi /2m2c? corresponde a la dilatacién temporal de relatividad especial de los

grados de liberta internos.

2.4.4. Corrimiento de fase para particulas con grados de

libertad internos

Una forma usual de calcular la evolucién temporal de un estado cuantico esta
dada por exp (—i i dtH/h) = exp (—i [ dt [Hem + T Hiny) /h) La evolucién del gra-
do de libertad para la posicion del centro de masa, a través del hamiltoniano H,,,
estd dada por exp(—i f% dt Hew /B)|7i). En este caso para simplificar el andlisis con-
sideramos las expresiones clasicas del campo gravitacional ¢(z), y del momentum
p. En este sentido estas funciones son solo funciones numéricas con valores definidos
en una linea de mundo especifica. En el caso de particulas masivas sin grados de
libertad internos, para calcular el corrimiento de fase inducido por el campo gravi-
tacional seguimos el método de Wajima et al. ref. [35]. En este método el hamilto-

niano Hy, es dividido en una parte libre no-relativisita H°_, mds las correcciones

cms
relativistas H2¢l. La solucién de la parte no-relativista estd dada por el estado
|Wo), v la solucién total del hamiltoniano estda dada por [¢en) = [Wo) exp (i€), en
donde ¢ =), [dtHE /R,y j es un indice para cada parte de Hs' = 3. HISH.

De este modo, en un experimento interferométrico con una particula que sigue
dos caminos 7, y 72, el corrimiento de fase total estd dado por Alem = ¢y, — (y,-

En el caso de una particula con grados de libertad internos es trivial calcular el

corrimiento de fase. Para esto, consideremos que el hamiltoniano dado por la ec.
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(2.76) puede ser reescrito de la forma
H = Hcm X ]inn + (1 + )\> Icm X Hinm (277)

en donde Hey, = Ho+ Y, HEM y XA = —p?/(2m?c?) + ¢(z)/c*. Asi, la funcién de
onda que describe a un sistema con grados de libertad internos puede considerarse
como un sistema puro bipartito |¥) = |t)em) ® |7), en donde |¢he,) es la funcién de
onda que describe los grados de libertad de la posicién del centro de masa, y |7)
es la funcién de onda asociada con los grados de libertad internos, es decir, con el
reloj de cada particula. Entonces, reemplazando |V) en la ecuacién de Schrodinger

)

- = H|W), (2.78)

y considerando que la solucién libre no-relativista satisfase Hy|tg) = ihd|1g)/Ot,

el lado izquierdo de la ec. (2.78) adopta la forma

in22L = i) (€) exp (1€)17) + [t) 5D (1C) Hiaal7) + Holti) exp (i) ).
(2.79)
El lado de derecho de la ec. (2.78) adopta la forma
HW = Hylto) exp (i) 7) + g HEs ¥ |wo) exp (i€) |7)
O+ DY) exp (1) Hinnl ). (2.50)

en donde hemos empleado que ihd|7) /Ot = Hin|T). Igualando las ecuaciones (2.79)

y (2.80), calculando el producto interno respecto a (g ® (7| e integrando respecto
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al tiempo coordenado, obtenemos una expresién para el corrimiento de fase

1 t
_ __Z / ' (R / AN i),
FL to

(2.81)

en donde (Hgs*) = (Yol AH|v0) ¥ (Hinn) = (7| Hinn|T).
Asi, en un interferémetro las particulas siguen dos caminos diferentes v; y 7s.
Entonces, la diferencia de corrimiento de fase para una particula que se mueve a

lo largo de los dos caminos, esta dada por

1
2 = A _ _ - E d HRel,k o d HRel,k:
C C 67172 h |:/71 t( cm > /m t( cm >1

k

_% / o (Hin) — Ao (Hran) ] . (2.82)

Si (Hinn) es una funcién independiente de la posicion y A es dependiente de la

posicién, entonces (2.82) adopta la forma

Ay = = hZ[/ arait™ - [ dt<H§£““>}—%<Hmn> [ =i
Y2

(2.83)

y asi obtenemos el resultado tal y como es calculado en ref. [2]. En la ec. (2.83)
identificamos dos elementos que contribuyen al corrimiento de fase total, de tal

modo que

Ay e = Ay, + Ay, (2.84)
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en donde

Ay, = _% Z [/ dt (HEeLR) _/ dt(H&?”“)} : (2.85)
k gat V2
1
Ag%w - _ﬁ<Hinn> / [)‘71 - )‘72] dt? (286)

son los corrimientos de fase inducidos por el campo gravitacional en los grados
de libertad de la posicién del centro de masa y los grados de libertad internos,

respectivamente.

2.4.5. Evolucion de una particula en interferémetro Mach-

Zehnder

Considere una particula masiva con grados de libertad internos, esta ingresa
a un interferémetro Mach-Zehnder (ver fig.2.4), el que estd bajo la accién de un
campo gravitacional ¢(x), y sus brazos se encuentran a potenciales gravitacionales
distintos. El sistema ingresa al interferémetro y la evolucion de este estado, luego

de pasar por el primer divisor de haces, esta dada por

1 /. _: io —4
|\P>Mzzﬁ(w T ) 1) 4 e TE R T ) 7)), (2.87)

en donde v; y 72 denotan los diversos caminos del interferémetro, y ¢ es una fase
local controlable. Utilizando el hamiltoniano H dado por la ec. (2.76), la evolucién

del estado adopta la forma:

. i cm _ilf’Yl dt 1_217'm+¢c(§) Hinn
W)z = 2 (ze i o M [Yem) € " ( ) |T) (2.88)

. 2
. i -+ d 1_p ¢(E)>Hinn
t eioe kb @Hem gy e R (-t m) . (2:89)
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Como es sabido, un interferémetro M7 tiene dos detectores en su salida. Notando
x e y como los detectores, la probabilidad de deteccién en el detector z esta dada

por:

1 . .
Po = el Wy [* =  [24 e S0n

. 2
i _p” o)
X <T’eh[f”1 dt<1 2m 2

2
-/ dt(l—?—ﬂ(”))}ﬂm
) 72 2m T 2 |7_>

+ e_iweiA¢'Yl 2

. 2
—ilf dt(l,%Jrcb(Z)
x (t]e h{“ am e

2 x
)7‘["/2 dt(17§7m+¢c(2)):| Hinn |7'>

I

(2.90)

en donde A¢,,,, es el corrimiento de fase de los grados de libertad de la posicion
del centro de masa dado en la ecuacién (2.85), para los caminos 7, y ;. Asi para
el corrimiento de fase de los grados de libertad internos evaluamos las integrales

en los segmentos verticales y horizontales del interferémetro Mach-Zehnder. Asi

Ty i Ty T3
/ dtH —/ dtH e, —/ dtH ., —I—/ dtH ., —/ dtH ., —/ dtH .,
71 Y2 0 T~ 0 Ty

. : T . :
en donde para el camino 7, se tiene que fo ¥ es la integral en el segmento vertical y
Tk . .
fT\j” es para el segmento horizontal, con T}J! es el intervalo de coordenada temporal
o T
empleado en recorrer todo el trayecto ;. De manera similar para s, fo " corres-

. . T2
ponde al camino horizontal y [ .*"

o7 al segmento vertical, con T2 el intervalo de
H

coordenada temporal empleado en recorrer el trayecto . Entonces, reemplazando
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la expresién para el Hamltoniano del centro de masas, se obtiene

Ty Ty 9 —~
_ p 2 p m o9
/0 dtHep = /0 dt {% + me” — Ry +mo(z) + 556" (v)

b g () + (o)) -5+

(2.91)

en donde AT} es el intervalo de tiempo coordenado utilizado en recorrer el seg-

mento vertical de ;. La integral entonces adopta la forma

Tarr ]52 ]54 m
/ dtHem = AT {— +me® — +mo(R + Ah) + ——¢(R + Ah)?

Ty 2m 8m3c? 2c?

_I_

5 (¢(R + AR)p®) } , (2.92)

con ATy el intervalo de tiempo coordenado que demora en recorrer el segmen-
to horizontal de ;. Luego para ,, la integral para el trayecto horizontal da lo

siguiente

8m3c? 2c2 2mc?

Ty —
/ dtHey = AT {% +md -2 4 mo(R) + ﬁng(R)2 + 5 (ng(R)ﬁQ)} ,
0

(2.93)
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con AT corresponde al intervalo de tiempo utilizado en recorrer el trayecto ho-

rizontal de ~,. Para la parte vertical del camino

T'YQ 2 . T72
[ttt = 877 (Lo = BV o [ {mot) + ot
Tu o vV \2m 8m3c?

- 202
(ot + oo 5+ 5 [0 ) .

2mc?

(2.94)

en donde AT es el tiempo coordenado de vuelo que demora en recorrer el segmen-
to vertical de 5. Consideramos ademas que el intervalo de tiempo que se emplea

en recorrer el segmento vertical para ambos caminos es el mismo, al igual que el

camino horizontal, por lo que AT)? = AT y ATy = ATy = AT. Asi,

/ dt Hep, — / dtHey = AT [m (6(R+ Ah) — ¢(R)) + % (¢°(R+ Ah) — ¢*(R))

(p(R+ Ah) —@(R))| - (2.95)

2mc?

Considerando un interferémetro pequeno, es decir, que su altura Ah < R, el

potencial gravitacional puede ser aproximado a primer orden en Ah como: ¢(R +

AR) = ¢(R) + gAh + O(Ah?). Asi, se obtiene

3p*

m
He, — H., = AT — Ah. 2.
/71 dtH,,, /y2 dtH,,, [m+ 502 (R) + 5ez | 9 h (2.96)
Considerando ESE = ma(R)/2 + 3p%/(2m) entonces
_ Ah
/ dt Hop — / dtHem = AT [mc® + EGY] J —. (2.97)
7 Y2 ¢
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L, dt( ) I, dt( +¢§§))}Hm 7} procede-

mos de manera similar a lo hecho anteriormente, es decir, separamos las integrales

Luego, para la expresién (r]e" {

en los segmentos horizontales y verticales. Asi, para el camino 7, se obtiene

P o)) [ 7 o) P )
/Mdto‘%*?)‘/o dt( 2m +7>+/Tv dt(“%*?)
g ( P ) #(2)

v 2m
" 2 ¢(R+ Ah
FATY (1 - p—m T)) (2.98)

De manera dnaloga para el camino v,, obtenemos

P o) [T ) P# )
L0 ) - [4(-Er) [Pl £ )

- sy (1en ) o (1-2)

c 2m

+ / @l ). (2.99)

c2

Como hemos dicho previamente, ATY" = AT vy ATy = ATy = AT, ademads
Jy¥ dtolw) /e = [ dwo(@)/(ve?) v [r dto(w) /e = [ dao(a)(ve?), por

lo que

/ldt(1—%+@) —/th<1—%+¢g)) zAT<¢<R;Ah) —¢<Cf>>.

(2.100)

La expresion (2.100) denota la dilatacién temporal gravitacional entre vy y . Asi

entonces, considerando nuevamente un interferémetro en donde Ah < R, entonces
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se obtiene

7 @) P @) gAh
/mdt<1—%+7)—/wdt<1—%+ 5 >~AT S (2101

Considerando que

Hinn = Eo |0) (0] + £4 |1) (1], (2.102)

y que |7) = (|0) 4+ |1)) /v/2, obtenemos:

, 2 2
Lif dt(l—p—-&-d’(g))—f dt(l—p——f—"’(;))]Him 1 i ATgAh i ATgAR
<7_‘eh['v1 2m T ¢ 72 2m T ¢ ’T>:§<€h Ey tehi E1>’

(2.103)

ademéds (7| Hiny |7) = (Hinn) = (Fo + F1) /2 y definiendo la diferencia de energia
entre los niveles del “reloj” AE = E; — Ey, se tiene que (2.103) adopta la forma

% (e;iATchhE n o ATgAL ) _ ; (e%ATCJAhAE N e;iATCgAhAE) AT (1 )
ATgAh i ATgAh
= — = AE | e Hm), 2.104
Cos ( She? ) e ( )

Entonces, considerando las expresiones para (2.97) y (2.104) se obtiene la siguiente

expresion para la probabilidad de deteccion

P, = ! [2 + eieen (ATmEHEER]53) cog <AT9AhAE> S (Hinn)

4 2hc?
+ e e = <AT[mC +ECG°§T] L-AQ ) CcoS ATgAhAE + AngA (Hinn)
2hc?
1 ATgAh ATgAh
5 {1 + cos {(mc + Egi + <Hinn>> Toh + go] coS [WAE} } .

(2.105)
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Se puede demostrar que para los detectores x y en y se tiene que

B A, ATgAh ATgAh
P, = 5 {1 + cos {(mc +E;+ <H1nn>) She? + @| cos 57 AE| 3.

(2.106)

Esta expresién (2.106) corresponde a la probabilidad de deteccién de una particula
en las salidas de un interferémetro Mach-Zehnder como funcién del intervalo de
tiempo coordenado AT en el cual la particula viaja en una superposicién de dos
trayectorias a alturas constantes (una a altura R y otra a R + Ah). El término
proporcional a la masa es el proveniente del corrimiento de fase generado por
la energia potencial newtoniana mgAh, el término ESR que corresponde a las
correcciones relativistas a la energia. Notar que si no existen grados de libertad
internos, solo los términos proporcionales a la energia potencial Newtoniana y las
correcciones relativistas estan presente en la probabilidad de deteccion. Es posible
ver el patrén de interferencia causado por el "reloj” al graficar la diferencia entre
las probabilidades P, y P_. Asi, en la fig (2.5) podemos ver dos efectos nuevos:
uno de ellos consiste en la disminucién periédica de la visibilidad, producto de la
dilataciéon temporal gravitacional (presente en el término ATgARAE/(2hc?)) y
otro debido a la correccién al corrimiento de fase producto del valor esperado del
Hiny.

Hasta el momento hemos considerado sistemas con grados de libertad internos
de dos niveles. Es posible considerar sistemas en los cuales los grados de liber-

tad internos correspondan a un estado mezcla arbitrario. En este caso, para un

interferometro Mach-Zehnder la visibilidad interferométrica adopta la forma

V = ’Tr {poe_%Hi““ATH . (2.107)
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En este caso la visibilidad es maxima si A7 = 0 o si el estado inicial del reloj
se encuentra en un estado propio de Hi,,, ya que en este ultimo caso no existe
evolucion de los grados de libertad internos. Incluyendo grados de libertad inter-
nos descritos por un estado mezcla permite estudiar diversos sistemas fisicos, en
particular sistemas de varios niveles o en el limite continuo, y asi estudiar diversos

sistemas mascroscopicos (para més detalles ver ref. [16]).
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Figura 2.5: Visibilidad interferométrica en términos del tiempo propio A7 y la
diferencia de energia AFE entre los niveles del reloj. Si estamos presentes en una
teoria no relativista, o en una teoria en donde los grados de libertad internos no se
acoplen al potencial gravitacional, solo tendriamos un cambio de fase en términos
de la energia en reposo y correcciones relativistas a la energia y asi la visibilidad
se mantendria maxima (lineas grises discontinuas), en cambio, si los grados de
libertad internos se acoplan al potencial gravitacional, la visibilidad cambia pe-
riédicamente ( linea azul continua envolvente) y existe ademds una correccién al
corrimiento de fase producida por (Hj,,) (linea azul continua).
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Capitulo 3

Interferémetros Franson y
abrazado para un campo

gravitacional débil: fotones

En este capitulo estudiaremos los interferometros Franson y abrazado bajo la
accion de un campo gravitacional débil. Mostraremos que, ain bajo la condicion
de un interferémetro balanceado, es posible obtener un estado maximalmente en-

trelazado debido a la dilatacién temporal gravitacional.

3.1. Arreglo interferométrico Franson

3.1.1. Arreglo interferométrico Franson

En el arreglo interferométrico Franson, los caminos 7, y 7] experimentan un
potencial ¢p(R), y los segmentos de los caminos v, y 74 experimentan un potencial
gravitacional ¢(R + Ah), en donde h = Az es la diferencia en la coordenada

z (a lo largo de la direccién vertical) de los caminos superiores e inferiores del

50



3.1 Arreglo interferométrico Franson

LIQ D6 (R+h)
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: d
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Figura 3.1: Arreglo interferométrico Franson. Una fuente generadora de fotones
une a dos interferémetros Mach-Zehnder. Esta fuente, y los caminos 7, y ] estan
localizados en un potencial gravitacional ¢(R). Los segmentos horizontales de los
caminos 72 y 74 estan localizados en un potencial gravitacional ¢(R+ h). Ly y L}
indican las longitudes propias de los caminos horizontales v, y 7, respectivamente.
Lo y L} indican las longitudes propias de los segmentos horizontales de los caminos
Y2 ¥ 75, respectivamente. H denota la longitud propia de los segmentos verticales
de los caminos 7, y 4. Los caminos v, y 7, contienen lineas de retraso simbdlicas
para controlar la diferencia de longitudes propias entre los caminos v; y 7s, y
entre los caminos 7] y ~5. Las lineas de retraso se encuentran en el potencial
gravitacional ¢(R). Los detectores ubicados a la izquierda y derecha de la salida
de los interferémetros estdan denotados por dy y d_.

interferometro. Los segmentos verticales de los caminos 2 y 74 experimentan una
variacion continua del potencial gravitacional desde ¢(R) hasta ¢(R + h).
De acuerdo a la métrica ec. (2.36), la longitud propia del camino 7 estd dada

aproximadamente por

C

Ly~ (1 - W;”)) Az, (3.1)

en donde Az, es el intervalo de coordenadas espaciales de ;. De manera similar,

para el segmento horizontal del camino 7,

Ly~ (1 - M) Az, (3.2)

c2

donde Az, es el intervalo de coordenada espacial de . Los segmentos verticales
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del camino 7, tienen una altura propia dada por

P(R)
El intervalo de coordenada temporal dado por la Ec. (2.37) para una seccién del
camino 7, es, hasta primer orden en h, dada por
h o(R)
v ~

At), ~ - <1 — 27 , (3.4)
mientras que los intervalos de tiempo coordenado para el camino 7, y el segmento
horizontal del camino 7, estan dados por

At~ (1 _ @> (3.5)

1
K c c?

ALY ~ L (1 — M) : (3.6)

c c?
respectivamente. El intervalo de coordenada temporal At,, a lo largo del camino
72 es At,, = Atll +2AtY,. El tiempo transcurrido entre la generacién y deteccion
de un fotén que se propaga a través de los caminos 7; 0 2, medido por un reloj
ubicado junto a los detectores, a un potencial ¢(R), estd dado por los intervalos

de tiempo propio

2¢(R) Ly
AT’YI = 1 + c2 Atfyl ~ ? (37)
y
26(R) Lo gH H
AT’YQ = 1 + %At,m ~ 7 <]_ — ? + 2?’ (38)

respectivamente. Aqui hemos usado ¢(R + h) = ¢(R) + gh, a primer orden en h.

. . . p p
De manera analoga, para fotones propagandose a lo largo de los caminos ; o 7,
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obtenemos /
Ay =1+ 20 2 B (3.9)
y
ATy =1/1+ @Atvé ~ %/2 <1 — gc—[j) + 2% (3.10)

correspondientemente. Las diferencias de tiempo propio A1, ., = A7, — A7,y
AT, = AT, — AT, describen el tiempo transcurrido entre las detecciones sucesi-
vas de dos fotones gemelos propagandose a lo largo de los caminos (v1,71) v (72, 75),
respectivamente. Andlogamente, At,,,, = A7, — A1, v A, = AT — ATy
describen la diferencia de los tiempos de vuelo de un solo fotén que se propaga a lo
largo de los brazos de cada interferémetro Mach-Zehnder. Los retrasos temporales

ATy ATy, ATy, y ATy, obedecen las siguientes restricciones
ATy gy = ATy = ATy 5 — ATy (3.11)
Imponemos la siguiente condicién
ATy g = ATy = AT, (3.12)

con At > 0. Esto garantiza que no es posible distinguir entre un par de fotones
propagéandose a lo largo de los caminos (71, 7}) de un par de fotones propagéndose
a lo largo de los caminos (79,75) a través del tiempo transcurrido entre deteccio-
nes sucesivas. De este modo, el arreglo interferométrico Franson genera un estado
maximalmente entrelazado incluso cuando no hay coincidencias entre los pares de
detectores en diferentes interferémetros Mach-Zehnder.

De acuerdo a la restriccién dada por la ec. (3.11) y la condicién (3.12), la

igualdad A7,,,, = A7, se debe mantener. Por lo que esto también impone una
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3.1 Arreglo interferométrico Franson

restriccion sobre las longitudes propias, las que son:

Ly ~ L + cAr, (3.13)
gH
Ly~ Ly + cAt(1 + C—Z) (3.14)

Utilizando estas expresiones, los retrasos temporales A7,,., y AT,,, adquieren la

forma

I I, gH. 2H
ATy = =4 — ?2(1 - ?) - (3.15)
ATyyr = ATy . (3.16)

Ahora, podemos remover los términos que no dependen del potencial gravitacional
al demandar que

L =1,+12H (3.17)

lo cual indica que las longitudes propias para los caminos -] y v, son iguales,
esto es, el interferometro Mach-Zehnder para los caminos 7] y 74 es balanceado.
Esto significa que, en el caso en que se quiera implementar este arreglo empleando
fibras 6pticas para guiar los fotones, se requeririan dos fibras, cada una de ellas con
longitud L dada por (3.17), la cual podria formar los caminos 7] y v4; el primero
localizado en el plano horizontal, mientras que el segundo formando un rectangulo
tal y como aparece en la Fig. 3.1. Bajo las condiciones de la ecuacién (3.17), los
retrasos temporales A7, y A7, se reducen a una expresiéon proporcional al
campo gravitacional ref. [14; 36], esto es, los retrasos gravitacionales estan dados
por

AT’YLW - AT’y’ n o~ - (3.18)
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3.1 Arreglo interferométrico Franson

De este modo, el cambio en la fase viene dado por
Ap = WAT,) , = WAT R ——. (3.19)

Asi, para generar un estado maximalmente entrelazado, debemos ser capaces
de realizar un procedimiento de postseleccion, esto es, ser capaces de distinguir
entre los pares de fotones que siguen los caminos (7y1,7]) 0 (72,7%) de los pares de
fotones gemelos que siguen los caminos (y1,75) 0 (72,7 ). Asi, necesitamos obtener
el valor de los retrasos temporales AT, ., = A7, — A7y y AT, = A7), — ATy,

los cuales pueden ser escritos como

AT“/WQ = ATM“/{ + AT%W& (3'20)

AT,YQ% = AT,yg,yé — AT%’YQ‘ (3.21)

Empleando las ecuaciones (3.12) y (3.18) podemos escribir

LiygH

ATy 0 A 4 2 (3.22)
LigH

ATy, = AT — QC“Z ) (3.23)

lo cual indica que los fotones gemelos que se mueven a lo largo de los caminos
(71,7%) pueden ser distinguidos de los fotones que se mueven a través de los cami-
nos (v2,7;) por medio de la medicide los tiempos transcurridos entre detecciones

sucesivas.

3.1.2. Arreglo interferométrico abrazado

El arreglo interferométrico abrazado, descrito en la figura 3.2, que tiene su

fuente de fotones en el potencial gravitacional ¢(R+ h). Los fotones que viajan a lo
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d+ d_
' ¢ (R+h)
Source e fa A
H
‘\._. Y2 ____,‘
e 6 (R)

Figura 3.2: Arreglo interferométrico abrazado. Una fuente generadora de fotones
esta localizada en un segmento perteneciente a dos interferémetros Mach-Zehnder.
Esta fuente y los caminos vy, y 7 estan localizados en un potencial gravitacional
¢(R + h). Los segmentos horizontales de los caminos 7, y 74 estan localizados en
un potencial gravitacional ¢(R+ 2h) y ¢(R), respectivamente. L; y L) indican las
longitudes propias de los caminos horizontales 7, y 7], respectivamente. Ly y L
indican la longitud propia de los segmentos horizontales de los caminos v, y 75,
respectivamente. H denota la longitud propia de los segmentos verticales de v, y
v4. Los caminos 7, y 7] contienen retrasos temporales simbdlicos para controlar
las diferencias de longitud propia entre los caminos v; y 72, y entre los caminos
v v 4. Las lineas de retraso estdn en el potencial gravitacional ¢(R + h). Los

detectores a las salidas de los arreglos a la izquiera y derecha estan indicados por
d+ y d_.
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largo de los caminos 7, y 7} también experimentan este potencial. Los fotones que
viajan a lo largo de los segmentos horizontales de los caminos 4 y 72 se encuentran
bajo la accién de los potenciales gravitacionales ¢(R+2h) y ¢(R), respectivamente.
Los segmentos verticales del camino v4 experimentan una variaciéon continua del
potencial gravitacional desde ¢(R + h) a ¢(R + 2h). Los segmentos verticales del
camino v, se encuentran bajo la acciéon de una variacién continua del potencial
gravitacional desde ¢(R) a ¢(R + h).

Como en el caso del arreglo Franson, para generar un estado entrelazado, im-
ponemos la condicién dada por la ecuacién (3.12), la cual garantiza la indistin-
guibilidad de los fotones gemelos viajando a través de (y1,7]) de aquellos que lo
hacen a través de los caminos (7y2,73).

Podemos imponer las condiciones dada por la relaciéon (3.17), la cual elimina

los términos geométricos que aparecen en A7, .,. De este modo, obtenemos

AT’YI’YQ = ATWI N . (3.24)

Ap = WAT,,,, = WAT & ——. (3.25)

3.2. Estado cuantico de dos fotones y probabi-
lidad de deteccion en los arreglos Franson y
abrazado en un campo gravitacional débil

En la secciéon previa, calculamos varios retrasos temporales entre los eventos
de deteccién en los arreglos Franson y abrazado en la presencia de un campo gra-

vitacional débil. En esta seccién, calculamos los efectos de los retrasos temporales
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en la probabilidad de deteccién entre pares de detectores.
La fuente de luz considerada en este experimento genera dos fotones, de mane-
ra simultanea, que se propagan in direcciones opuestas. Asumimos que el estado

generado por la fuente se describe como

) = / / deonduos f (w1, wa)a (w1 )a (2)]0), (3.26)

donde |0) es el estado de vacfo del campo electromagnético y el operador a'(w;)
crea un fotén que se propaga a la izquierda (i = 1) o a la derecha (i = 2) de
la fuente de luz con una frecuencia w;. La funcién espectral f(w;,ws) depende de
las propiedades especificas de la fuente y satisface la condicién de normalizacion
[ [ dwidws| f(wi,ws)]? = 1.

El estado después de un proceso de post-seleccién puede ser reescrito como la

siguiente superposicion coherente:

o) = / / oy dwss F(wn, wa) ), (3.27)

Consideremos una distribucién de probabilidad de amplitud dada por

—iw1 AT i(wl‘H"’?)AT»y’ (328)

Flwr, ws) Z%f(wl,wg)e e i,

y el estado de dos fotones dado [¢) definido como

1 i(w1+w2)AT’Yé"/i +i(a+p8

) = 5 lwr m)len ) + e N, y)wa, 75)),  (3.29)

donde los estados |wy, ¥;)|ws, 7;) describen un fotén de frecuencia wy propagéndose
a lo largo del camino ~; y un fotén de frecuencia ws propagandose a través del
camino ;.

Consideremos el caso en que la fuente empleada no genere estados con disper-
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sién en frecuencia, esto es, f(wy,ws) = 0(w; — w1)d(we — @s), vy con fases locales
a = [ = 0. Cuando el interferometro esta configurado de tal modo que todos
sus caminos se encuentran bajo el mismo potencial gravitacional, la diferencia de
tiempo propio A7, es nula. En este caso, el interferémetro genera un estado

maximalmente entrelazado,

1, _ _ _ _
E(|W1,%>|W2,%> + @1, 72) [@2, 75)), (3.30)

siempre que el proceso de post-seleccion pueda llevarse a cabo. Este estado es el
generado usualmente por los interferometros Franson y abrazado. La presencia de
un campo gravitacional débil lleva a una fase relativa en el estado [¢), el cual
no cambia la cantidad de entrelazamiento. Asi, el estado |¢)) corresponde a una
superposicion coherente de un estado de dos fotones entrelazado maximalmente.
Un efecto interesante aparece al considerar un arreglo interferométrico Franson
y abrazado en una superficie equipotencial. En este caso, si ambos interferémetros
Mach-Zehnder que componen cada arreglo estan balanceados, esto significa A7 = 0
en las ecuaciones (3.13) y (3.14). En este caso, las cuatro posibles combinaciones
de los caminos tienen exactamente la misma longitud y consequentemente no es
posible distinguir entre ellos. Por lo tanto, el estado generado es separable. A pesar
de esto, es posible rotar el interferémetro de tal modo que existe una diferencia de
potencial gravitacional entre sus brazos, pero cada interferémetro Mach-Zehnder
se encuentra balanceado y ademas son geométricamente equivalentes con respecto
a las longitudes propias. Esto es posible debido a la eleccién de la métrica de
Schwarzschild en coordenadas isotrépicas. En este caso tenemos que A7 se anula
y el retraso temporal gravitacional adopta la forma A7,,., = LygH/c* = —AT 1.
De este modo, el proceso de post-seleccion es posible y el arreglo genera un estado

maximalmente entrelazado. En este caso en particular el campo gravitacional hace
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posible la generacién de un estado maximalmente entrelazado.
Si el arreglo interferométrico abrazado, formado por interferémetros Mach-
Zehnder balanceados y geométricamente equivalentes, es rotado en 90° sus longi-

tudes propias satisfacen las siguientes ecuaciones

Li~ L}, (3.31)

Ly~ (1+2gH/c) L. (3.32)

Entonces, para los retrasos temporales a lo largo de cada camino obtenemos

At — Aty =0, 3.33
7 7
AgLLH
Ary, — Az, = 2 = (3.34)

De este modo, los fotones que se propagan a través de los caminos (7;,7]) son
detectados en coincidencia. Los fotones que se propagan a lo largo de los caminos
(72,74) son detectados con un retraso temporal. En este caso podemos distinguir
entre los fotones que se propagan a través de (7;,7;) o por los caminos (7y2,75). En
el caso de fotones generados sin dispersiéon en frecuencia, de acuerdo a la ecuacion
(3.29), el arreglo atin asi genera un estado maximalmente entrelazado. Las condicio-
nes mencionadas previamente, para interferémetros geométricamente equivalentes
bajo la ausencia de una diferencia de potencial gravitacional entre los caminos del
arreglo, llevan a las siguientes restricciones en las longitudes propias cuando el

interferometro es rotado

Ly =L, (1—gH/*) +2H,

L) =Ly (1+gH/c®) +2H. (3.35)
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Como consecuencia, los retrasos temporales adoptan la forma

—gHL!

ATy = 3 27 (3.36)
gHL!

ATy g = TQ (3.37)

Para los fotones que se propagan en el mismo Mach-Zehnder los retrasos temporales

adquieren las siguientes expresiones

gHL.
AT’YI,’Yé = —c3 27
—gHL!
ATyge = —3— (3.38)

De esta forma, ahora es posible detectar dos fotones en diferentes detectores del
mismo interferémetro Mach-Zhender.

Lamentablemente, en presencia de fotones generados con dispersiéon en frecuen-
cia y en el caso en que el proceso de deteccion es realizado a través de puertos que
no distinguen frecuencia, es decir, se detecta un fotén independiente de su frecuen-
cia, la cantidad de entrelazamiento se reduce. De este modo, los interferometros
Franson y abrazado generan, en presencia de un campo gravitacional débil y dis-
persion en frecuencia, un estado parcialmente entrelazado. En este caso, se espera
una violacién no méaxima de la desigualdad CHSH. Bajo estas consideraciones,
los detectores son modelados de la siguiente manera a través de operadores de
proyeccion

Po= / dwa ,(w)[0)(0]aiq(w), (3.39)

en donde a; ,(w) denota el operador de aniquilacién de un fotén de frecuencia w
actuando en el detector © = + a la salida de uno de los detectores del interferémetro
Mach-Zehnder a la izquierda (« = 1) o a la derecha (o = 2). La probabilidad de

obtener una deteccién en el puerto de salida (i,1) y una en el detector (7,2) estd
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dada por

la cual se transforma en

1 )
Dij = Z(l - (—1)5” /dwldw2|f(w1,w2)|2

coS(W1 ATy, 5, + W2 ATy + a + B)) (3.41)

La cual es independiente del tiempo de deteccion desfasada A7. Pero esta pro-
babilidad de deteccion es una funcién de los retrasos gravitacionales temporales
ATy, v ATy, los cuales estdn acoplados tanto a la frecuencia de los fotones co-
mo al ancho espectral. Como es de esperar, en el caso en que todos los brazos del
interferometro estén en el mismo potencial gravitacional, el retraso gravitacional
es cero, v asi el tiempo de deteccion en desfase puede ser ajustado a cero. De este
modo, la probabilidad de deteccién p; ; adopta la forma de la ec. (2.32) con una
visibilidad interferométrica maxima. Esta probabilidad de detecciéon es conocida
como la probabilidad de deteccién en coincidencia para la configuracién usual para
los interferémetros Franson y abrazado.

Asumiendo que la distribucién de frecuencias para cada fotén es gaussiana,
esto es, f(wiws) = fi(w)fa(w) con fi(w) = exp (— (w —wi) / (202)) / (ov/27),
en donde o; y w; son los anchos y el valor promedio de la distribuciéon gaussiana,

respectivamente, la probabilidad de deteccién adopta la siguiente expresion

1 y
Pij = 1 [1 - (_1)61]V(A7"71727 AT%%)
cos [ATy, w1 + ATy pws +a+ 6], (3.42)
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en donde

1
V(AT ATy ) = exp {—— (ATQ o + AT%%0§>:| (3.43)

4 Y172

es la visibilidad interferométrica del proceso de deteccién de dos fotones. Estas dos
expresiones son validas para un arreglo Franson y abrazado con cualquier configu-
racion geométrica y en la presencia del campo gravitacional débil considerado, el
cudl es estético (es decir, los componentes g;o = 0).

Las ecuaciones (3.42) y (3.43) pueden ser simplificadas al notar que para los

interferémetros Franson y abrazado se cumple que

AT’Yl’Yz = ATAA% = AT,Y ~ (3.44)

De este modo, la probabilidad de deteccion temporal desfasada puede ser escrita

COo1mo

Dij = i [1 - (—1)6ijV(ATv> cos (AT, (w1 +ws) +a + 5)] ,

(3.45)

con

V(AT,) = exp {—%Afj(af + ag)] : (3.46)

Podemos identificar dos diferentes régimenes. Si la condicién A7} (o] + 03) < 1
se mantiene, entonces la visibilidad es maximal y la probabilidad de deteccién
temporal desfasada posee un comportamiento oscilatorio armoénico en términos
del corrimiento en fase total dado por A7, (w; + ws).

En el régimen opuesto, esto es, AT,?(O’% +02) > 1, el decaimiento exponencial

de la visibilidad interferométrica domina y la oscilaciéon armoénica tiende a anularse.
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En este caso, el decaimiento exponencial no depende de las frecuencias w; y wo,
pero si del retraso gravitacional temporal y la distribucién espectral.

En el caso en que el retraso temporal gravitacional sea despreciable, es decir,
AT, — 0, la probabilidad de deteccién adopta la forma

pij =~ (1= (=1)% cos(a + B)), (3.47)

e

que es la expresion habitual de los interferémetros Franson y abrazado.

En la fig. 3.3(a) se muestra el comportamiento de la probabilidad de deteccién
p++ de acuerdo a la ec. (3.45) como una funcién del producto A = L,oH. Es
importante notar que los fotones gemelos son producidos por un laser de banda
ultra ancha ref. [37; 38; 39], en donde los valores de la longitud promedio es com-
parable con el valor del ancho de banda. Para cada fotéon gemelo su distribucion
en los longitud de onda estan centradas en Ay = 806 nm y Ay = 706 nm con un
ancho de banda idéntico, es decir, dA\; = dA\s = 6. Ademads, asumimos tres valores
diferentes del ancho: A = 161,2 nm (0; = 4,724 x 10" Hz y 05 = 6,176 x 10'* Hz),
oA = 3224 nm (0 = 9,744 x 10" Hz y 0, = 1,286 x 10 Hz), y 6\ = 644,2 nm
(01 = 2,224 x10% Hz and 0y = 3,076 x 10'® Hz). Como es usual, la relacién entre el
ancho espectral o y el ancho de banda d\ estd dada por o = 27e(1/Apin — 1/ Amax)5
donde Apax = Ao+ 0A/2, Amin = Ao — IA/2, v Ag es la longitud de onda central del
paquete de ondas. Como es aparente en la figura a medida que el ancho de banda
O\ es mayor, mas fuerte es el amortiguamiento en la oscilacion armoénica.

Asumamos un interferémetro abrazado balanceado y geométricamente equi-
valente en una superficie equipotencial el cual es rotado 90° hacia la vertical.
Consideremos también que ambas frecuencias de los fotones generados es simi-
lar, es decir, w; = wy. En este caso los retrasos temporales estan dados por

ATy = —ATyy & —LoH g/c® = —Ar,. Asi, la probabilidad de deteccién en
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(@) P = 1L+ VAT cos (Amy(wr + @] (B) pre = 1+ V(A7) cos (A, (o1 = )]

P++

0.0-
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Figura 3.3: Probabilidad de deteccion py ., de acuedo a la ec. (3.42) en funcién del
area propia A = Ly H , y visibilidad V (A7,) = exp [—Aﬁf(a% + 03)/4]. (a) Arreglos
Franson y abrazado con retrasos temporales At, = LygH/c. (b) Arreglo abrazado
geométricamente idéntico, balanceado y rotado para los retrasos temporales dado
por las ecuaciones (3.36) y (3.37). Para ambas simulaciones « = = 0, \; =
806 nm, Ay = 706 nm, y dA; = dAy = O\ con dA = 161,2 nm (linea puirpura
segmentada), A = 322,4 nm (linea roja punteada), y 6\ = 644,8 nm (linea azul
continua). Linea negra segmentada denota la probabilidad de deteccién de 1/4.

desfase adopta la forma

Pij = (1 — (_1)%{/(A7—7) cos(a + ﬁ)) ) (3.48)

|

De este modo, el comportamiento oscilatorio no es funcién del retraso temporal
gravitacional y la influencia del campo gravitacional débil se manisfesta solo como
una decaimiento en la visibilidad interferométrica V(Ar).

En la fig. 3.3(b) se muestra el comportamiento de la probabilidad de deteccién
desfasada de un interferémetro abrazo balanceado y geométricamente equivalente,
de acuerdo a la ec. (3.45), al considerar frecuencias w; y wy aproximadamente

iguales. En este caso, la oscilacion armoénica es casi cancelada y el decaimiento
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exponencial predomina en la probabilidad de deteccion. En este caso el decaimiento
exponencial representa la visibilidad interferométrica de dos-fotones, la cual es
funcion del producto entre el retraso temporal gravitacional y el ancho espectral
de la distribucién gaussiana de los paquetes de onda. Cabe notar que en el caso
de un interferémetro Mach-Zehnder en presencia de un campo gravitacional débil
y con una fuente generando fotones con dispersion en frecuencia, la probabilidad
de deteccion presenta una oscilacién amortiguada . En este caso, sin embargo,
no es posible aislar el decaimiento exponencial como en el caso de un arreglo
interferométrico abrazado.

La probabilida de deteccién desfasada p;; es una funcién del retraso temporal
gravitacional. Sin embargo, este resultado no puede ser interpretado como un test
genuino de la teoria de Relatividad General. Un resultado similar puede ser obteni-
do al considerar la propagacion de la luz, en donde el espaciotiempo es considerado
plano y en donde los fotones se acoplan a potencial gravitacional newtoniano en el
caso en que uno considere una masa efectiva igual a la energia del fotén dividida
por ¢2, como en el caso de una particula con masa. El decaimiento exponencial de
la visibilidad es también introducido a través de la dispersion en frecuencia para
la fuente de fotones. La situacién descrita anteriormente es similar al caso de la
prediccién del desplazamiento al rojo gravitacional, que también es consecuencia
de la dilatacion temporal gravitacional. Ademas, estos efectos son sensibles a la
correcciones a primer orden en la componente temporal de la métrica de Schwarzs-
child, y por lo tanto no dependen, en el orden de aproximacién considerado, por

ejemplo, de los parametros post-newtonianos v y 8 (ver por ejemplo ref.ref. [40]).
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3.3 Desigualdad CHSH

3.3. Desigualdad CHSH

Para estudiar las propiedades del entrelazamiento de un estado de dos fotones
generado por los arreglos interferométricos Franson y abrazado en presencia de
un campo gravitacional débil, calculamos el valor del funcional X de la desigual-
dad CHSH (en este caso ¥ < 2). Consideramos que los arreglos interferométricos
emplean fuentes que generan estados con dispersién en frecuencia. Notamos que
el empleo de la desigualdad ¥ para la inspeccion de las propiedades del entrela-
zamiento es debida a que no existen medidas de entrelazamiento para estados de
multimodo no gaussianos.

El estado maximalmente entrelazado |¥) de la ecuacién (3.27) es obtenido en
el arreglo Franson a través de un proceso de post-selecciéon, en donde el par de fo-
tones gemelos con tiempos de deteccidon desfasados son descartados. De este modo,
el estado |¥) describe la fraccién de fotones que son detectados en coincidencia.
Un experimento tipico para medir el funcional ¥ podria basarse en estado |¥). Sin
embargo, se ha mostrado ref. [26] que la fraccién de fotones descartados puede ser
empleada para crear un modelo de variables ocultas que simula las predicciones
de la Mecanica Cuantica, esto es, el arreglo interferométrico Franson es afectado
por un tipo de escapatoria. Esta escapatoria no existe si las fases locales a y (3
son variadas en una escala de tiempo menor que AL/c. No obstante, utilizaremos
el funcional ¥ para estudiar la influencia de un campo gravitacional débil en el
entrelazamiento del estado post-seleccionado generado por los arreglos Franson y
abrazado. Como vimos anteriormente, el interferometro abrazado esta libre de este
tipo de escapatorias, y varios métodos han sido propuestos, tales como, el empleo
de polarizacion e hiperentrelazamiento ref.[41] y entrelazamiento time-bin ref.[42].
Este iltimo es implementando empleando una fuente de luz pulsada y reemplazan-
do los divisores de haces cercanos a la fuente con interferémetros Mach-Zhender

balanceados de menor tamano con modulaciones de fase rapidas e idénticas para
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3.3 Desigualdad CHSH

cada interferémetro.
Empleando la probabilidad de deteccién en desfase p; ;, ec. (3.41), el valor es-
perado E(a, ) de los observables dicotémicos definidos a través de las fases oy

[ adoptan la forma

E(a,B) = /dw1dw2 |f (w1,w2)|2cos [wlATM,W + W ATy + o+ ﬁ} .

(3.49)

Los demas valores esperados son obtenidos al cambiar los valores de la sfases
locales. Asumiendo una distribucién gaussiana para la frecuencia de los fotones
empleados en el experimento, y eligiendo las fases locales de manera usual como
se realiza en un estado de Bell, es decir, (o, 8,0/, 3") = (7/4,0,—7/4, —7/2), el

functional ¥ adquiere la forma
—i(ATg 1a 0T AT, ,0’%)
Y = 2v2e e 17 /| cos (W1 ATy, 4, + w2 ATy ) |. (3.50)

Cabe notar que el funcional ¥ puede ser reescrito, para el caso en que a = 3 = 0,
obteniendo

¥ = 2v2/4py; — 1. (3.51)

Para el caso de un arreglo Franson y abrazado balanceados, y satisfaciendo la

condicién de indistinguibilidad, el funcional CHSH adopta la siguiente expresion
5 = 2y/2e 187 (ot o3) |cos (AT, (w1 4+ w2))] - (3.52)

En la figura (3.4) ilustramos el comportamiento del funcional CHSH ¥ dado por
la ecuacion (3.52) en términos del drea propia efectiva A = LLH y el ancho del

paquete de ondas o. Cuando los brazos de los interferometros Franson y abrazado
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3.3 Desigualdad CHSH

se encuentran bajo el mismo potencial gravitacional, el funcional ¥ toma el maximo
valor 21/2, que corresponde a la méxima violacién de la desigualdad CHSH. Sin
embargo, en la presencia de un campo gravitacional débil junto con fotones con
dispersion en frecuencia, el funcional ¥ muestra un comportamiento arménico con
un decrecimiento amortiguado exponencialmente de la amplitud (ver fig. 3.5(a)).
Una vez que el drea propia A es mayor que A, = vIn4 <c3 / gW), no es
posible violar la desigualdad CHSH. Cabe destacar que el valor del limite superior

~1/2 v por consecuencia, un incremento de oy 0 o9

A, es proporcional a (0% + 03)
conlleva a que la desigualdad CHSH sea violada en un intervalo de area propia
mas estrecho. Dentro de este intervalo, el funcional ¥ oscila entre valores de A que
violan o satisfacen la desigualdad CHSH.

En la fig.3.6 mostramos el funcional 3 como funcién de H y Lf,. Como se puede
observar en esta figura, la desigualdad CHSH es violada para valores moderados de
las longitudes H y L). Por ejemplo, para H = Lj = 10 [km] y empleando una fuente
de banda ultra-ancha como la empleada en ref. [37; 38; 39], el valor del funcional
> es aproximadamente 2,55, el cual esta sobre el valor de 2, que es el usual para
estados separables. Una realizacién experimental de este entrelazamiento generado
gravitacionalmente podria consistir en estaciones para la fuente generadora y los
detectores ubicados en la superficie terrestre, los fotones se transmiten desde la
fuente hacia los detectores a través de satélites. Tal realizacién podria ser posible
considerando los experimentos de propagacién de fotones en el espacio libre ref.
3; 43; 44].

El comportamiento oscilatorio mostrado por el funcional ¥ puede ser cancelado
en el caso de una interferometro balanceado y geométricamente equivalente, en este

caso se obtiene

5 = 2v/2e 387 (01 3) |cos (AT, (w1 — w2))] - (3.53)
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0N [nm]

Figura 3.4: Valor del funcional CHSH ¥ de acuerdo a la ec. (3.52) para los arreglos
Franson y abrazado bajo la condicién (3.12), en funcién del drea propia A =
LLH y el ancho de banda del paquete de ondas JA. Empleamos («, 5,a/, f') =
(r/4,0, —7/4,—7/2), y Ay = 806 nm, y Ay = 706 nm.

Claramente, la eleccién w; = wy elimina el comportamiento armoénico. Esto es ilus-
trado en la fig. 3.5(b) para valores levemente diferentes de w; y wy. Un resultado
similar puede ser obtenido sin imponer restricciones sobre la eleccién de las fre-
cuencias. Para esto, las fases locales pueden ser medidas con respecto a los retrasos
temporales de cada fotén a lo largo de cada camino en los arreglos interferémetri-
cos. Esto es, a = p, — wi1ATy, -, v 8= ¢ — wiATy o (con a,b = 1,2), en donde
va v @p son elegidos de tal modo que las diferencias entre estas fases locales y los
retrasos gravitacionales son los valores 6ptimos de las fases locales que maximal-
mente violan la desigualdad CHSH. En este caso de desigualdad CHSH adopta la

forma

AT2 U%+AT2, , 0

_1 2
Y=c¢ 4( 2 V72 2) [cos (w1 + p2)

+cos (1 + ) + cos (¢} + p2) — cos (¢ + ¢5)] -
(3.54)
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3.3 Desigualdad CHSH

s (a) T = 2V2V(AT,)| cos(AT, (w) + ws))| (b) T = 2v2V(AT,)| cos(AT,(w) — ws))|

N
/\\ | N
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Figura 3.5: Valor de ¥ para un arreglo interferométrico en funciéon del area
propia A = LyH, el tiempo propio A7, = LygH/c* y visibilidad V(A7) =
exp [~AT2 (07 + 03)/4]. (a) Arreglos Franson y abrazado balanceados bajo la con-
dicién (3.12) de acuerdo a(3.52). (b) Arreglo abrazado balanceado, geometrica-
mente equivalente y rotado de acuerdo a la ec. (3.53). Para (a) y (b) tenemos:
(v, B,a/, ') = (w/4,0, =7 /4, —7/2), Ay = 806 nm, Ay = 706 nm, y §A\; = dAy = I\
con dA = 161,2 nm (linea purpura segmentada), A = 322,4 nm (linea roja pun-
teada), y 0A = 644,8 nm (linea azul continua). Linea horizontal nega representa la
violacién méxima alcanzable 2v/2 para la desigualdad CHSH.

Considerando las fases locales 6ptimas (p1, @2, ¢, ¢5) = (7/4,0, —7/4, —7/2) el
funcional CHSH (3.54) se escribe como

7i(A‘r$ ~ 0%+A72, ,Ug)

S =2v2e 12 st (3.55)

la cual es valida para los arreglos Franson y abrazados. La expresion previa exhibe

el decaimiento exponencial sin una oscilaciéon armonica. Esto sin requerir un inter-

ferometro balanceado o restringiendo las frecuencias del par de fotones generados

por la fuente.

En el limite newtoniano, no existe diferencia en el tiempo propio de arribo de
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Figura 3.6: Valor de ¥ para un arreglo Franson y abrazado balanceados bajo la
condicién dada por la ec. (3.12) en funcién de la longitud propia L, y la altura
propia H, acuerdo a la ec.(3.52), considerando A = L,H. Hemos considerado
(v, B,a/,0') = (7/4,0,—m /4, —7/2), Ay = 806 nm, Ay = 706 nm, y 0A; = 0Ag =
644,8 nm.

los fotones a los detectores. Entonces, la desigualdad CHSH solamente exhibe un
comportamiento armonico, el cual es parecido a la version 6ptica del experimento
COW ref. [23] que emplea un interferémetro Mach-Zehnder.

Hasta este momento solo hemos considerado una descripcién cuantica de la
luz propagandose a través de los arreglos Franson y abrazado. Pero, es posible
considerar una descripcion clésica de la luz, y asi el funcional ¥ (para mas detalles
ver ref. [45; 46] y el apéndice A) adopta la forma

1 A 2 2 2 2
\/§ —= T, o +AT o )
R 1 A%
e 4( Y172 Y1072

chass = ‘COS (27TV1AT71,72 + 27TV2AT’Y{KY§) ?

(3.56)

en donde v es la frecuencia del campo eléctrico, o1 y o9 son las dispersiones espec-

trales de ambos campos. Considerando que la amplitud del campo esté dada por
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Figura 3.7: Probabilidad de deteccién p; + y ¥ como una funcién del 4rea propia
A = L4H, con la visibilidad V(A7,) = exp [~A72(0} + 03)/4], para una fuente
SPDC de banda ultra-ancha ref. [1]. (a) Linea continua azul: py . para un in-
terferémetro Franson y abrazado con retrasos temporales A7, = LhigH/c*. Linea
purpura: py  para un arreglo abrazado, con los interferémetros Mach-Zehnder
geometricamente equivalentes, y balanceados, para los retrasos temporales dado
por las ecs. (3.36) and (3.37). (b) Linea azul continua: Funcional CHSH para los
arreglos Franson y abrazados balanceado bajo la condicién (3.12) y ec. (3.52). Para
(a) y (b) la fuente SPDC emplea un cristal SLT con una senales con longitud de
onda A\; = 3300 nm, y Ay = 995 nm, dispersiéon dA; = 370 nm y d\y = 34 nm.

una distribucién gaussiana, el funcional CHSH adquiere la forma

\/§ - (ATA? o?4+AT2 02)
_ 17271 Yiovh 2
Y olnss = 276 17 cos (w1 ATy, 4, + ngTyi%) , (3.57)

que no excede el valor clasico de 2.

En este capitulo hemos estudiado el comportamiento de la probabilidad de
deteccion desfasada y el funcional CHSH. Estas expresiones consideran los valores
de la longitud de onda y ancho de banda las cuales tienen magnitudes comparables,
tipicas de fuentes de ancho de banda ultra-ancho. Los valores del ancho de banda

fueron escogidos de tal modo que el decaimiento exponencial de la visibilidad
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3.3 Desigualdad CHSH

interferométrica de dos-fotones sea observada al considerar valores realistas del area
de los interferometros. En la fig. 3.7 consideramos valores de las longitudes de onda
A1 ¥ Ag v anchos de banda d\; y d)\s, respectivamente, los cuales son generados con
una fuente SPDC de ancho de banda ultra-ancho ref. [1]. Como puede ser apreciado
en la fig. 3.7, el decaimiento exponencial de la visibilidad es menos pronunciado
dentro de los valores estudiados del drea. Es también claro que existen areas que
permiten la violacién de la desigualdad CHSH y, consecuentemente, la generacién
del entrelazamiento a través del retraso temporal gravitacional, incluso bajo la

presencia de dispersion en frecuencia.
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Capitulo 4

Interferémetros Franson y
abrazado para un campo
gravitacional débil: partculas
masivas con grados de libertad

internos

En este capitulo estudiamos los interferémetros Franson y abrazado bajo la
interaccién de un campo gravitacional débil, para el caso en que estos dos arreglos
interferométricos son alimentados a través de una fuente de particulas masivas, las
cuales en el caso aqui estudiado poseen grados de libertad internos. Tal y como
vimos en la introduccién de esta tesis, los grados de libertad internos se acoplan
al potencial gravitacional débil, y de este modo afectan el estado maximalmente

entrelazado generado por este tipo de interferémetros.
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4.1 Probabilidad de deteccién y corrimiento de fase para los arreglos
Franson y abrazado

____________________
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Figura 4.1: Arreglo interferométrico Franson. La fuente de particulas conecta a dos
interferometros Mach-Zehnder. La fuente y los caminos cortos (S) 1 y 7 estan
localizados a un potencial gravitacional ¢(R). Los segmentos horizontales de los
caminos largos (L) 72 y 74 estdn situados en un potencial gravitacional ¢(R+ Ah).
Los detectores situados a la salida de los interferémetros Mach-Zehnder estan
indicados por +, —.

4.1. Probabilidad de deteccion y corrimiento de

fase para los arreglos Franson y abrazado

4.1.1. Probabilidad de deteccion

En esta subseccion calculamos la probabilidad de deteccion del estado maximal-
mente entrelazado generado en los arreglos interferométricos Franson y abrazado.
Para esto consideramos que el estado inicial es un estado bipartito separable, y
como punto final estudiamos una generalizacion en la que los grados de libertad
internos estan descritos por estados mezcla arbitrarios. Consideremos un esta-
do cuéantico con grados de libertad internos descritos por un espacio de Hilbert
N-dimensional. Ademads, asumamos que la fuente empleada en los arreglos inter-
ferométricos genera dos sistemas gemelos, los cuales son generados en un estado

completamente separable p, esto es, un estado de la forma

p=p1® pa, (4.1)
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en donde los estados p; con ¢ = 1,2, son estados separables, esto es,

pi = em)i(Vem| @ o, (4.2)

en donde |t )i (tem| describe una particula que se propaga a la izquierda (i = 1)
o a la derecha (i = 2) con los grados de libertad internos descrito por el estado

(@)

o.,- Una vez que una particula ha entrado a un interferémetro Mach-Zehnder,
los grados de libertad del centro de masa y los grados de libertad internos evo-
lucionan condicionalmente al camino por el cual se desplacen. Estas evoluciones
son generadas por las operadores unitarios U,, = exp [—i f%_ dtHcm/h], V,, =
exp [—i f% dt Hypyn/ h} . El estado dado por la ec. (4.2), después de pasar a través de
un divisor de haces, adopta la forma

pes = — [(Iv1) (| = i) (vl + i) (0| + [12) (2]) ® o1

1
4
® (|v1) (| — il (val + ilva) (| + 1) (al) ® oo - (4.3)

Asi, para obtener un estado entrelazado, imponemos las siguientes condiciones:

ATy = AT, — AT, =0 and AT, = AT, — AT, =0.  (4.4)

7272

Estas condiciones garantizan que no es posible distinguir un par de particulas ge-
melas que se propagan a lo largo de los caminos (7,7;) de un par de particulas
gemelas que se propagan a lo largo de los caminos (7y2,74) a través de detecciones
sucesivas en un intervalo de coordenada temporal. Ademas, para poder eliminar
cualquier efecto geométrico del arreglo, imponemos que los intervalos de coorde-
nada temporal (o de manera equivalente el correspondiente tiempo propio) entre

los caminos v1 (74) v 72 (7%) sea iguales. De este modo las condiciones adoptan la
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forma

AT.

71

AT, = AT, (4.5)

= AT

Y20

Estas condiciones implican que ambos interferémetros Mach-Zehnder estan balan-
ceados. Ademas, de acuerdo de la ec. (4.4) ambos Mach-Zehnders son geométri-
camente equivalentes. Aplicando las condiciones (4.4-4.5) al estado dado por la

ecuacién (4.3), éste adapta la forma

1
pout = 5 {Un ) |U, VoV, U 1) (11U, Vi o V2
- U, 71) (72l U’}Tz V. 0 VJQ Uv{ ‘71 ) <7§ | Uié Vvi Oinn V}Z
+ c.c.
+ Uny [72) (2] UyTg V32 0inn VJQ Uy [7) (72l Uj;é V24 Ginn VAL } )

(4.6)

en donde hemos asumido que los estados iniciales de los grados de libertad internos
o) v 6 son iguales. Empleando los operadores M;; = 1i(3))(@ ()], con i,j =
+,—, en donde + y — especifican los puertos de salida de cada interferémetro
Mach-Zehnder (ver figs. 4.1 y 4.3). La probabilidad de deteccién en coincidencia

pij = Tr{pouM;; ® M, ;} para el estado de salida p, dado por la ec.(4.6), esta

dada por
1 (=1)% . Ca
pi,j = Z - ( 8) TI' {poeiﬁAT'yl'YZHinn}‘ Tr {poe hAT,Yl.‘QHmn}‘
[emgmz ¢8G2 g OH0) | gmiAGn iz o~ B0 e*i(aJrﬁ)} ) (4.7)
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en donde A, y Al son los corrimientos de fase, de acuerdo a la ec. (2.83).
ATyy = [ dr = [ dTy Ay = f% dr — fvé dr son los tiempos de arribo
medidos por relojes situados al mismo potencial gravitacional que los detectores
en los interferometros Mach-Zehnder.

En el caso de particulas con grados de libertad internos de dos niveles, el estado

de dos particulas gemelas esta descrito por el siguiente estado puro separable
| W) mmitial = |Tin, Tin) @ |Tin, Tin) (4.8)

en donde |zi,) ¥ |Zin) denotan el estado inicial de los grados de libertad del centro
de masa para una particula que se propaga a la izquierda o a la derecha, respecti-
vamente Los estados |7,) v |Tin) denotan el estado inicial de los grados de libertad
internos, esto es, del reloj, para una particula que se propaga a la izquierda o la
derecha, correspondientemente.

El estado de las particulas gemelas después de dejar los interferémetros Franson

y abrazado, pero previo de la llegada a los detectores, estd dado por la expresion

1, .
(1)) = 7 (DU ) Vo 1) U V) Vg 17)

i€ U, [71) Vay [ 7Y Ung |78) Vay |F)
+ie" UL, [72) Voo | 1Y Usy [91) Vi | 7)

—2)Vau IT) U [195) Va4 7)) - (4.9)

Empleando las restricciones dadas por las ecuaciones (4.4)-(4.5) es posible realizar

un proceso de post-seleccién, y asi la probabilidad de deteccién adopta la forma:

1 ]_ Z r— T f ~ i 1 AT— | 1 aT inn | _~
Dij = Z — (_]_)5ZJ§ <7_in| eh (fw d fﬂ d )H‘nn |7_in> <7—in| eh (IWQ d f“rl d )H |Tin>
{ei(a+,3)€—mgm2e—iAcmé +eel (4.10)
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En donde o y B son fases locales controlables localmente. Los valores esperados

| <7—’LTL| 6%(-["{2 dT_f'yl dT)Hinn |7_1n> | y | <7_';n| e%(f»yé dT—f,yi dT)Hirm

Tm) | aparecen producto
de haber trazado los grados de libertad internos. La ec. (4.10) es un caso particular

de la expresién dada por la ec. (4.7).

4.1.2. Interferémetro Franson: Corrimiento de fase para
los grados de libertad de la posicién del centro de

masa y evolucion de grados de libertad internos

A continuacion calculamos el corrimiento de fase y la evolucién de los grados de
libertad internos para el arreglo interferométrico Franson, descrito en la figura 4.1.
En este arreglo, los caminos 7 y 7 experimentan un potencial gravitacional ¢(R)
y los segmentos horizontales de los caminos 7, y 74 experimentan un potencial
gravitacional ¢(R + Ah). Los segmentos verticales de los caminos o y 4 experi-
mentan una variacién continua del potencial gravitacional desde ¢(R) a ¢(R+Ah).
En caso de un grado de libertad interno, la diferencia de tiempo propio entre los
caminos 7, y 1 adopta la forma fw dr — f% dr = Ar,,,,, de manera analoga
fvé dr — f% dr = Aty .r. Dado que el estado que ingresa al interferémetro para
los grados de libertad internos |7;,) se encuentra en una superposicién coherente,
es decir, |7,) = (|0) 4 [1)) /v/2, y el hamiltoniano que describe la evolucién de los
grados de libertad internos es Hi,, = Eq |0) (0| + E4|1) (1],

<'fin| e%(ﬁ,2 dT—f,Yl dT)Hinn |’fin> — |cos (M) ‘ . (4.11)

2h

De manera similar, para los caminos v} y 7}

(A%%AE)
= |COS | —————

(g dr=Fog o) Hiom - 2h

(Tl € : (4.12)
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en donde los intervalos de tiempo propio Ar,, ,, adoptan la forma

2 2
p o(r) / P o(r)
A = 1-— 2 ) dt — 1— 2 ) dt
Trm /L ( 2m?2c? + c2 ) g 2m2c? + c2
_ gARAT,,

c2

(4.13)

Debido a la configuracion del arreglo interferométrico Franson, ambos retrasos
temporales son similares, es decir, At,,,, = Aty ... Por lo tanto, el corrimiento

de fase en cada particula del arreglo interferométrico Franson es

gARAT,,
he?

gah (m62 L motR) | 3p (4.14)

ACWWz = 2 9 + %) ATM + <H1(r31)1>

en donde AT, es el intervalo de coordenada temporal en el camino 7, y (H.(1)>

mn

es el valor esperado del hamiltoniano ngn)l respecto a los estados de los grados de
libertad internos de una particula. Debido a la configuracién del arreglo, se tiene
que Ay, 4, = Agy,,- Asi, la probabilidad de deteccion en concidiencia dada por

la ec. (4.10) adopta la forma

o= LD (9ARAT, AL gARAT, AE'
Y4 4 2hc? ohe?
2gAhAT71 2 R 3p
X COS ( 2 mc 2 2m
ARAT.
- [<Hi(nlr)1> + <Hi(1121)1>] % +a+ 5) : (4.15)

en donde AE y AFE’ son la diferencias de energia entre los dos niveles de energia
para cada particula, respectivamente. Notemos que estamos considerando que los
dos niveles de energia para ambas particulas pueden ser distintos. <H~(1)) y (H, -(2)>

mn mn

son los valores esperados del hamiltoniano de los grados de libertad internos to-
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mados con respecto al estado inicial del reloj, para la primera y segunda particula,

respectivamente. Si AE = AE' y (H)) = (H-(2)> = (Him), la probabilidad de

mn mn

coincidencia (4.15) se transforma en

b (—1)% cos? gARAT, AE
Pig =7 4 2hc?
X COS M mc? + + —2
he? 2 2m
gARAT,,
+2<Hinn> h D) it + + 6) (416)

Para un interferometro Franson balanceado y geométricamente idéntico emplaza-
do en una superficie equipotencial, la evolucién del estado cuantico, dada por la
ec. (2.76) solo genera una fase global, con cuatro estados estados (uno por cada
camino del arreglo) arribando al mismo tiempo a los detectores, de este modo no
es posible distinguir entre ellos y el proceso de post-seleccién no puede ser llevado
a cabo. Por lo tanto, si existe una diferencia de potencial gravitacional entre los
brazos de cada interferometro Mach-Zehnder, y los interferémetros satisfacen la
condicién de indistinguibilidad y si estos se encuentran balanceados, entonces la

dilatacién temporal gravitacional permite la generacion de un estado entrelazado.

4.1.3. Arreglo interferométrico abrazado

El interferémetro abrazado, descrito en la figura 4.3, tiene su fuente de particu-
las localizada en un potencial gravitacional ¢( R+ Ah). Las particulas desplazéndo-
se a lo largo de los caminos v, y ] también experimentan este potencial gravi-
tacional. Para las particulas moviéndose a lo largo de los segmentos horizontales
de los caminos 74 y 7, experimentan los potenciales gravitacionales ¢(R + 2Ah)
y ¢(R), respectivamente. Los segmentos verticales de los caminos 74 perciben una

variacion continua del potencial gravitacional partiendo en ¢(R + Ah) y finalizan-
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b+

0 10 20 30 40 50 60
AT(Erest + (Hiw))
h

Figura 4.2: Probabilidad de deteccién p, , para el arreglo Franson, para dos
particulas con grados de libertad internos de dos niveles, en términos de la di-
ferencia de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de energia AF.

do en ¢(R + 2Ah). Los segmentos verticales de 2 experimentan una variacion del
potencial gravitacional desde ¢(R) a ¢(R + Ah). La diferencia de tiempo propio
de arribo para las particulas que se mueven a través de los caminos v; y 7, esta

dada por

gAh
AT% Y2 ATy{ . (4. 17)

2
De manera analoga, para los caminos 7] y 74 obtenemos

gAh
AT%,% ~ ——AT%. (418)

c2
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Figura 4.3: Arreglo interferométrico abrazado. La fuente de particulas se sitia
en un segmento perteneciente a dos interferometros Mach-Zehnder. La fuente de
particulas y los caminos cortos (S) v1 y 7 estan localizados a un potencial gra-
vitacional ¢(R + Ah). Los segmentos horizontales para los caminos largos (L) 72
y 4 estan localizados a un potencial gravitacional ¢(R + 2Ah) y ¢(R), respecti-
vamente. Los detectores situados en los puertos de salida de los interferometros

Mach-Zehnder estan indicados por +, —.
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El corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional para una particula que

se mueve a través de los caminos v, y ¥

2

gAh gAh

3p 1
Ag’Yl'YQ = W |:m02 + m¢(R) + %] AT’Yl + he2 ATW{ <H1(m)1>>
(4.19)
Yy para v, y 7
gAh 3p? gAh 9
Ay = == {m(; +m(R) + 5| ATy — = AT (H?).
(4.20)

Debido a la condicién de indistinguibilidad dada por (4.4), el corrimiento de fase
total Ay = Ay, + Ay, depende de la diferencia entre los valores esperados
del hamiltoniano de los grados de libertad internos. De este modo, la probabilidad

de deteccién en coincidencia esta dada por

4 4 v 2hc?

X COS ([(Hﬁb - (Hffb] % tat 5) . (4.21)

1 (=1)% (gAhAT%AE) (gAhAT%AE’)
Dij = = — cos cos | ————

Asumiendo que AE = AE" y <H1(nlr)1> = (H®

inn >

= (Him), la probabilidad de detec-
cién en coincidencia adopta la forma

1 (=), ( gARAT, AE
COS —_—

4 4 2hc?

Dij = ) cos (v + ). (4.22)

En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional se anula.
En el caso en que las fases locales sean igual a cero, la modulacion solo depende
en la dilatacién temporal gravitacional, la cual permite aislar el efecto de dismi-

nucion en la visibilidad interferométrica. Ademas, si el acople entre los grados de
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libertad internos y el potencial gravitacional es tal que la interaccion estd dada por
&(r)(Hinn) /c* (es decir, considerar que la formulacién cudntica de la relacién masa
energia esté dada por mc? + (Hi,,)) entonces no existe modulacién de la visibili-
dad interferométrica y solo un corrimiento de fase, el cual para un interferémetro
balanceado se anula, y solo resta una dependencia de las fases controlables loca-
les. Cabe destacar entonces que la existencia de un decrecimiento en la visibilidad
interferométrica para el arreglo abrazado, al considerarse balanceado y con la con-
diciéon de indistinguibilidad, puede ser considerado como un test para diversas
formulaciones cuanticas de la equivalencia masa-energia.

Notemos que podemos obtener un resultado similar al realizar una rotacion en
90° de uno de los interferémetros Mach-Zehnder del arreglo Franson. Sin embargo,
la ventaja inherente del arreglo abrazado proviene en que éste no posee un tipo de
escapatoria producto de la postseleccion, la cual es propio del arreglo Franson ref.

[26; 47).

0.45

0.40

P+

0.35

0.30

Figura 4.4: Probabilidad de deteccién p,, para el arreglo abrazado, en funcién de
la diferencia de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de niveles de energia
AFE, para dos particulas con grados de libertad internos de dos niveles.
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Figura 4.5: Probabilidad de deteccion p,, para los arreglos Franson y abrazado, en
funcion de la diferencia de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de niveles
de energia AF, para dos particulas con grados de libertad internos de dos niveles.
Los valores de las fases locales se toman como cero.

4.2. Desigualdad CHSH

Al igual que en el caso de los arreglos Franson y abrazado alimentado por
fotones, en este capitulo estudiamos cémo el funcional CHSH es afectado por la
dilatacién temporal gravitacional en el caso en que los arreglos interferométricos
son alimentados por particulas con masa y grados de libertad internos. Veremos
aqui que la dilatacién temporal gravitacional se evidencia como un corrimiento en
la fase para los grados de libertad de la posicion del centro de masa, junto con una
modulaciéon originada por la inclusion de los grados de libertad internos.

Dada la probabilidad de deteccién (4.10), el funcional CHSH adopta la expre-
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sion

ATy, ATy 1
¥ = cos (%{AE) cos (#AE) cos (ﬁ [AG,, + AC%WQ})
X [cos (@1 4 @2) + cos (@1 + ¢5) 4 cos (@] + p2) — cos (@] + ¢5)]
/1
oin (7 (86, + 8¢,
[sin (@1 + @2) + sin (o1 + @h) + sin (@] + @2) — sin (@] + ©5)]

(4.23)

Usando los valores usuales para las fases locales (1, @2, ¢}, ¢h)] = (7/4,0, —7 /4, —7/2),

el funcional CHSH (para ambos interferémetros) (4.23) adopta la forma

A ATy 1
Y = 2v/2 cos (MAE) cos <%AE) Ccos (ﬁ [Afwwz + Agvhé]) :

2h
(4.24)
Asi, para el arreglo Franson la ec. (4.24) toma la forma
AT ATy 2
Spe = 2V/2 cos (%AE) cos (#AE) cos (ﬁA@m) .
(4.25)

En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional es 2A(,,+,
debido a la configuracién de los interferometros Mach-Zehnder en el arreglo Fran-

son. Para el arreglo Franson

_ AT’YQ'YI AT’Y&’Y{
Yhg = 2v/2 cos (2—71AE) cos (TAE .

(4.26)
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En este caso el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional se pierde
totalmente, y esto es debido a la configuracion propia del arreglo abrazado. Esto
permite poder aislar el efecto de la dilatacién temporal gravitacional en el entre-
lazamiento tipo camino generado en este tipo de interferémetros. De tal modo,
es posible elegir otras fases locales para asi obtener una violaciéon maxima de la
desigualdad CHSH. Para el arreglo Franson podriamos elegir una fase local de la
forma ¢}, = ¢4 — 2A(,,,, es decir, elegir las fases locales de tal modo que se anule
el corrimiento de fase inducido por el campo gravitacional. Con esta eleccion el

funcional CHSH (4.25) adopta la forma

A AT
Sp = 2v/2cos (%AE) cos (%AE) : (4.27)

Bajo esta eleccion de las fases locales, los funcionales CHSH para los inter-
ferémetros Franson y abrazado son similares, y el tinico término restante en la
expresion proviene de los relojes implementados en cada particula, es decir, del
acople de los grados de libertad internos al potencial gravitacional. Asi, solo queda
el término que produce una modulacién en el funcional CHSH, aislando el efecto
de la dilataciéon temporal gravitacional sobre sistemas cuanticos. Ademas, como es
mencionado en ref. [14] si el acople entre el campo gravitacional y el hamiltoniano
de los grados de libertad internos estd dado por (Hi,,)¢(r)/c* v las fases loca-
les son escogidas de tal modo que los corrimientos de fase para cada particula se
anulan, el funcional CHSH (4.24) no exhibe un compartamiento oscilatorio dado
por la inclusién de los grados de libertad internos, y la desigualdad CHSH es vio-
lada maximalmente. Si consideramos un arreglo Franson y abrazado yaciendo en
una superficie equipotencial, y usando las restricciones (4.4) y (4.5), no es posible
distinguir entre detecciones simultdneas, y por ende, el estado generado por los

interferometros Franson y abrazado es un estado separable.
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Figura 4.6: Valor del funcional CHSH para el arreglo Franson, considerando dos
particulas con grados de libertad internos de dos niveles, en funcién de la diferencia
de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de niveles de energia AF. Valor de

las fases locales (o, 8,0/, ') = (7/4,0, —7 /4, —7/2).

Tenemos que notar que el funcional CHSH (4.27) tiene un valor menor que
dos, es decir, se tiene un estado separable si la diferencia de tiempo de arribo esta
dada por AT = 2harccos (2_1/4) J/AE, o de otro modo, el campo gravitacional
genera un estado entrelazado al considerar dilataciones temporales gravitacionales
AT > 2harccos (271/1) /AE.

En la fig. 4.9 podemos ver en mas detalle qué tan robusto es el estado entrelaza-
do generado por los arreglos Franson y abrazado. En el caso de un interferémetro
abrazado, para AFE fijo podemos ver que a medida que aumenta la altura de los
brazos Ah, o el tiempo de vuelo AT (es decir, estamos aumentando el largo de los
brazos del arreglo) el estado de Bell puede seguir violando la desigualdad CHSH,
caso contrario al interferémetro Franson, en donde el estado deja de violar la des-
igualdad CHSH mas rapido. Asi, el estado maximalmente entrelazado el arreglo
abrazado es mas robusto a la diferencia de potencial gravitacional como al largo

de los brazos de cada interferémetro Mach-Zehnder.
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Figura 4.7: Valor del funcional CHSH para el arreglo abrazado, considerando dos
particulas con grados de libertad internos de dos niveles, en funcién de la diferencia
de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de niveles de energia AF. Valor de

las fases locales (o, 8,0/, ') = (7/4,0, —7 /4, —7/2).

Notemos que las expresiones (4.26) y (4.27) son independientes de la masa del
sistema en cuestién, solo dependen de la diferencia de energia AE, y de los tiempos
de arribo A7,,,,. En este sentido, a medida que la masa del sistema se escala el
entrelazamiento se mantiene, y en este sentido el entrelazamiento deberia estar
presente en sistemas macroscépicos (siempre y cuando mantengan la coherencia
cuantica).

La variacién del funcional CHSH, dado por la ec.(4.25), en el caso en que
consideremos un sistema con una masa en el rango 10727 — 1072 [kg] (es decir,
considerando interferometria con neutrones y sistemas con 10” UMA), y un inter-
ferometro con largo y altura variable (a través del producto ARAT), indica que
la variaciéon de la masa no afecta si el estado viola o no la desigualdad CHSH
(ver figura 4.11). Solo notamos un efecto en la desigualdad CHSH si aumentamos
tanto el largo como alto del arreglo Franson. Del mismo modo, dado que uno de

los primeros sistemas cudnticos estudiados bajo el efecto del campo gravitacional
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Figura 4.8: Valor del funcional CHSH para los arreglos Franson y abrazado, con-
siderando dos particulas con grados de libertad internos de dos niveles, en fun-
cién de la diferencia de tiempo propio de arribo A7, y la diferencia de niveles
de energia AFE. Linea azul continua representa el funcional CHSH para el arreglo
Franson, linea roja segmentada para el arreglo abrazado. Valor de las fases locales

(v, B,a/,0') = (m/4,0, = /4, —7/2).

fue el neutrén (en el célebre experimento COW ref. [11; 12]) la variacién del fun-
cional CHSH para dicha particula, en términos de la velocidad inicial v [m/s] y el
producto ARAT [m - s] indica que para un intervalo de velocidades no relativistas
la desigualdad CHSH es violada maximalmente.

Para una particula con un nimero de grados de libertad arbitrarios, la pro-
babilidad de deteccién dada por la ec. (4.10), el valor esperado de un observable

adopta la forma

1 ; ; ; i i .
E(a, ﬂ) = Z | e Abr1 92 1 APy g i@ B) T {poe—ﬁAT'vzvl HInn} Tr {poe R ATy H‘““}
2
+ e—iAQﬁ'm'Yg 6_2A¢v{ﬁ§ e—i(@"rﬁ) Tr {pOG%ATn'yl Hinn} Tr {poeﬁATwévﬂ Hinn }} .

(4.28)
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Figura 4.9: Grafico de lineas de contorno del funcional CHSH para los arreglos
Franson y abrazado, en términos de la diferencia de energia AFE, la diferencia de
coordenada espacial vertical Ah y el intervalo de coordenada temporal AT. (a)
funcional CHSH para el arreglo Franson dado por la ec.4.25. (b) funcional CHSH
para el arreglo abrazado, dado por la ec. 4.26. El rango de valores para AFE corres-
ponde a diferentes sistemas fisicos (desde d4tomos y neutrones), para mas detalles
ver ref. [2]. Las fases locales tienen los valores (o, 8, ¢/, 8') = (7/4,0, =7 /4, —7/2).
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Figura 4.10: Valor del funcional CHSH, para los arreglos Franson y abrazado al
considerar dos particulas con grados de libertad internos de 2 niveles. Linea azul
continua representa al funcional CHSH para el arreglo Franson, linea roja punteada
representa al arreglo interferométrico abrazado. Las fases locales tienen los valores

(v, B,a/,0') = (m/4,0, =7 /4, —7/2).

Esta expresién puede ser reescrita de la siguiente manera
1
E(a,p) = 5 [cos(a + B)(A + A") +isin(a + B)(A — AT)], (4.29)
en donde

. . ; _ 1
A = B2 o1 By172 Ty {poe_%AT’vgvl HInn} Tr {poe h,ATwéwi HI““} )

(4.30)
Por lo tanto, el funcional CHSH adopta la forma

Y= [(A - AT) (cos(a + B) + cos(a’ + B) + cos(a + ') — cos(a) + ('))

1
2
—i (A — A*) x (sin(a + 8) + sin(a’ + 3) + sin(a + 8') —sin(a’ + 3'))] .

(4.31)
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Figura 4.11: Funcional CHSH, para un sistema con grados de libertad internos
de dos niveles, en términos de la velocidad inicial de las particulas, y el produc-
to ARAT [ms]. La velocidad inicial, para cada particula que ingresa a los inter-
ferémetros Mach-Zehnder, es de 2200 [m/s|. Las fases locales tienen los valores

(a, 8,0/, 8') = (7/4,0, —7t /4, —7/2).

Considerando los valores usuales de las fases locales (o, 5, o/, ) = (7/4,0, —7w /4, —7/2)

el funcional CHSH se transforma en
1
n-s [2\/§(A + 4] (4.32)

Para un reloj en un estado inicial py = Hfi]\lf pi, v cada estado interno en un
estado mezcla arbitrario p; = 377, p§i)|/<;>(i)(/f|(i), en donde |k) corresponde a las
bases propias de la energia de cada nivel, con los valores propios E,(f), y pgi) es la
probabilidad de encontrar ocupado cada nivel del reloj. Asi, la expresion (4.30)

adopta la forma

N n N n ) *)
. . . . . i
A — €ZA¢717')’2 GZAQS'YI sY2 | | E p(.j)e_%AT’m’Yl Ez(J) | | E p(k)e_ﬁAT'yé7i Ez
(2 1 N

j=1i=1 k=1 i=1

(4.33)

95



4.2 Desigualdad CHSH

m [Kg|

| . n \ |
0 200 200 600 800 1000
ARAT [ms]

Figura 4.12: Funcional CHSH para un sistema de dos neutrones en términos de la
masa de las particulas, y el producto ARAT [ms]. La masa de cada neutrén es 1,6 x
107%7 [kg]. Las fases locales tienen los valores (a, 3,/ ') = (7/4,0, —7 /4, —70/2).

La desigualdad CHSH para un reloj de m-niveles, tal que la energia de cada nivel
es superior al anterior, de modo que F; = n;Fy, con Ey el estado base de cada

reloj y n; = 1,2,...,m un entero, esta acotada por

5 < 9/3)2 1 — cos(ATy, 4, Eom/h) V2 71— cos(ATy  Egm/h) 1/2
- b 1 — cos(ATy, 4, Eo/R) 1 — cos(ATy o Eo/R) ’

1°72

(4.34)

en donde hemos considerado p§i) = p. El comportamiento del funcional CHSH
para un reloj de m-niveles se muestra en la figura (4.13), a medida que el nimero
de niveles de energia aumenta, el estado se transforma en un estado separable
de manera mucho mas rapida que lo haria para una particula con dos niveles de

energia internos.
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Figura 4.13: Valor del funcional CHSH para los arreglos Franson y abrazado, en
términos de la energia Fj del estado base del reloj, y el tiempo propio A7 para la
deteccion de la particula. Linea azul continua representa el funcional CHSH para
el arreglo Franson, y la linea roja continua representa al interferémetro abrazado.
(a) y (b) para una particula con grados de libertad internos de 4 niveles. (c) y (d)
para una particula con grados de libertad internos de 8 niveles. (e) y (f) particula
con grados de libertad internos de 20 niveles. Las fases locales tienen los valores

(a, 8,0/, 8") = (7/4,0, —7 /4, —7/2).
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4.3. Pureza y Negatividad

En esta seccién estudiamos la pureza y negatividad del estado entrelazado

generado por los arreglos interferométricos Franson y abrazado.

4.3.1. Pureza

Un estado entrelazado maximalmente es un estado puro. La pureza del estado
generado por un arreglo interferométrico Franson y abrazado, bajo el efecto de la
dilatacién temporal gravitacional, estd dada por la traza del cuadrado de la matriz
reducida del estado generado por los arreglos antes mencionados. Para la obtencién
de la matriz densidad reducida trazamos los grados de libertad internos. En este
caso el trazado sobre los grados de libertad internos, en el caso de sistemas de dos

niveles, es realizado en el estado post-seleccionado. Asi, la pureza adopta la forma

1 i [ dr)H
T () = 5 [ Lttt )

x| (rle Pt TR A i 2 2] (4.35)

En caso en que uno de los interferometros Mach-Zehnder de los arreglos inter-
ferométricos Franson y abrazados esté puesto de modo que no exista diferencia
de potencial entre sus brazos, es decir, en una superficie equipotencial, la pureza

adopta la forma

(1 (e =t e 2] (4.36)

| =

Tr {pzed} =

Considerando que el estado inicial del reloj para los grados de libertad internos
|7in) Se encuentra en una superposicién coherente |7;,) = (|0) + [1)) /v/2, y con el

hamiltoniano H;,, ec.(2.102) , de este modo la pureza dada por la ec.(4.35) se
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escribe como

1 AFEgA AE'gA
Tr{piq} = 3 {1 + cos? (#AT) cos® <#AT>} . (4.37)

En el caso en que el estado que describe a la posicién del centro de masa y a los
grados de libertad esta dado por una matriz densidad, la pureza adopta la siguiente

forma:

1 x -1 T A0 44
Tr {pfed} = g |:1 + |'Tr {poe*ﬁAT“ﬂwzHinn} Ty {poe A “fr“sz‘““}

2} C(4.38)

En el caso en que el solo sean dos grados de libertad internos, y el hamiltoniano

Hiny, sea el descrito previamente, se recupera la pureza dada por la ec. (4.37).

4.3.2. Criterio PPT y Negatividad

El criterio PPT nos permite cuantificar si un estado cudntico se encuentra
entrelazado o no. Para emplear el criterio PPT, calculamos la traza parcial del
estado p luego de salir del interferémetro. Si el estado es separable, los valores
propios de la transpuesta parcial son positivos, si no el estado esta entrelazado.
Para un estado p con grados de libertad internos de dos niveles, solo tenemos un

valor propio negativo, de este modo el estado es entrelazado

1 AEgAh AFE'gAh
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4.3 Pureza y Negatividad

Para la descripcion de los niveles de energia internos dada por un estado mezcla

de dimension arbitraria se obtiene

A= % ‘Tr {poe_%A”lMHi"“} Tr {poe_%ATviﬁvéHi"“ H

(4.40)

El protocolo PPT nos dice si un estado es entrelazado o no, pero no cuantifica
la cantidad de entrelazamiento. En caso en que se necesite cuantificar el entre-
lazamiento se debe emplear un tipo de medida de entrelazamiento. En este caso
empleamos la negatividad logaritmica, la cual ha sido empleada previamiente en
otros tipos de estudios, por ejemplo en la cuantificacion del entrelazamiento para
observadores en caida libre bajo una métrica de Rindler. Considerando lo expues-
to previamente, la negatividad logaritmica se define como N = log,(||pprl||1), en
donde ||ppr||; = Tr1/ pLTppT. En el caso en los grados de libertad internos sean

de dos niveles, la negatividad adopta la forma

1 AFEgAh AFE'gAh
N = log, {1 + 5 c08 (WAT) cos <WAT)} . (4.41)
En caso que la diferencia de energias entre los niveles de los dos relojes sea
idéntica (ya que a cada particula se le asocia un reloj, el cual es implementado en
los grados de libertad internos) la negatividad (4.41) adopta la forma

1, (AEgAh

El entrelazamiento se pierde totalmente en el caso N = 0. Esto ocurre cuando
la diferencia de tiempo propio de arribo adopta los valores AT = nwh/AFE, con
n =1,3,5,... Debido a que la negatividad, dada por la ecuacién (4.42), depende

de una funcién armonica, y ésta a su vez del intervalo de tiempo propio A7 =

100



4.3 Pureza y Negatividad

gAhAT/c?, la negatividad va a sufrir un resurgimiento debido a la periodicidad
del reloj implementado en cada particula.
En el caso del sistema del reloj descrito por una matriz densidad arbitraria, la

negatividad adopta la forma

1
N = log, [1+§

Tr{poe EA mn}Tr{poe FAT o H}H (4.43)

Consideremos el caso en que los grados de libertad internos sean el producto de N
relojes, cuya extension es mucho menor que la escala en donde la métrica cambia.
De este modo py = Hfij\lj pi, v cada reloj se describe por un estado mezcla p; =
> i1 p§-i) k)@ (k| en donde |x) corresponde a las bases propias de la energfa, con

valores-propios EY La negatividad dada por la ec. (4.43) adopta la forma

n

N
Hzp’ e ﬁAT’YZ'Yl z HZ % T’véviE'( >u (444)

7j=1 i=1 =1

N=log, |1+ =

Podemos ver el comportamiento de la negatividad logaritmica para los arreglos
interferométricos Franson y abrazado como se muestra en las figura 4.14. En la
figura vemos como al considerar una particula con solo un reloj, y con n-niveles,
el estado entrelazado se transforma en un estado PPT (es decir, la negatividad
logaritmica tiende a cero) a medida que el tiempo propio transcurrido aumenta,
y el nimero de niveles de energia aumenta. FEn la figura 4.14 todos los niveles de
energia tienen la misma separacion entre ellos.

Si consideramos una particula con grados de libertad internos, pero con m-
niveles, consideramos que la energia de cada nivel estd dado por F; = n;FEy, en
donde Ej es el estado base del reloj y n; = 1,2...,m. Consideramos que cada
nivel tiene la misma probabilidad de deteccién para cada nivel, la negatividad

logaritmica se escribe como
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4.3 Pureza y Negatividad

N = log,

1+ p_2 1 — cos(ATy, 5, Eom/h) V21— COS(ATy; 44 Eom /) 2
2 \ 1—cos(A7,, . Eo/h) 1 — cos(ATy 1 Eo/h)

(4.45)

En caso de los interferémetros Franson y abrazados, con ambos interferémetros
Mach-Zehnder balanceados y geométricamente equivalentes, la negatividad toma

la forma

p; (1 — cos(AT,, ., Bom/ h))] ' (4.46)

N=1 1+ =
082 |: " 1- COS<AT’YL’72E0/FL)

En el caso de un sistema con dos niveles de energia, la negatividad logaritmica

toma la forma dada por la ec. (4.42)

0.6[

0.5

0.4

o
%)

Log. Negativity

©
N

0.1

Figura 4.14: Negativivdad logaritmica para los arreglos interferométricos Franson
y abrazado en términos de la diferencia de tiempo propio A7, y el estado baseFE)
del reloj. Linea azul continua representa la negatividad logaritmica para un estado
entralazado con grados de libertad internos de 4 niveles. Linea roja segmentada
para una particula con grados de libertad internos de 8 niveles. Linea segmentada
purpura con grados de libertad internos de 16 niveles.
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

4.4. Particulas masivas con dispersion en mo-
mentum

En esta seccién estudiamos el efecto del campo gravitacional débil en una
particula masiva generada por una fuente con dispersion en momentum. Para
estudiar el efecto del campo gravitacional en el limite no relativista, resolvemos
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, y empleamos su analogia
con respecto a Optica geométrica. Asumiendo que la solucion de la ecuacién de
Schrodinger estd dada por ¥(z,t) = ¢(x)e™!, con w relacionado al estado propio
de energia F = hw. Reemplazando el ansatz en la ecuacion de Schrodinger se

obtiene la ecuacion independiente del tiempo

o 2m
0x?  h?

(E— V(:c))] é(z) = 0. (4.47)

Definiendo el nimero de onda de la forma k(z) = \/2m(E — V (x))/h?, la ec. (4.47)

adopta la forma

[a‘% + k2] $(x) =0, (4.48)

Considere que las trayectorias de un paquete de ondas estdn descritas en términos

de trayectorias clésicas. La funcién ¢(x) puede ser escrita como

o) = /p() exp(iS(x) /h). (4.49)

De la ec. (4.49) podemos obtener una ecuacién para p y realizar una aproximacién
tipo WKB, es decir, asumiendo que las variaciones rapidas de ¢(x) estan conteni-
das en la funcién exponencial, y que p varia lentamente. Asi, obtenemos la ecuacion

eikonal (0S5/0x)? = h2k?. Para resolver la ecuacion eikonal, realizamos otra aproxi-
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

macién, esta vez consideramos que V' < F, de tal modo que el potencial no influye
en la trayectoria de la particula . Bajo esta consideracién, la solucién de la ecuacion
eikonal puede ser escrita de la forma ¢ = ¢y¢,, en donde ¢ es la solucién para una
particula libre no relativista, dada por ¢y = /pexp (2 f v /Zo . df). La solucién, ba-
jo la accién del potencial gravitacional, estd dada por ¢, = exp (—i f Ak df),
con kg = \/ZmT/FL2 y Ak = kyV/2E. Asi, el paquete de ondas sufre un corri-
miento de fase dado por la cantidad A¢ = [ Ak - d7. Usando esta expresion,
ref. [11; 12| calcula el corrimiento de fase para un neutrén bajo la accién de un
potencial gravitacional newtoniano.

Considere un paquete de ondas de particulas masivas con dispersiéon en mo-

mentum. Este paquete de onda es inyectado a un interferémetro Mach-Zehnder.

El paquete de ondas es descrito por
Ty = / dkF(k)e'kz=+1), (4.50)

en donde F'(k) es la funcién de distribucion espectral del paquete de ondas, sujeta
a la condicién [ dkF (k) = 1. El interferémetro Mach-Zehnder es configurado de
tal modo que existe una diferencia de potencial entre cada uno de los brazos del
interferometro, y estd dada por gAh, en donde Ah es la diferencia de coordenada
espacial a lo largo de la vertical. El estado de salida del interferémetro adopta la

forma

\Ilout = [(1/}1 - 1#2) + Z(% + ¢2)] ) (451)

N —
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

en donde

Y1 = /dlﬂF(k‘l)ei("jlx—w“réol)7 (4.52)
Wy = / Ao F () el k2r—wite), (4.53)
los términos ¢ y 3 son las fases adquiridas a lo largo de cada uno de los caminos

del interferémetro. La intensidad normalizada en cada detector esta dada por

| dRIF(R)]2 cos (A (k)
[aRFBE ]

Iy = [1 + (4.54)

2
en donde Ay = p; — 9. Para un paquete de ondas con una distribucion espectral
F(k) gaussiana, es decir, F(k) = exp (—(k — ko)?/(20?)) y el corrimiento de fase
A¢ dado como en ref. [11], la intensidad normalizada (4.54) adopta la forma

2k

. fdk|e (k—ko)2 /(202 )’2 oS (ngA>
9 L=+ [ dk|e(=(k=k0)?/25?) |2

Iy = (4.55)
Esta integral no puede ser calculada analiticamente, por lo que realizamos una
integracién numérica. Este resultado es similar (ver fig. 4.15) al obtenido en las
referencias ref. [2; 14] en donde la disminucién interferométrica acttia como testigo
del tiempo propio. En nuestro caso el descenso de la visibilidad es producido a
través del potencial gravitacional newtoniano, en donde el tiempo es absoluto. De
este modo, no es posible asociar una disminucién en la visibilidad interferométrica
como resultado de la dilatacién temporal gravitacional. En cambio, solo pode-
mos considerar una disminucion de la visibilidad interferométrica en el caso de la
interferencia de relojes cudnticos (para detalles ver ref. [48]).

Considerando un interferémetro Mach-Zehnder, y empleando el hamiltoniano

(2.67), la intensidad normalizada para un paquete de onda gaussiano (4.55) de-
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1.0
0.8
>
z
< 06
= 0.4
Z,
0.2
0.0
0 5 10 15 20 25 30
m?g

Figura 4.15: Intensidad normalizada en funcién al area A del interferémetro Mach-
Zehnder. Elegimos un paquete de ondas con momentum kg = 1.

pende del corrimiento de fase A® el cual es similar al corrimiento de fase para
particulas propagandose a través del arreglo Franson, pero sin considerar grados
de libertad internos. El corrimiento de fase en términos del nimero de onda k estéd

dado por

m2gA #(R) 3gAhk
ap =02 (1 + 55 ) 2= (4.56)

Es posible estudiar la desigualdad CHSH en los arreglos Franson y abrazado
para un paquete de ondas con dispersién en momentum. De este modo, conside-
remos un arreglo Franson (ver fig. 3.1). El estado que ingresa al interferémetro

€S
\Ijin = 77Z)1(k;7 t) & ¢2(k= t)? (457)

en donde v y 19 son los estados descritos como en la ec. (4.50). El estado antes
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

Normalized Intensity

0 5 10 15 20 25 30

m2g o(R)
h? <1+ cz>

Figura 4.16: Intensidad normalizada en funciéon del area efectiva de cada inter-
ferometro Mach-Zehnder A, la masa de la particula m. Consideramos un paquete
de onda con kg = 1.

de arribar a los detectores tiene la forma

out —

1 [¢1 (k’t'h) - wl (k’ t’Y2) 6Z¢a +1 (1/11 (k>t’71) + % <k7t72> eid)a)} )

(02 (K, tyy) — aba (K ty) €90 + i (W2 (K, tyy) + b (K ty) €7)]
(4.58)

out __
5 =

N =N =

Aqui t,, (ty) ¥ ty, () son los intervalos de coordenada temporal a través de los
:

caminos 1 (71) ¥ Y2 (74), respectivamente, y ¢, v ¢y son las fases locales. Después
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

de un proceso de post-seleccion, el estado adopta la forma

V2
T ) 0, s () g, 01 (Rt g, W (R g) €2

+itp (K, t“fl)Al by (k7 tvi)BQ — it (, t72)A1 (o> (k:, t%)B2 gl
+itn (K, Zf“ﬂ)Az W2 (k’ t’Yﬁ)Bl — iy (k, tvz)AQ V2 (/{Z, t,yé)Bl ePat o
—Un (ks ) 5, W (R, tvi)BQ — U (k,ty) 4, Y2 (K, t"/é)Bg e¢“+¢b] :

\I,out —

(4.59)

La probabilidad de deteccién en coincidence adopta la forma

Pa; A = i
(=1 [ k| F (k)P [ dhi|[F(ks)|? o8 (Agy, g (k1) + Adoy oy (ka) + 60 + )

A [ dky|F(k1)[? [ dky|F(k2)]? ’
(4.60)

en donde Ag., , (k1) es el corrimiento de fase para la particula moviéndose a través
de los caminos 7; y 2. De manera andloga, A¢,s ./ (k2) es el corrimiento de fase
para los caminos y] y 5.

La funcién CHSH, para la seleccién usual de las fases locales, adopta la forma

AR () S by F (k) cos (Ao (k) + Ay (k)
=22 Tk E kD [ dhy [F (k)P '

(4.61)

En el caso del arreglo Franson como esta descrito en la figura (3.1), los corrimien-
tos de fase son iguales y estan dado por la ec. (4.56). Dado que la distribucién
espectral del paquete de ondas es gaussiana, la evaluacién numérica (ver fig. 4.17)
muestra un decrecimiento en la visibilidad interferométrica como en el caso de fo-
tones con dispersion en frecuencia (ver ref. [14; 49]). Por lo tanto, una pérdida de

entrelazamiento en el arreglo Franson puede ser considerada como evidencia de la
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4.4 Particulas masivas con dispersién en momentum

dilatacion temporal gravitacional, pero no necesariamente una consecuencia de la
formulacién cudntica de la relacién masa-energia de Einstein (para mas detalles,
vea ref. [2; 50]). Es interesante notar que un posible test para distinguir el efecto de
la dilatacion temporal y el acople a los grados de libertad internos (que provienen
de la generalizacion de la relacién masa energia). Este podria ser implementado
al medir el resurgimiento de la violacién de la desigualdad CHSH en cierto inter-

valo, debido a que el entrelazamiento se pierde totalmente para una particula con

dispersion en momentum.

o
LA
2.0 f\'l fl\
‘.| |
L
2 'l.l| N A
il |
1.0 i | \"\\
(A
05 |,’ ‘\I \\ ’/\ ]
. / |
I}I Bd \!I VA ~
0.0 v ]
2 4 6 8 10 12 14

2
m?gA o(R)
h? (I * 2

Figura 4.17: Valor de ¥ para un paquete de ondas con dispersiéon en momentum
para un hamiltoniano con correcciones relativistas, en términos del area A de los
interferometros Mach-Zehnder, y la masa de la particula m. Para ver el compor-
tamiento del funcional ¥, elegimos los valores del paquete de onda con nimero de
onda ky = 1, 0 = 0,8 (linea purpura segmentada), o = 0,4 (linea roja punteada),
y 0 = 0,2 (linea azul continua).
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Capitulo 5

Tomografia cuantica por medio de

CSPSA

En este capitulo estudiamos el proceso de tomografia cuantica a través de un
proceso iterativo. El proceso iterativo es llevado a cabo mediante un algoritmo de
optimizacién estocdstico, el cual es conocido como CSPSA (Complex Simultaneous

Perturbation Stochastic Approximation).

5.1. Tomografia Cuantica Autoguiada

Uno de los primeros métodos en estudiar tomografia cudntica a través de
un programa de optimizacién se conoce como Self Guided Quantum Tomography
(SGQT, por sus siglas en inglés), éste método estd basado en un método de optimi-
zacion estocastico llamado Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation,
originalmente ideado en 1992 por J. C Spall ref. [51]. Para Aplicar SGQT se formu-
la el proceso de tomografia cuantica de la siguiente manera, comenzemos con una
medida de distancia entre dos estados p y o, o corresponde a un estado que puede

ser generado experimentalmente, y p es el estado que queremos conocer. Dada la
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5.1 Tomografia Cuantica Autoguiada

medida de distancia D(p, o) podemos escribir

f(o) = (D(p, ), (5.1)

en donde ( ) es el valor promedio de la medida de distancia. Consideremos la

infidelidad entre dos estados como la medida de distancia, esta estd definida como
D(p,d) = 1—F(p,0), (52)

en donde F'(p,0) es la fidelidad entre los estados p y o, la cual es definida de la

siguiente forma

F(p,o) =Tr { \/ﬁo—\/ﬁ} . (5.3)

Ademas, en el caso en que p y o sean estados puros, con p = [) (Y| y 0 = [s){s],

la fidelidad (5.3) adopta la forma

F(i,¢) = [(¢]6)]- (5.4)

La que es maxima cuando |¢) es igual al estado desconocido |¢). Entonces, la infi-
delidad (5.2) adopta la forma D(v,¢) = 1—|(¢|s)|. En este caso estudiamos el caso
de tomografia cuantica para estados puros. De este modo, dado que tenemos un
estimado de la distancia D(|1)), |s)), el algoritmo propone un nuevo estado |¢) que
convergerd a [¢) a través de diversas iteraciones de D(|v),[s)). Las estimaciones
de esta distancia se generan a través de SPSA.

Supongamos que queremos estimar el valor minimo de una funcién G(6), en
donde 6 un vector d-dimensional. El problema de optimizacién consiste entonces
en encontrar un minimo #* tal que dG /00 = 0. Supongamos que podemos tener

una medicién G de G(6) de tal modo que el valor de  que minimice G esté dado

111



5.1 Tomografia Cuantica Autoguiada

por

Opr1 = Ok — argr(6k), (5.5)

en donde g(f;) es un estimado del gradiente g(6) = 0G /00, en este caso la esti-

macion del gradiente viene dada por

G(Gk + CkAk) — G(Gk — CkAk)

gk(Qk) = QCkAk 5 (56)

en donde ¢, denota niimero positivo, que usualmente decrece su tamano a medida
que k crece. Ay = (Ag1, Dga, - - -, Akp)T, vector con valores Ay; elegidos de manera
aleatoria a través de una distribucion de Bernoulli con valores +1 con probabilidad
1/2 para cada valor. Los valores de ay, y ¢ son elegidos de manera arbitraria segin
el tipo de problemas en que se esté trabajando. Una de las principales ventajas de
SPSA es que solo emplea dos evaluaciones de la funcién G por iteracién para asi
estimar el gradiente. El algoritmo SPSA trabaja del siguiente modo, consideremos

los pasos

1. Ponemos contador en k£ = 1. Generamos al azar un valor para € y damos

valores positivos para los coeficientes a,c,A,«, y v en las funciones ay y ¢

%= (5.7)

cr =c/k7. (5.8)

2. Generacién de Ay.

3. Evaluacién de G con dos perturbaciones, es decir, obtener G (6 + cAg) y

G(Ok — CkAk)

4. Generar la aproximacién del gradiente g(6y).
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

5. Actualizar el estimado de 6.

6. Volver al paso 2, o terminar ejecucion del algoritmo, todo en caso de que ya

se haya alcanzado el maximo de iteraciones.

En el caso de SGQT generamos la aproximacion del gradiente g en funcién de la

infidelidad (5.1) en términos del estado g

_ JUsk + cxAk)) — f(lse — crxAk))
gk =

5.9
con la actualizacion del estado dada por
Sk+1 = Sk — Qg Gk, (5.10)

en donde el estado inicial |¢) es generado al azar, segin la medida de Haar. Los
valores de o y v son elegidos basados en el comportamiento del algoritmo para
diversas realizaciones numéricas, para SGQT los valores éptimos son a = 0,602
y v = 0,101. Como se ha mostrado, SGQT ofrece una mejor aproximacién al
estado cudntico que tomografia cuantica estandar al emplear la misma cantidad
de recursos. Ademas la ventaja de SGQT reside en que el protocolo no necesita
una reconstruccién clasica, ya que se guia al estado cuantico del sistema. Ademés
es un algoritmo que es robusto respecto a errores pequenos en la preparacién del

estado, como en el proceso de medicién.

5.2. Tomografia cuantica a través de CSPSA

En la seccién anterior describimos el método de optimizacién estocastica cono-
cido como SPSA, y vimos como este podria ser aplicado a el proceso de tomografia

cuantica. Aqui estudiamos la extensiéon de SPSA a funciones reales de variables
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

complejas. Para poder realizar la extension del algoritmo necesitamos las herra-
mientas del calculo complejo, en especifico el cdlculo de Wirtinger. Revisamos esto

a continuacion

5.2.1. Calculo de Wirtinger

Consideremos los espacios R = {(z,y) : z € R",y e R"}, € ={(z,2) : z € C"}
y € ={(z,2) : z € C"}. Dado z € C", entonces definimos y = (Re{z},Im{z}) €

R. Ademas existe un isomorfismo entre R y € a través del mapeo lineal

J = : (5.11)

de aqui podemos escribir (z,2*) = Jy. Ademads el operador swap define un iso-

morfismo entre € y el espacio dual €*, el cual esta dado por

S = , (5.12)

de tal modo que (z,2*) = S(z*, 2). Entonces, dado z € C" y dado = = Re{z}, e
y = Im{z}. Por lo que los operadores cogradiente 9/0z y el operador cogradiente

conjugado 0/0z estan definidos como

o _ ;0
0x1 Oy1
0 1
— == : : 5.13
0z 2 ( )
9 _ ;9
L Oxn Zayn_
- T
- a1 T Yayr
— = = H.14
0z 2 ’ ( )
g )
| Ben T Yayn
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respectivamente. El operador cogradiente (conjugado) actia como una derivada
parcial respecto a z (z), tratando z (z) como una constante.

Considerando n = (z, z*), el operador gradiente conjugado se define como

0 o 0
—=(=,= ). 1
on (82’82) (5.15)

Este operador define una relacion entre el gradiente real y el gradiente conjugado

a través de
—=J'—. (5.16)

De manera similar, la hessiana real 9%/9xdx” no es tnica, sino que puede ser

varias hessianas complejas, por ejemplo

o2 o (N L0 [0 ;0
——== |7 =S 57 ) =T 5= 1
oxox*  ox (0X> 4 on (3WTJ) / 3n8nTJ; (5.17)
o2 o (N 0 [0 g 02
s = o (o) =750 o) = amrt O

en donde J¥ denota el conjugado hermitico de J.

Bajo el calculo de Wirtinger podemos determinar el gradiente de una funcién no
holomérfica, en particular, de una funcién real con variables complejas. Para que
una funcién sea holomorfica debe satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann.
Entonces, consideremos ¢g(z) = u(x,y)+iv(z,y), entonces la funcién g es holomor-
fica si y solo si Qu/0z = dv/dy, y Ov/0x = —0u/y. La derivada compleja adopta

la forma

df Ou Qv v . du
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Ademas, el cogradiente adopta la forma

of 1 (8u Ov  Ou 8@)7 (5.20)

— = = J— _l’_ RN S — J—
82 2\or  'or Z(?y + y
el que es igual a la derivada total compleja. El cogradiente conjugado adopta la

forma

of 1(8u v Ou 81})

_ - gu_ v 21
09z 2 ! (5-21)

or Z%—i_ Jdy 0Oy

Entonces, para satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann exigimos que 0f/0z =

0.

5.2.2. SPSA Complejo (CSPSA)

La idea principal de SPSA es dada una funciéon G(f) encontrar un estimado
de 6 que minimice el valor de G. Aqui consideremos una funcién real de variable
compleja f(z,2) : C" x C" — R, en la que buscamos una secuencia de estimaciones
2k, del vector Z que minimiza f(z, z), esto es df(z,2)/0z = 0. Entonces, el estimado

de Z; de Z a la k-ésima iteracion esta dado por
Zrr1 = 2k — orGr(Z, 2k), (5.22)

en donde qy, es una constante positiva, y gr(2x, Zx) es un estimado del gradiente g

de f. Asi, la j-ésima componente g, de la estimacién del gradiente estd dada por

- fCre Zre) tens — fGho 2 ) + e
: : —, 5.23
Ik, 20,A7, ( )

en donde Z,; = Zx + Ay, ¥y ¢, una constante positiva. El vector A, € C" es

un vector generado aleatoriamente. Ademas asegurando una estimacion asintoti-
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

ca sin sesgo para ¢, y una convergencia asintética de Z, a Z, se obtiene que las
componentes de Ay deben ser generadas de manera independiente al seleccionar
con igual probabilidad valores en el conjunto {exp (2ir,)} con p =0,...,3. Tam-
bién se tiene libertad para escoger los valores de v, de modo que en este caso son
v, = {0,7/2,m,3m/2}. Los coeficientes ay, y ¢ son elegidos de la misma manera

que para SGQT.

5.2.3. Tomografia cuantica con CSPSA

En este caso, al igual que en el caso de SGQT, podemos aplicar el algoritmo
de optimizacién CSPSA al problema de tomografia cuantica. Entonces, asumamos
entonces que tenemos acceso a una medida de distancia, en este caso nos centramos
en la infidelidad, dada por la ec. (5.2) entre dos estados p y o. Asumamos entonces

que p = [Y) (| y o = [s){s| son estados puros, con

225 %ild)

o) = —/———. (5.24)
v 25 14l
Para implementar CSPSA la actualizacién de los coeficientes
R arg(2k)
Zk+1 = (525)

I 2 — arg(ze) |

en donde el gradiente estd dado por la ec. (5.23). Este protocolo requiere evaluar
la infidelidad para dos estados objetivos diferentes. Cada uno de los valores de
la infidelidad son obtenidos al proyectar el sistema en las bases de los estados

objetivos. Los coeficientes que describen a los estados objetivos son

Zk+ — Zk + CkAk, (526)
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

con los estados objetivos dados por [¢(zx+)). La medida de distancia (5.2) se ex-
presa a través del nimero de veces en que los estados |¢(zx+)) es detectado, dado

por ng+ v el nimero total de detecciones N

I(s(zkx)) =1 — —. (5.27)

De este modo, el nimero total de copias disponibles Ny, del sistema cuantico des-
conocido se distribuye a través del nimero total de experimentos para la estimacién
de dos valores la infidelidad (5.27) en cada iteracion (para calcular la aproximacion
del gradiente), y el nimero total de iteraciones k, es decir, Nyt = 2Nk.

Para poder comparar la eficiencia de la tomografia autoguiada a través de
CSPSA, la comparamos respecto a SGQT, en escenarios claves, es decir, el com-
portamiento respecto al niimero de iteraciones k, y al nimero de dimensiones del
estado a encontrar. La fig.5.1 se muestra la infidelidad promedio, la que es obte-
nida a través de una muestra de 10* pares de estados desconocidos y el estado ¢
inicial, esta muestra es obtenida de acuerdo a una distribucién de Haar. La infi-
delidad promedio esta expresada en términos de k y N. De la figura podemos ver
que CSPSA logra alcanzar una infidelidad promedio al menos un orden de mag-
nitud menos que SGQT para k = 100, considerando una cantidad fija de recursos
Niotal. Pues para k = 100 la infidelidad promedio para SGQT I ~ 5 x 10~* con
N = 10%, v Niotas = 2 x 10%; en cambio para CSPSA se alcanza la misma infideli-
dad con k = 40, N = 10%, y Niota1 = 8 x 103. También es importante destacar que
considerando la mediana CSPSA tiene una eficiencia mejor que SGQT, ademéds
tanto la varianza como el rango intercuartil para CSPSA exhiben valores cerca-
nos, mientras que para SGQT existe una gran diferencia, por lo que este método
produce una distribucion asimétrica para la infidelidad. En la fig 5.2 se muestra

el comportamiento de CSPSA y SGQT en funcién de la dimensién del estado a
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

caracterizar, aqui vemos como el algoritmo propuesto supera a SGQT bajo una
cantidad de recursos fijos. Notemos que a dimensiones mayores para N = 10, 10?
el comportamiento es similar, en cambio para N = 10> CSPSA tiene una infide-
lidad promedio mas baja que SGQT. En la fig. 5.3 vemos el comportamiento de
CSPSA en funcién de la dimensién d e iteraciones k, aqui vemos que a medida
que aumenta d, los recursos necesarios para obtener I se incrementan con k. En
la fig. 5.4 vemos los histogramas para la infidelidad I sobre 10° estados generados
al azar, en rojo CSPSA, y en azul SPSA. Aqui vemos que en el caso de un nime-
ro de detecciones menores, CSPSA presenta una menor dispersiéon y una mayor
frecuencia para infidelidades mas bajas, lo contrario a SGQT, pero a medida que
aumenta el nimero de detecciones ocurre lo contrario, lo que ocurre en el caso de
10* detecciones. Si bien existe una leve diferencia, debemos notar que el estado

caracterizado es mucho més cercano al desconocido para CSPSA que con SGQT.
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

Figura 5.1: Infidelidad promedio I, con promedio sobre el espacio de Hilbert con 10*
pares de estados desconocidos y estados iniciales en funcién del niimero de iteracio-
nes k para tomografia cudntica de un solo qubit a través de CSPSA (linea continua
roja) y SPSA (linea segmentada azul). dreas sombreadas indican la varianza alre-
dedor del promedio. En el recuadro se exhibe la mediana y el rango intercuartil.
Desde la parte superior hasta la inferior lineas continuas rojas (lineas segmentadas
azules) corresponden a N = 10,102 10% y 10*. Para SPSA a =1y v = 0,166 y
para SPSA a = 0,602 and v = 0,101. Para ambos métodos A =0,a =3y ¢ = 0,1

10"

Figura 5.2: Infidelidad promedio I, calculada sobre 10* realizaciones, como funcién
de la dimension d del espacio de Hilbert después de k& = 100 iteraciones. Lineas
continuas azul, verde, y roja representan a CSPSA (SPSA) para N = 10,10% y
103, respectivamente. Los demds valores como los considerados en la fig. 5.1.
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5.2 Tomografia cuantica a través de CSPSA

Figura 5.3: Infidelidad promedio I, calculada sobre 10* realizaciones, en funcién
de la dimension d del espacio de Hilbert y el niimero de iteraciones k& para un
ensemble de tamafio N = 103. Los demds valores corresponden a los empleados en
la fig. 5.1.
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(f)

Figura 5.4: Distribucién de las infidelidades promedio I para 10° realizaciones de
SGQT (en azul) y CSPSA (en rojo) para diversos numero de detecciones. (a) y
(b) distribucién para 10 detecciones. (¢) y (d) distribucién para 1000 detecciones.
(e) y (f) distribucién
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Capitulo 6

Conclusiones generales

La primera parte de esta tesis se centrd en los efectos gravitacionales sobre sis-
temas cuanticos, en tests de no localidad al emplear los arreglos interferométricos
Franson y abrazado. Especificamente en el caso de la influencia del campo gra-
vitacional débil en la generacion estados entrelazados tipo energia-tiempo de dos
fotones. Como vimos, en la ausencia de una diferencia de potencial gravitacional
entre los brazos del arreglo, los fotones generados pueden ser detectados en coin-
cidencia, lo que indica la propagacién a través de caminos Opticos de la misma
longitud, o separados por un intervalo de tiempo ( es decir, propagacién a lo largo
de caminos de longitud distinta). La deteccién simultanea de los fotones estd des-
crita por un estado maximalmente entrelazado, descritos por la superposicion de
estados que describen la propagacién de dos fotones a lo largo de un camino éptico
de igual longitud. La dilatacion temporal gravitacional genera dos efectos: un corri-
miento de fase y una disminucién en la visibilidad interferométrica. El corrimiento
de fase estd determinado por la dilatacién temporal y la frecuencia promedio de
los fotones. Ademas las probabilidades de deteccién en coincidencia se encuen-
tran expresadas en términos de una funcién coseno de la frecuencia de los fotones
generados por la fuente. Esta dependencia no estd presente en el caso en que se

tenga una fuente monocromatica. En cambio para una fuente que genere fotones
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con una dispersion en frecuencia la amplitud de la oscilaciéon armonica decrece
exponencialmente, es decir, la visibilidad interferométrica del arreglo es reducida,
y esta reduccién depende explicitamente de la dilatacion temporal gravitacional.
Esta disminucion afecta de tal forma la desigualdad CHSH que ésta no puede ser
violada si el area propia de los interferémetros Mach-Zehnder es mayor o igual
a A, = VInd <c3 /g\/ 0% + 0%), y asi los resultados del experimento pueden ser
explicados a través de una teoria de variables ocultas. Ademas, los interferometros
Franson y abrazado generan estados entrelazados cuando A < A,.

Un resultado interesante es que el campo gravitacional débil puede ser emplea-
do en la generacion de un estado entrelazado. Este resultado es complementario a
los anteriores estudios en esta misma area, ya que se centraban en como el cam-
po gravitacional afectaba el entrelazamiento. Para esto se considerd los arreglos
Franson y abrazado en una superficie equipotencial, y se asumié que los inter-
ferometros Mach-Zehnder, que componen a estos arreglos, estan balanceados y
son geométricamente equivalentes (es decir, sus longitudes propias son iguales).
De este modo no es posible distinguir entre pares de caminos debido a que todos
ellos estan asociados con detecciones en coincidencia, y asi no es posible generar un
estado entrelazado. Ahora, si el arreglo interferométrico es rotado, de tal forma que
ahora los brazos de los Mach-Zehnder experimentan potenciales gravitacionales di-
ferentes, y ademds exigimos que estos se mantengan identicos y geométricamente
equivalentes, entonces los fotones seguiran caminos con potenciales gravitacionales
distintos y por ende experimentaran un retraso temporal gravitacional. Este retra-
so conlleva a que exista una diferencia de tiempo propio (de acuerdo a los relojes
situados en los detectores). De este modo, los fotones que siguen los caminos a
igual potencial gravitacional se detectan en coincidencia. Por lo que, es posible
distinguir entre las trayectorias, realizar un proceso de post-seleccion y obtener

un estado maximalmente entrelazado. Asi, bajo éstas configuraciones, el campo
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gravitacional puede generar un estado maximalmente entrelazado. Es interesante
notar que el loophole de post-seleccién en el arreglo abrazado ha sido cerrado,
pero éste también puede ser cerrado en un arreglo Franson al considerar es uso de
corredores de fase (phase shifters) réapidos ref. [42].

Es posible estudiar el rol del entrelazamiento tipo energia-tiempo y la coin-
cidencia de eventos para el caso en que los arreglos interferométricos Franson y
abrazado tengan detectores ubicados en diferentes potenciales gravitacionales, y
por ende distintos relojes midiendo los tiempos de arribo. De este modo es posible
estudiar este tipo de entrelazamiento en el caso en que dos participantes empleen
dos relojes y como la desigualdad CHSH cambia. Otras extensiones posibles con-
sideran la inclusién de un campo gravitacional generado por una masa rotante
(siguiendo los resultados de Kolhurs et al. ref. [52]) y también considerar satéli-
tes con velocidades relativas, en los cuales se requiere considerar los efectos del
corrimiento Doppler, y formas de poder eliminarlo (para una propuesta reciente
de un test 6ptico del principio de equivalencia de Einstein en que se consideran
velocidades relativistas ver ref. [17]).

En el caso de particulas masivas con grados de libertad internos, en ausencia
de un campo gravitacional, y considerando nuevamente a los arreglos Franson y
abrazado con interferometros Mach-Zehnder balanceados e idénticos, no es po-
sible generar un estado entrelazado, y por ende el estado generado satisface la
desigualdad CHSH. Considerando que los interferémetros tienen una diferencia
de potencial gravitacional entre sus brazos es posible entonces generar un estado
entrelazado, y asi violar maximalmente la desigualdad CHSH. El valor alcanzado
por el funcional CHSH se aproxima al valor que satisface la desigualdad, es decir,
el resultado puede ser descrito mediante una teoria clasica. Este decrecimiento del
funcional CHSH depende de la diferencia de tiempo coordenado de arribo AT entre

cada particula en el arreglo, y de la diferencia de energia AE entre cada estado del
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reloj. El tiempo propio necesario para que la desigualdad se satisfaga estd dado por
AT = 2harccos (271/4) /AE, o para un drea A, = 2hpc? arccos (271/4) /(mgAE).
Esto significa que para una particula con una masa mayor, o con una gran diferen-
cia entre los niveles de energia AFE el efecto de la dilatacion temporal gravitacional
lleva a que el estado generado por el arreglo no viola la desigualdad CHSH. Note-
mos que para los arreglos Mach-Zehnder con un drea A < A, el arreglo Franson y
abrazado generan estados entrelazados debido a la dilatacién temporal gravitacio-
nal.

Ademas, los estados generados por los arreglos Franson y abrazado son estados
puros, que comienzan a transformarse en estados mezclas a medida que la diferencia
de tiempo propio A7 se incrementa, o el area de cada interferémetro Mach-Zehnder
se incrementa. Ademas para cuantificar la evolucién del estado generado por los
arreglos en estudio se calculo el criterio PPT y la negatividad, ambos test muestran
cémo el entrelazamiento se pierde a medida que la diferencia de tiempo propio se
incrementa.

En el caso de un haz de particulas, una integracion numérica muestra un com-
portamiento similar al caso descrito por fotones, esto es, para la probabilidad de
deteccion en coincidencia existe una dependecia del momentum de la particula y
el tiempo propio transcurrido en la deteccién de éstas. Ademds, la probabilidad
de deteccion posee una oscilaciéon armoénica amortiguada de tal modo que la des-
igualdad CHSH comienza a acercarse al valor clasico a medida que aumenta el
area de los arreglos, o la masa de las particulas se incrementa. Es interesante notar
que la disminucién exponencial también esta presente en un interferémetro Mach-
Zehnder incluso en la presencia de un potencial gravitacional newtoniano. Esto
implica que la disminucién de la visibilidad interferométrica no puede ser consi-
derada una evidencia de la dilatacién temporal gravitacional, sino una evidencia

de la extensién cudntica de la relacion masa-energia de Einstein. En este sentido,
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es posible extender nuestro trabajo al considerar una modificacién a la extensiéon
cuantica de la relacién masa-energia de Einstein, o incluso considerar la inclusién
de particulas con grados de libertad internos a través del espin.

En ambas propuestas podemos considerar extensiones mas abstractas. En un
principio se puede estudiar el rol del entrelazamiento de camino en el caso en que
exista una superposicion de los relojes que miden los eventos, o incluso que la masa
que genera el campo gravitacional se encuentre en un estado de superposicién. Aqui
nos preguntamos entonces, como cambia la desigualdad CHSH en estos escenarios
y como podria implementarse con tecnologia actual.

La segunda parte de este trabajo se centrd en proponer un sistema tomografico
autoguiado en funciéon de un algoritmo de optimizacién sobre funciones reales de
variable compleja. Se demostrd que el uso de CSPSA es maés eficiente que SGQT
en términos del nimero de recursos, es decir, el nimero de iteraciones k, y el
numero de experimentos realizados N. Ademads, emplear un método tomografico
a través de CSPSA genera una estimacién del estado a caracterizar con mayor
precisién que emplear solo SPSA. Ademds, CSPSA puede ser aplicado a otros
problemas fisicos, como por ejemplo la medida geométrica del entrelazamiento,
violacion de desigualdades de Bell. Este tltimo punto puede ser implementado a
través de una optimizacion de los observables a ser medidos, aun sin conocer el
estado cuantico. Ademas se pueden implementar mejoras al algoritmo, por ejemplo
aplicar inferencia estadistica a través de méaxima verosimilitud. Por otro lado, el
empleo de algoritmos de optimizacion para tomografia cuantica abre las puertas al
empleo de otros tipos de algoritmos, como por ejemplo optimizacién de enjambre

de particulas, algoritmos genéticos, etc.
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Apéndice A

Derivaciéon desigualdad CHSH
para un campo eléctrico en un
campo débil

Consideremos un campo electrico dependiente del tiempo, el cual ingresa en
un arreglo interferométrico Franson o abrazado. El campo eléctrico que ingresa al
interferémetro a la izquierda (i=1), luego de pasar por el primer divisor de haces,

adopta la forma

Figs — % (Bu(t + Aty) + B (t + A7) (A1)

en donde A7, (Art,,) es el retraso temporal en en el camino 7 (7). La expresién
para el campo eléctrico después de pasar por el 1iltimo divisor de haces
1 .
Eouw = 5 [(El (t + AT’Yl) +1F4 (t + AT,},I))

+ (i (t + ATy,) + B (t + ATyy,))] (A.2)
Finalmente, el campo eléctrico en cada detector estd dado por

EA1 _

out

[Er(t+ ATy,) — Ei(t+ A7y, )e4] (A.3)

EA2 _

out

DO = N =

[Er(t+ AT,) + Byt + ATy, )e'®] (A.4)
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2. La in-

La intensidad instantdnea en cada detector viene dada por I4, o |E(‘ﬁft

tensidad normalizada se relaciona con la probabilidad de deteccion p = I /1. Asi,

la intensida del campo en los puertos de salida a; ; estda dada por

1 .
1171 = Z_l “El(t + AT%)’Q + |E1(t + A772)|2 — ET(t + AT’yl)El(t + AT,YQ)(?M)A

—Ef(t+ ATy, Er(t+ ATM)e*M’A} . (A.5)
Para el puerto a; > tenemos

1
lm=ZU&@+Anmﬁwﬂﬁ+AwW
+ET(t+ A7y ) Eq (T + ATW)ei‘f’A

FE(t+ A7) By (t + Ary)e 4] (A.6)

De manera analoga, para el campo eléctrico en el interferémetro Mach-Zhender de

la derecha (i = 2), las intensidades del campo estan dadas por

1
by =7 [|Ba(t+ Ar)P + [Ea(t + Aoy
—E5(t+ AT»Y{)EQ(t + AT,Yé)eid’B

—E5(t + ATy Es(t + Aty )e 0] (A.7)

1
Ly = 7 [|Ba(t + Ar)[* + [ Ba(t + Ary)[?

+E§(t + AT»},i)EQ(t + AT,yé)ewB

—i—E;(t + AT,yé)El (t + AT%)(E*NSB] . (AS)

La probabilidad de deteccién conjunto en los puertos a; ;1 y as; estd dada por
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P11 = (—71,1]2,1>/]g

pia o o (1Balt + Am )P + B+ Ar,)
—E;(t+ A7, )E(t + AT, )e4
—E;(t+ A7) Ey(t + AT,y )e'4]
X (| Ba(t + Ary)[* + [Eat + A7y )
—E5(t + A7) Ey(t + ATy )e’®

—E5(t + Aty ) Es(t + AT%)G_Z.QSB} ).

De manera analoga, para los puertos a; ;1 y ag2, se obtiene

1
1—6<[|E1(t + A7 )P 4 |Eu(t + ATy
—E5(t+ Ary, ) Er(t+ ATW)eM)A

P12 X

—E;(t + A1, By (t + AT,y )e™'%4]

X [|Balt & Ay + [Ea(t + Ay
+E5(t + Aty ) Ea(t + ATvé)ei‘bB
+E§(t + ATyé)EQ(t + AT%)Q_MBD.

(A.10)

De manera similar para ps;. Para los detectores a;2 y ag2, la probabilidad de
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deteccién esta dada por

paz o o (1Ba(t + Am )P + | B+ Ar,)
+E;(t+ A7, ) By (t + ATy, e
+E(t+ ATy, En(t + ATw)e_im]
< (|Bolt + AP + [ Eslt + Arg)l?
+E5(t 4 A7y ) Ey(t + ATy )e'??
+E5(t+ Aty ) Ea(t + AT%)e_i(f’B])‘

(A.11)

La desigualdad CHSH esta dada por |X| < 2, con ¥ = E(¢1, ¢a) + E(P), d2) +
E(¢1,04) — E(¢), ¢,), en donde los valores esperados E(¢q, ¢o) tienen la forma

E(¢1,¢2) = p1a + D22 — P12 — p2a. Asi, los términos no nulos de los valores

esperados son

(Ei(t + AT, ) Er(t + A7) B3 (t+ Aty ) Byt + Aty )el(@1+62))

B(on6) = B PIBOR) e
. (B;(t + ATy ) By (t + ATy ) B3 (t + ATy ) Ea(t + ATy )e(#1792)) e
EXCEZOE
(A.12)

Sin embargo, el promedio temporal entre los campos (Ej(t + A7, )E;i(t +
AT, ) B3 (t + ATy ) Es(t + ATy, )) puede ser considerado como un producto de pro-
medios temporales [45; 46] siempre que los tiempos de choerencia de cada campo

sean menores que el tiempo de coherencia del producto de los campos. De este
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modo

(Bi(t+ A7) Br(t+ AT, B3 (E+ Ay ) Ba(t + Ary))
= (BT (t + A7y ) Er(t + AT, ) (B3 (t+ ATy ) Ea(t + ATy)).

(A.13)

_ L[(ET(t+ A7y ) B (t + ATy,))
4 ([E1(1)]?)
(E3(t + A7y ) Ea(t 4 Ay )ei(01+02)
(| E2(1)[2)
(B} (t + Ay Er(t + ATyy))
([E1(D)]?)
<E5 (t + AT»yi)Eg(t —+ A77§>€i(¢1_¢2)>
([ E2(t)]?)

+ c.c.

+ c.c.

(A.14)
Reemplazando los valores usuales de las fases locales, se obtiene

chass =

VE[(E Ar Bt A B+ BBl D)
2 (EAOP) (0P
(A.15)

Considerando el campo eléctrico como en la ec.(??), el promedio temporal

(A.13) adopta la forma

(EY(t+ ATy ) Er(t 4+ ATy,)) (B3 (T + AT%)EQ(t + A%)) =

1 ~ . i ) |
ﬁ » dylEl (I/) ‘26271'WAT.“,72 % / dﬁ‘EQ(ﬁ) |2€2W1VAT71’75 e*“m.

—00

(A.16)
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El funcional CHSH ¥ de la ec. (A.15) adopta la siguiente expresion

V2[5 [ dvdD|E(v) P|E(D)|? cos (2mv ATy, o, + 210 ATy 1)
2 Joo J2 dvdn| E(w) 2| E() 2 '

E(:1ass =
(A17)

Considerando una distribucién gaussiana para la amplitud del campo eléctrico

como en la ec. (??), el funcional CHSH ¥ de la ec. (A.17) adopta la forma

\/§ -1 (A7'2 o2+ AT2 02>
4 Y1,72° 1 / , 199
Eclass - 9 € 172 CcOS (27TV1A7'71 Y2 + 27T1/2AT% »’Yé)

(A.18)

Esta ecuaciéon esta claramente acotado superiormente por 2, entonces para un
campo clésico es imposible violar la desigualdad CHSH. Ademas, si los retrasos
temporales corresponden a la diferencia de tiempo propio transcurrido en cada
uno de los caminos del arreglo, el funcional CHSH muestra una disminucién en la
visibilidad interferométrica y un corrimiento de fase que depende de la dilatacién
temporal gravitacional, pero no una violacion de la desigualdad CHSH. Asi, en caso
de un test de Bell realizado con unn par de fotones la violacion de la desigualdad

CHSH asegura un efecto netamente cuantico en el régimen de un campo débil.
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Apéndice B

Métodos alternativos para el
calculo de la probabilidad de
deteccion en un interferémetro

Mach-Zehnder

B.0.1. Demostracion 1

El estado (2.45) luego de ingresar al interferémetro, pasa por el primer BS
quedando en una superposicion de estados. Al arribar al detector tiene la siguiente

forma

1), /dwf (w) (ei%(x”‘_”") + ei%(””*_c(T"JFAT))) al(w)]0). (B.1)
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La probabilidad de deteccién viene dada entonces por la expresion p.. =, (1[1),,,

p+ = (0] ap(w) /dwdw'f(w)f*(w') (ei%(“_”’“) + ei%(“_c(T’"J“AT)))
<e—i%(mr—cn) 4 e_i%’(mr_c(TT+AT))> ag(w> 10)

= [ st ) 1) (¢F367) & i terteesan)

<€—i%(a:r—c’rr) + e—i%(xr—C(Tr-i-AT))) S(w — W)

= [ aulf@) (26 s etermcran p

- /dw]f(w)]Q (2£ AT 4 e7AT) (B2)
_ % (1 4 / duo| f(w)[? cos (wm)) . (B.3)

B.0.2. Demostracion II

Para calcular la probabilidad de deteccion calculamos el valor esperado del
operador nimero (B.11)con respecto al estado inicial (2.45). Entonces considere
v, como el operador de aniquilacién de los modos de salida sin ocupar, tal que la
evolucion del operador para los modos viene dada por

c(w) U v(w) | (B.4)

b(w) ao(w)
donde en este caso b(w) es el modo de salida para el puerto horizontal y c¢(w)
corresponde al modo de salida vertical. La matriz U es el conjunto de transforma-
ciones unitarias del interferémetro, como en este caso estamos trabajando con un

Mach-Zehnder, la matriz de transformacion para el BSS estd dada por

Ups = —— 11 (B.5)
BS — — = 5 .
V21
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y para el cambio de fase

et 0
Ups = 4 , (B.6)
0 el
¢; con ¢ = 1,2 denota el cambio de fase para cada uno de los caminos del in-

terferémetro. Utilizando (B.5) y (B.6) la matriz U = UggUpsUps, entonces la

transformacion para el operador horizontal b, es

= 1 10= ) el - (1 ¢59) o] (5.7)

con A¢ = ¢ — ¢9. El valor de expectacién <a$(w)a0(w)> al reemplazar (B.11) y
(B.7) es

(dh@anw)) =  [dwlf@)? (1 - e29) (1 - )

— 1 [ @l - e
1 2
:Z/dw|f(w)| (2 + 2cos Ag)

_ % <1 + /dw\f(w)|2cos A¢> . (B.8)

Aqui hemos utilizado la condicién de normalizacién [ dw|f(w)|> = 1. Como el
valor esperado puede escribirse como (O) = > ;Ajpj, en donde A; corresponde a
los valores propios del observable y p; la probabilidad correspondiente; el operador
(B.8) tiene un valor propio A = 1, por lo tanto la probabilidad de deteccién en el

modo horizontal o vertical es

P+ =

(1 j:/dw|f(w)|2(:osA¢) : (B.9)

N[ —
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La diferencia de fase A¢ corresponde, en este caso, a la diferencia de fases ad-
quiridas en los segmentos horizontales del interferémetro, debido a la simetria de
éste. La diferencia de fase en este caso serd Ag = L (I —cryan) — = (I —c7p) =
T, — Traan = AT y asi, la probabilidad de deteccién (B.9) adopta la forma

pi = % (1 + /dw|f(w)|2(:oswAT) : (B.10)

Reemplazando la expresion (2.42) se obtiene la expresién para la probabilidad de
deteccion.

Para el proceso de medicion, consideremos que la fuente del interferémetro es
ideal y que solo emite un fotén. Definimos la deteccion de los modos de salida tal
que el ancho de banda en frecuencia es mucho mayor que la fuente e integramos en
el tiempo , tal que el tiempo de deteccién es mucho mayor que el ancho del pulso.

Asf el operador niimero a}ag como

dr .
ag)a/o :/L\/dwelc(wT/—CTrl)bL/dwe—'LC((ET/—CTT/)bw/
27

= / dwdw'§(w — w)bl b,
:/dwblbw, (B.11)

donde b,, es un operador de destruccion para los modos de salida.
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