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RESUMEN

En esta tesis introducimos un método eficiente de estimacion de estados cudnticos en
dimension arbitraria. Este se basa en la medicién del sistema utilizando un minimo de 2
bases més la base computacional. En sistemas de n qubits, estas 2 bases son entrelazadas,
por lo que también presentamos el método utilizando un minimo de 2n + 1 bases sep-
arables. Luego el escalamiento del algoritmo es muy favorable en el nimero de qubits
comparado con otros métodos de estimacion. Realizamos simulaciones numéricas que
muestran que el protocolo puede alcanzar una gran fidelidad de estimacion para grandes
dimensiones. Por ejemplo, al utilizar 21 bases separables en el espacio de Hilbert de 10
qubits se alcanzan fidelidades de 0.88. El uso de bases separables hace que nuestro método
de estimacién sea particularmente apropiado para aplicaciones en dispositivos cuanticos
actuales, donde las compuertas entrelazadas son mucho menos precisas que las compuertas
locales. Mostramos resultados experimentales usando uno de los procesadores cuanticos
de IBM estimando estados GHZ de 4 qubits con una fidelidad superior a 0.88. Otros es-
tados separables y entrelazados de 10 qubits alcanzan fidelidades del orden de 0.85y 0.7,

respectivamente.



Capitulo 1

Introduccion

Gracias a los rapidos desarrollos en hardware y control, la computacién cuantica ha al-
canzado un nivel de desarrollo sin precedentes, lo que ha permitido incluso mostrar ex-
perimentalmente supremacia cudntica en dispositivos superconductores [|]. Sin embargo,
y a pesar de todos los avances tecnologicos logrados, existen restricciones que impiden
ejecutar algoritmos cudnticos como el de Shor, de Grover, o de estimacion de fase, que
requieren operaciones cudnticas perfectas. El nimero de qubits en los procesadores cudn-
ticos actualmente llega hasta unos pocos cientos, los tiempos de coherencia son bajos, y
las fidelidades en las compuertas también. Lo anterior impide aplicar protocolos de cor-
reccion de errores y por lo tanto limita el tipo de aplicaciones que se pueden realizar en un
procesador cudntico.

Las plataformas experimentales actuales, como por ejemplo, iones atrapados [2—5], cir-
cuitos superconductores [6—9], quantum dots [10] y plataformas fotonicas [ 1-14] han
evolucionado en dispositivos descritos como noisy intermediate-scale quantum (NISQ)
technologies [15]. Estos dispositivos estdn sobre las capacidades de simulacién de los
computadores cldsicos actuales, pero atin estdn lejos de exhibir una mejora suficiente en
computacion util. Debido a esto, el disefio de métodos de caracterizacion, certificacién

y benchmarking de estos dispositivos es cada vez més relevante [16], ya que entregan la



retroalimentacidn necesaria para realizar mejoras en el hardware y control. Un problema
de los métodos actuales de caracterizacion es que a menudo no escalan eficientemente
con el nimero de qubits, o requieren el uso de operaciones dificiles de implementar ex-
actamente. Por ejemplo, la estimacion de estados generados por procesadores cudnticos
requiere mediciones sobre un conjunto de bases cuyo tamafio es exponencial en el nimero
de qubits. Para utilizar un conjunto de bases con mejor escalamiento se requieren trans-
formaciones unitarias que involucran entrelazamiento, que generalmente estan asociadas
con errores significativos. Luego, la caracterizacion de estados generados por dispositivos
NISQ puede ser afectada por una gran acumulacién de inexactitudes provenientes del pro-
ceso de preparacion y medicion.

Existen varios protocolos para evaluar el desempeiio de los dispositivos NISQ. Random-
ized benchmarking [17-19] y direct fidelity estimation [20, 21] se enfocan en obtener
descripciones de tasas de error privilegiando la escalabilidad de los protocolos, mientras
que los métodos tomogréficos [22] entregan una gran cantidad de informacién pero usual-
mente no son escalables al aumentar el tamafio del sistema. Para el caso de tomografia
de estados se intenta estimar los d> — 1 parametros reales que caracterizan un operador

densidad en dimensién d. El método estdndar se basa en medir las d — 1 matrices de

Gell-Mann [23-25], mientras que si se utilizan mutually unbiased bases (MUBs) es nece-
sario medir d + 1 bases [26—32]. Este ndmero se puede reducir a un minimo utilizando
una medida SIC-POVM, [33-39], que entrega exactamente d” resultados de medicién.

En sistemas de n qubits, esto es, d = 2", el escalamiento de tomografia de estados es expo-
nencial, lo que se conoce como la maldicién de la dimensionalidad. Para solucionar este
problema se puede asumir que conocemos ciertas propiedades del estado a estimar. Por
ejemplo, compressed sensing [40] permite una gran reduccion en el nimero de mediciones

a realizar siempre y cuando se conozca el rango de la matriz densidad. Otra alternativa es



considerar estados con propiedades especiales, como los matrix product states [41] o per-
mutationally invariant states [42], lo que tambien reduce de forma significativa el nimero
de mediciones. De la misma forma, podemos considerar el caso de los estados puros,
que pueden ser estimados en principio utilizando 5 bases [43—45], o mds recientemente,
3 bases [46]. Este ultimo método encuentra todos los estados puros en dimension d salvo
un conjunto de medida nula.

En este trabajo presentamos un método para estimar estados puros desconocidos en espa-
cios de Hilbert de dimensién arbitraria d, usando un minimo de 3 bases. Gracias a esto,
el nimero de operadores a medir es constante, lo cual es muy ventajoso comparado con
los métodos estandar, que escalan de forma polinomial con d. Esto también es importante
desde la teoria, ya que nuestro protocolo presenta una clara reduccién con respecto de el
método de 5 bases y con respecto al método que utiliza 3 bases de forma numérica, ya que
este ultimo necesita una cantidad de evaluaciones de la verosimilitud que escala exponen-
cialmente con la dimension. En el caso de los sistemas de n qubits, utilizar un nimero fijo
de bases en el protocolo requiere aplicar compuertas que presentan entrelazamiento. Pen-
sando en esto, presentamos también el método utilizando 2n + 1 bases locales, lo que es
conveniente dadas las propiedades de los dispositivos NISQ. En este caso las mediciones
se pueden llevar a cabo sin tener que usar compuertas entrelazadas, que tipicamente se
implementan con mayor error que las compuertas locales.

Nuestro protocolo estima estados puros de dimensién d utilizando un proceso inductivo.
Comenzamos midiendo un minimo de 3 bases y construyendo para el estado desconocido
un arbol binario completo con d — 1 nodos. Luego descomponemos el espacio de Hilbert
de dimension d donde vive el estado en subespacios de dimension 2 y 1. En cada uno de
estos subespacios de Hilbert vive una parte del estado, que reconstruimos excepto por una

fase y ubicamos en las hojas del arbol. Luego generamos un proceso en el que a partir de



los vectores contenidos en los nodos hijos encontramos un vector que ubicamos en el nodo
padre. Este contiene toda la informacion sobre el estado en un espacio de Hilbert que es la
suma directa de los espacios de Hilbert de sus hijos. Al aplicar este proceso hasta llegar a
la raiz del arbol encontramos una estimacion para el estado del sistema. En cada uno de los
pasos es necesario resolver varios sistemas de ecuaciones que pueden tener determinantes
cero si las ecuaciones son linealmente dependientes. Sin embargo, la presencia de ruido
experimental ayuda a mitigar este problema. Si esto no es suficiente, agregar mas bases de
medicion entrega mds informacion al sistema, resuelve el problema de los determinantes
nulos y mejora la calidad de la estimacidn.

Estudiamos el presente método mediante simulaciones numericas de Montecarlo para sis-
temas de n qubits, dada su importancia en la computacion cudntica y su disponibilidad
para realizar experimentos. Para un conjunto de estados puros aleatorios calculamos la
fidelidad media de la estimacion en funcion del nimero de qubits, simulando las medi-
ciones sobre las bases usando una cantidad fija de 2'3 shots, esto es, repetimos el proceso
preparacién de estado y medicién 2!3 veces por cada base. Mostramos que al usar 2+ 1
bases separables alcanzamos fidelidades promedio de 0.88 para 10 qubits. Estos resulta-
dos se pueden mejorar considerando un nimero mayor de bases, esto es, 3n+1y 4n+1,
lo que nos lleva a valores de la fidelidad de 0.91 y 0.93 para n = 10. Por otra parte, si
consideramos bases que requieren el uso de entrelazamiento, 3, 4 y 5 bases nos entregan
estimaciones de menor calidad, con fidelidades promedio de 0.2, 0.6 y 0.8 respectiva-
mente para n = 6. La gran diferencia en el desempefio entre las bases separables y las
entrelazadas puede deberse a que la cantidad de bases a medir crece con la dimensién en
las bases separables, mientras que en el otro caso el nimero estd fijo. Luego en el primer
caso el total de shots para la estimacién es (mn + 1)213, m = 1,2,3, mucho mayor que los

(m+1)2'3 de las bases entrelazadas.



Como referencia, a partir de la cota de Cramer-Rao podemos encontrar una infidelidad (1
menos fidelidad) minima que puede alcanzar un método de estimacion para estados cudn-
ticos arbitrarios. Este limite esta dado por (d> —1)/(4N), con d la dimensi6n del sistema
y N el nimero total de shots utilizados en la estimacién [47]. Para alcanzar una infidelidad
de 0.12 (fidelidad de 0.88) en 10 qubits necesitariamos mds de 2 millones de shots, a difer-
encia de los 172 mil shots totales necesarios en nuestro método. Esta diferencia se debe
a que reconstruimos estados puros, que tienen menos parametros que una matriz densidad
cualquiera.

Las simulaciones numéricas anteriores se pueden comparar con experimentos que real-
izamos utilizando procesadores cudnticos provistos por IBM. Consideramos la estimacion
de estados cudnticos fijos desde 2 a 10 qubits utilizando las bases locales y estados de hasta
4 qubits usando las bases entrelazadas. Al medir se utilizaron 2! shots por base. Primero
estimamos estados completamente separables, que dadas sus propiedades son preparados
con alta precision en los dispositivos fisicos. Para estos estados encontramos fidelidades
de alrededor de 0.83 para n = 10 qubits utilizando 2n + 1 bases locales, en relativa coin-
cidencia con los resultados numéricos, mientras que las 3 bases entrelazadas entregaron
fidelidades menores a 0.3 para n = 4. También consideramos la estimacion de n/2 produc-
tos tensoriales de estados de Bell, donde las bases locales para n = 10 entregaron fideli-
dades de alrededor de 0.67. Finalmente, estimamos estados Greenberger-Horne-Zeilinger
para 2, 3 y 4 qubits, donde el método propuesto entrego fidelidades cercanas a 0.87 for
n = 4 usando bases locales, y a 0.47 para 4 bases entrelazadas més la base computacional.
Los resultados menos favorables usando bases y estados entrelazados se pueden explicar
por el gran nimero de compuertas entrelazadas necesarias en el algoritmo, que usualmente
se preparan con menor precision en dispositivos fisicos.

También estudiamos numéricamente la fidelidad en funcién del nimero de qubits variando



los shots utilizados al medir cada base. Para 3, 5 y 9 bases encontramos que usar mas shots
incrementa la fidelidad usando una cantidad fija de bases. Finalmente, estudiamos el com-
portamiento de la fidelidad en funcién del nimero de qubits variando el niimero de bases
sobre el que de distribuye una cantidad fija de shots. Para 2! y 2!° shots encontramos que
si bien aumentar desde 3 a 5 bases mejora el desempefio del algoritmo, al pasar desde 5
a 9 la mejora no es tan significativa, disminuyendo por esto la necesidad de distribuir el
ensemble en un numero mayor de observables. También mostramos que el algoritmo es
eficiente en el uso de memoria y tiempos de computo clésicos, al reconstruir exitosamente
estados de 20 qubits en minutos usando menos de 8 gigabytes de memoria.

Nuestras simulaciones y resultados experimentales indican que el método aca propuesto
permite una estimacion escalable y eficiente de estados puros de dimensién d usando un
numero de bases que escala logaritmicamente con la dimensién, lo que puede ofrecer una
gran ventaja comparado con otros métodos contemporaneos de estimacion de estados.
Esta tesis estd organizada de la siguiente forma: En el capitulo 2 introduciremos ciertos
conceptos fundamentales que usaremos en el desarrollo del trabajo, principalmente rela-
cionados con teoria de probabilidades y estadistica. Esto ayudard a fijar de mejor forma
los conceptos utilizados en la descripcion tedrica de nuestro trabajo, asi como en el andli-
sis de datos. Luego, en el capitulo 3 veremos conceptos basicos en Mecdnica Cudntica y
estimacion de estados, lo que nos permitird poner en contexto nuestro trabajo. La prin-
cipal contribucion de esta tesis estd en el capitulo 4. Aqui presentamos el método y sus
propiedades. Mostramos un conjunto de simulaciones numéricas para estudiar el compor-
tamiento general del método en diversas dimensiones. También presentamos los resulta-
dos y el andlisis de la implementacidn experimental del presente protocolo en procesadores

cuanticos de IBM. Finalmente, en el capitulo 5 resumimos los resultados y concluimos.



Capitulo 2

Conceptos Fundamentales

En este capitulo estudiaremos conceptos basicos necesarios para desarrollar nuestro tra-
bajo. Principalmente presentamos teoria de probabilidades y estadistica en seccion 2.1,
con breves menciones a los arboles binarios, al método de bootstraping y al cdlculo efi-

ciente de productos matriciales en secciones 2.2, 2.3y 2.4.

2.1 Probabilidad y estadistica

En la naturaleza existen experimentos que, al ser repetidos bajo los mismos pardmetros de
control, entregan resultados diferentes dentro de un conjunto de alternativas. Esto puede
ser porque el proceso es realmente aleatorio, como las mediciones en la Mecanica Cuéan-
tica, o porque existen variables inaccesibles o imposibles de controlar, como en el lan-
zamiento de un dado. La teoria de probabilidades entrega un modelo matemético para
cuantificar las incertezas asociadas a estos fendmenos [48], como veremos a continuacion.
El espacio muestral Q es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento.
Los subconjuntos de £ que contienen solo un elemento @ € Q son llamados puntos mues-
trales, eventos elementales o sucesos elementales. El conjunto de puntos muestrales A C Q

para el cual se cumple una determinada condicién es llamado evento. Un requerimiento



importante para definir la teoria de probabilidad es que los eventos formen una ¢-algebra,

que es una familia <7 de subconjuntos de Q con las propiedades:
1. El espacio muestral completo Q y el vacio () pertenecen a .<7.
2. SiA| y A; pertenecen a o7, entonces A UA, AjNAy y A —Aj pertenecen a o7 .

3. Dada una colecciéon numerable de eventos Ay,Aj,...,A, en <7, su unién también

pertenece a .7 .

Abhora, definimos una medida de probabilidad sobre la o-algebra. Esta es una funcién
U : </ — R que asigna a cada evento A de la o-algebra un nimero real u(A), llamado

probabilidad del evento A. Debe satisfacer los axiomas de Kolmogorov:
1. La probabilidad de un evento cualquiera A es no negativa, tt(A) > 0.
2. La probabilidad del evento seguro  es uno, p(Q) = 1.

3. Cualquier secuencia numerable de eventos disjuntos A1, A5, ... satisface

w(UZA:) =) p(Ay). (2.1)
i=1
En resumen, la teoria de probabilidad necesita un espacio muestral Q, una c-algebra <7
de eventos y una medida de probabilidad u sobre 7.
Decimos que dos eventos A y A, son independientes si t(A} NAz) = w(A;)u(Az). Esto
significa que la ocurrencia de A; no afecta la ocurrencia de A,, y viceversa. La indepen-

dencia también se puede definir a partir de la probabilidad condicional

K(ANB)
1(B)

siempre y cuando u(B) > 0. En este caso, si u(Aj|Az) = u(A;), o equivalentemente,

W(A|B) = (2.2)

1(Az]A1) = 1(Az), los eventos son independientes.



Un ejemplo de los conceptos previos es lanzar dos monedas: El espacio muestral es Q =
{CC,CS,SC,SS}, con probabilidad 0.25 para cada uno de estos sucesos elementales (C
corresponde a cara, S a sello). Un evento podria ser obtener cara en el primer lanzamiento.
El subconjunto del espacio muestral asociado a este evento es {CS,CC?}, con probabilidad
de suceso dada por u(CS)+ n(CC) =0.5.

Como los elementos @ del espacio muestral pueden ser objetos arbitrarios, es deseable
asignarles nimeros para simplificar su descripcién. Dado un espacio de probabilidad (€2,
o/, 1) asociado a un experimento, una variable aleatoria X es una funcién medible que
mapea el espacio muestral a los reales, X : Q — R. Luego asigna a cada resultado @ € Q
un nimero real X (o) = x.

Definimos la probabilidad de obtener x como la probabilidad del evento @ tal que X (w) =

x. Si X es discreta, podemos expresar esto como
PX=x)=u{{o:X(w)=x}). (2.3)
Si X es continua, la probabilidad de que x esté entre a y b es
Pla<X<b)=p({w:a<X(w)<b}). (2.4)

A partir de esto podemos definir distribuciones de probabilidad, que asignan a cada evento
definido sobre X la probabilidad de que ocurra. Cuando la variable aleatoria X es discreta,
generamos una lista con las probabilidades para cada valor que X puede tomar. Asi, la
distribucién de probabilidad se denomina funcién de masa de probabilidad py : Q — R tal

que

px(x) = P(X =x). 2.5)
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Para variables aleatorias continuas usualmente podemos definir una funcién densidad de

probabilidad fy, que satisface

/ fx(dr=P(X € 4), (2.6)
xXe€

con [ el intervalo de la recta real asociado al evento A por la variable aleatoria X.
Andlogamente a lo anterior, podemos estudiar vectores X de variables aleatorias, con
X:Q— R" estoes, X = (X1,X2, ..., Xy,), donde cada elemento X} es una variable aleatoria
definida sobre el mismo espacio de probabilidad Q. A partir de esto, dos variables aleato-
rias son independientes si P(X; = x1,X; = xp) = P(X; = x1)P(X> = x») para todo xy,x;.

Dos distribuciones relevantes para este trabajo son la distribucién binomial

p(x) = ( # )px(l -p)" 27)

y la multinomial

b ph % ko
Xl P1 e Py cuando Y. x;=n,

p(x1 s ..,Xk) = { (28)

0 otros casos.

La distribucion binomial caracteriza el nimero de éxitos x en una secuencia de n ex-
perimentos independientes. En cada experimento independiente solo hay dos resultados
posibles: los éxitos, con probabilidad p, y los fracasos, con probabilidad 1 — p. Cuando
existen mds de dos resultados posibles, lo anterior se puede generalizar en la distribucion
multinomial, que dados n experimentos entrega la probabilidad de obtener simultanea-
mente x| sucesos del tipo 1, x» sucesos tipo 2, ..., y X sucesos k.

Una funcién que entrega informacién sobre distribuciones de probabilidad es el valor es-
perado o esperanza E[g(X)] de una funcién g(X) de la variable aleatoria, g : R — R. Si X

es discreta con masa de probabilidad py tenemos

E[g(X)] =Y ¢(x)px(x), (2.9)
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donde la suma es sobre todos los valores permitidos de la variable aleatoria. Si X es

continua con densidad de probabilidad fy, entonces el valor esperado de g(X) es

Elg()] = [ _g(fx(x)dx 2.10)

En ambos casos la esperanza es una funcién lineal. Si g(X) = x, hablamos del valor
esperado de la distribucion, y obtenemos un valor tipico o central para esta, que puede
ser medido. Supongamos que la variable aleatoria X esta asociada a algin fenémeno que
ocurre en un sistema S. El valor esperado de X se puede estimar a partir de mediciones
sobre un conjunto de copias independientes e identicamente preparadas S. Esto entrega
una lista de variables aleatorias {X }}_, que siguen la misma distribucién de probabilidad

que X, de tal forma que definimos

pd

S | =

ka. 2.11)
k=1

Si n — oo la ley débil de los grandes nimeros dice que P(|X, — E[X]| < €) = 1. Luego la
probabilidad de un error mayor que € al estimar E[X] usando X,, tiende a cero a medida
que n crece.

La varianza de una variable aleatoria estd definida por
Var[X] = E [(X—E[X])z}. 2.12)

Es una medida de las fluctuaciones de X, ya que cuantifica las desviaciones de las realiza-
ciones de X con respecto al promedio. Usualmente, para tener una medida de dispersion
en los datos con las mismas unidades que la esperanza, trabajamos con la desviacion es-
tandar o = /Var(X).

Por ultimo, otra medida de tendencia central particularmente importante es la mediana, que

corresponde al valor que se encuentra en el lugar central de todos los datos de una muestra
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cuando éstos estdn ordenados de menor a mayor. La mediana se caracteriza por ser ro-
busta frente a una pequefia proporcién de valores extremadamente pequefios o grandes en
los datos, a diferencia del promedio. Usualmente se presenta junto al rango intercuartil.
Este es una medida de dispersion en los datos que es igual a la diferencia entre el percentil
75 y el 25. Luego concentra el 50 por ciento de los datos que se agrupan alrededor de la

mediana.

2.2 Arbol binario

Un arbol binario es una estructura de datos en la cual cada nodo puede tener maximo dos
hijos, llamados hijo izquierdo e hijo derecho [49]. Se dice que el arbol binario es com-
pleto si cada nivel, excepto posiblemente el dltimo, esta completamente lleno. Dado un
nivel, los nodos deben estar lo més a la izquierda posible. Los drboles con estas carac-
teristicas pueden ser representados por una lista, almacenando la raiz en la posicion 1, el
hijo izquierdo de la raiz en la posicion 2 y el hijo y el derecho de la raiz en la posicién
3. Para el siguiente nivel, el hijo izquierdo del hijo izquierdo de la raiz es almacenado en
la posicién 4, el hijo derecho del hijo izquierdo de la raiz es almacenado en la posicion 5,
etc. Ver la figura 2.1.

Lo anterior asegura que el hijo izquierdo del nodo con indice i en Ia lista tiene asociado
el nodo con indice 2i, y su hijo izquierdo el nodo con indice 2i + 1 en la lista. EI padre
del nodo en el indice i tiene asociado el nodo con indice i/ /2, donde denotamos i/ /2 a la
parte entera de i/2.

Un arbol binario lleno es un arbol en el cual cada nodo tiene 0 o 2 hijos. El arbol de la

figura 2.1 también satisface esta definicion. Si F es el nimero de hojas e I el de nodos
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1 2 3 4 5 6 7]

Figura 2.1: Arbol binario completo de 7 nodos con su lista asociada en la parte inferior.
Fuente: Elaboracién propia.

internos, en este tipo de estructuras se cumple
I=F—1. (2.13)

La diferencia entre estos dos tipos de drbol es que en el arbol binario completo puede
haber un nodo que tenga solo 1 hijo, y por lo tanto no satisface la definicién de arbol
binario lleno. Por otra parte, en los niveles de los arboles binarios llenos los nodos no

necesariamente deben ubicarse a la izquierda.

2.3 Bootstrapping

El método de Bootstrap es una técnica utilizada para estimar la distribucidén que siguen

cantidades como el promedio o la varianza de una variable aleatoria a partir de datos
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experimentales. Dado un conjunto X = {xj,x2,...,x,} de n mediciones, el proceso de

bootstrapping consta de los siguientes pasos:

* Seleccionar al azar n datos de X con reposicion para generar un conjunto Y; de datos
experimentales remuestrados. Reposicion significa que cada vez que seleccionamos
un punto x; lo volvemos a colocar en X, y luego cualquier valor en X se puede

seleccionar un nimero arbitrario de veces.

 Calculamos la cantidad deseada L (promedio, varianza, etc.) a partir del conjunto

Y.

* Repetimos el procedimiento anterior m veces para obtener un conjunto it = {1, Ly, .
a partir del cual calculamos la distribucién de la cantidad de interés. Mientras mas

grande m, mejor serd la calidad de la estimacion.

2.4 Calculo eficiente de productos matriciales

El algoritmo que desarrollamos en este trabajo requiere un gran nimero de calculos de la

forma
y=(A,®..0A®A])-X, (2.14)

con Aj,Ap,...,Ar en R y x € R", n = m". Construir la matriz de forma explicita y
calcular el producto con x es ineficiente cuando el numero r de matrices es grande, tanto
en el tiempo de célculo como en la memoria. Por suerte, existen formas inteligentes de
realizar las operaciones en la ecuacién (2.14), de tal forma de consumir menos recursos
computacionales [50].

SiZ € R**Y, entonces vec(Z) es un vector en R*” que se obtiene al concatenar las columnas

.
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de la matriz Z:

vec(Z) = (2.15)

Definimos también el operador reshape. Si Ay € R™*™ y mn; = myn,, entonces
Ay = reshape(A,my,ny) (2.16)

es la matriz de my por n; definida por vec(B) = vec(A).

Por otra parte, si B € R™1*" y C € R™*"2_ entonces tenemos la siguiente equivalencia
Y=C-X-B" = vec(Y) = (B®C) -vec(X), (2.17)

con X € R*M e Y € R"™*™ A partir de esto podemos construir un proceso recursivo

para evaluar la ecuacion (2.14). Esta dltima es equivalente a

reshape(y,m ™', m) = (A,_| ®...®Ay) - reshape(x,m" "' m) - AT (2.18)

1 1

El término D = reshape(x,m"~!,m) - Al es una matriz de dimensién m"~! x m. Por lo
tanto, cada una de sus columnas se puede pensar como un vector al que se le aplica nue-
vamente la relacién en (2.17). Luego las columnas de E = (A,_] ® ... ®Aj) - D se pueden

calcular usando
reshape(E(:,k),m" " 2,m) = (A,_2 ® ... @A) - reshape(D(:,k),m 2, m)-AL | (2.19)

Lo anterior define un proceso recursivo que en su iteracién final entrega el vector y’ solu-
cion de (2.17). Este proceso consume mucho menos memoria y tiempo de célculo que
la forma directa, dado que en ningin momento tenemos que construir explicitamente la

matrizA, ®... A, ®A;.
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2.5 Uso dentro de este trabajo

La teoria de probabilidades y la estadistica son importantes dentro de este trabajo porque
las cantidades que estimamos en Mecdnica Cudntica son usualmente probabilidades y
valores esperados. Luego debemos comprender estas cantidades completamente. Men-
cionamos a los arboles binarios en este capitulo dado que esta es la estructura de datos
que usa el proceso recursivo del algoritmo que desarrollamos. El método de bootstraping
lo utilizamos para estimar errores experimentales a partir del remuestreo de los datos, lo,
que nos evita tener que repetir muchas veces el mismo experimento. Esto es debido a
que utilizar los dispositivos cuanticos de IBM requiere de largos tiempos de espera, lo que
hace inviable calcular errores repitiendo el experimento. Por dltimo, el cdlculo de eficiente
de productos matriciales es fundamental para la eficiencia del algoritmo, que requiere un

gran nimero de estos productos en cada una de sus etapas.



Capitulo 3

Mecanica Cuantica

Para comprender de mejor forma este trabajo necesitamos revisar los conceptos basicos y
el lenguaje de la Mecénica Cudntica. El contenido de este capitulo esta fundamentalmente
basado en el libro de Nielsen and Chuang [51]. Asi, comenzamos en las secciones 3.1
y 3.2 con los postulados de la Mecanica Cudntica y la descripcién de estados mixtos a
partir de la matriz densidad, para luego continuar con la introduccion de la fidelidad en la
seccion 3.3. En la seccion 3.4 describimos los métodos usuales de tomografia cudntica de

estados, y finalizamos en la seccién 3.5 con conceptos basicos de Computacion Cudntica.

3.1 Postulados de la Mecanica Cuantica

La Mecanica Cudntica es la rama de la fisica que explica la naturaleza a pequenas escalas
y niveles de energia. Estd gobernada por cuatro postulados que no pueden ser derivados
a partir de otras leyes fisicas sino que su validez estd dada por experimentos. El primer
postulado nos indica como describir matemdticamente las propiedades cudnticas de un

sistema fisico:

17
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1. Todo sistema fisico a cualquier tiempo 7 tiene asociado un vector unitario |y/(z))
denominado estado que contiene toda la informacidn sobre el sistema. Este vive en

un espacio de Hilbert separable y complejo .7¢ con producto interior.

Dada una base ortonormal {|u j>}1}/:1 en .7 podemos representar el estado en forma de

ket:

C1 <u1|‘P>
) = |e2| = | (u2]¥) (3.1)

donde los coeficientes ¢; son nimeros complejos y (u;| representa el vector asociado a
|u;) en el espacio dual, (u;| = (|uj>)T. Si la dimensién del espacio es 2, llamamos a | )
qubit.

El segundo postulado describe como cambian los estados cudnticos en el tiempo.

2. Laevolucioén de un sistema cudntico cerrado es descrita por la ecuacion de Schrodinger

i y(e) = o)), 62)

donde H es el operador Hamiltoniano. Este postulado es equivalente a decir que
la evolucién estd dada por una transformacién unitaria U (donde UUT = I), de tal

forma que |y(ty)) = U(t2,11)|w(t1)), con 1 el tiempo inicial y £, el final.
El tercer postulado describe las mediciones sobre sistemas cudnticos:

3. Las mediciones sobre sistemas cudnticos son descritas por un conjunto {M,,} de
operadores de medicién que actian en el espacio de estados del sistema a medir.
Estos operadores satisfacen la relacién ¥, M M,, = I. El indice m etiqueta los
distintos resultados del experimento. Dado un estado |y) del sistema cudntico antes

de la mediciodn, la probabilidad de obtener el resultado etiquetado por m es

Pm = (W|M; My y), (3.3)
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y el estado inmediatamente después de que el sistema es medido es

M,
| W) = V) . (3.4)

(WM My | W)

Asi, mediciones sobre sistemas cudnticos perturban el sistema, consecuencia que serd im-
portante en el desarrollo de este trabajo. De forma experimental usualmente se mide un
operador hermitico E (observable) cuyos autovectores generan el conjunto de operadores
de medicién M, = {|m)(m|}, de tal forma que {|m)} forma una base ortonormal del es-
pacio de Hilbert. Luego en este caso decimos que medimos una base, y que los elementos
|m) (m| son proyectores.

Finalmente, el postulado 4 entrega el formalismo para trabajar con sistemas compuestos:

4. El espacio de estados ¢ de un sistema fisico de n partes es el producto tensorial

del espacio de estados .77 de cada uno de los subsistemas, esto es,

H=06R...0 5. (3.5)

Usualmente el sistema completo es descrito por un estado |y) que no puede ser descom-
puesto en estados separados para cada subsistema individual, esto es, |¥) # |y1) ® |yr) ®
...® |y,). En este caso, ciertas propiedades fisicas estdn ahora contenidas en correlaciones
no locales, y no se pueden atribuir a solo uno de los subsistemas, lo cual es una diferencia
significativa con el mundo clédsico. Los estados con esta propiedad se denominan entre-
lazados. Como ejemplo de lo anterior, tenemos el estado
1
v = E

Los vectores |0) y |1) pueden representar las componentes de polarizacion en dos fotones,

(10)@]0) + 1) @[1)). (3.6)

o del espin en dos electrones. Supongamos que medimos el conjunto

{Mo = [0)(0] @1, M, = [1){1| @I} 3.7)
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Estos operadores solo entregan informacién sobre el primer subsistema. Sin embargo, si
el resultado es 0, la otra particula necesariamente debe estar en 0, y viceversa. Luego las
mediciones sobre una particula afectan los resultados de la otra, efecto que no sucede en
estados de la forma |y) ® |ys).

A lo largo de este trabajo, abreviamos |i) ® | j) por |ij).

3.2 Matriz densidad

Otra forma de representar el estado de un sistema fisico estd dada por el operador densidad,
que es particularmente util para describir estados mixtos. Estos tltimos aparecen cuando
existe informacidn insuficiente sobre el estado del sistema: antes de la medicién el ob-
servador no sabe cual estado |y;) dentro de una lista {|y;) } esta preparado en el sistema.
Luego solo puede asignarles probabilidades {p;} a cada uno de los estados. Llamamos

matriz densidad u operador densidad a

p=2.pilvi)(wil. (3.8)

La evolucién del operador densidad de un tiempo #y a ¢ en un sistema cerrado estd dada

por

p(t) =U(t,10)p(10)U" (t,19), (3.9)

con U unitaria. Si medimos el conjunto {M,, } de operadores de medicién sobre el sistema

preparado en p, la probabilidad de obtener el resultado m es

p(m) = te(M},Mynp), (3.10)

y el estado tras la medicion es

MupM;),

= P m 3.11
tr(Mj,Myp) G0

Matemaéticamente, las matrices densidades estan caracterizadas por el siguiente teorema:
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Teorema 1. Un operador p que actua sobre un espacio de Hilbert 7 es una matriz

densidad si y solo si satisface las condiciones:
* p tiene traza igual a uno.

* p es un operador semidefinido positivo, esto es, sus autovalores son mayores o

iguales a cero.

Si la matriz densidad de un sistema cudntico se puede escribir como p = |y)(y/| la
llamamos estado puro. De lo otra forma, se dice que el estado es mixto. Las matrices

densidad cumplen p? < 1, donde la igualdad se da si y solo si el estado es puro.

3.3 Fidelidad

Una medida comun de cercania entre estados cuanticos es la fidelidad. Para dos matrices

densidad p y ¢ que actidan sobre el mismo espacio de Hilbert estd dada por
2
F(p,0)= <tr\/p1/20p1/2> . (3.12)
Algunas propiedades de esta medida son:
« Es preservada por evoluciones unitarias U, esto es, F(p,0) = F(UpUT,UcU").
* Es simétrica en sus argumentos, F (p,0) = F(o,p)
* F(p,0) €[0,1].

« F(p,o)=1siysolosip =o0.
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Si uno de los estados es puro, la fidelidad se simplifica a

F(ly),0) = (ylo|y). (3.13)

En este dltimo caso la funcién puede ser estimada experimentalmente midiendo sobre un

sistema preparado en el estado ¢ una base que contenga a | ), de tal forma que
F(W/vo-)%nllf/N? (314)

donde ny es el nimero de cuentas en el detector asociado al estado |y), y N es el nimero

total de cuentas.

3.4 Tomografia cuantica

La tomografia cudntica de estados es un procedimiento que reconstruye el estado de un
sistema fisico utilizando los resultados de mediciones sobre un conjunto de estados idén-
ticamente preparados. Luego, relaciona el modelo matematico de estado cuéntico con
cantidades experimentalmente medibles, y permite hacer predicciones probabilistas de fu-
turas mediciones sobre el sistema. En un objeto cldsico usualmente necesitamos una sola
copia para obtener una caracterizacion completa del sistema. En el caso cuéntico, el postu-
lado de medicion y el teorema de no-cloning demandan un conjunto de copias del sistema
para realizar el protocolo tomogréfico. El primero impide reconstruir el estado con una
sola copia, ya que es imposible realizar mediciones arbitrarias sobre sistemas sin pertur-
barlos, y ademads los resultados de las mediciones son aleatorios. El segundo impide que
a partir de un solo sistema preparado en el estado desconocido podamos obtener copias
perfectas, y de esta forma saltarnos el impedimento anterior.

Dependiendo de los operadores de medicién que se elijan, tenemos distintos protocolos
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de tomografia. El més simple de todos es la tomografia estdndar, que revisaremos a con-
tinuacion. Si no tenemos informacidn previa, asumimos en general que el sistema esté
en un estado mixto. La matriz densidad p que actua sobre un espacio de Hilbert .77 de
dimensién d tiene un total de d> — 1 coeficientes reales linealmente independientes, ya
que es hermitica y satisface la condicién tr(p) = 1. Por lo tanto, necesitamos un con-
junto de d*> — 1 ecuaciones lineales para poder reconstruir el estado del sistema, siempre y
cuando estas ecuaciones sean linealmente independientes. Con esto nos aseguramos que
la solucién al problema sea tinica. Asf, medimos un conjunto {E;} de al menos d” — 1
observables que generen el espacio de las matrices hermiticas que actian sobre .77, esto
es, cualquier p se puede escribir como combinacion lineal de los E;. Del postulado de

medicién vemos que el valor esperado estad dado por

pi=tr(Ep), (3.15)

donde p; se estima a partir del histograma obtenido al medir repetidamente la base asoci-
ada a E; sobre el sistema preparado en p.

Un operador X que vive en el espacio de las matrices de d x d puede escribirse en forma
vectorial, concatenando sus d columnas en un vector X de dimension d2. En esta repre-
sentacién, tenemos que

—

XUy =r(X'Y), (3.16)

donde - representa el producto escalar en C>. Ahora definimos la matriz A como

(3.17)

Esta matriz contiene n observables medidos sobre el sistema en su forma vectorial. Apli-

cando esta matriz a p obtenemos el sistema de ecuaciones que asocia las probabilidades
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estimadas experimentalmente con los coeficientes de la matriz densidad,

ﬂﬁ tr(E1p) P

E!D tr(E

Ap=|72P| = Ep) | P2 Z 5 (3.18)
E;ﬁ tr(Eqp) Dn

Sin>d?—1y el conjunto de observables es informacionalmente completo, la solucién
para p estd dada por la pseudo-inversa de la matriz A, y luego obtenemos una estimacion

para el operador densidad del sistema

p=(ATA) AT p. (3.19)

3.5 Computacion Cuantica

La Computaciéon Cuéntica aprovecha las propiedades de la Mecanica Cudntica para re-
solver de forma mucho més eficiente ciertos problemas dificiles de tratar cldsicamente.
Dentro de estos estdn la descomposicion de numeros enteros en sus factores primos, la
bisqueda de términos en una base de datos no ordenada, simulacién de sistemas cudnti-
cos, problemas de optimizacién y machine learning, entre otros.

Usualmente el modelo que se utiliza para describir la computacién cudntica estd com-
puesto de cables y compuertas 16gicas elementales, organizados en forma de circuito. Los
primeros transportan la informacién entre las distintas partes del circuito, mientras que
las compuertas son operaciones unitarias que manipulan y transforman la informacién
contenida en los estados. Asi, para ejecutar un algoritmo en un procesador cudntico nece-
sitamos inicializar un estado conocido, aplicar un conjunto de compuertas 16gicas y luego
medir sobre alguna base para obtener informacidn clésica a partir de la operacion cudntica.
Este proceso puede requerir ser repetido en algunos algoritmos.

No todos los sistemas fisicos pueden ser utilizados para implementar computacioén cuan-
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tica. Tradicionalmente, existe un conjunto de criterios que un sistema cudntico debe

cumplir para ser capaz de albergar computacion cudntica [57]:

1. Un sistema fisico escalable: Debe haber una forma definida de aumentar el nimero

de qubits.

2. La habilidad de inicializar el estado de los qubits, esto es, llevar el sistema a un

estado de partida conocido y controlado.

3. Tiempo de coherencia mds largo que la duracion de las operaciones cudnticas a

realizar.

4. Un conjunto universal de compuertas cudnticas, esto es, que sean capaces de repro-

ducir cualquier otra compuerta posible.
5. Capacidad de medir los qubits.

Algunos sistemas candidatos para la computacién cudntica son los circuitos supercon-
ductores [53], iones atrapados [54], quantum dots [55], &tomos neutrales en optical lat-
tices [56], etc.

Un conjunto universal de compuertas cuanticas para un sistema es una familia a partir del
cual se puede descomponer cualquier compuerta arbitraria en el sistema, esto es, cualquier
operacion unitaria se puede aproximar con precision arbitraria por una secuencia de ele-
mentos en el conjunto. Para simplificar la computacién buscamos una familia finita de
compuertas universales. Esto puede traer problemas de eficiencia, en el sentido que exis-
ten transformaciones unitarias que requieren un nimero exponencial de compuertas para
ser aproximadas. Sin embargo, los algoritmos utilizados en computacion cudntica usual-
mente trabajan con operaciones eficientes. En general, se utiliza como conjunto universal

a las compuertas de un qubit
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A

Figura 3.1: Circuito cudntico bdsico de 2 qubits, con compuertas H y CNOT seguidas de
mediciones en la base candnica. Fuente: Elaboracién propia.

I (1 1 1 0 1 0
el b R e

y la compuerta de dos qubits

1000
0100

CNOT= |0 o o 1 (3.21)
0010

En la figura 3.1 vemos un ejemplo de circuito cudntico: preparamos un sistema de 2 qubits
el estado |y) = |00) y aplicamos la operaciéon H ® I, esto es, una compuerta Hadamard
sobre el primer qubit y la identidad sobre el segundo. Luego entrelazamos los 2 sistemas
aplicando una compuerta CNOT con el primer qubit como control y el segundo de tar-
get. Por tdltimo medimos utilizando la base computacional {|00), |01),|10),|11)}, alma-
cenando el resultado en dos bits clasicos.

Para poder realizar las operaciones unitarias requeridas en la computacién cudntica es
necesario tener un sistema cudntico aislado de forma casi perfecta del ambiente. Al mismo

tiempo, necesitamos que los qubits interactuen entre si para procesar la informacion, y
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ademds, controlar el sistema desde el exterior y realizar mediciones. Estas dificultades
provocan que actualmente los procesadores cudnticos esten sometidos a una gran canti-
dad de ruido. Luego, las operaciones a realizar son imperfectas, el nimero de qubits es
de alrededor de unas pocas decenas, y la cantidad de operaciones que se pueden realizar
en la ejecucion de un algoritmo estd limitada por el tiempo de coherencia del dispositivo
cudntico.

No todas las compuertas cudnticas tienen el mismo nivel de error de preparacion. Como
es natural, controlar un sistema aplicando operaciones locales es mas facil que controlar
dos al mismo tiempo utilizando operaciones globales, que requieren entrelazamiento. Es
por esto que las compuertas de un solo qubit, representadas por H, Sy T tienen un mejor
desempefio que la compuerta de dos qubits CNOT . Actualmente, las primeras se preparan
con un error de al menos un orden de magnitud menor que las segundas, y por lo tanto es
importante desde el punto de vista experimental desarrollar algoritmos y protocolos que

utilicen la menor cantidad de compuertas CNOT posibles [57].



Capitulo 4

Tomografia Cuantica Escalable para
Estados Puros

En este capitulo mostramos el trabajo desarrollado para solucionar el problema de la di-
mension en tomografia de estados cudnticos. Para esto, presentamos un método analitico
que reconstruye estados puros arbitrarios en cualquier espacio de Hilbert de dimensién
finita d utilizando un minimo de 3 observables o bases, esto es, al menos 3d medidas
proyectivas. En la seccién 4.1 consideramos un vector complejo arbitrario como la su-
perposicion de dos vectores mutuamente ortogonales con una fase relativa desconocida,
que determinamos a partir de medir al menos 2 proyectores en el sistema. En la sec-
cion 4.2 mostramos que lo anterior se puede aplicar a un vector de dimension 2, para
luego, en la seccion 4.3 mostrar el método tomogréfico desarrollado para estados arbi-
trarios. Continuamos en secciones 4.4 y 4.5 con la discusion de las bases de medicion
necesarias, incluyendo el caso de sistemas de qubits, y la generalizacién del método a sis-
temas afectados por ruido blanco, para finalizar con simulaciones numéricas y resultados

experimentales del protocolo en secciones 4.6, 4.7 y 4.8.

28
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4.1 Un vector arbitrario

Sea 5, = 7, D ijg un espacio de Hilbert de dimension d,, suma directa de dos sube-
spacios g y Hp de dimension do y dg, respectivamente. Un vector arbitrario en J7; se

puede escribir como
W) = |Wa) + €| p), (4.1)
con |Wy) en Hy, |Pg) en H#p y 0 < ¢ <27 Estamos interesados en encontrar una

ecuacién para la fase relativa ¢ asumiendo que conocemos por completo |Wy) y ).

Sea

n) = |e) +1B) (4.2)

un vector unitario en 7, tal que |&) pertenece a 7 y |B) pertenece a /5. Asumimos
que |n) es una cantidad conocida. Luego calculamos
-\ 2 - i 4 2
(W) | = (et W) + € P(B[p) |
_ _ 2 0/ _
=[(a W) >+ [(BIWp)| "+ 2% [ (Wal o) (B ¥p)] - (4.3)
Lo anterior expresa la fidelidad entre |n) y |{,) como la suma de fidelidades entre vectores

que viven en mismos subespacios 7y y 7 més un término de interferencia que contiene

informacion sobre la fase relativa ¢@. Ahora, definimos las cantidades

=\ |2 ~ o\ (2 =\ (2
= LIl el 1) s
y
N = (Valt) (B 7). @3

Si sustituimos las identidades (4.4) y (4.5) en la ecuacion (4.3) podemos reescribirla como

p=R[ON]. (4.6)
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Luego, si conocemos el valor numérico de |(n|{,) 2, y dado que conocemos (Vo). W) y

|n), encontramos una ecuacién para la fase relativa @,

(RN] —3[N]) (COS ‘P) = 5. 4.7)

sin @
Esta ecuacion es fundamental para el proceso recursivo en el que se basa nuestro algoritmo,
ya que nos permite construir sistemas de ecuaciones para fases relativas desconocidas.

Ahora, asumamos que el vector |,) en la ecuacién (4.1) son componentes de un estado

cudntico |yy) de dimension dy > d,,, esto es,

|llf?’>: |ll~/l>+|ll7n>+|l/7m>a (4.8)

con |yy) en 4,y |W), | W) en ;. También asumamos un conjunto de estados |n1), [n2),
..., |nf) en J, con la forma de la ecuacion (4.2). Dado que estos tltimos tienen compo-
nentes no nulas solo en .7, se cumple que |(n;| ) ‘2 = | (| W) ‘2 y tenemos ecuaciones
de la forma (4.3).

Si |yy) es el estado de algiin sistema fisico, podemos estimar un conjunto de f proba-
bilidades o fidelidades p; = |(n;|yy) ‘2 = |(nj| W) ‘2 a partir de mediciones en bases que

contengan los estados |n;). Por lo tanto, suponiendo que conocemos |y ), |{g) y usando

las identidades (4.4), (4.5), (4.7) con el conjunto {p j}f como estimados de |(n il W) 2

j=1 ’
encontramos un sistema de ecuaciones
R[N -3 [M] P
R[N -3 [N- p
M) 3] (Cf’s"’) — |7 4.9)
: : s :
R[Ng] S [Ny] Py

para la fase relativa @ entre |Jy) y |l,l7/3>. Dado que tenemos dos incégnitas, necesitamos
al menos dos proyectores |ny), |nz) para que la matriz a la izquierda sea invertible y el

sistema tenga una tnica solucién para ¢'?. Con dos mediciones la matriz en (4.9) es de
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tamafio 2 x 2 y la solucion es

; prNT — p1V:

ip P20 P12 (4.10)
3 [N lNz]

La matriz no es invertible cuando 3(N1Ny) = (o|a1)(B1|Wg) (W] B2) (02| Pe) = O para

este dltimo caso. Una forma de solucionar este problema es medir otro proyector |n3) €

J,, agregarlo al sistema de ecuaciones, y encontrar la solucién calculando la pseudo-

inversa de Moore-Penrose.

4.2 Un vector de dimension 2

Para ilustrar el procedimiento previo utilizamos un vector 117/,22)) en un espacio de Hilbert

%ﬁ(z) de dimension 2:
98”) = culk) + e 1€ @ k4 1), (4.11)

Este tltimo es parte de un estado cudntico |y) = |y;) + €% 1/7,52)> + | W) que vive en un
espacio de Hilbert .2#(4) de dimensién d mayor o igual a 2, ,%%(2) C . y donde |y;) y

i
@7 Nuestro objetivo es encontrar ]1/7,(12)) utilizando el procedimiento de

| W) estan en .77,
la seccién anterior.
Primero medimos sobre el sistema preparado en el estado |y) la base candnica para

obtener el conjunto de probabilidades {pi,..., Pk, Pki1,---» Pa}- Estos son valores esti-

mados empiricos de las cantidades {|c{|?, ..., |cx|?, [cks1]?, -, [ca|?}. Luego fijamos c; =
V/Pks> Ckt1 = y/Pi+1 Y definimos

W) =edk), 1)) = e+ 1), (4.12)
Esto nos permite escribir |lf/,£2)> en la forma de la ecuacion (4.1),

W) = [) + o= g ), (4.13)
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donde dado que medimos la base candnica, la tinica cantidad desconocida es la fase relativa
(Qr+1— Px)-
Si uno de los coeficientes de | (2)) i) = i) =

U,~) es cero, entonces |, ') = cilk) o |P,) = crp1|k+ 1),
y encontramos el vector desconocido solo a partir de conocer ¢ y cx+1. Ahora, si ninguno

(2)

de los 2 coeficientes es nulo, definimos f estados en .77, de la forma

n) = ailk)+bie? k+1),

ng) = aslk)+bpe k+1), (4.14)

con aj,b; coeficientes reales. Proyectando ]l’/?r(,z)> sobre |n1),...,|ns) y usando los valores

2
experimentales de las fidelidades, pj = ’(n il 117,(12)> , ademads de las ecuaciones (4.4), (4.5)

y (4.7), obtenemos

P1

COS((Pk+1—<Pk))_ .
(Sin(<Pk+1—€0k) o (15)

a1b1 COS ¢)1 a1b1 sin (Pl
CkCl1 : :
arbrcos ¢y arbyrsin@y p
El sistema de ecuaciones anterior tiene solucidn tnica si y solo si la primera matriz a la
izquierda es invertible. Los angulos ¢; en los vectores |n;) son arbitrarios y no dependen

- (2 . . .

del estado \IV,E )>. Luego, si medimos sobre un conjunto de bases que contengan al menos
dos proyectores |n1) y |na), siempre podemos escojer estos tltimos para que se satisfaga

la condicidn de invertibilidad. Con dos mediciones la solucion es

(P —P) — iﬁze“”‘ Jaiby — p1e2 Jayb,

——— 4.16
CkCrr1 S [e71916192] (4.16)

(O g — (2
Por lo tanto, como conocemos ¢y, Cii1 Y ¢!(P+1=9) encontramos el vector |l[/,(l )> que
estabamos buscando. Todo lo anterior solo midiendo la base candnica y al menos dos
A
proyectores en 77, .

El procedimiento de esta seccion se puede generalizar para reconstruir estados arbitrarios

|l//(d)> en cualquier dimension d de forma inductiva, como veremos en la proxima seccion.
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4.3 Un estado cuantico arbitrario

Consideremos un estado puro arbitrario
d .
YD) = Y ce k) (4.17)
k=1

en un espacio de Hilbert .7(4) de dimensi6n finita d. Los coeficientes en |y(4)) son tales
que 0 < ¢ < 1Yy las fases satisfacen 0 < @ < 27.

Para comenzar el protocolo tomogréafico descomponemos el espacio de Hilbert 7 () en
sumas directas de espacios de Hilbert de dimensién 2 y 1. En particular, si d es par, pode-
mos elegir d/2 espacios de Hilbert de dimensién 2, esto es, 57 (@) = %(/22) ) %(/22) 0o

. ® %fl(f)l Si d es impar, elegimos (d — 1) /2 espacios de Hilbert de dimensién 2 y un es-

W A

pacio de Hilbert de dimensién 1: 79 = 7 i (d—1)/2+2

(2) (1)
(d—1)/2+1 D OH A

Los superindices denotan la dimension de los espacios de Hilbert, y dado que en el algo-
ritmo utilizaremos una estructura de arbol binario, los subindices denotaran nodos en el

(2)

arbol. En cada espacio de Hilbert %”J vive una parte

W) = co1 €1 2k — 1) + oy [2K)

_ i <C2k_1|2k_1>+02kei(¢2k—¢2k—l)|2k>> (4.18)

del estado |y(?), mientras que si d es impar, en %(1) vive la parte cqe'®|d) de |y(9).
Midiendo la base canénica repetidamente sobre el sistema fisico que contiene a |l//(d))
obtenemos un conjunto de probabilidades p; que pueden ser usadas para estimar todos los
modulos ¢, = /pi en la ecuacion (4.17). Luego para conocer por completo el estado solo
necesitamos encontrar los valores de las fases ¢.

Si medimos al menos dos proyectores de la forma de la ecuacién (4.14) en cada L%”j(z)

podemos encontrar todas las fases relativas de la forma e!(?%—92%-1) que aparecen en la

ecuacion (4.18) empleando los resultados de estas mediciones, y las ecuaciones (4.4), (4.5)
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y (4.7). Asi, conocemos todos los términos |l/7](.2)) = Cop_1[2k — 1) + cope’( P2 P2u-1) | 2k).
Para encontrar el resto de las fases ¢, utilizamos un drbol binario completo y lleno. Si
d es par, el arbol tiene d — 1 nodos, y las hojas son los d /2 vectores de dimension 2 |l[7](-2)>,
con j=d/2,d/2+1,....d — 1. Si d es impar el drbol tiene d nodos y las hojas son (d —
1)/2+ 1 vectores |§\”)), donde j = (d —1)/2+1,(d —1)/2+2,....d — 1, mas |[¥,")) =
cq|d). Este tltimo vector se obtiene de medir la base candnica. Dado que conocemos todas
las hojas, ahora podemos comenzar a ascender en el arbol. Cada nodo interno |lf/](")) es
un vector generado por la suma de sus hijos y una fase relativa, esto es, \lf/j(-n)> = \1172(?) +
ad 1/75320 en el espacio de Hilbert %”JW = j‘é(jl) ® %”2(;1)1 n = [+ m. Como de los pasos
anteriores ya conocemos los hijos |1/72(11)> y ]I’[/éTJ)r] ), para obtener |lf/,(,J )> solo tenemos que
encontrar la fase relativa ¢ midiendo al menos 2 proyectores de la forma de la ecuacién
(4.2) en %fj(n) y usando las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.7). Aplicando este procedimiento
de forma recursiva para cada nodo, podemos encontrar el estado del sistema | yld )> cuando
alcanzamos la raiz del arbol, excepto por una fase global.

Como ejemplo de lo anterior, en la figura 4.1 vemos la estructura necesaria para encontrar

un estado arbitrario |l//(8)> en d = 8. Dado que la dimensién es par, tenemos 4 hojas y un

total de 7 nodos. Los nodos con j =4,5,6,7 contienen vectores de la forma
[917) = o 12K — 1)+ expe P20 k), (4.19)

donde k = 1,2, 3,4 respectivamente. Los nodos con j igual a 2 y 3 representan los vectores

|1~V]('4)> =cor—1]2k—1) —|—02kei(q)2k_(P2k71)|2k>
+ C2k+lei(‘P2k+1_(P2k71) 12k+1) +C2k+zei(%k+2_¢2k*1)‘2k+2>
= [Czkfl ‘2]{ — 1> —+ Czkei((sz_(kafl) ‘2k>

+ ei(‘PZkH*(szfl) Coka1 ’2/( + 1> + cZk+23i((P2k+2*(P2k+1) ‘Zk + 2> (4.20)
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Figura 4.1: Arbol para reconstruir estados en d = 8. Las hojas contienen vectores de
dimension 2, los nodos 2 y 3 vectores de dimension 4 y la raiz el estado del sistema.
Fuente: Elaboracién propia.

con k = 1,3. De esta tltima ecuacién vemos que los términos entre corchetes son cono-
cidos del paso anterior, ya que son vectores de dimension 2 contenidos en las hojas del
arbol. Finalmente, la raiz (nodo 1) contiene el estado del sistema excepto por una fase
global, |1/71(8)> = |l/72(4)> +e’.(‘/’5*‘/’1)|l/73(4)) = ¢~ |y®)). Como el drbol tiene un total de
7 nodos, y es necesario medir 2 proyectores por nodo, tenemos que medir al menos 14
proyectores, ademds de la base candnica, para desarrollar el algoritmo.

En la figura 4.2 vemos un ejemplo para un estado de dimension 5. En este caso el niimero

de hojas es 3 y el nimero total de nodos es 5. Los nodos 3 y 4 contienen vectores de
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Figura 4.2: Arbol para reconstruir estados en d = 5. Los nodos 3 y 4 tienen vectores
de dimension 2, el nodo 5 un vector de dimensién 1, el nodo 2 contiene un vector de
dimensién 3 y la raiz el estado del sistema. Fuente: Elaboracion propia.

dimensién 2 dados por

B =il +eael @), @2

W,f)) = c3]3) +C4ei(¢4—¢3)|4>7 (4.22)

mientras que el nodo 5 contiene a \l//él)> = ¢5|5). El nodo 2 se construye a partir de sus
hijos j =4,5, y estd dado por |l/72(3)) = c3|3) + 46/~ 93)|4) 4 c5¢/(9593)|5), mientras que
la raiz se construye a partir de los nodos 2 y 3, llegando a |1P1(5)> = |y73(2)> +¢i(@3=91)| 1/7§3)>.

El niimero total de nodos en el drbol es 10. En este caso, para ejecutar el protocolo nece-



37

sitamos medir 18 proyectores mds la base candnica, ya que esta Ultima ya contiene la

informacién para encontrar |l,tll(5)> = cs5l5).

4.4 Bases del protocolo

Para reconstruir un estado arbitrario en dimensién d necesitamos medir la base canonica
y al menos dos proyectores linealmente independientes por cada nodo en el drbol, excepto
por los nodos que contienen vectores de dimensién 1, dado que la informacién necesaria
para reconstruir estos iltimos se encuentra en la base canonica. Para los estados en dimen-
sién par, con d — 1 nodos, esto significa un total de 2d — 2 proyectores. Esta es la misma
cantidad de proyectores que se necesita para reconstruir los estados de dimension impar,
que tienen d nodos, pero con el tltimo de estos conteniendo un vector de dimensién 1.

De lo anterior, podemos organizar los proyectores en un minimo de 2 bases ortonormales,
que a su vez representan un operador de mediciéon. Una forma simple es generar d — 1

(n)

vectores aleatorios, uno en cada ,%”j , n > 1. Luego estos vectores se ortonormalizan
utilizando el método de Gram-Schmidt para formar una base, completando con un vector
arbitrario. Este procedimiento se repite por cada una de las bases deseadas.

Siempre y cuando los proyectores que medimos en cada espacio de Hilbert sean lineal-
mente independientes, podemos encontrar soluciones para las fases en el sistema de ecua-

ciones (4.9) excepto por un conjunto de estados de medida nula. Por ejemplo, en d = 3,

un estado arbitrario se puede escribir como

ly3) = c1|1) +c2e'P2[2) + c3¢'%3). (4.23)
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Dos bases que podriamos utilizar en el algoritmo son

Ry= { |rn)= E\@ +ﬁ“>’

)= 5l + 513,

)}, (4.24)
$i= { I = 5100+ 51,

s2) = 5 lst)+ 13,

s3) 3}, (4.25)

donde los estados |x") son ortogonales a |x). Usando los proyectores |r{) y |s;) con sus
mediciones asociadas podemos encontrar ficilmente ¢/?2. Sin embargo, si las primeras
dos componentes de |y3) son proporcionales a |r|) o |s3), una de las ecuaciones en el
sistema (4.9) es cero, y no podemos encontrar €% porque tenemos un nimero infinito de

soluciones.

4.5 Ruido blanco

Una pregunta vélida sobre el método es como afectan las imperfecciones asociadas a la
preparacion del estado y al experimento al desempefio de nuestro protocolo. Un modelo
usado para caracterizar el ruido producido por el ambiente es el ruido blanco o Gaussiano,
que afecta de la misma forma a todos los autovalores de la matriz densidad. Estados puros

arbitrarios |y) afectados por ruido blanco son transformado en estados mixtos de la forma

A
p=(1=2)¥)(wl+ 51, (4.26)
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donde T es el operador identidad y A es el pardmetro de mixtura. La pureza Tr(p?) del

estado y A € [0, 1] se relacionan por la expresion

e —1/a
A=1-— W 4.27)

Consideremos ahora el impacto del ruido blanco en el método. La medicién de un proyec-

tor con solo dos coeficientes no nulos |n) = a|k) +be'® |k 4 1) entrega

A A
(nlpln) =(1 = A)lexl*lal* + Zla* + (1 = A)lei [*|b]* + [b]°

+2(1— L) |a||b|cxcrs 1 R |99 (4.28)

y la medicion de los estados de la base canénica |k), |k+ 1) entrega

A

Pl = A=Aal+7, (4.29)
A

PP = (1=Mleni+7. (430)

Ahora, definimos
< A A
Po) = (o)~ (1 Dleilal? = G P = (1= 21k o = F158) /(o)
= ((nloln) — pi'af = pE1b2) /(al b1). (4.31)

De lo anterior, vemos que PP) se puede expresar en funcion de las mediciones sobre la
base candnica y sobre |n), ademds de los pardmetros conocidos a y b. Con esto la ecuacion

(4.28) queda
PP) =2(1—A)|al|blercrs R [e—f%f(‘f’kﬂ—‘f’k)] : (4.32)

Basandonos en esto, medimos un conjunto de proyectores |n1),...,|ns), de donde obten-

emos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

i 5(P)
cos@; sin@ P
: .| [P0 =A)ckcrrr cos(Frrr — ‘f’k)} | (4.33)
. o 2(1 — l)ckaJrl Sin(¢k+l - ‘Pk) ~(. ) ‘ .
Cos@y sin@y PP

f
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La solucién para el sistema (4.33) entrega un valor para la cantidad
AP) =2(1 = L) cpeppq e P —9%) (4.34)

que corresponde a una combinacién lineal de las expresiones P}p ). Dado que ﬁ;p ) de-
pende de (nj|p|n;), p,(cp ) y p,(ci)l, que son cantidades que podemos estimar de mediciones
proyectivas, podemos encontrar un estimado para A(P). Tomando el valor absoluto de la

ecuacion (4.34) obtenemos
IAPI2 = 4(1 = 2)?|er [ exrn | (4.35)

Lo anterior permite estimar el valor del parimetro A a partir de AP, que a su vez es
estimado de mediciones. Reemplazando |c;|? y |ci.1|? de las ecuaciones (4.29) y (4.30)

en la ecuacion (4.35) obtenemos

A A
AR =4 (=3 ) (- 3) (436

que es una ecuacion cuadrdtica para el parametro A con solucién

d
A=3 { Py plB) ()~ ) 2+ \AW} , (437)

donde elegimos la solucién con signo negativo dado que A debe ser una cantidad pequeia.
Asi, obtenemos un estimado A,y de A, y a partir de la ecuacion (4.27) un valor para la
pureza. Usando esto, podemos corregir los valores de los coeficientes c¢x y ¢4 en las

ecuaciones (4.29) y (4.30) y a partir de esta correccién estimar |y).

4.6 Simulaciones numéricas

Para estudiar el desempeno del método realizamos simulaciones numéricas. Estamos in-

teresados en conocer que tan parecidos son los estados reconstruidos de los preparados en
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(a) Circuito que implementa las mediciones locales {.%; }
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(b) Circuito que implementa las mediciones entrelazadas {&, }.

Figura 4.3: Circuitos que implementan las bases de medicion separables y entrelazadas.
La operacion Uy, satisface |+,) = U,|0) y |—,) = U,|1). Fuente: Elaboracién propia.
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el sistema. Para esto utilizamos la fidelidad

F=|(yly*))? (4.38)

entre un estado arbitrario |y) y su estimado |y*"). Esperamos obtener fidelidades cer-
canas a 1, esto es, que ambos estados sean iguales. Ademads, trabajaremos con sistemas
de qubits, dada la disponibilidad de plataformas en linea para realizar experimentos con
estos. Lo anterior permitird comparar los resultados numéricos con los obtenidos experi-
mentalmente.

Queremos obtener el comportamiento de la fidelidad como funcién de la dimensién, o
equivalentemente, del nimero de qubits, y el impacto de la estadistica finita de las medi-
ciones en el método. Para cada nimero de qubits n = 2,3,...,10 generamos un conjunto
Q) = {|wi) }1%? de 100 estados puros. Estos serdn los estados a estimar. Luego, simu-
lamos mediciones proyectivas en cada uno de los |y;) usando la base canénica mas dos

conjuntos de bases. El primer conjunto estd compuesto de m bases &, dadas por
&= {IBhn—j @ |+0) @[ =), =) "} (4.39)

con 1 < j <n, B la representacion en binario de los ndimeros enteros 0 < f§ < =i,
[4+) = ay|0) +b,e'®|1) y |—,) = a,|0) — b.e'®|1). Estos dltimos vectores son arbitrarios,
pero deben estar normalizados. Con estas bases los resultados de las mediciones proyecti-
vas se reparten de forma uniforme en cada nodo del arbol, y luego en cada nodo tenemos
un sistema de m ecuaciones. La caracteristica de estas bases es que para implementarlas
en un sistema de n qubits es necesario disponer de operaciones entrelazadas.

El segundo conjunto de n x m (m > 2) bases se puede construir con solo operaciones

locales sobre los qubits, y estd dado por

fuv:{|B>n—u®|iV>®"'®|j:V>}a (4.40)
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donde 0 < B <2"*—1. Con estas bases el nimero de mediciones por nodo va creciendo
a medida que subimos en el arbol. Luego las hojas del arbol tienen asociados sistemas
con 2m ecuaciones. Los nodos del pentltimo nivel tienen asociados 4m ecuaciones, y asi,
hasta llegar a la raiz que tiene asociada 2"m ecuaciones. En la figura 4.3 vemos los cir-
cuitos cudnticos necesarios para construir ambos conjuntos de bases.

A partir de lo anterior, las mediciones sobre las bases (4.39) y (4.40) fueron simuladas
considerando 2! repeticiones por cada base, lo que es una cantidad razonable experimen-
talmente. A partir de los histogramas de las mediciones construimos distribuciones de
probabilidad, y aplicamos nuestro método de estimacién a cada estado |y;), lo que entrega
un conjunto de estimados {|y{*)}. Luego, calculamos el valor de la fidelidad entre cada
estado a reconstruir y su estimado como vemos en la ecuacion (4.38), de donde obtenemos
un conjunto de fidelidades para cada nimero n de qubits.

Usando los datos de las simulaciones anteriores, la figura 4.4(a) muestra la mediana de
la fidelidad (4.38) en funcién del nimero n de qubits para 2n, 3n y 4n bases locales més
la identidad, desde abajo hacia arriba. Las zonas sombreadas corresponden al rango in-
tercuartil. Los estados en Q son elegidos aleatoriamente. Como es usual en los métodos
de estimacion de estados cudnticos, la fidelidad decrece a medida que se incrementa el
nimero de qubits para todo nimero de bases a medir. Esta figura también muestra que
la fidelidad se puede aumentar si usamos un mayor nimero de bases locales, lo que es
razonable ya que mds mediciones recolectan mds informacion sobre el sistema. Una car-
acteristica interesante de la figura 4.4(a) es que el rango intercuartil es angosto para cada
curva, lo que indica que el método genera fidelidades muy similares para todos los estados
simulados.

La figura 4.4(c) muestra la mediana de la fidelidad como funcién del nimero »n de qubits

para 2, 3 y 4 bases entrelazadas mds la base canénica, desde abajo hacia arriba. Los es-
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Figura 4.4: Fidelidad simulada alcanzada midiendo sobre 2n (azul), 3n (amarillo) y 4n
(violeta) bases locales, fila superior, y 2 (azul), 3 (amarillo) y 4 (violeta) bases locales, fila
inferior, en funcién del nimero de qubits. Fuente: Elaboracién propia.

tados en Q son elegidos aleatoriamente. En este caso, el método de estimacién alcanza
un desempefio menor en comparacioén con el uso de bases locales. Lo anterior se puede
explicar por la insuficiente informacién que entrega un pequefio nimero de bases. Por
ejemplo, el uso de 2 bases entrelazadas entrega dos ecuaciones por cada nodo. Si el sis-
tema a resolver es mal condicionado en algun paso del algoritmo, la estimacion de las

fases relativas puede ser de mala calidad, y dado que el resultado entregado por un nodo se
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utiliza como insumo para la siguiente iteracidon del proceso, este error se puede propagar,
resultando por lo tanto en una mala fidelidad entre el estimado y el estado original. Sin
embargo, si aumentamos el nimero de bases a medir podemos mejorar enormemente la
calidad de la estimacién, como vemos en la curva superior de la figura 4.4(c). La fidelidad
también se puede mejorar aumentando el nimero de copias a medir por base, dado que
las probabilidades que entran en los sistemas de ecuaciones se estiman de forma mas pre-
cisa. El ensemble total usado en las bases locales y entrelazadas escala como mn x 213 y
mx 213, respectivamente. Por lo tanto, la cantidad de shots en las bases locales es mucho
mads grande que en el caso de las bases entrelazadas, lo que puede explicar en parte los
peores resultados con estas ultimas. A pesar de todo, las bases entrelazadas son capaces
de entregar una fidelidad cercana a 0.9 para n = 6.

Las figuras 4.4(b) y 4.4(d) tambien muestran la fidelidad mediana en funcién del nimero
de qubits para las bases locales (2, 3 y 4, desde abajo hacia arriba) y entrelazadas (2n, 3n,
4n, desde abajo hacia arriba), respectivamente. Sin embargo, la simulacién fue llevada a
cabo utilizando un conjunto de estados aleatorios 2 completamente separables. En ambos
casos obtenemos un incremento en el desempefio, alcanzando fidelidad de alrededor de

0.95 para 10 qubits cuando utilizamos las bases locales.

4.7 Experimento

Probamos nuestro método de estimacion experimentalmente utilizando el procesador cudn-
tico ibmg_manhattan, provisto por la compania IBM. A este dispositivo NISQ se puede
acceder mediante internet, y se controla utilizando Qiskit, una plataforma abierta para
trabajar y controlar dispositivos cudnticos desarrollada en el lenguaje de programacién
Python.

Para realizar los experimentos es necesario preparar el estado a reconstruir en el dispos-
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47

itivo y luego medir las bases necesarias con una determinada cantidad de shots. Si quere-
mos estimar un estado |®") de n qubits, inicializamos el procesador cuéntico en el estado
|0,,...010p). Luego aplicamos cualquier unitaria que mapee el estado inicial a |®"). No to-
dos estas unitarias se implementan con la misma precision, pero Qiskit provee comandos
para preparar estados de forma optima. Una vez preparado el estado, realizamos las medi-
ciones. Dado que los procesadores cudnticos de IBM estdn disefiados para medir solo en
la base computacional, debemos aplicar operaciones que mapeen la base computacional a
las bases separables o entrelazadas que debemos medir, como se ilustra en la figura 4.3.
Después de medir y obtener las cuentas para cada elemento de las bases, normalizamos
para obtener probabilidades y post-procesamos cldsicamente utilizando nuestro algoritmo,
estimando de esta forma el estado.

Para probar el protocolo preparamos los siguientes estados de n qubits

1 ; @n
n\ __ _in/4
) = = (10) =) (441)

ﬂ

1 ; @n
ny in/4
0) = = (10)+e) (442)

Q‘

|@3) =

1 ®n/2
{ s (100) +[11) /2. n par. @iy

St (100)+ [11) "D/ [0), n impar.
Los estados |®}) y |®4) son separables, y pueden ser preparados de forma eficiente usando
compuertas de un solo qubit. El estado |®%) es maximalmente entrelazado entre pares de
qubits. Para n par (impar) puede ser preparado con n/2 ([n — 1]/2) compuertas CNOT y
n/2 ([n —1]/2) compuertas de un qubit. Asf, los estados |®/), |®5), y |®5) pueden ser
generados por circuitos con baja profundidad. Sin embargo, el estado |®%) tiene un mayor

error de preparacion comparado con |®f) y |®5) debido a que las compuertas CNOT se
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implementan con un error experimental mucho mayor que las operaciones sobre un qubit.
También realizamos la estimacion de estados GHZ de n partes,

|®}) = % (10)*" +11)=m) . (4.44)

Estos estados se implementan en circuitos de gran profundidad, que contienen n — 1 com-
puertas CNOT. Esto implica que la fidelidad en la preparacion puede ser bastante baja.
Considerando lo anterior, nos enfocamos en el estudio de estos estados en un pequefio
nimero de qubits, n = 2, 3,4, para las bases locales y entrelazadas. Cada base fue medida
empleando 2'3 copias del estado desconocido. Actualmente, este es el tamaiio de muestra
mas grande que se puede emplear en los procesadores cuanticos de IBM.

La figura 4.5 resume los resultados experimentales. Mostramos fidelidad entre los estados
|DT), [PF), |P5), |P)) y sus estimados correspondientes en funcion del nimero n de qubits
para 2n, 3n y 4n bases locales mds la base canénica (columna izquierda) y 2, 3 y 4 bases
entrelazadas mds la base candnica (columna derecha). Las dreas sombreadas corresponden
al error en los valores de la fidelidad obtenidos por el método de bootstraping. La linea
s6lida azul es la fidelidad maxima alcanzable & en la preparacion del estado considerando
error de ruido blanco para el dispositivo. Este modelo se basa en el error promedio por
compuerta provisto por IBM,

20y
2n 1

20y
2n 1

Enoise(|0)E™)) = (1 — ) &(]0)*") + I (4.45)

El modelo fue aplicado a cada compuerta necesaria para preparar los estados. Utilizamos
como error promedio por compuerta r; = 5 x 10™* para operaciones locales y r» = 2 x
102 para compuertas CNOT.

De acuerdo a las figuras 4.5(a) y 4.5(c), la estimacién de los estados locales |®Y) y |®4)
a través de bases locales entrega valores de fidelidad que son comparables con las predic-

ciones tedricas mostradas en las figuras 4.4(a) y 4.4(b), que solo consideran ruido prove-
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niente de la estadistica finita. Para el caso particular de n = 10 qubits, las predicciones
tedricas usando bases locales estdn dentro de los intervalos [0.88,0.93] para estados gen-
erados aleatoriamente, y [0.95,0.96] para estados separables aleatorios, mientras que el
experimento entrega fidelidades en el intervalo [0.82,0.89].

La estimaci6n de los estados entrelazados |®%) y |®}) usando bases locales, que vemos
en las figuras 4.5(e) y 4.5(g), respectivamente, también entrega buenos resultados, aunque
la fidelidad es un poco mds baja que en el caso de |®]) y |®5). Esto es esperable, ya
que los estados |®%) y |®}), al presentar entrelazamiento, se generan aplicando compuer-
tas CNOT, que incrementan el error en la preparacién. Los resultados experimentales
del método muestran que el uso de bases locales permite estimar estados puros para un
gran nimero de qubits, a diferencia de otros métodos donde la complejidad del problema
escala exponencialmente. La calidad de la estimacion es afectada principalmente por el
numero de copias del estado disponibles, y la cantidad de bases locales. Un incremento
de cualquiera de estas cantidades genera una mejora en la calidad de la estimacién. En
particular, estados con un nimero mayor de qubits se pueden estimar incrementando la
cantidad de bases locales. Como vemos en las figuras 4.5(a), 4.5(c), y 4.5(e) el uso de
4n+-1 bases locales entrega valores mds grandes para la fidelidad que los casos con 2n+ 1
y 3n+ 1 bases locales.

El uso de bases entrelazadas en el experimento muestra una reduccién en las fidelidades
comparada con las obtenidas usando bases locales. Las figuras 4.5(b) y 4.5(d) muestran
los resultados de estimar los estados |®7) y |®}), respectivamente. Al comparar paran =4
con las figuras 4.5(a) y 4.5(c) vemos una gran caida en la fidelidad, de aproximadamente
0.99 a 0.2. Una pérdida similar se puede observar en el caso de los estados |®5) y |®}).
Los resultados tampoco son parecidos a los obtenidos en las simulaciones. Esto se puede

explicar a partir de los circuitos empleados para implementar las mediciones en las bases
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Figura 4.6: A la izquierda, fidelidad simulada en funcién del nimero de qubits. A la
derecha, tiempo promedio que tarda el algoritmo en reconstruir un estado en funcion del
nimero de qubits. Los colores etiquetan la cantidad de bases a medir: para (a) y (b)
tenemos 2n (azul) y 4n (violeta) bases locales. Fuente: Elaboracién propia.

entrelazadas. Para n = 2,3, y 4, usar 2 bases entrelazadas requiere el uso de 2, 7 y 27
CNOT gates, respectivamente. Este nimero se convierte en 3027 para n = 10. Ya que
esta compuerta se caracteriza por una alta tasa de error en los dispositivos NISQ, las bases
implementadas difieren significativamente de las bases &; que se deberian implementar.
Ademds, esto también afecta a los estados generados. La figura 4.5(d) muestra que para
n =3 el uso de 2 y 3 bases mds la base computacional entrega un valor para la fidelidad
de 0.1, mucho mds pequefio que para el caso de usar 4 bases entrelazadas. El estado |CI>§)
a ser reconstruido se caracteriza por un sistema de ecuaciones mal condicionado para 2 y
3 bases. Sin embargo, para 4 bases entrelazadas esto mejora, y la fidelidad es del orden
de 0.95. Notemos que este efecto no aparece en la figura 4.5(c), donde el uso de mn + 1

bases locales permite obtener sistemas de ecuaciones con buen nimero de condicién.



51

4.8 Otras simulaciones numéricas

Una vez que obtenemos los datos de mediciones en el método, debemos procesarlos clasi-
camente para obtener un estimado del estado del sistema. Luego un aspecto importante a
comprender del método es su escalabilidad en término de recursos computacionales clési-
cos. Para esto simulamos un conjunto de 100 estados puros aleatorios para cada nimero

223 shots.

de qubits n = 2,3,...,20, y los reconstruimos utilizando las bases locales con
En la figura 4.6(a) vemos la fidelidad mediana en funcién del nimero de qubits midiendo
2n+ 1y 4n+ 1 bases locales, desde abajo hacia arriba. La dispersion en los datos es des-
preciable. Dado que aumentamos la cantidad de shots en un factor 2!, los resultados para
10 qubits son mucho mejores que los de la figura 4.4(c). Sin embargo, a medida que nos
acercamos a 20 qubits la fidelidad es nuevamente cercana a 0.85. La figura 4.6(b) muestra
el tiempo que el algoritmo tarda en reconstruir un estado una vez que tenemos los resul-
tados de las mediciones para 2n+ 1y 4n+ 1 bases locales. Ambas curvas son lineales en
escala logaritmica, lo que es razonable dado que el nimero de sistemas de ecuaciones que
debemos resolver escala como 2". Dado que las simulaciones se realizaron en un com-
putador portatil promedio con 8 gigabytes de memoria, los resultados son muy favorables,
ya que estimar un estado en 20 qubits toma alrededor de 4 minutos. El uso de memoria
tampoco es excesivo, a pesar de que para representar un estado de 20 qubits se necesitan
mads de dos millones de parametros reales.

Para comprender completamente el desempeiio del algoritmo necesitamos conocer como
mejora la calidad de la reconstruccién en funcién de la cantidad de shots y de bases que
elijamos medir. En esta direccion, generamos un conjunto {|y;)} de 100 estados aleato-

rios para 2, 3, ..., 8 qubits. Reconstruimos estos estados fijando la cantidad de bases y

utilizando el método con 213, 213, 217 y 219 shots por base. Luego calculamos su infidel-
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idad I con respecto a los estados originales |y;), I = 1 — F. Esperamos que esta cantidad
sea cercana a cero.

En la figura 4.7(a) vemos la infidelidad mediana en funcién del nimero de qubits obtenida

midiendo sobre 3 bases. La cantidad de shots por base para cada curva es 213 215 l7
y 219, desde abajo hacia arriba, mientras que las cantidades sombreadas son los rangos
intercuartiles. En general, podemos ver que a medida que se incrementa la dimension de
los estados la calidad de la reconstruccion empeora. Para 2 y 3 qubits se observa una clara
separacion entre las medianas, mostrando que estimar las probabilidades que entran en el
método con mds shots agrega precision a la estimacién. Sin embargo, a medida que se
incrementa la dimension de los estados a reconstruir, las curvas comienzan a acercarse,
llegando practicamente al mismo punto desde los 6 qubits. Esto es natural, ya que la infi-
delidad esta acotada por 1, punto al que converge la infidelidad para estados de mas de 5
qubits.
En la figura 4.7(b) vemos la infidelidad mediana en funcién del nimero de qubits uti-
lizando 5 bases y midiendo 2!3, 215, 217 y 219 shots por base, desde abajo hacia arriba.
Para un niimero bajo de qubits, los resultados son similares a usar 3 bases. Sin embargo, a
diferencia de la figura anterior, la pendiente de las curvas es menor, y la separacion entre
estas es notoria para todos los puntos, lo que también se refleja en los rangos intercuartiles.
Al llegar a 7 qubits las curvas dejan de ser rectas y comienzan a acercarse, observandose
el mismo efecto de convergencia en las curvas que en la figura anterior, pero en menor
medida.

Finalmente, en la figura 4.7(c) vemos la infidelidad mediana en funcién del nimero de
qubits utilizando 9 bases. Al igual que en las figuras anteriores, las curvas desde abajo
hacia arriba estan construidas utilizando 2!3, 215, 217 y 219 shots por base. En este caso se

observan rangos intercuartiles méas estrechos, disminuyendo por lo tanto la dispersion en
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los resultados. Para 2 qubits no se observa una diferencia significativa entre los resultados
de medir 9 bases con medir 5 o 3 bases, pero dado que la pendiente de las rectas es menor
en la figura 4.7(c), a medida que aumenta la dimension se aprecia una caida menos pro-
nunciada de la infidelidad. Luego, como podriamos esperar, medir una mayor cantidad de
bases y un mayor nimero de shots por base entrega mejores resultados.

De la figura 4.7 es importante destacar que el total de shots en cada curva es diferente,
lo que dificulta la comparacion entre distintas estrategias del método cuando el objetivo
es optimizar la cantidad de shots. La figura 4.8 nos da informacién en este sentido. Para
construirla generamos un conjunto {|y;) } de 100 estados aleatorios para 2, 3, ..., 8 qubits.
Luego fijamos el total de shots y reconstruimos los estados repartiendo los shots entre 3,
5y 9 bases.

La figura 4.8(a) ilustra el procedimiento anterior para un total de 2!° shots por punto. La
curva violeta aplica el método con 9 bases, la amarilla con 5 y la azul con 3. Todas las
infidelidades aumentan a medida que crece la dimensién. Sin embargo, vemos que los re-
sultados utilizando 3 bases son en general desfavorables comparados con usar 5y 9 bases,
excepto para 2, 7'y 8 qubits. Por otra parte, las diferencias no son tan marcadas al pasar
desde 5 a 9 bases. Esto podria explicarse a partir del nimero de condicién de las matrices a
invertir en el método, que mejora al agregar mas ecuaciones, pero solo hasta cierto punto.
Por otra parte, la figura 4.8(b) se construye con un total de 2!° shots por punto. Dado que
el total de shots ahora es mayor, en general los valores de la infidelidad son mejores que en
la figura 4.8(a). Al igual que en esta, existe una diferencia significativa al utilizar 3 bases
comparado con usar 5 0 9. Esto es incluso mads marcado ahora, dado que el dnico punto
donde las infidelidades son comparables es para 2 qubits. Las curvas entre 5 y 9 bases
ahora se separan un poco mds, sobre todo para alto nimero de qubits. Esto muestra que es

mads conveniente dividir el ensemble en un mayor nimero de bases que medir pocas bases
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con mads precision, pero que la diferencia entre medir 5 bases y 9 bases no es tan significa-
tiva. Luego, dependiendo de la dimension, existe un punto donde medir mds observables

deja de entregar mas informacion.



Capitulo 5

Conclusion

Estimar estados cudnticos en sistemas de dimensién d requiere medir un niimero minimo
de observables que escala polinomialmente con la dimensién. Para el caso de sistemas
compuestos, como los computadores cudnticos, lo anterior indica que el escalamiento es
exponencial en el nimero de subsistemas, lo que hace la estimacién utilizando métodos
genéricos imposible al crecer el nimero de componentes. Otra dificultad es que los dis-
positivos NISQ actuales se caracterizan por una baja precision al implementar compuertas
l6gicas, en especial las que requieren entrelazamiento, las cuales son indispensables para
generar observables arbitrarios. Ademads, existen restricciones en el nimero de shots con
los que se pueden medir observables, lo que restringe la precision con la que se estiman
probabilidades. Luego, reconstruir estados de n qubits en computadores NISQ es una tarea
dificil.

Para solucionar las dificultades anteriores hemos propuesto un método para estimar esta-
dos puros en sistemas de n qubits con buen desempefio en dispositivos cudnticos actuales.
Dados los resultados de un conjunto de mediciones, el método se basa en construir un
arbol binario para el estado a estimar, donde el espacio de Hilbert total .7 se descompone
en subespacios de Hilbert tal que su suma directa es .7#°. En particular, las hojas con-

tienen la descomposicién de .7 en subespacios de dimension 2 y 1. Asi, en el protocolo

57
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comenzamos estimando las partes del estado que viven en las hojas y luego, a través de un
proceso recursivo, ascendemos en el arbol hasta encontrar el estado del sistema en la raiz.
El conjunto de mediciones empleado por el método propuesto corresponde a mediciones
proyectivas sobre un conjunto de bases, Primero mostramos que un minimo de 3 bases
permite estimar la mayoria de los estados puros. Para el caso de sistemas de n qubits, el
total de medidas proyectivas es 3 x 2". Este ndmero se compara favorablemente con otros
métodos de estimacion como MUBs, SIC-POVM y compressed sensing, que requieren
(2" 41)2", 22n y del orden de 22132 resultados de medicion, respectivamente, para recon-
struir estados puros. Para llevar el método con 3 bases al terreno experimental, se necesitan
compuertas entrelazadas precisas, lo que presenta un problema para los dispositivos NISQ.
Para solucionar esto, podemos utilizar 2n+ 1 bases locales, esto es, que pueden ser escritas
como el producto tensorial de n bases de un qubit. Luego al construir estas bases no es
necesario aplicar entrelazamiento, y solo escalan linealmente en el nimero de qubits.

Probamos el protocolo en los procesadores cudnticos de IBM. La estimacion de estados
locales utilizando bases locales hasta 10 qubits entrega fidelidades que coinciden con sim-
ulaciones numéricas, y que estan sobre el 90%. También probamos con estados entrelaza-
dos usando las bases locales. La estimacion del producto tensorial de estados de Bell hasta
10 qubits entreg6 fidelidades sobre el 70%. En este caso, la preparacion del estado es afec-
tada por grandes errores debido al uso de compuertas entrelazadas. Finalmente, probamos
la estimacion de estados GHZ para n = 2, 3 y 4 qubtis, obteniendo fidelidades sobre 86%.
Las bases entralazadas también se probaron. Sin embargo, debido a la gran cantidad de
compuertas CNOT necesarias en su preparacién la calidad de las reconstrucciones dis-
minuyd, como era de esperar. La estimacion usando k bases entrelazadas mds la base
computacional, donde k es lo suficientemente grande pero no escala con el nimero n de

qubits, puede llevar a buenas fidelidades en futuras arquitecturas tolerantes a errores [58],
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donde se requiere un gran nimero de qubits y compuertas entrelazadas de alta precision.
También puede ser posible estimar la fidelidad usando implementaciones alternativas de
compuertas multi-CNOT que emplean qubits ancilla. Esto permite reducir la profundidad
de los circuitos requeridos para implementar mediciones en las bases entrelazadas prop-
uestas [59]. La principal caracteristica de nuestro protocolo es su escalabilidad, que es una
consecuencia de la informacién previa sobre los estados a estimar. Para esto, mostramos
mediante simulaciones que se pueden reconstruir estados de 20 qubits en unos pocos min-
utos, sin gastar demasiada memoria computacional y midiendo un nimero de observables
lineal en el ndmero de qubits. Tener informacion previa es un enfoque comin entre mu-
chos metodos de estimacion, como por ejemplo, compressed sensing y matrix product
states. La suposicion de pureza es razonable en sistemas que son capaces de preparar
estados con alta pureza, o en sistemas cuya pureza puede ser certificada, por ejemplo, a
través de randomized benchmarking [60]. Sin embargo, esto no es necesariamente cierto
en dispositivos NISQ. Decoherencia y errores en las compuertas pueden reducir la cal-
idad del estado puro preparado. En este caso nuestro protocolo no podria ser aplicado.
Sin embargo, se ha mostrado que resultados experimentales se pueden mejorar reduciendo
el error de la data original empleando tecnicas de mitigacioén de errores [44,61,62]. Al
combinar nuestro protocolo con métodos de mitigacion de errores se podria extender su

aplicabilidad a sistemas sometidos a un alto nivel de ruido.
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