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por su incondicional apoyo, preocupación y amor, pues sin ello es probable que me

hubiera rendido antes de llegar a este punto del camino. A mis hermanos, Daniel y
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Resumen

La tesis aqúı presentada busca estudiar la teoŕıa Einstein-Chern-Simons en el con-

texto del mundo-brana. La acción de esta teoŕıa es obtenida, en cinco dimensiones, a

partir de una simetŕıa de gauge que involucra el álgebra de Lie B, conocida también

como álgebra de Maxwell y utilizando formas Chern-Simons de la cual es posible re-

cuperar la relatividad general de Einstein, esto a diferencia de la teoŕıa Chern-Simons

AdS . El álgebra mencionada anteriormente es obtenida por medio del procedimiento

de S-expansión usando como base el semigrupo S
(5)
E y el álgebra AdS5.

Se revisan temas como la relatividad general Einstein y su generalización natu-

ral a dimensión arbitraria conocida como acción de Lanczos-Lovelock. Se presenta

también una acción Chern-Simons como caso particular de la acción de Lanczos-

Lovelock y su relación con las teoŕıas de gauge. Se muestran otras teoŕıas de di-

mensión mayor a cuatro como la teoria de Kaluza-Klein y los modelos de Randall-

Sundrum con el propósito de introducir el estudio al mundo-brana y se revisa la

obtención de la ecuaciones para una brana en relatividad general.

Como resultado se presenta el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento de una

brana en la teoŕıa Einstein-Chern-Simons, obtenidas de forma similar al caso de la

teoŕıa de Einstein, lo que condujo a la publicación en la revista. Además se discute

el caso de la brana en relatividad general como ĺımite de baja enerǵıa de la brana

Einstein-Chern-Simons.





Caṕıtulo 1

Introducción

En 1916 [1], Einstein publica la Teoŕıa General de la Relatividad [R.G.] , gener-

alizando su Teoŕıa de la Relatividad Especial, planteada en 1905 [2]. En esta última,

el espacio plano es reemplazado por uno curvo, donde el tensor métrico corresponde

a la representación matemática del campo gravitacional. Esta teoria es considerada

exitosa debido al gran espectro de fenómenos que es capaz de explicar. Unos de

los primeros grandes logros de esta teoria fue predecir correctamente el avance del

perihelio de mercurio, corrigiendo aśı la predicción de la teoria de Newton, cuya

diferencia era exactamente la mitad del valor real [3]. Aśı, también la teoŕıa de

Einstein predice, sin la adición de la constante cosmológica, que el universo esta en

expansión, lo cual fue probado emṕıricamente en 1929 por Edwin Hubble [4]. Otras

predicciones son las ondas gravitacionales, las cuales no fueron observadas hasta el

2015 [5]; los lentes gravitacionales y agujeros negros [3]. A pesar del éxito de la R.G.

esta se resiste a la cuantización, debido a lo cual no es posible generar una teoria

unificada para las cuatro fuerzas fundamentales, lo que motiva a buscar extensiones

a la teoŕıa de Einstein.

En la década de 1950, Chen Yang y Robert Mills desarrollaron la teoŕıa de campo

conocida como la Teoŕıa de Yang-Mills [YM], que corresponde a una teoŕıa de gauge

que describe los campos f́ısicos, utilizando álgebras de Lie no conmutativas. Dicho
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tipo de teoŕıas logra cuantizar la fuerza electromagnética, aśı como también explicar

las Fuerzas Nucleares Fuerte y Débil, siendo además la base para construir la teoŕıa

unificada para las tres fuerzas nombradas. La diferencia principal entre la R.G. y

las teoŕıas de gauge corresponde al espacio sobre el cual son construidas. En una

teoŕıa de gauge la geometŕıa del espacio no está determinada dinámicamente, como

es el caso de la Relatividad Especial. Por su parte, la R.G. tiene una estructura

métrica dinámica, por lo que una teoŕıa de gauge para la gravedad debe ser creada

de tal forma que el espacio no sea fijo. Una acción para una teoŕıa de gauge para la

gravedad fue propuesta por Chamseddine [6], conocida como acción “Chern-Simons”,

construida a partir de una conexión de gauge independiente de la métrica y que

además corresponde a un caso particular de la acción de Lanczos-Lovelock [LL]

[7, 8, 9].

La acción de Lovelock fue propuesta en 1971 y corresponde a la generalización de

la teoŕıa de Einstein a dimensión arbitraria, la cual generaliza el tensor de Einstein,

mediante el cumplimiento del el Principio de Covarianza General, y las ecuaciones de

movimiento obtenidas a partir de dichas acciones tienen derivadas de segundo orden.

En dimensión impar es posible escoger una particular forma de los coeficientes de

la acción LL, tal que, la acción corresponda a una forma Chern-Simons invariante

bajo simetŕıa AdS [10]. El problema con esta teoŕıa de gauge para la gravedad, es

que no se recupera, en algún ĺımite, la R.G. de Einstein. Con el fin de asegurar

el cumplimiento del Principio de Correspondencia, esta acción para la gravedad es

construida a partir de una simetŕıa con álgebra distinta. En la presente tesis, se

utilizará la acción de “Einstein-Chern-Simons” [11, 12], invariante bajo la simetŕıa

de gauge del álgebra de Lie B obtenida a través del proceso de “S-expansión” [13] del

álgebra de Lie so (4,2). Para mayor profundidad se surgiere revisar [14, 15, 16, 17].

En el contexto de las teoŕıas unificadas, entre los primeros intentos por generar

teoŕıas de este tipo se encuentra a Kaluza en 1919, aśı como Klein [18, 19] en 1926,

quienes consiguieron construir una Teoŕıa pentadimensional, la cual logra unificar la
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fuerza electromagnética y la gravedad, las dos fuerzas fundamentales conocidas hasta

ese punto de la historia. Dicho modelo fue posteriormente descartado, al contrastarse

con evidencia emṕırica. Sin embargo, la noción de considerar un número mayor de

dimensiones, con el propósito de lograr generar una teoŕıa unificada, se mantuvo en

investigaciones posteriores.

Por otra parte, en la teoŕıa de cuerdas [20] surge un objeto denominado brana, que

corresponde a una generalización de una part́ıcula puntual, a una hiper-superficie,

guardando similitud con como se generaliza una part́ıcula puntual a un objeto unidi-

mensional en la teoŕıa de Cuerdas. En un espacio pueden existir una o más branas,

las cuales tienen un número de dimensiones menor que el espacio completo o bulk.

De ello, que sea útil servirse de las branas para tratar con modelos de dimension-

alidad mayor. Dos de los modelos de brana más conocidos, fueron planteados por

Lisa Randall y Raman Sundrum en 1999 [21]. Ambos modelos se plantean sobre

un espacio de 5 dimensiones. Si bien el primer modelo resuelve el problema de las

jerarqúıas1[3, 20], el modelo resulta inestable. De ello que se planteara el segundo

modelo utilizando solo una brana, el cual śı resulta estable, pero sin llegar a solu-

cionar el problema. A pesar de lo anterior, las branas resultan útiles para tratar con

teoŕıas de dimensión cinco o mayor, considerando que somos capaces de detectar las

cuatro usuales.

Inspirados en las ideas de Randall-Sundrum; T.Shiromizu, K.Maeda y M.Sasaki

[22] idearon un mecanismo para obtener las ecuaciones efectivas de la gravedad para

una hiper-superficie cuadridimensional, en un espacio de cinco dimensiones, uti-

lizando para ello las condiciones suficientes y necesarias para asegurar la existen-

cia de una hiper-superficie, conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi. El

propósito de la presente investigación corresponde a demostrar la posibilidad, medi-

1El problema de las jerarqúıas consiste en la gran diferencia que existe entre los valores de dos

escalas de enerǵıa, espećıficamente, ¿Por qué la fuerza nuclear débil es 1024 mas grande que la

gravitacional?.
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ante el mecanismo expuesto en el párrafo anterior, de obtener las ecuaciones efectivas

de movimiento para una brana cuadridimensional, en un bulk de cinco dimensiones,

en el contexto de la gravedad Einstein-Chern-Simons, recuperando las ecuaciones de

Einstein usuales en el ĺımite de baja enerǵıa.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se introducirán conceptos matemáticos acerca de geometŕıa difer-

encial necesarios para entender lo expuesto en los caṕıtulos posteriores. Este caṕıtulo

se basa en las referencias [3, 23, 24, 25].

2.1 Embebimiento

En el contexto de las teoŕıas n-dimensionales, dos preguntas adquieren relevan-

cia de ser planteadas; ¿Como definimos la métrica inducida, qab, sobre una hiper-

superficie en un espacio de metrica gµν? ¿como definir un campo vectorial de manera

que sea integrable en la hiper-superficie?.

Para responder estas interrogantes definimos un embebimiento como un mapeo

entre dos variedades de diferente dimensión, es decir:

X ∶M (N) →m(n), (2.1)

con N > n y donde X cumple con:

• Es un mapeo inyectivo.

• Su derivada es un mapeo inyectivo
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Este mapeo puede ser descrito de forma paramétrica, para ello definimos el sistema

coordenado xµ en M (N) y ζa en m(n). Luego, el embebimiento queda descrito por

xµ =Xµ (ζa) , (2.2)

donde µ = N,N − 1,N − 2, .....,0 y a = n,n − 1, n − 2, ....,0.

El embebimiento toma un punto p en M (N) el cual es mapeado a uno P = X(p) en

m(n).

Una hiper-superficie queda descrita por las restricciones impuestas sobre las co-

ordenadas, es decir:

Φ(xα) = 0. (2.3)

De forma equivalente en forma paramétrica:

xα =Xα(ξa), (2.4)

donde los ı́ndices latinos corren solo sobre las coordenadas intŕınsecas a la hiper-

superficie.

Definimos un vector Φ/α = ∂αΦ = ∇Φ, el cual es normal a la hiper-superficie, ya

que Φ cambia su valor sólo en la dirección ortogonal a m. Un vector unitario normal

nα puede ser introducido si la hiper-superficie es no nula, de la siguiente manera:

nαnα = ε =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 si m es tipo espacio

−1 si m es tipo tiempo
, (2.5)

además, exigimos que nα apunte en la dirección de incremento de Φ, ya que:

nα = τΦ/α,

Donde:

τ = ± ∣ε∣
∣gµνΦ/µΦ/ν ∣

1/2
= ±1

∣gµνΦ/µΦ/ν ∣
1/2

= ε

∣gµνΦ/µΦ/ν ∣
1/2

7



2.2 Pullback y Pushforward

Sea TpMN el espacio tangente de M en el punto p y sea A⃗ un vector en este

espacio. Definimos el “Push-Forward” de A⃗ como:

X∗A⃗ = Ai∂X
µ

∂ζ i
∂

∂xµ
, (2.6)

donde X∗A⃗ ∈ Tpmn.

Sea T ∗
pm

n el espacio cotangente de m en p y sea α una 1−forma en él. Definimos

él “Pull-back” de α como:

X∗α = αµ
∂Xµ

∂ζ i
dζ i, (2.7)

donde X∗α ∈ T ∗
PM

N

Es importar notar que estos mapeos no son invertibles.

2.3 Métrica Inducida

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad m-dimensional M dotado

de una métrica gµν y de un sistema coordenado xλ donde λ = 0,1,2,3, ....,m − 1; de

manera que un elemento de linea es dado por:

ds2 = gµν (xλ)dxµdxν . (2.8)

Los puntos de M cuyas coordenadas xλ son expresables como función de n vari-

ables independientes ζa, con n < m, constituyen un subespacio V embebido en M .

Dicho subespacio puede ser representado paramétricamente por (2.2).

La métrica intŕınseca, qab, a es obtenida restringiendo el elemento de ĺınea a

desplazamientos confinados al subespacio. De las ecuaciones paramétricas podemos

ver que los vectores

Xµ
a = ∂X

µ

∂ζa
(2.9)

8



son vectores tangentes a las curvas contenidas en V . Definimos m − n campos vec-

toriales normales, nµ, al subespacio, tal que:

Xµ
anµ = 0, (2.10)

gµνn
µnν = ε, (2.11)

por lo que el conjunto (Xµ
a , nν) forma una base para M .

Puesto que la longitud de arco, ds, que conectan dos puntos es el misma tanto

en V como en M , luego:

qab = gµν
∂Xµ

∂ζa
∂Xν

∂ζb
, (2.12)

Debido a lo anterior se establece una relación entre las componentes de un vector

Aa entre ambos sistemas coordenados:

Aµ = ∂X
µ

∂ζa
Aa. (2.13)

En el caso especial donde n = m − 1, el subespacio V es llamado hiper-superficie y

se define solo un campo vectorial normal,denotado por nµ. En este caso se puede

mostrar que

qab = gab − εnanb, (2.14)

con

ε =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, si la hipersuperficie es tipo tiempo

−1, si la hipersuperficie es tipo espacio
, (2.15)

o también

qµa = δµa − εnµna. (2.16)

La ecuación (2.16) actúa como operador de proyección, al aplicarlo sobre un vector

se obtendrán las componentes en la base de la hiper-superficie.
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2.4 Derivada covariante inducida

La derivada covariante de un vector sobre V , en la dirección de otro vector

también en V , no será en general un vector tangente a la hiper-superficie. La forma

natural de definir una derivada covariante en V debeŕıa ser basada en la exigencia

que dicha derivada sea también un vector en el espacio tangente, TPV . Considerando

la base ea = ∂
∂ζa (coordenadas adaptadas).

k∇eaA⃗ = eb
∂Ab

∂Xa
+ (kΓcbaec +k Γ4

bae4)Ab, (2.17)

donde el super-́ındice k indica que el tensor o derivada esta siendo considerado en

un espacio de dimensión k.

El ultimo termino del segundo miembro de (2.17) en general no es nulo. Podemos

eliminar este término proyectando el vector sobre la hiper-superficie, de manera de

tener un vector en TPV , es decir, obtenemos una derivada covariante intŕınseca a la

hiper-superficie. En adelante, denotaremos al operador derivada covariante asociado

a la hiper-superficie como D =k−1 ∇, derivadas parcial como /, covariante parcial

como ; y covariante total como //.
Considerando lo anterior es posible mostrar que la derivada covariante inducida

sobre la hiper-superficie viene dada por:

DcA
b = Ac

/a +k−1 Γ c
baA

b. (2.18)

Notemos que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus

componentes covariantes como contravariantes es la misma que las derivadas en el

espacio-tiempo. Este hecho se debe a que la derivada covariante en la hiper-superficie

está dada por la conexión af́ın en la variedad V , definida a partir de la métrica en

la forma usual:

k−1Γabc ≡
1

2
(γab/c + γac/b − γbc/a) . (2.19)
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Con el objeto de facilitar los cálculos, notemos que la derivada covariante puede

expresarse en términos de componentes de la siguiente manera:

Ab
//c =Xb

µX
ν
cA

µ
//ν
. (2.20)

En el caso de que el sistema coordenado no sea adaptado la derivada covariante

inducida se expresa como:

Ab
//c = qbµqνcA

µ
//ν
. (2.21)

2.5 Curvatura Extŕınseca

Se define el tensor curvatura extŕınseca a la hiper-superficie como:

Kab = qµaqνb∇νnµ, (2.22)

es decir, la curvatura extŕınseca es la proyeción sobre la hiper-superficie de la derivada

covariante del vector normal en una dirección tangente a la hiper-superficie.

También es útil notar que en un sistema coordenado:

Kab = nlΓlab, (2.23)

donde Γab son los śımbolos de Christoffel.

Para que Kab este bien definida el vector normal a la hipersuperficie debe cumplir

con:

∇νn⃗ ⋅ n⃗ = 0. (2.24)

Debido a esto, la noción de curvatura extŕınseca no tiene sentido para una var-

iedad, solo lo tiene cuando la variedad esta embebida en una de mayor dimensión.

Una posible interpretación geométrica de la curvatura extŕınseca es que ella nos

da una medida de qué tanto se curva la hiper-superficie respecto del espacio envol-

vente,es decir , nos dice cuanto se alejan de ser paralelos los vectores normales de

dos puntos cercanos en el espacio completo.

11



La curvatura extŕınseca corresponde a la generalización, a dimensión arbitraria,

de los coeficientes de la segunda forma fundamental [26].

2.6 Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Consideremos un espacio eucĺıdeo 3−dimensional y una superficie bidimensional,

V , cuya métrica y coeficientes de la segunda forma fundamental son qab y bij, re-

spectivamente. Se asegura la existencia de esta superficie, si y solo si, se cumplen

las siguientes condiciones:

Rl
ijk = ∂jΓ

l
ik − ∂kΓl ij + Γm ikΓ

l
mj − Γm ijΓ

l
mk, (2.25)

∂jbik − ∂kbij = Γl ijblk − Γl ikblj, (2.26)

conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi en un espacio plano tridimensional.

Una consecuencia importante de estas condiciones es el Teorema Egregium de

Gauss [26, 27].

Estas ecuaciones pueden ser generalizadas a una hiper-superficie en un espacio de

dimensión arbitraria. Consideremos un espacio de Riemann n−dimensional y sean:

yµ
//i//j

=Kijn
µ, (2.27)

nµ
//i

= −Kj
iy
µ
/j
.

las ecuaciones de Gauss-Weingarten en dimensión n.

De forma similar al caso tridimensional podemos hacernos la siguiente pregunta

¿Existe una superficie tal que su métrica y su curvatura extŕınseca sean gij y Kij?

o en otras palabras ¿Tienen solución las ecuaciones de Gauss-Weingarten general-

izadas?. La respuesta es positiva si se cumplen las ecuaciones de Gauss-Codazzi

Generalizadas que obtendremos a continuación.

Consideremos las ecuaciones (2.27) diferenciales de segundo orden. Sea yµ las

12



coordenadas de una hiper-superficie, de al menos clase C3, es decir, sus derivadas

conmutan:

yµ;i;j;k − y
µ
;i;k;j, (2.28)

y sean Vi las componentes de un vector covariante en el espacio envolvente, con

coordenadas xk

Vi;j = Vi/j − ΓlijVl. (2.29)

La derivada covariante de Vi;j con respecto de xk es

Vi;j;k = Vi/j/k − Γlij/kVl − ΓlijVl/k − ΓmikVm/j + ΓmikΓ
l
mjVl − ΓmjkVi/m +

+ΓmjkΓ
l
imVl, (2.30)

intercambiando los ı́ndices obtenemos Vi;k;j:

Vi;k;j = Vi/k/j − Γlik/jVl − ΓlikVl/j − ΓmijVm/k + ΓmijΓ
l
mkVl − ΓmkjVi/m +

+ΓmkjΓ
l
imVl, (2.31)

restando (2.30) y (2.31) se encuentra:

Vi;j;k − Vi;k;j = (Γlik/j − Γlij/k + ΓmikΓ
l
mj − ΓmijΓ

l
mk)Vl.

Vi;j;k − Vi;k;j = Rl
ijkVl. (2.32)

La derivada covariante total del vector tangente a la hipersuperficie, yµ
/i
, dada

por

yµ
/i;j

= Kijn
µ − Γ

µ

lmy
l
/iy

m
/j , (2.33)

donde las cantidades con una barra sobre ellas indican que están evaluadas en el

espacio completo mientras las cantidades sin ella solo se refieren a la hiper-superficie.

Tomando la derivada covariante respecto de xk

yµ;i;j;k =Kij;kn
µ +Kijn

µ
;k − Γ

µ

lm;ky
l
iy
m
j − Γ

µ

lmy
l
i;ky

m
j − Γ

µ

lmy
l
iy
m
j;k, (2.34)
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intercambiando j y k, y tomando la diferencia, obtenemos:

yµ;i;j;k − y
µ
;i;k;j = (Kij;k −Kik;j)nµ − (KijKkl −KikKjl) glmyµ;m − Γ

µ

lm;ky
;l
i y

m
;j +

+Γ
µ

lm;jy
;l
i y

m
;k + Γ

µ

lmΓ
l

sty
s
;iy

t
;ky

m
;j − Γ

µ

lmΓ
l

sty
s
;iy

t
;jy

m
;k . (2.35)

Además, notemos que:

( );k = yl;k ( );l . (2.36)

Luego :

yµ;mg
ml [Rlijk − (KikKjl −KijKkl)] − nµ (Kij;k −Kik;j) −R

µ

lmsy
l
;iy

m
;j y

s
;k = 0. (2.37)

Proyectando sobre gµβy
β
;n:

Rnijk − (KikKjn −KijKkn) −Rβlmsy
β
;ny

l
;iy

m
;j y

s
;k = 0, (2.38)

tambien sobre la dirección normal, nµ:

Kij;k −Kik;j +Rβlmsn
βyl;iy

m
;j y

s
;k = 0, (2.39)

pero, yl;i = qli. Entonces:

Rijkl = R̄αβµνq
α
iq
β
jq
µ
kq
ν
l +KikKjl −KilKjk, (2.40)

R̄αβµνn
αqβ iq

µ
jq
ν
k = Kik;j −Kij;k, (2.41)

conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi generalizadas.

Notemos que las ecuaciones generalizadas muestran una relación entre la ge-

ometŕıa intŕınseca a la hiper-superficie y el espacio envolvente a través de la ge-

ometŕıa extŕınseca de la primera. Ambas ecuaciones nos permiten una forma de

estudiar el universo en el contexto del mundo brana, lo que se explicará en caṕıtulos

posteriores.
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Caṕıtulo 3

Gravitación

3.1 Teoŕıa de la Relatividad General de Einstein

La teoŕıa general de la relatividad [R.G] de Einstein es la generalización de la

Teoŕıa Especial de la Relatividad. Para el desarrollo de esta, Einstein se baso en

una idea conocida como “principio de equivalencia” que puede ser resumida de la

siguiente manera: “Es imposible distinguir el campo gravitacional de un sistema de

referencia no inercial”.

Debido a esta teoŕıa fue posible estudiar el universo considerando mas dimen-

siones, en este punto de la historia se propone un origen del universo, conocido como

la teoria del big bang. Debemos recalcar que no fue sino hasta 1920 cuando los

astrof́ısicos descubrieron que nuestra galaxia no era la única en el universo.

Uno de los primeros grandes logros de la R.G fue la predición exacta de la pre-

cesión de mercurio, pues con la teoŕıa de Newton, que involucra incluso la interacción

gravitacional con el resto de los planetas, solo se obtiene la mitad del valor observado.

Algunos créıan que esta diferencia era ocasionada por un planeta cercano a mercurio

(vulcano) el cual fue probada su inexistencia. La Teoŕıa de Einstein predice también

la existencia de objetos y fenómenos astronómicos como los agujeros negros, lentes

gravitacionales, entre otros (Ver Ref.[3]).
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En la Relatividad General [1, 3, 23, 28] a diferencia de la Relatividad Especial,

el espacio no es plano, en general, y el tensor métrico de Minkowski, ηµν , es reem-

plazado por el tensor métrico gµν . Este ultimo es la representación matemática del

campo gravitacional en un espacio-tiempo de 4 dimensiones, curvo y con un sistema

coordenado xµ.

Para obtener las ecuaciones de movimientos utilizamos un principio de acción

como se explica a continuación.

3.1.1 Acción para la Relatividad General

Consideramos un lagrangiano L = LG + LM , donde LG corresponde la parte pu-

ramente geométrica (gravitacional) y LM corresponde a la materia.

Las ecuaciones de movimiento de esta teoŕıa, conocidas como ecuaciones de Ein-

stein, deben ser ecuaciones de campo de segundo orden, lo cual implica que el la-

grangiano LG solo puede ser construido a partir del tensor métrico gµν y sus primeras

derivadas, lo cual no es posible. Sin embargo, David Hilbert solucionó este problema

al proponer que este lagrangiano sea construido también con las segunda derivadas

del tensor métrico siempre que LG sea lineal en ellas. Debido a que el único in-

variante de curvatura que cumple con estos requerimientos en un espacio de cuatro

dimensiones es el escalar de Ricci, R, LG toma la forma .

LG = √−gR, (3.1)

se agrega
√−g en el lagrangiano para asegurar que las ecuaciones de campo sean

covariantes.

A partir de lo anterior se encuentra la acción para la R.G.

S = 1

2κ ∫ dx4√−g (R + LM) , (3.2)

donde 2κ es una constante que permite comodidad en los cálculos posteriores.
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Variando la acción y considerando el principio de mı́nima de acción, obtenemos

las ecuaciones de Einstein.

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν , (3.3)

donde Tµν = − 2√
−g

δ(
√
−gLM )

δgµν es el tensor enerǵıa-momentum.

El miembro izquierdo de las ecuaciones (3.3) pueden ser reescritas como Gµν =
Rµν − 1

2gµνR, donde Gµν es conocido como tensor de Einstein. Cabe recalcar que

tanto Gµν como Tµν son simétricos.

Tomando la divergencia de las ecuaciones de Einstein y considerando la identidad

de Bianchi, obtenemos:

∇µTµν = 0. (3.4)

La primera solución exacta encontrada para el conjunto de ecuaciones (3.3) fue

dada por Karl Schwarzschild en 1916, conocida como la solución de Schwarzschild

que entre otras cosas describe un tipo de agujero negro [29].

En 1917 Einstein descubrió que las ecuaciones (3.3) predećıan un universo en

expansión, idea que no era aceptada por el propio Einstein, ni por la comunidad

cient́ıfica, pues hasta ese punto de la historia se créıa que el universo era estático.

Debido a esto Einstein agrego el termino LΛ = −2
√−gΛ a la acción modificando las

ecuaciones de movimiento de la forma:

Rµν −
1

2
gµνR +Λgµν = κTµν , (3.5)

Λ es llamada constante cosmológica. Esta constante modifica el universo que

predice la teoŕıa a uno estático (sin expasión). Esta idea fue desechada en 1930,

por Edwin Hubble, pues las observaciones astronómicas mostraban un universo en

expansión. Einstein catalogó la adición de la constante cosmológica como el peor

error de su carrera, sin embargo, la constante cosmológica fue retomada después al

estudiar la teoŕıa inflacionaria y en el contexto de la Teoŕıa cuántica de Campos.

Es importante mencionar que la teoŕıa debe cumplir con el principio de corre-

spondencia, es decir, que en algún ĺımite se debe recuperar la teoŕıa de Newton.
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Debido a esto es posible establecer la relación entre la constante κ y la constante de

gravitación universal, G:

κ = 8πG

c4
, (3.6)

donde c corresponde a la velocidad de la luz.

Por ultimo, notar que si no existen fuerzas externas actuando sobre un objeto

(LM = 0) el cuerpo se moverá describiendo una geodésica,1 dada por:

d2xµ

dτ 2
+ Γµ αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (3.7)

donde τ es el tiempo propio2 y Γµ αβ son conexiones, que bajo las condiciones de

esta teoŕıa, torsión nula y compatibilidad métrica3, son conocidos como śımbolos de

Christoffel de segunda especie, descritos por:

Γµ αβ =
1

2
gµλ (∂αgλβ + ∂βgλα − ∂λgαβ) . (3.8)

3.1.2 Formalismo de Cartan

Para estudiar teoŕıas de gravedad de dimensiones mayores o iguales a cuatro

optaremos por el lenguaje de formas diferenciales. Particularmente un sistema coor-

denado ortonormal, conocido como vielbein [3, 24].

Sea M una variedad diferenciable y en cada punto P se define un espacio tangente

TP (M) compuesto por todos los vectores tangentes a la variedad en P . Dado un

sistema coordenado xµ sobre M es posible definir una base coordenada para TP (M):

∂µ = ∂µ (P ) , (3.9)

1Una geodésica es la trayectoria que describe un cuerpo en cáıda libre y generaliza la noción de

linea recta en un espacio curvo.
2Tiempo medido por el cuerpo que describe la trayectoria.
3
∇µgαβ = 0.
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esta base coordenada no es ortonormal en general, pues:

∂µ ⋅ ∂ν = gµν . (3.10)

Para obtener la base ortonormal es necesario aplicar un cambio de base:

ea = eµ a∂µ. (3.11)

En este sistema ortonormal la métrica del espacio, en cada punto es:

ea ⋅ eb = ηab, (3.12)

donde ηab es la métrica de Minkowski.

Este cambio de base también posee inversa:

∂µ = ea µea

Luego, se establece la siguiente relación entre la métrica en ambos sistemas co-

ordenados:

gµν = ea µeb νηab, (3.13)

Las componentes ea b no son únicas pues existe una matriz Λi
j talque

ea b = Λa
je
j
b, (3.14)

aśı también la métrica de Minkowski tampoco es única, pues:

ηcd = Λi
cΛ

j
dηij, (3.15)

donde las matrices ea µ son conocidas como vielbein4 y contienen toda la información

métrica del espacio cuando tratamos la teoŕıa en un sistema coordenado ortonormal.

Notamos que la métrica es invariante bajo las rotaciones dadas por las matrices

Λi
c las cuales conforman el grupo de Lorentz. Por otra parte, la derivada exterior

4Del alemán ‘viel’ significa ‘mucho’ y ‘bein’ significa ‘piernas’. Para un número especifico de

dimensiones se reemplaza ‘viel’ por el número de dimensiones, por ejemplo, en cuatro dimensiones

es ‘vierbein’ lo que quiere decir ‘tétrada’ en español.
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dea no se comporta como un tensor bajo el grupo de Lorentz por lo que es nece-

sario redefinir la derivada exterior con el propósito que sea covariante. Definimos la

derivada covariante exterior.

Dea = Λa
iDei, (3.16)

Dea = dea + ωa beb, (3.17)

donde ωa b = ωalbel es la 1-forma conexión de spin que bajo la acción del grupo de

Lorentz transforma como:

ωa b = Λa
iΛ

j
bω

i
j −Λi

bdΛa
i. (3.18)

El lema de Poincaré establece:

ddea = 0, (3.19)

sin embargo esto no es aśı para la derivada exterior covariante por lo que es posible

definir la derivada exterior covariante más de una vez sobre una forma diferencial,

por lo que es posible definir las siguientes cantidades:

Ta = Dea, (3.20)

Ra
b = dωa b + ωa cωc b, (3.21)

conocidas como la primera y segunda ecuación de estructura de Cartan. Ta es la

2−forma torsión y Ra
b es la 2−forma curvatura. Ambas se relacionan al tensor

torsión y al tensor curvatura de Riemann a través de

Ta = 1

2
T a ijdx

idxj, (3.22)

Ra
b = 1

2
Ra

bcddx
cdxd, (3.23)

donde:

T a bc = ∂ie
a
k − ∂kea i + ωa lbeb c − ωa lcel b, (3.24)

Ra
bcd = ∂cω

a
bd − ∂dωa bc + ωa lcωl bd − ωa ldωl bc, (3.25)
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en un lenguaje no ortonormal ambos tensores están dados por:

T a bc = Γa bc − Γa cb +Ca
bc, (3.26)

Ra
bcd = ∂cΓ

a
db − ∂dΓa cb + Γa clΓ

l
db − Γa dlΓ

l
cb −Cs

cdΓ
a
bs, (3.27)

donde Γi jk son conexiones, Ca
bcea = [eb, ec] y ea corresponde a un elemento de una

base. Donde se pueden obtener los primeros utilizando:

Γijk = ei l (∂jel k + ωi ljel k) , (3.28)

cantidades que también cumplen la primera y segunda identidad de Bianchi.

DTa = Ra
be
b, (3.29)

DRa
b = 0. (3.30)

La torsión y curvatura expuestas aqúı no están sujetas a alguna condición particular

de la geometŕıa del espacio, por lo que las conexiones Γi jk no corresponden a los

śımbolos de Christoffel, en general. En el caso de que utilicemos una base coordenada,

es decir, Ca
ab = 0 e impongamos la condición de compatibilidad métrica la ecuación

(3.26) será nula y la ecuación (3.27) será el usual tensor de Riemann sin torsión que

aparece en la Teoŕıa de Einstein.

En este lenguaje y en el caso con torsión nula, la primera ecuación de estructura

se puede separar de la siguiente forma

dea + ωa beb = 0, (3.31)

ω4
be
b = 0, (3.32)

ecuaciones que corresponden a las ecuaciones de Gauss-Weingarten en formas difer-

enciales. Es posible mostrar que:

ω4
b = −Kble

l. (3.33)
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Aśı podemos reescribir las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

Rxy = R̄xy +Kx
lK

y
me

lem, (3.34)

R̄4x = −DKx
le
l, (3.35)

las cuales corresponden a las ecuaciones (2.40) y (2.41), respectivamente. Los ı́ndices

x, y, l,m están restringidos a las direcciones de la hiper-superficie y el ı́ndice ‘4’

corresponde a la dirección normal a ella.

3.1.3 Invariancia bajo el grupo de Poincaré de la R.G.

Estudiar la invariancia de la Relatividad General es más sencillo usando formas

diferenciales. En el formalismo de Cartan la acción de Einstein-Hilbert toma la

forma:

SG = ∫ εabcdR
abeced. (3.36)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar la acción respecto del vielbein

y de la conexion de spin:

εabcdR
abec = 0, (3.37)

εabcdT
ced = 0, (3.38)

la primera de estas ecuaciones corresponde a las ecuaciones de Einstein y la segunda

a la condición de torsión nula.

El grupo de Poincaré tiene por generadores a

TA = (Pa, Jab) ,

donde Pa corresponde a los generadores de traslaciones y Jab a los generadores de

rotaciones de Lorentz. Estos generadores cumplen con las siguientes relaciones de

23



conmutación:

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb, (3.39)

[Jab, Pc] = ηbcPc − ηacPb, (3.40)

[Pa, Pb] = 0. (3.41)

La teoria tiene dos campos de gauge, ea y ωab de forma que podemos escribir la

1−forma conexión de la siguiente manera:

A = 1

l
eaPa +

1

2
ωabJab, (3.42)

se ha introducido el parámetro l, que tiene dimensiones de longitud, con el propósito

que la 1−forma conexión sea adimensional. Para la 2−forma curvatura asociada a A:

F = 1

l
T a + 1

2
RabJab. (3.43)

Para encontrar como transforma la conexión bajo la acción de este grupo estable-

cemos que el grupo sea exponenciado de la forma:

U = e−λATA . (3.44)

Definimos la derivada covariante asociada a la 1−forma conexión:

D = d + [A, ⋅] . (3.45)

Considerando que A transforma como A′ = UAU−1 +UdU−1 y la forma en que el

grupo fue exponenciado, encontramos:

A′ = A + dλ + [A,λ] , (3.46)

donde vemos que A transforma como:

δA =Dλ, (3.47)

por otro lado, el parámetro de transformación λ puede ser escrito como:

λ = 1

l
ρaPa +

1

2
κabJab, (3.48)
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introduciendo en (3.47):

δA = 1

l
(Dρa + ecκca) +

1

2
DκabJab, (3.49)

es decir:

δea = Dρa + ecκca, (3.50)

δωab = Dκab, (3.51)

donde podemos distinguir dos tipos de transformaciones. Las transformaciones lo-

cales de Lorentz:

δea = ecκ
ca, (3.52)

δωab = Dκab, (3.53)

y las traslaciones locales de Poincaré:

δea = Dρa, (3.54)

δωa b = 0. (3.55)

Al variar la acción para la relatividad general:

δSG = ∫ d (εabcdδωabeced) + εabcd (2δωabTced + 2Rabecδec) , (3.56)

utilizando (3.54) y (3.55):

δSG = 2∫ εabcdR
abecDρd (3.57)

= −2∫ d (εabcdRabecρd) + 2∫ εabcdR
abTcρd, (3.58)

la variación debe ser nula, lo cual ocurre cuando la torsión es nula, pero:

δT a = Dδea

= DDρa

= Ra
bρ
b, (3.59)

25



es en general no nulo, luego la torsión no es un invariante de Poincaré y por lo tanto

la acción de la relatividad general no es invariante bajo este grupo. Esta es una de

la razones del porque en años posteriores a la publicación de la teoŕıa de Einstein se

ha intentado generalizar esta de diversas maneras, como las que se mencionarán en

los siguientes caṕıtulos.

Un caso totalmente distinto ocurre en 2+1 dimensiones. Consideramos la acción

de Einstein-Hilbert 3−dimensional

SEH = ∫ εabcR
abec, (3.60)

variando la acción

δSEH = ∫ εabcR
abDρc

= ∫ εabc (d (Rabρc) + DRabρc) , (3.61)

el primer término es de borde, por lo que podemos anularlo, ya que no aporta a la

dinámica, el segundo termino es nulo debido a la identidad de Bianchi. Finalmente

δSEH = 0 (3.62)

Por lo que esta acción es invariante bajo traslaciones de Poincaré y además, por

construcción, es invariante bajo rotaciones de Lorentz. Esta invariancia bajo el

grupo de Poincaré en dimensión 3 se reproduce en dimensión impar arbitraria, lo

que es importante en el contexto de la gravedad Chern-Simons.
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3.2 Generalización para la Relatividad General

A través de los años han nacido variadas teoŕıas que generalizan la teoŕıa de

la Relatividad General de Einstein a un número de dimensiones mayor a cuatro

con el fin de acercarse a un marco teorico que permita cuantizar y/o unificar la

gravedad con el resto de las fuerzas fundamentales. Entre ellas están los mecanismos

de Kaluza-Klein y Randall-Sundrum; y el teorema de Lovelock [7, 8, 9, 18, 19, 21, 23].

Tanto la compactificación Kaluza-Klein como el modelo Randall-Sundrum inten-

tan responder ¿Por qué existe una diferencia tan grande entre las dos escalas funda-

mentales de enerǵıa? (electrodébil y la de Planck), conocido como el “problema de

las jerarquias”[3, 20], o entre otras cosas relacionadas el porqué la gravedad es tan

débil respecto de las otras fuerzas fundamentales en nuestro universo. Revisaremos

brevemente los temas nombrados anteriormente.

3.2.1 Teorema de Lovelock.

El lagrangeano de Lovelock [7, 8, 9] corresponde a la generalización natural de la

Relatividad General de Einstein para un espacio de dimensión arbitraria, D. Dado

que la teoria es una generalización de la R.G., esta cumple con el principio de covari-

ancia general y las ecuaciones de campo son de orden 2 en la métrica. El lagrangiano

de esta teoria es de grado [D
2
] y corresponde a:

L =
[D
2
]

∑
p=0

αpL
(p),

con:

L(p) = εa1a2......aDRa1a2 ....Ra2p−1a2pea2p+1 ....eaD ,

donde Rab = ωab + ωa cωcb es la 2-forma curvatura , ea es la 1-forma vielbein, ωab es

la 1-forma conexión de esṕın y los coeficientes αp son arbitrarios. Por construcción,

este lagrangiano es invariante bajo rotaciones de Lorentz. La libertad de elección

de los coeficientes αp nos permite obtener distintos lagrangeanos, es decir, infinitas
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descripciones para la gravedad. Se mostrara a continuación el mecanismo mediante

el cual se obtienen las constantes αi [10].

Para establecer los valores de αp calculamos las ecuaciones del movimiento. Var-

iando la acción respecto del vielbein:

εa = δeaL,

=
[D
2
]

∑
p=0

εaa1......aD−1 (D − 2p)αpRa1a2 ....Ra2p−1a2pea2p+1 ....eaD−1 , (3.63)

también, respecto de la conexión de esṕın:

εab =
[D
2
]

∑
p=0

εaba1......aD−2p (D − 2p)Ra1a2 ....Ra2p−1a2pTa2p+1ea2p+2 ....eaD−2 , (3.64)

podemos reescribir las ecuaciones de movimiento de la siguiente forma:

εa =
[D
2
]

∑
p=0

αp (D − 2p) ε(p)a = 0, (3.65)

εab =
[D
2
]

∑
p=1

αpp (D − 2p) ε(p)ab = 0, (3.66)

donde:

ε
(p)
a = εaa1......aD−1R

a1a2 ....Ra2p−1a2pea2p+1 ....eaD−1 ,

ε
(p)
ab = εaba1......aD−2R

a1a2 ....Ra2p−1a2pTa2p+1ea2p+2 ....eaD−2 ,

si εa y εab estuvieran relacionadas de forma aritmética, significaŕıa que las ecua-

ciones no serian independientes, es decir, el vielbein y la conexión de esṕın estaŕıan

relacionados, lo cual ocurre si algunas componentes de la torsión son nulas, lo que

disminuye los grados de libertad disponibles.

Considerando las identidades de Bianchi y aplicando la derivada covariante ex-

terior de (3.65):
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Dε(p)a = εaa1......aD−1 (D − 1 − 2p)Ra1a2 ....Ra2p−1a2pTa2p+1ea2p+2 ....eaD−1 ,

por otro lado, contraemos (3.66) con eb

ebε
(p)
ab = ebεaba1......aD−2R

a1a2 ....Ra2p−1a2pTa2p+1ea2p+2 ....eaD−2 ,

ebε
(p+1)
ab = εaa1......aD−1R

a1a2 ....Ra2pa2p+1Ta2p+2ea2p+2 ....eaD−1 .

Comparando con (3.67)

Dε(p)a = (D − 1 − 2p) ebε(p+1)
ab . (3.67)

Notemos que en dimensión impar tenemos que [d
2
] = [d−1

2
], mientras en dimensión

par el último término de cada suma se anula.

Reemplazando en (3.65) y (3.66) con p→ p + 1:

Dεa =
[D+1

2
]

∑
p=1

αp−1 (D − 2p + 2) (D − 2p + 1) ebε(p)ab , (3.68)

ebεab =
[D−1

2
]

∑
p=1

αpp (D − 2p) ebε(p)ab , (3.69)

ambas ecuaciones deben ser nulas, por consistencia con las ecuaciones de movimiento.

A partir de estas ecuaciones es posible encontrar los valores de los αp. Es posible

escoger αp de tal manera que las ecuaciones de movimientos sean independientes o

al menos que tengan la mayor cantidad posible de términos independientes.

Dos casos particulares son las teoŕıas Chern-Simons (dimensión impar) y teoŕıas

Born-Infeld (dimensión par).

3.2.2 Acción Chern-Simons

La acción Chern-Simons[6, 10, 30] corresponde al caso dimensión impar para la

acción de Lovelock.
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En dimensión impar, D = 2n−1, el último termino de Dεa es nulo. Debido a esto,

ambas ecuaciones tienen el mismo número de términos. Luego:

Dεa =
[D−1

2
]

∑
p=1

αp−1 (D − 2p + 2) (D − 2p + 1) ebε(p)ab ,

ebεab =
[D−1

2
]

∑
p=1

αpp (D − 2p) ebε(p)ab ,

como ambas tienen el mismo número de términos, no se imponen más condiciones

sobre la 2−forma curvatura Rab y la 2−forma torsión Ta. Entonces las ecuaciones

son proporcionales término a término, es decir:

γαp−1 (D − 2p + 2) (D − 2p + 1) = αpp (D − 2p) . (3.70)

Reemplazando D = 2n − 1

αp = 2
γαp−1 (2n − 2p + 1) (n − p)

p (2n − 2p − 1) , (3.71)

para p = 1:

α1 = 2
γα0 (2n − 1) (n − 1)

(2n − 3) ,

Para p = 2:

α2 = 2
γα1 (2n − 3) (n − 2)

2 (2n − 5) ,

= γ2 22 (2n − 3) (2n − 1) (n − 2) (n − 1)
2 (2n − 5) (2n − 3) α0,

para p = 3:

α3 = 2
γα2 (2n − 5) (n − 3)

3 (2n − 7) ,

= γ3 23 (2n − 5) (2n − 3) (2n − 1) (n − 3) (n − 2) (n − 1)
3! (2n − 7) (2n − 5) (2n − 3) α0,

repitiendo el proceso hasta el termino p
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αp = (2γ)p (2n − 1) (2n − 3) (2n − 5) ... (2n − 2p + 1) (n − 1) ... (n − p)
p! (2n − 3) (2n − 5) ...... (2n − 2p + 1) (2n − 2p − 1) α0,

= (2γ)p (2n − 1)
(2n − 2p − 1)(

n − 1

p
)α0,

notamos que ahora los parámetros αp solo dependen de dos constantes, γ y α0, Ambas

se relacionan con las constantes fundamentales mediante las siguientes relaciones.

α0 = κ

lD−1D
,

γ = −sgn (Λ) l
2

2
,

con:

Λ = ±(D − 2) (D − 1)
2l2

, (3.72)

κ = 1

2 (D − 2)!GΩD−2

, (3.73)

donde G es la constante de gravitación universal5.

Como consecuencia el lagrangeano toma la forma:

L = κ
n−1

∑
p=1

cpεa1a2......aDRa1a2 ....Ra2p−1a2pea2p+1 ....eaD , (3.74)

con

cp =
l2p−2n+2

(2n − 2p − 1)(
n − 1

p
), (3.75)

estos coeficientes aseguran que el lagrangeano obtenido es invariante bajo Boost-AdS

δea = Dρa,

δωab = 1

l2
(eaρb − ebρa) .

En la sección 3.3 se profundizara en este tipo de acciones estableciendo su relación

con las de Yang-Mills como una posible descripción para la gravedad.

5También conocida como la constante de Newton. Su valor en el sistema internacional de

unidades es G = 6.67 ⋅ 10−11 m3

s2kg
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3.2.3 Acción Born-Infeld.

Esta teoŕıa corresponde a dimensiones pares.

En este caso εab tiene un termino mas que εa por lo que debemos proceder de

una forma diferente. La ecuación (3.64) puede ser reescrita como:

εab = Dτab, (3.76)

donde:

τab =
δL

δRab
=

D
2

∑
p=1

αppτ
p
ab, (3.77)

con τ pab = εaba3......aDRa3a4 ....Ra2p−1a2pe2p+1....eaD .

Tomando una derivada covariante exterior de τ pab y utilizando las identidades de

Bianchi:

Dτ pab = εa1a2......aDRa3a4 ....Ra2p−1a2pD(ea2p+1 ....eaD)

= (D − 2p) ε(p)ab ,

reemplazando en (3.77):

Dτab =
[D
2
]

∑
p=1

pαp (D − 2p) ε(p)ab . (3.78)

Por otro lado, contraemos τab con eb:

ebτab =
[D
2
]

∑
p=1

pαpεaa1......aD−1R
a1a2 ....Ra2p−3a2p−2ea2p−1 ....eaD−2

=
[D
2
]

∑
p=1

pαpε
(p−1)
a .

Aplicando la derivada exterior sobre ε
(p−1)
a = ebτ (p)

ab

Dε(p−1)
a = Tbτ

(p)
ab − (D − 2p) ebε(p)ab .

Luego, para dimensión D = 2n:

Dεa =
[D+1

2
]

∑
p=2

[(2n − 2p + 2)αp−1T
bτ

(p)
ab − (2n − 2p + 2)αp−1 (2n − 2p) ebε(p)ab ]

= Tb
n−1

∑
p=1

2 (n − p + 1)αp−1τ
(p)
ab −

n−1

∑
p=1

4 (n − p + 1) (n − p)αp−1e
bε

(p)
ab .
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Dado que εab = Dτab, tenemos que es nula solo si τab = 0 o Ta = 0. Esta última

condición destruye la invariancia respecto de los boost AdS. Sin embargo, bastará

con imponer la condición Taτab = 0. Entonces:

Dεa = −
n−1

∑
p=1

4 (n − p + 1) (n − p)αp−1e
bε

(p)
ab , (3.79)

ecuación que puede ser comparada con ebεab y dado que queremos el número máximo

de grados de libertad disponibles ambas series deben ser proporcionales, es decir:

αpp (n − p) = 2γ (n − p + 1) (n − p)αp−1

αp = 2γ
(n − p + 1)αp−1

p
,

para p = 1:

α1 = 2γnα0,

para p = 2:

α2 = 2γ
(n − 1)α1

2

= (2γ)2 n (n − 1)
2

α0,

para p = 3:

α3 = 2γ
(n − 2)α2

3

= (2γ)3 n (n − 1) (n − 2)
3!

α0,

repitiendo este procedimiento encontramos:

αp = (2γ)p n (n − 1) (n − 2) ..... (n − p + 1)
p!

α0

= (2γ)p (n
p
)α0, (3.80)

donde los valores de α0 y γ vienen dado por (3.72) y (3.73) con D = 2n.
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El lagrangeano toma la forma:

L =
n

∑
p=0

(2γ)p (n
p
)α0L

(p)

=
n

∑
p=0

sgn (Λ)p κ
2n
l2p−2n+1(n

p
)L(p).

El lagrangiano se puede reescribir como el Pfaffiano de la 2−forma R̄ab = Rab +
1
l2 e

aeb. En efecto:

L = κ

2n
εa1a2....a2n (Ra1a2 + 1

l2
ea1ea2) .........(Ra2n−1a2n + 1

l2
ea2n−1ea2n) , (3.81)

que tambien puede ser escrito como una forma Born-Infeld [10]. En este caso el

lagrangeano no es invariante bajo el grupo AdS completo, solo bajo transformaciones

de Lorentz.

3.2.4 Compactificación de Kaluza-Klein

También conocida como compactificación de Kaluza-Klein [3, 18, 19]. En 1919

Theodor Kaluza intentó unificar la gravedad y el electromagnetismo proponiendo

que nuestro universo es 5−dimensional [18], lo cual corresponde a las dimensiones

usuales más una dimensión extra. El tensor métrico de esta teoŕıa es descrito por:

ds2 = gµνdxµdxν + φ2dy2 + 2φ2Aµdydx
µ + φ2AµAνdx

µdxν . (3.82)

Se puede probar que, al reemplazar la métrica en las ecuaciones de Einstein, gµν

corresponde a la métrica del subespacio cuadridimensional usual, ‘y’ a la coordenada

en la dirección de la dimensión extra, el campo escalar φ esta relacionado a el tamaño

de la dimensión extra ; y Aµ corresponde al potencial electromagnético.

La teoŕıa hasta ahora presentaba dos problemas:

• Se elimina la dependencia de la coordenada extra de gµν .
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• La dimensión extra no ha sido detectada.

Fue en 1926 que Oscar Klein propuso una solución al suponer que la dimensión

extra es circular y de periodo 2π [19], lo que gráficamente puede ser visto como una

circunferencia en cada punto de el subespacio 4−dimensional.

Como consecuencia de la periodicidad de la dimensión extra, la métrica de

Kaluza-Klein, g̃MN(x, θ), puede ser descompuesta de la forma:

g̃MN(x, θ) =
+∞

∑
n=−∞

g̃MN(x) exp (inθ), (3.83)

para el modo n = 0 los campos corresponden al gravitón6, gµν ; fotón, Aµ, y el dilatón

φ. Mientras, para los modos n ≠ 0 cada uno tiene una carga eléctrica asociada,

múltiplo de una carga eléctrica elemental que podemos identificar con el electrón lo

que a su vez implica que el radio de la dimensión extra es muy pequeña, de orden

10−35 metros, lo cual explica porque aún no ha podido ser detectada.

Por ultimo, a partir de la métrica es posible construir el lagrangiano para esta

teoŕıa:

SKK = ∫ φ
√−g (R − φ

2

4
FµνF

µν − 2

φ
◻φ)d4xdy, (3.84)

donde ◻ = gµν∂µ∂ν .
En este caso la fuerza electromagnética es una consecuencia de la curvatura del

espacio. Si la teoŕıa de Newton es correcta, al aplicar el ĺımite de baja enerǵıa a la

teoŕıa de Kaluza-Klein la fuerza electromagnética desaparece desde el punto de vista

5−dimensional.

Esta teoŕıa si bien esta elegantemente descrita y es matemáticamente correcta,

los fenómenos predichos por ella no están acorde con lo observado7. Debido a esto

la teoŕıa fue desechada, sin embargo, el mecanismo descrito en ella se sigue usando

para tratar con teoŕıas que contienen dimensiones extras.

6Part́ıcula hipotética que media la interacción gravitacional.
7El campo escalar φ no ha sido detectado.
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3.2.5 Modelo de Randall-Sundrum

Este modelo esta en el contexto del mundo-brana. En este caso la hiper-superficie

se generaliza a dimensión arbitraria y se pasa a llamar “brana”, mientras que el

espacio envolvente se le llama ‘Bulk’. En un bulk pueden existir una o más branas.

En 1999 Lisa Randall y Raman Sundrum [3, 21] propusieron dos modelos de un

universo tipo brana para intentar dar una explicación al problema de las jerarqúıas

y responder el porqué la gravedad es tan débil en comparación con el resto de las

fuerzas fundamentales.

La métrica del bulk, para branas se puede escribir como:

ds2 = e2f(y)gµνdx
µdxν + r2

cdy
2, (3.85)

esta ecuación corresponde a una métrica general para branas donde gµν es la métrica

de la brana, y corresponde a la coordenada en la dimensión extra, la cual es compacta

y periódica, rc es el radio de compactificación de dicha dimensión extra y f(y) es

llamado factor warp el cual en el caso Randall-Sundrum es f(y) = − ∣y∣
2l .

Una brana se localiza donde y es constante , lo cual define la métrica inducida

por el bulk sobre la brana. Al obtener las ecuaciones de movimiento el tensor de

enerǵıa-momentum se puede descomponer de la forma

Tµν = TBµν + T bµνδ (y − c) , (3.86)

donde TBµν y T bµν corresponden al tensor energia-momentum para la materia que existe

exclusivamente en el bulk y en la brana, respectivamente; y δ (y − c) es una delta de

Dirac evaluada en la localización de la brana.

Para finalizar con esta sección como ya mencionamos Randall y Sundrum pro-

pusieron dos modelos, el primero de ellos responde el problema de las jerarqúıas

pero el universo de la teoŕıa es inestable, mientras que en el segundo modelo el uni-

verso es estable, pero no se da solución al problema de la jerarqúıas, solo lo modifica

cambiando las escalas de enerǵıa fundamental que se comparan.
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3.3 Teoria Chern-Simons

La acción de Chern-Simons [6, 10, 30], como hemos visto, corresponde a un caso

particular de la acción de Lovelock [7, 8, 9]. Este tipo de acción ha sido objeto de

estudio debido a que puede ser un candidato para una teoŕıa cuántica de la gravedad

ya que tiene similitudes estructurales con las teoŕıas de Yang-Mills, sin embargo, a

partir de la formulación de Lovelock esto no queda del todo claro. Abordaremos

estos temas a continuación.

3.3.1 Teoria de Yang-Mills

La teoŕıa de Yang-Mills [31] es un formalismo invariante de gauge que describe

las interacciones fuerte, débil y la electrodinámica. Estas teoŕıas son construidas

considerando un espacio-tiempo no dinámico, lo que contrasta con la formulación de

la R.G..

Para crear un lagrangeano necesitamos redefinir algunas cantidades, debido a que

se debe asegurar la invariancia bajo el grupo sobre el cual fue construida la teoŕıa.

En el caso de la derivada, ∂µψ, esta no es covariante y es necesario definir una nueva

derivada. Definimos la derivada covariante:

Dµψ = (∂µ +Aµ)ψ, (3.87)

donde ψ es un campo escalar y Aµ corresponde al campo de Gauge. Para incluir

este campo en la acción que describe la teoŕıa construimos el tensor Fµν :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν] . (3.88)

Bajo una transformación de gauge Aµ y Fµν transforman como:

Aµ → A′
µ = gAµg

−1 + g∂µg−1, (3.89)

Fµν → F ′
µν = gFµνg

−1, (3.90)
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donde g = g(x) corresponde a un elemento del grupo de gauge sobre el cual fue es

construida la teoŕıa.

Considerando que la métrica sobre la cual se definen los campos de gauge es fija

y corresponde a la métrica de Minkowski es posible definir la acción que contiene

dinámica de Aµ como:

S = − 1

2g2 ∫ dx4Tr (FµνF µν) . (3.91)

También se puede escribir la teoŕıa con formas diferenciales en donde la acción

se reescribe como:

S = − 1

2g2 ∫ Tr (F ∗F ) , (3.92)

donde ∗F es el dual de Hodge de F , F = dA+AA corresponde a la 2−forma curvatura,

A es una 1−forma que corresponde a la conexión de gauge que se relaciona al campo

de gauge:

A = TaAa = TaAaµdxµ, (3.93)

donde Ta son los generadores del álgebra de Lie.

3.3.2 Formas y gravedad Chern-Simons.

Basado en la teoŕıa de Yang-Mills es posible construir una teoŕıa para la gravedad

que sea invariante de gauge, pero esto es posible solo cuando la variedad sobre la

cual se define la teoŕıa es de dimensión impar.

Se define una 2k − 1−forma Chern-Simons, Q2k−1, tal que:

dQ2k−1 = P (2k), (3.94)

donde P (2k) es una 2k−forma.

La forma Chern-Simons cambia por una derivada total al aplicar una transfor-

mación de gauge, es decir:

δQ(2k−1) = d(J(2k−2)),
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donde la (2k−2)−forma es arbitraria. Esto nos es útil debido a que estos términos

no aportan a la dinámica y nos permiten construir un lagrangiano cuasi-invariante

de gauge.

En términos de una 1−forma conexión A y la 2−forma curvatura F las formas

Chern-Simons satisfacen:

Q(2k−1) = (k − 1)∫ dt ⟨A (tdA + t2A2)k⟩ , (3.95)

dQ(2k−1) = Tr (F k) = ⟨F k⟩ . (3.96)

Para construir una teoŕıa con formas Chern-Simons consideraremos al álgebra

AdS, con base {Pa, Jab} cuyas relaciones de conmutación son:

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb, (3.97)

[Jab, Pc] = ηcbPa − ηcaPb, (3.98)

[Pa, Pb] = Jab. (3.99)

Definimos la 1−forma conexión de gauge A y la 2−forma curvatura F asociada a

A:

A = eaPa +
1

2
ωabJab, (3.100)

F = 1

2
(Rab − 1

l2
eaeb)Jab +TaPa, (3.101)

donde Rab y Ta son la 2−forma curvatura de Lorentz y la 2−forma torsión, respecti-

vamente. Por otro lado, necesitamos definir el tensor invariante para el álgebra AdS

para la construcción del lagrangiano C-S. Las componentes no nulas de este tensor

son dadas por:

⟨Ja1a2 .....Ja2n−1,a2nPa2n+1⟩ =
2n

n + 1
εa1a2.....a−2n+1. (3.102)

Aśı, es posible definir el lagrangeano:

L(2n+1) = κεa1.....a2n+1
n

∑
k=0

1

l2(n−k)+1 (2(n − k) + 1)(
n

k
)Ra1a2 ........Ra2k−1a2kea2k+1 ...ea2n+1 ,

(3.103)
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que coincide con el obtenido en la ecuación (3.74) a partir de la acción de Lovelock.

Desde este punto de vista queda más claro el porque esta acción es utilizada para

investigar una posible teoŕıa cuántica para la gravedad. A diferencia de las teoŕıas de

Yang-Mills, en el caso de la gravedad Chern-Simons, la métrica del espacio-tiempo

es dinámica, solo es posible escribir esta acción en dimensiones impares y además

el lagrangeano se escribe como una función de la conexión de gauge y sus derivadas

exteriores y no solo con la 2−forma curvatura.
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3.4 Gravedad Einstein-Chern-Simons.

Si bien la teoŕıa Chern-Simons esta bien definida matemáticamente surgen prob-

lemas importantes en ella pues esta definida en dimensión impar y la presencia del

parámetro “l” hace imposible recuperar , en algún ĺımite, la R.G. a partir de ella.

Debido a ello es necesario reformular la teoŕıa para que cumpla con el principio de

correspondencia para lo que consideráremos un álgebra distinta conocida como B5.

3.4.1 Álgebras Bm.

Las álgebras Bm también conocidas como álgebras de Maxwell generalizadas[32,

33, 34] corresponden a una deformación8 de las álgebras de Maxwell9. Estas álgebras

se obtienen a través del proceso de S-expansión [13, 14, 15, 16, 17], en el cual se utiliza

un semigrupo S
(2n−1)
E = {λ2n, n = 0,1,2, ...} definido por el producto:

λαλβ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

λα+β, si α + β < 2n

λ2n, si α + β ≥ 2n
. (3.104)

Luego se obtiene una subálgebra resonante, al escoger una partición particular del

semigrupo, y posteriormente se realiza una λ2n−reducción10 para obtener los gener-

adores de la nueva álgebra:

Jab,2k = λ2k ⊗ J̃ab, (3.105)

Pa,2k+1 = λ2k+1 ⊗ P̃a, (3.106)

con k = 0,1,2, ..., n − 1 y donde J̃ab, P̃a son los generadores del álgebra original

so(2n,2).
8La deformación es el proceso mediante el cual se construye un álgebra de mayor número de

generadores a partir de otra. El proceso opuesto es la contracción.
9Las cuales corresponden a una deformación de las álgebras de Poincaré

10También llamada 0S−reducción
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En este caso nos enfocaremos en el caso B5 (n = 2) cuyos generadores son:

Jab = Jab,0, (3.107)

Pa = Pa,1, (3.108)

Zab = Jab,2, (3.109)

Za = Pa,3, (3.110)

los cuales satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

[Jab, Jcd] = ηcbJad − ηcaJbd + ηdbJca − ηdaJcb,

[Jab, Pc] = ηcbPa − ηcaPb,

[Pa, Pb] = Zab,

[Jab, Zcd] = ηcbZad − ηcaZbd + ηdbZca − ηdaZcb,

[Jab, Zc] = ηcbZa − ηcaZb, (3.111)

[Zab, Pc] = ηcbZa − ηcaZb,

[Pa, Zb] = 0,

[Zab, Pc] = 0,

[Zab, Zcd] = 0,

[Za, Zb] = 0.

Dejamos el procedimiento de S-expansión en el apéndice A.

3.4.2 Lagrangeano EChS en cinco dimensiones.

Con los generadores presentados en la subsección anterior se construye la 1−forma

conexión, A, y a partir de ella calculamos la 2−forma curvatura, F :

A = 1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
KabZab +

1

l
haZa, (3.112)

F = 1

2
RabJab +

1

l
TaPa +

1

2
(DKab + 1

l2
eaeb)Zab +

1

l
(Dha +Ka be

b)Za.(3.113)
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Las componentes de la identidad de Jacobi son:

DRab = ,0 (3.114)

DTa −Ra
le
l = 0, (3.115)

DDha −Ra
lh
l = 0, (3.116)

DDKab +Ka cR
cb +Kb cR

ac = 0. (3.117)

Además las componentes no nulas del tensor invariante son:

⟨JabJcdPe⟩ = 4

3
l3α1εabcde, (3.118)

⟨JabJcdZe⟩ = 4

3
l3α3εabcde, (3.119)

⟨JabZcdPe⟩ = 4

3
l3α3εabcde, (3.120)

donde αi son constantes arbitrarias e independientes11.

Para encontrar el lagrangeano 5−dimensional de la teoŕıa Einstein-Chern-Simons

[11, 12, 32, 33, 34, 35] se utiliza la formula de homotoṕıa de Cartan extendida [36]:

L
(5)
EChS = εabcde [α1l

2RabRcdee + α3 (
2

3
Rabecedee + 2l2kabRcdTe + l2RabRcdhe)] ,

(3.121)

donde l es un parámetro de longitud, ha y kab son dos campos que corresponden

a otros tipo de materia.Notemos que en el ĺımite l → 0 es posible recuperar el la-

grangeano de Einstein-Hilbert.

3.4.3 Ecuaciones de movimiento en gravedad EChS

Añadiendo un lagrangeano de materia L
(5)
M = L

(5)
M (ea, ωab, ha, kab) a la acción

formada por L
(5)
EChS. Agregando un lagrangeano de materia LM y variando el la-

grangeano respecto de los campos ea, ha, ωab y kab obtienen las ecuaciones de

movimiento:
11Las constantes no son, necesariamente, las correspondientes al caso AdS
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κ
δLM
δee

= εabcde (2α3R
abeced + α1l

2RabRcd+

+2α3DkabRcd) , (3.122)

κ
δLM
δhe

= α3l
2εabcdeR

abRcd, (3.123)

κ
δLM
δωab

= 2l2εabcde (α1R
cdTe + α3DkabTe + α3

l2
ecedTe + α3R

cdDhe+

+α3R
cdke fe

f) , (3.124)

κ
δLM
δkab

= 2α3l
2εabcdeR

cdTe, (3.125)

donde δLM
δee esta relacionado al tensor enerǵıa-momentum para la materia común,

δLM
δhe relacionado al tensor enerǵıa-momentum para el campo he, δLM

δωab
relacionado al

tensor de esṕın y δLM
δkab

relacionado al tensor de esṕın del campo kab.

Tomando el ĺımite l → 0 :

2α3εabcdeR
abeced = κ

δLM
δee

, (3.126)

2α3εabcdee
cedTe = κ

δLM
δωab

= 0, (3.127)

δLM
δhe

= δLM
δkab

= 0, (3.128)

correspondientes a la dinámica de la R.G.

Si imponemos las condiciones Ta = 0, kab = 0, δLM
δωab

= 0. Las ecuaciones (3.122) −
(3.125) toman la forma:

εabcdeR
abeced = 4κ5 (

δLM
δee

+ αδLM
δhe

) , (3.129)

l2εabcdeR
abRcd = 8k5

δLM
δhe

, (3.130)

εabcdeR
cdDhe = 0, (3.131)

donde κ5 = κ
8α3

y α = −α1

α3
. En este caso ωab es dependiente del vielbein.
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3.5 Mundo Brana

Como hemos visto, las teoŕıas para la gravedad tienen diferentes números de

dimensiones, usualmente mayores a cuatro, como por ejemplo la gravedad Chern-

Simons y la Einstein-Chern-Simons. Esto es un problema pues el universo perceptible

solo tiene cuatro de ellas, por lo que es necesario tratar con la o las dimensiónes ex-

tras. Una manera es tratar el universo cuadridimensional como una hiper-superficie

(brana) embebida en un espacio de mayor dimensión (bulk), un ejemplo es el mecan-

ismo descrito en [22], el cual se describirá en esta sección. Además es necesario

establecer las condiciones de continuidad sobre la geometŕıa del bulk y la brana.

En el contexto del mundo brana se utilizara una barra sobre un objeto matematico

para denotar que esta evaluado en el bulk.

3.5.1 Formalismo de Israel.

La presencia de una hiper-superficie, Σ, en un espacio vectorial M divide al

espacio en 2 regiones, a la que llamaremos M+ y M−, que tienen por borde común a

Σ.

Una pregunta natural es ¿Que condiciones debe cumplir el tensor métrico y sus

derivadas para que la métrica sea continua sobre la hiper-superficie?. Para contestar

esta pregunta Darmois e Israel obtuvieron estas condiciones de juntura, lo que hoy

se conoce como formalismo de Israel [3, 37].

Se define el elemento de linea en cada región de M :

ds2 = g±µνdxµ±dxν±. (3.132)

El elemento de linea de la hiper-superficie Σ:

dσ2 = qijdxidxj. (3.133)

También definimos un vector normal y unitario a Σ , n⃗, que apunta desde M− a
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M+ tal que:

gµνn
µnν = ε =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−1, si Σ es tipo espacio,

+1, si Σ es tipo tiempo.
(3.134)

Tanto M+ y M− inducen una métrica sobre Σ, que corresponde a la proyección

de las métrica g±µν sobre la superficie:

q±ij = g±ij − εn±i n±j , (3.135)

pero esta métrica sobre la superficie es única por lo que debe ser posible encontrar

una transformación de coordenadas, tal que, q+ij = q−ij.
Además se exige que:

• Las ecuaciónes de Einstein se satisfacen en ambas partes de M por separado

Ḡ±
µν = kT̄ ±

µν .

• El tensor enerǵıa-momentum puede ser discontinuo sobre Σ, pero continuo en

cualquier otro lugar.

• Las primeras derivadas pueden ser discontinuas, por lo que las segundas

derivadas puede ser deltas de Dirac, δ(x) = θ′(x)

donde

θ(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 si x ≥ 0

0 si x < 0
, (3.136)

es la distribución de Heavyside.

Utilizando esta distribución, imponemos una separación para el tensor enerǵıa-

momentum:

Tµν = Sµνδ(y) + T +
µνθ(y) + T −

µνθ(−y), (3.137)

donde y es la coordenada normal a la brana.
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El tensor Sµν corresponde al tensor enerǵıa-momentum en Σ y se obtiene a partir

de la aproximación cascarón delgado:

Sµν = lim
τ→0

∫
τ
2

− τ
2

Tµν(y)dy.

Por otra parte, reemplazamos las ecuaciones de Gauss-Codazzi en las ecuaciones

de Einstein en cada parte de M y luego proyectamos sobre las distintas direcciones:

Ēµνn
µnν ∣± = εR + 1

2
(K2 −KαβK

αβ)± , (3.138)

Ēµνq
µ
αn

ν ∣± = −(∇̄µK
µ
α − ∇̄K)± , (3.139)

Ēµνq
µ
αq

ν
β ∣
± = Eαβ + εnµ∇̄µ (Kαβ − qαβK)± − 3εKαβK ∣± +

+2 Kµ
αKµβ ∣± +

1

2
εqαβ (K2 +KµνKµν)∣

±

. (3.140)

Tomando la aproximación cascarón delgado de (3.140) obtenemos:

lim
τ→0

∫
τ
2

− τ
2

Ēijdy = lim
τ→0

∫
τ
2

− τ
2

εnµ∇̄µ (Kαβ − qαβK)± dy. (3.141)

El resto de los términos de la ec.(3.140), los cuadráticos en la curvatura extŕınseca y

la curvatura de la brana, son considerados muy pequeños. Aśı obtenemos la ecuación

de Lanczos, que para el caso de una hiper-superficie tipo espacio de 4 dimensiones

embebida en un espacio de 5 dimensiones es:

K+
µν −K−

µν = −k5 (Sµν −
1

3
qµνS) ,

donde k5 es la constante 5D de la ecuación de Einstein.

Esta ultima ecuación muestra la relación entre las dos partes del espacio uti-

lizando ambos embebimientos. Finalmente las dos condiciones son:

q+µν − q−µν = 0, (3.142)

K+
µν −K−

µν = −k5 (Sµν −
1

3
qµνS) , (3.143)

condiciones que son validas solo en el contexto de la R.G. Para otras teoŕıas se deben

buscar las condiciones de juntura apropiadas como se mostrará en las siguientes

secciones.
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En Ref. [38, 39] las condiciones de juntura pueden ser estudiadas de forma

equivalente desde el punto de vista de las distribuciones.

3.5.2 Ecuaciones de Einstein en 3-Brana.

En [22] se propone un mecanismo para encontrar las ecuaciones efectivas de la

gravedad para una brana usando la ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones. En

primera instancia se obtienen las ecuaciones sin imponer restricciones para el bulk.

Consideremos un espacio-tiempo 5-dimensional con métrica gµν y una brana 4-

dimensional, tipo tiempo, embebida en él con métrica inducida qab y un vector normal

nµ los cuales se relacionas a través de ecuación (3.135).

Inspirados en el teorema Egregium de Gauss [27] es posible establecer la relación

entre la geometŕıa de la brana y el bulk. Contraemos (2.40) con la métrica del bulk

para encontrar la relación entre los tensores y escalares de Ricci.

Rβν = Rjlq
j
βq

l
ν −R

i

jklq
j
βq

l
νn

kni +KKβν −Kα
νKβα, (3.144)

R = R − 2Rjln
jnl +K2 −KjlKjl. (3.145)

Con el propósito de establecer una relación con los campos de materia se consid-

eran también las ecuaciones de Einstein 5−dimensionales:

R̄µν −
1

2
gµνR̄ = k5T µν , (3.146)

donde T µν es el tensor enerǵıa-momentum en 5 dimensiones y k5 es una constante.

Reemplazando (3.144) y (3.145) en (3.146) tenemos:

Gµν = κ2
5Tlmq

l
µq

m
ν + R̄lmn

lnmgµν +KKµν −Kα
νKµα +

−1

2
gµν(K2 −KαβKαβ) − R̄i

jkln
kniq

j
µq

l
ν . (3.147)

El tensor de Riemann se puede descomponer

R̄ijkl = C̄ijkl +
2

3
(gi[kR̄l]j − gj[kR̄l]i) −

1

6
R̄gk[igj]l, (3.148)
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donde C̄µναβ corresponde a la parte sin traza y es conocido como el tensor de Weyl

A partir de las ecuaciones (3.146), (3.148) se encuentra:

Gµν = k5T lmq
l
µq

m
ν − 1

3
(k5T lm − k5

6
Tglm) qlµqmν + 2

3
(T lm − 1

3
glmT)nlnm +

−1

2
gµν (K2 −KαβKαβ) +KKµν −Kα

νKµα −Eµν , (3.149)

donde Eµν = C̄i
jlmnin

kqjνqmν es la parte eléctrica del tensor de Weyl.

Las ecuaciones (3.149) son las ecuaciones efectivas para la gravedad en la brana

sin considerar mas restricciones.

Definimos la coordenada χ en la dirección normal a la brana, tal que dχ = nµdxµ

donde la brana esta ubicada en χ = 0. También confinamos todos los campos, salvo

la gravedad, a la brana por lo que el tensor enerǵıa-momentum toma la forma.

T µν = −Λgµν + Tµνδ (χ) , (3.150)

con:

Sµν = −λqµν + τµν , (3.151)

donde Λ es la constante cosmológica en 5 dimensiones, τµν es el tensor enerǵıa-

momentum en la brana y λ corresponde a la tensión de esta última. Estas condiciones

tienen como consecuencia que la ecuación (2.41) tome la forma Dντµα = 0, en otras

palabra, se cumple la conservación del tensor enerǵıa-momentum en la brana. Esta

ultima propiedad se pierde, en general, si se permite otro tipo de materia que sea

capaz de escapar de la brana [40].

Por otra parte, se aplican restricciones a la simetŕıa del espacio. Se aplica la

simetŕıa del grupo Z2 junto a la condiciones de juntura de Israel [37]. Se encuentra

que la curvatura extŕınseca esta relacionada a los campos confinados de la brana de

la siguiente manera:

K+
µν = −K−

µν = −
1

2
k5 (Tµν −

1

3
qµνT) .
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Finalmente se encuentran las ecuaciones efectivas para la gravedad en la brana

con las restricciones impuestas anteriormente:

Gµν = −
k5

2
Λ4gµν + k2

5πµν + 8πGNτµν −Eµν , (3.152)

donde se ha definido:

Λ4 = Λ + λ
2

6
k5, (3.153)

πµν = −1

4
ταµ τνα +

1

12
ττµν +

1

8
ταβτ

αβ − 1

24
τqµν , (3.154)

GN = k2
5λ

48π
, (3.155)

donde (3.153) es la constante cosmológica 4−dimensional, (3.154) es cuadrático en la

materia de la brana y (3.155) corresponde a la constante de Newton. Eµν corresponde

a la parte del campo gravitacional que escapa de la brana. El segundo y cuarto

termino de (3.152) son despreciables en comparación al resto en el ĺımite de baja

enerǵıa (k5 → 0 manteniendo GN finito) aśı recuperamos la relatividad general. La

identidad contráıda de Bianchi muestra que la parte eléctrica del tensor de Weyl

también esta sujeta a la condición:

DµEµν =
k2

5

4
[ταβ (Dνταβ −Dβτνα) +

1

3
(τµν − qµντ)Dµτ] . (3.156)

El tensor Eµν puede separarse en una parte transversal, ETT
µν , y otra longitudinal

EL
µν , esta ultima es la que estará sujeta a la condición (3.156), mientras que ETT

µν

corresponde a la gravedad que escapa de la brana (ondas gravitacionales en 5 dimen-

siones) y que además esta afectada por el movimiento de τµν .

En un espacio AdS el tensor de Weyl es nulo por lo que es posible encontrar

una interesante consecuencia de (3.156) para un fluido perfecto. El tensor enerǵıa-

momentum para un fluido perfecto en la brana es dado por:

τµν = ρUµUµ + Phµν , (3.157)
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de donde se obtienen las siguientes relaciones:

UµDµρ + (ρP )DµU
µ = 0, (3.158)

(ρ + P )U νDνU
µ + hµνDνP = 0. (3.159)

Mientras, πµν toma la forma:

πµν =
1

12
[ρ2UµUν + ρ (ρ + 2P )hµν] , (3.160)

donde Uµ es la cuadrivelocidad. Reemplazando τµν y πµν en (3.156) se encuentra:

Dµπ
µν = 1

6
(ρ + P )hµνDνρ = 0, (3.161)

es decir, el fluido perfecto no-homogéneo esta prohibido en un espacio AdS.

3.5.3 Condiciones de Juntura: Gravedad de Lovelock

La condición de juntura encontrada por Israel solo es valida para la R.G, por ello

es necesario establecer las condiciones de juntura cuando estudiamos mundo-brana

en otra teoria, como la de Lovelock.

A partir del principio variacional, para una acción S = S (gab, ∂cgab, ∂c∂dgab),
tenemos:

δS = ∫ {[ ∂L
δgab

− ∂L
∂ (∂cgab)

+ ∂d∂c (
∂L

∂ (∂d∂cgab)
)] δgab + ∂c [

∂L
∂ (∂cgab)

δgab

−∂d (
∂L

∂ (∂d∂cgab)
) δgab + ∂dδgab

∂L
∂ (∂c∂dgab)

]} . (3.162)

El problema surge debido al termino proporcional a ∂dδgab en el borde, que no

puede ser anulado fijando la métrica inducida en la hipersuperficie. Debido a esto es

necesario agregar un termino al lagrangiano que anule la contribución del termino

proporcional a ∂dδgab en el borde. Para el caso R.G. dicho término es de la forma:

∫
√

∣q∣Kdd−1x, (3.163)

51



conocido como término de York o término de Gibbons-Hawkings [41].

En gravedad de Lovelock este termino no es suficiente pues aparecen términos de

orden 2 y mayor en la curvatura. El equivalente a este termino para la acción de

Lovelock fue sugerido por R.C.Myers [42] y generalizadas por Willinson y Gravanis

[43, 44]. El termino correspondiente para esta teoria de la gravedad corresponde a

una forma de transgresión12 generalizada a dimensión arbitraria, de la forma :

LΣ = ∑
p

pβp∫
1

0
dtεA1.A2pA2p+1..AdΘ̄

A1A2R̄A3A4

(t)
..R̄

A2p−1A2p

(t)
ēA2p+1 ...ēAd , (3.164)

donde βn son constantes arbitrarias, R̄AB
(t)

= dω̄AB
(t)

+ ω̄A (t)Lω̄
LB
(t)

es una 2−forma cur-

vatura, ω̄AB
(t)

= ωAB + tΘ̄AB es una 1−forma de esṕın que interpola entre la conexión

de esṕın del bulk y la brana; y Θ̄AB = ω̄AB − ωAB.

Para obtener el termino de borde correspondiente AdS-CS, las constantes βp

toman la forma:

βp =
(d − 2p)p! (d−1

2 − p)!

l2p−d+1 (d−1
2

)!
. (3.165)

Como vimos anteriormente la hipersuperficie, Σ, divide al espacio, M , en dos

partes, M+ y M−. Luego la acción total sera de la forma:

Stotal = ∫
M+

L+ + ∫
M−

L− + ∫
Σ
(L+Σ −L−Σ) , (3.166)

donde L± corresponde al lagrangiano del bulk en cada parte del espacio y L±Σ es el

lagrangiano de borde obtenido dado por (3.164). La Relatividad General es recuper-

ada por S.Mukohyama [45]:

Stotal = ∫
M+

√−g (R − 2Λ)dxd+∫
M−

√−g (R − 2Λ)dxd+∫
Σ
(K+ −K−)dxd−1, (3.167)

variando la acciones se obtiene obtienen las ecuaciones de Einstein en cada parte del

espacio, a partir de los dos primeros términos, y la condición de Juntura de Israel, a

partir de del termino de Gibbons-Hawkings.

12Ver apéndice E
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Caṕıtulo 4

3-Brana en gravedad

Einstein-Chern-Simons.

Como hemos mencionado antes las teoŕıas Chern-Simons solo existen en dimen-

siones impares. en el particular caso 5-dimensional y debido a que nuestro universo

observable solo tiene cuatro debemos encontrar una forma de lidiar con la dimensión

extra. Debido a que las teoŕıas CS y EChS son construidas en espacios de dimensión

impar la brana será de dimensión par ,donde las formas Chern-Simons no están bien

definidas.

A continuación se obtendrá el lagrangeano y las ecuaciones de movimiento para

una brana 4-dimensional con métrica inducida qab y con un vector normal asociado

, nµ, que esta denotada por el ı́ndice 4. Además la brana, Σ esta embebida en un

bulk, M , de 5-dimensiones con métrica gµν en el contexto de la gravedad Einstein-

Chern-Simons. Para encontrar las ecuaciones de la brana utilizaremos el mecanismo

propuesto por Shiromizu, Maeda y Sasaki en Ref.[22], pero en el lenguaje de formas

diferenciales.
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4.1 Condiciones de Juntura

El lagrangiano del cual se obtienen las condiciones de juntura para el caso de

Lovelock 5-dimensional es dado por (3.164):

LΣ = ∫
Σ
∫

1

0
dtεABCDEΘ̄AB {β1R̄

CD
t + 2β2e

CeD} eE, (4.1)

donde R̄AB
(t)

= dω̄AB
(t)

+ ω̄A (t)Lω̄
LB
(t)

es una 2−forma curvatura, ω̄AB
(t)

= ωAB + tΘ̄AB es

una 1−forma de esṕın que interpola entre la conexión de esṕın del bulk y la brana;

y Θ̄AB = ω̄AB − ωAB,

LΣ = ∫
Σ
εABCDEΘ̄AB {β1R

CD + β1DΘ̄CD + 1

3
β1Θ̄C

LΘ̄LD+

+2β2e
CeD} eE. (4.2)

Aplicando el procedimiento de S-expansión dual[14] y 0s−reducción para el álgebra

las transformaciones duales, cuando kAB = 0 y T̄A = 0, son

ēA → λ1ēA + λ3h̄A, (4.3)

ω̄ABC → λ0ω̄ABC , (4.4)

R̄ABC → λ0R̄ABC +
λ2

l2
εABCDE ē

DēE, (4.5)

donde λi son constantes arbitrarias obtenidas en el proceso de S-expansión. Consid-

eraremos el campo h̄A como un campo material, por lo tanto:

h̄4 = 0,

h̄a = ha.

Luego, el lagrangiano expandido es de la forma:

LΣ = ∫
Σ
εABCDEΘ̄AB {β1λ1 (RCD +DΘ̄CD + 1

3
Θ̄C

LΘ̄LD) ēE +

+λ3 (β1 (RCD +DΘ̄CD + 1

3
Θ̄C

LΘ̄LD) h̄E + ( 1

l2
β1 + 2β2) ēC ēDēE)} ,(4.6)
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el cálculo expĺıcito esta en Apéndice B.

Expresando el lagrangeano solo con con los ı́ndices en la brana y considerando

que:

Θ̄ab = 0,

Θ̄4a = ω̄4a.

El lagrangiano toma la forma:

LΣ = 2∫
Σ
εabcdω̄

4a {β1λ1 (Rbc + 1

3
ω̄b4ω̄4c) ēd +

+λ3 (β1 (Rbc + 1

3
ω̄b 4ω̄

4c)hd + ( 1

l2
β1 + 2β2) ebeced)} . (4.7)

Para el caso especifico AdS-CS, las constantes son:

β1 = 3

2
l2, (4.8)

β2 = 1. (4.9)

Al tomar el ĺımite l → 0:

lim
l→0

LΣ = 7λ3∫
Σ
εabcdω̄

4aebeced. (4.10)

En el caso sin torsión ω̄4a = −Ka
lel por lo que el lagrangiano, en este ĺımite, toma la

forma:

lim
l→0

LΣ = −21λ3∫
Σ

√−gKd4x, (4.11)

término conocido como término de Gibbons-Hawking1 y al variar este se obtienen

las condiciones de juntura de Darmois-Israel.

4.1.1 Juntura Einstein-Chern-Simons

La brana divide el espacio M en dos, M+ y M−, cada parte con métrica g+µν y

g−µν , respectivamente. Cada parte induce una métrica qab sobre un lado de la brana.

1En el contexto hamiltoniano es conocido como termino de York.
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La condición de juntura viene dada por la variación de una acción de la forma:

SΣ = ∫ (L+Σ −L−Σ − κLmΣ) . (4.12)

Las ecuaciones de movimiento para ea, ha y ωab son, respectivamente:

κTd = 2εabcd {β1λ1 ([ω̄4a]Rbc + 1

3
[ω̄4aω̄b4ω̄4c])+

3λ3 (
1

l2
β1 + 2β2) [ω̄4a] ebec} , (4.13)

κT
(h)
d = 2λ3β1εabcd ([ω̄4a]Rbc + 1

3
[ω̄4aω̄b 4ω̄

4c]) , (4.14)

0 = εabcd (λ1 [R̄4a] eb + λ3 [R̄4a]hb − λ3 [ω̄4a]Dhb) , (4.15)

donde [X] = X+ −X−, Td = − 1
3!εabcsT

s
deaebec y T

(h)
d = − 1

3!εabcsT
(h)s

deaebec son los

tensores enerǵıa momentum asociados a ea y ha, respectivamente. Reemplazando

(4.14) en (4.13), y los valores de las constantes:

εabcd [ω̄4a] ebec = κ

21λ3

T̃d, (4.16)

donde T̃d = Td + αT (h)
d , con2 α = −λ1λ3 .

Es posible resolver (4.16) de forma sencilla en lenguaje tensorial usual, dejamos

el cálculo en apéndice C. El salto de la curvatura extŕınseca en la brana es:

[Kk
d] = − κ

42λ3

(T̃ k d −
1

3
T̃ δkd) . (4.17)

En el limite l → 0, α → 0

[Kk
d] = −

κ

42λ3

(T k d −
1

3
Tδk d) , (4.18)

lo que corresponde a la condición de juntura de Israel. Comparando con (3.143) se

encuentra que κ = 42k5λ3. Luego:

[Kk
d] = −k5 (T̃ k d −

1

3
T̃ δk d) . (4.19)

2Es posible mostrar, aplicando el procedimiento de S-expansión dual al lagrangiano AdS-CS en

5 dimensiones, que αi =
2
3
λi
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4.2 Ecuaciones de Movimiento en la brana.

En el lenguaje de formas diferenciales las ecuaciones de movimiento [E.d.M.]

para un espacio de dimensión k son (k−1)-formas. Para solucionar esto nuevamente

usaremos el operador derivada interior para eliminar la dirección normal. Las E.d.M.

para un espacio-tiempo EChS 5−dimensional [11] son:

εABCDER̄AB ēC ēD = 4k5 (T̄E + αT̄ (h)
E ) , (4.20)

l2

8k5

εABCDER̄ABR̄CD = T̄
(h)
E , (4.21)

εABCDER̄CDD̄h̄E = 0. (4.22)

Restringimos los valores de los indices latinos mayusculos, salvo uno cualquiera, a

la brana, es decir, solo pueden tomar los valores {0,1,2,3} y luego aplicamos el

operador I4 sobre cada una de las ecuaciones de movimiento:

εa4cde (I4R̄
a4ec − R̄acI4e

4) ed = 2k5I4 (Te + αT̄ (h)
e ) , (4.23)

l2ε4bcde (−I4R̄
b4R̄cd + R̄4bI4R̄

cd) = 8k5αI4T̄
(h)
e , (4.24)

2εab4del
2 (I4R̄

4dD̄he + R̄4dI4D̄he) = 0, (4.25)

pero:

I4R̄
a4 = −Ẽa

me
m,

I4R̄
ac = −B̃ac

me
m,

donde B̃ac
m y Ẽa

m son la parte magnetica y electrica del tensor de Riemann, re-

spectivamente. Aplicando las ecuación de Gauss (ec. (3.34)):

2k5I4
˜̄Td = εabcd (Ẽa

me
meb +Rab −Ka

lK
b
me

lem) ec, (4.26)

−2k5I4T
(h)
d = εabcd {Ẽa

me
m (Rbc −Kb

lK
c
me

lem) + R̄4aB̃bc
me

m} , (4.27)

0 = l2εabcd {Ẽc
le
lDhd + R̄4cD4h

d} , (4.28)
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donde ˜̄Td = Td + αT (h)
d y se relaciona al tensor enerǵıa-momentum de la siguiente

forma:

I4T̄e = − 1

3!
εabcmT̄

m
ee
aebec.

Por otro lado, a partir de la descomposición del tensor de curvatura:

R̄AB
CD = C̄AB

CD +
2

3
(δA

[CR̄
B
D] − δB[CR̄A

D]) −
1

6
δA
[Cδ

B
D]
R̄, (4.29)

podemos escribir Ẽa
m y B̃ab

m en función de la parte eléctrica del tensor de Weyl,

Ea
m, y la parte magnética del tensor de Weyl, Bab

m. Considerando que Ẽa
m =

R̄4a
4m, B̃ab

m = R̄ab
m4, Ea

m = C̄4a
4m y Bab

m = C̄ab
m4 tenemos:

Ẽa
m = Ea

m + 1

3
(R̄a

m + R̄4
4δ
a
m) − 1

12
R̄δam, (4.30)

B̃ab
m = Bab

m + 1

3
(δamRb

4 + δbmRa
4) , (4.31)

pero

R̄ = −2

3
k5 (T̄ + αT̄ (h)) ,

R̄b
d = k5 (T̄ b d + αT̄ (h)b

d −
1

3
(αT̄ (h) + T̄ ) δbd) .

De esta forma, las relaciónes entre las partes eléctricas del tensor de Riemann ,Ẽa
l,

y del tensor de Weyl, Ea
l:

Ẽa
l = Ea

l +
k5

3

⎛
⎝

˜̄T a l + δal
⎛
⎝

˜̄T 4
4 −

˜̄T

2

⎞
⎠
⎞
⎠
, (4.32)

además, las relaciones entre las correspondiente partes magnéticas B̃ab
l y Bab

l son:

B̃ab
l = Bab

l +
2

3
k5δ

(a
l

˜̄T b) 4. (4.33)

Reemplazando (4.32) y (4.33) en las E.d.M.
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εabcdR
abec = −2k5I4

˜̄Td − εabcd
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎛
⎝
Ea

me
m + k5

3

⎛
⎝

˜̄T a le
l +

⎛
⎝

˜̄T 4
4 −

˜̄T

2

⎞
⎠
ea

⎞
⎠
⎞
⎠
eb

−Ka
lK

b
me

lem} ec, (4.34)

2k5I4T̄
(h)
d = − l2εabcd

⎛
⎝
Ea

me
m + k5

3

⎛
⎝

˜̄T a le
l +

⎛
⎝

˜̄T 4
4 −

˜̄T

2

⎞
⎠
ea

⎞
⎠
⎞
⎠

Rbc +

−l2εabcd {R̄4a (Bbc
le
l − 2

3
k5

˜̄T b 4e
c) −Ea

me
mKb

lK
c
me

lem

−k5

3

⎛
⎝

˜̄T a le
l +

⎛
⎝

˜̄T 4
4 −

˜̄T

2

⎞
⎠
ea

⎞
⎠
Kb

lK
c
me

lem
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
, (4.35)

0 = l2εabcd {R̄4cD4h
d + (Ec

me
m + k5

3
( ˜̄T c le

l + ( ˜̄T 4
4+

−
˜̄T

2

⎞
⎠
ec
⎞
⎠
⎞
⎠
Dωhd

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
. (4.36)

Las E.d.M. de la brana están sujetas, además, a condiciones dadas por la compo-

nente normal de las ecuaciones de movimiento en el bulk. En las ecuaciones (4.20),

(4.21) y (4.22) fijamos uno de los ı́ndices sin contraer igual a “4” y luego aplicamos

la derivada interior respecto de la normal:

l2εabcdB
ab
lR

cdel = 8k5I4T̄
(h)

4 − l2εabcd (
2

3
k5

˜̄T b 4e
aKc

sK
d
me

sem+

+2

3
k5

˜̄T b 4e
aRcd −Bab

lK
c
sK

d
me

lesem) , (4.37)

l2εabcdR
bcD̄4h̄

d = −l2εabcd (Kb
lK

c
se
lesD̄4h̄

d+

+Bbc
lD̄hdel +

2

3
k5

˜̄T c 4e
bDhd) . (4.38)

Hasta este punto hemos obtenido las ecuaciones efectivas en la brana y las condi-

ciones dadas por la parte normal de la ecuaciones de movimiento solo utilizando el

embebimiento Gaussiano, sin imponer condiciones adicionales.

Siguiendo los pasos de [22] definimos la coordenada χ, tal que la brana se en-

cuentre en χ = 0. De esta forma

nµdx
µ = dχ
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por lo que el elemento de linea del Bulk, en un sistema ortonormal, toma la forma:

ds2 = dχ2 + ηabeaeb. (4.39)

Haciendo uso de la coordenada normal separamos el tensor enerǵıa-momentum de

forma similar a lo propuesto en [22].

T̄AB = −Λη̄AB + TABδ (χ) , (4.40)

Tab = −ληab + τab, (4.41)

T̄
(h)
AB = T

(h)
AB δ (χ) , (4.42)

donde λ es la tensión de la brana, τab es el tensor enerǵıa momentum de la materia

común sobre la brana, T
(h)
ab es la materia asociada al campo ha en la brana.

Por último, imponemos la simetŕıa Z2 por lo que la condición de juntura toma la

forma:

Kk
d = −k5

2
(T̃ k d −

1

3
T̃ δk d) . (4.43)

Por otra parte de la ecuación de de Codazzi contráıda en su forma tensorial y en

un sistema coordenado ortonormal:

0 = −k5

2
Dsτ s d −

k5

2
αDsT (h)s

d. (4.44)

Dado que α1 y α3 son independientes:

Dsτ s d = 0, (4.45)

DsT (h)s
d = 0, (4.46)

de forma equivalente en formas diferenciales:

D ∗ T a = 0, (4.47)

D ∗ T (h)a = 0, (4.48)
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donde:

T a = τ

6
ea − 1

2
τa le

l, (4.49)

T a(h) = T (h)

6
ea − 1

2
T a(h) le

l, (4.50)

es decir, se cumple la conservación del tensor enerǵıa-momentum para ambos tipos

de materia en la brana. Esto también implica :

R̄4a = 0. (4.51)

Aplicando las condiciones mostradas anteriormente a las ecuaciones de movi-

miento obtenidas para la branas:

Para (4.34), (4.35) y (4.36), respectivamente:

εabcdR
abec = εabcd {

Λ4

3
eaeb − k

2
5

8
(Πab + α2Πab(h)) − 16πGN (T a + αT a(h)) eb+

+k
2
5

4
αIab −Ea

me
meb} ec, (4.52)

2k5I4T̄
(h)
d = − l2εabcd {(Ea

me
m + k5

6
Λea)(Rbc + k

2
5

36
λ2ebec − k

2
5

8
(Πbc+

+ α2Πbc(h)) − 16πGN (T b + αT b(h)) ec + k
2
5

4
αIbc)} , (4.53)

0 = l2εabcd (Ec
me

m + k5

6
Λec)(Dhd − k5

6
λed − k5T d) , (4.54)

donde

Iab = 2T a(h) lτ
b
pe
lep − 2

9
τT (h)eaeb − 2

3
τa lT

(h)eleb − 2

3
τT a(h) le

le, (4.55)

Πab = 1

3
ττa le

leb − 1

2
τa lτ

b
me

lem − τ
2

18
eaeb, (4.56)

Πab(h) = 1

3
T (h)T a(h) le

leb − 1

2
T a(h) lT

b(h)
me

lem − (T (h))2

18
eaeb. (4.57)

Por otro lado las ecuaciones en la dirección normal toman la forma:

l2εabcdB
ab
lR

cdel = 8k5I4T̄
(h)

4 − l2εabcd (Bab
le
l (k

2
5

36
λ2eced − k

2
5

8
(Πcd+

+α2Πcd(h)) − 16πGN (T c + αT c(h)) ed +

+k
2
5

4
αIcd)) , (4.58)
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l2εabcdR
bcD̄4h̄

d = −l2εabcd ((
k2

5

36
λ2ebec − k

2
5

8
(Πbc + α2Πbc(h)) . − 16πGN (T b+

+αT b(h)) ec + k
2
5

4
αIbc) D̄4h̄

d +Bbc
lD̄hdel) . (4.59)

Hemos obtenido las ecuaciones (4.52), (4.53) y (4.54) que corresponden a las

E.d.M. de la brana bajo un embebimiento Gaussiano y bajo las condiciones de jun-

tura (4.43), además estas ecuaciones están sujetas a las condiciones (4.58) y (4.59).

La ecuación (4.52) contiene términos de orden uno y cuadráticos en ambos tipos de

materia, T a, Πab, T (h)a,y Π(h)ab, aśı también un término de interacción entre ambos

tipos de materia Iab. Si el término de interacción, los cuadráticos y los términos

simples en T (h)ab son del mismo o menor orden de magnitud estos podrán ser des-

preciados si α es pequeño.

El sistema de ecuaciones dado por (4.52), (4.53) y (4.54) no puede ser resuelto

a menos que también consideremos las ecuaciones (4.58) y (4.59) y las ecuaciones

que describen ambas partes del tensor Weyl en el bulk dadas en el apéndice de [22],

esto debido a la presencia de la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl en

las E.d.M.. de la brana, tensores que están definidos en cinco dimensiones.

De la ecuación (4.52) notamos que no es posible obtener de forma univoca Ea
m.

Tomando la derivada covariante exterior de esta ecuación y usando la identidad de

Bianchi:

εabcdDEa
me

mebec = εabcd {−
k2

5

8
(DΠab + α2DΠab(h)) + k

2
5

4
αDIab} ec. (4.60)

A diferencia del caso [22], la parte eléctrica del tensor de Weyl esta restringida no

solo por τa l sino también por la materia T a(h) l en la brana y la interacción, Iab.

Siguiendo [22], para estudiar el comportamiento y aporte de los nuevos términos

a las ecuaciones del movimiento los comparamos con el tensor enerǵıa-momentum,
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τa b. Fijamos las escalas de las constantes:

k5 = 1

M3
G

, (4.61)

λ = M4
λ , (4.62)

∣τab ∣ = M4, (4.63)

∣τa(h)b ∣ = M4
(h), (4.64)

donde MG y Mλ son mucho mas grandes en comparación a la enerǵıa caracteŕıstica

de los dos tipos de materia M y M(h), siendo la primera del mismo o mayor orden

de magnitud que M(h). Luego:

k2
5α

2 ∣εabcdΠab(h)ec∣
GN ∣εlmnsT lemen∣

∼ α2
M8

(h)

M4
λM

4
, (4.65)

α
GN ∣εabcdT a(h)ebec∣
GN ∣εlmnsT lemen∣

∼ α
M4

(h)

M4
, (4.66)

α
k2

5 ∣εabcdIabec∣
GN ∣εlmnsT lemen∣

∼ α
M4

(h)

M4
λ

, (4.67)

notamos de las ecuaciones (4.65)-(4.67), incluso en el caso que M = M(h), que los

términos son despreciables, en comparación con el tensor τab siempre que α sea

pequeño.

Es útil separar el tensor Eab en dos partes ,en su parte transversa(sin traza),

E(TT ), y la longitudinal, E(L). Solo esta ultima estará determinada por la materia,

pues E(TT ) corresponde a la parte que interactúa entre la brana y el bulk.

La parte longitudinal de Eab esta limitada, como es posible ver en la ecuación

(4.60) tanto por el termino cuadrático en τab, la materia T (h). Comparamos Eab con

τab.

∣εabcdEa
(L)m

emebec∣
GN ∣εlmnsT lemen∣

∼ 1

GN ∣τab∣
∣GNαT

(h)
ab + k2

5 (τalτ l b + ...)+

+k2
5α

2 (Tal(h)T l(h) b + ...) + k2
5α (τalT l(h) b + ...)∣ . (4.68)

64



Comparando termino a termino tenemos:

∣εabcdEa
(L)m

emebec∣
GN ∣εlmnsT lemen∣

∼ α
M4

(h)

M4
+ M

4

M4
λ

+ α2
M8

(h)

M4M4
λ

+ α
M4

(h)

M4
λ

, (4.69)

vemos que la parte eléctrica del tensor de Weyl sera despreciable siempre que α, l

sean pequeños.

Si Rab toma valores no muy grandes y tomamos el ĺımite α → 0, l → 0 podemos

despreciar los términos que comparamos anteriormente de las E.d.M.., aśı como los

estudiados en [22]. Luego las E.d.M.. toman la forma:

εabcdR
abec = εabcd {

Λ4

3
eaeb − k

2
5

2
Πab − 16πGNT aeb −Ea

me
meb} ec,(4.70)

εabckT̄
(h)k

de
aebec = 0, (4.71)

la ecuación para ωab es idénticamente nula en este ĺımite.

La ecuación (4.70) corresponde a la ecuación (3.152) y además en este ĺımite el

tensor T̄ (h)k
d es nulo. De aqúı vemos que el caso [22] puede ser considerado como el

ĺımite de baja enerǵıa.

Por ultimo cabe señalar que la ecuación (4.44), en este limite, implica la conser-

vación de τa b y no hay rastro del tensor T a(h) l, como fue visto en [22].
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos mostrado que es posible obtener tanto el lagrangeano como

las ecuaciones de movimientos para una 3-brana en gravedad Einstein-Chern-Simons

5-dimensional.

Se ha encontrado el lagrangiano de borde que permite encontrar las condiciones

de juntura apropiadas, considerando al campo h̄A como un campo material, (ver

sección 4.1) para el caso EChS siguiendo los propuesto en [43, 44]. La condición de

juntura obtenida para la curvatura extŕınseca corresponde a la condición de juntura

de Darmois-Israel más una corrección, correspondiente al tipo de materia T (h), que

se desvanece en el ĺımite de baja enerǵıa.

Utilizando el procedimiento descrito en [22] y a partir de las ecuaciones de

movimiento para la gravedad Einstein-Chern-Simons 5−dimensional, con T̄ a = 0 y

k̄ab = 0, encontramos las ecuaciones de movimiento efectivas para una 3−brana em-

bebida en este espacio. Primero solo usando el embebimiento Gaussiano y luego se

imponen las condiciones de juntura. Las ecuaciones de la brana muestran nuevos

términos correspondientes al nuevo tipo de materia y la interacción entre ella y la

materia usual τa b los cuales desaparecen en el ĺımite l → 0, que corresponde al caso

[22].

Cabe recalcar que se podŕıa estudiar este tipo de brana escogiendo al campo
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h̄A como un campo no material, es decir, cuando h̄4 ≠ 0. También es interesante

buscar soluciones cosmológicas para este tipo de brana aśı como el estudiar el caso

con torsión y/o cuando k̄ab ≠ 0, sin embargo, para el primer caso seria necesario usar

otro método, o extender las ecuaciones de Gauss-Codazzi al caso torsional.

68





Apéndices
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Apéndice A

Expansión en Semigrupos

A.1 Semigrupo

Un semigrupo es un sistema algebraico dotado de una única ley de composición

interna. Sea S = {λ1, λ2, λ3...} un conjunto cualquiera, se dice que S es un semigrupo

bajo la operación (⋅) si cumple con:

∀λ1, λ2 ∈ S; λ1 ⋅ λ2 ∈ S, (A.1)

∀λ1, λ2, λ3 ∈ S;λ1 ⋅ (λ2 ⋅ λ3) = (λ1 ⋅ λ2) ⋅ λ3, (A.2)

Propiedades de clausura y asociatividad, respectivamente.

Si S = {λα1 , λα2 , ......., λαn} es un conjunto finito y discreto es posible reescribir el

producto de sus elementos de la siguiente manera:

λα1 ⋅ λα2 ⋅ .......... ⋅ λαn =Kα1α2...αn
ρλρ, (A.3)

donde Kα1α2...αn
ρ es el n−selector definido como:

Kα1α2...αn
ρ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, si ρ = γ (α1, ......, αn)
0, si ρ ≠ γ (α1, ......, αn)

. (A.4)

Dado que el n−selector es construido a partir de un semigrupo:

Kρ
α1α2...αn =Kα1α2...αn−1

σKσαn
ρ, (A.5)
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es posible reescribir un n−selector en función de 2−selectores. En el particular caso

para el producto de 3 elementos:

λα1λα2λα3 = λρ(αβγ) =Kαβγ
σλσ, (A.6)

los 3−selectores pueden ser reescritos como:

Kαβ
ρKργ

σ =Kαρ
σKβγ

ρ =Kαβγ
σ. (A.7)

De lo anterior es posible notar que los 2−selectores proporcionan una representación

matricial para el semigrupo de similar forma a como lo hacen las constantes de

estructura en un álgebra de Lie son la representación dual del álgebra. Definimos:

[λα]β γ =Kαβ
γ. (A.8)

Definición: Sea S un semigrupo abeliano y sea Sp y Sq, no necesariamente

semigrupos, dos subconjuntos de S. El producto × se define como:

Sp × Sq = {λγ tal queλγ = λαpλαq , con λαp ∈ Sp & λαq ∈ Sq} ⊂ S, (A.9)

es decir, el conjunto Sp×Sq es el conjunto que resulta del producto de cada elemento

de Sp con cada elemento de Sq.

Definición: Se define un elemento cero 0S, en un semigrupo S si:

∀λα ∈ S; 0Sλα = λα0S = 0S, (A.10)

elemento cero, que en el caso de existir, es único. Además, la presencia de este

elemento imposibilita al semigrupo de ser un grupo, pues 0S no es invertible.

A.2 Álgebras de Lie

Definición: Sea G un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo K.

Si el grupo del espacio vectorial es extendido a un anillo con ley multiplicativa, (⋅),
entonces el sistema (G, ⋅) corresponde a un álgebra.
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Definición: Si el la ley multiplicativa del álgebra es antisimétrica, [, ], entonces

el sistema g = (G, [, ]) es un álgebra de Lie.

Sean M y N dos subconjuntos del álgebra de Lie g. Sea [M,N] al conjunto de la

forma [x, y] donde x ∈M e y y ∈ N . Si M y N son subespacios lineales del álgebra,

entonces:

[M1 +M2,N] ⊂ [M1,N] + [M2,N] ,

[M,N] = − [N,M] ,

[g, [M,N]] ⊂ [M, [N,g]] + [N, [g,M]] .

Es de utilidad definir una subálgebra, un ideal y el centro de un álgebra

• Subálgebra: Sea N un subespacio del álgebra g. N es una subálgebra si

[N,N] ⊂ N

• Ideal: Sea N un subespacio del álgebra g .N es un ideal si [G,N] ⊂ N . Esto

significa que un ideal es una subálgebra.

• Centro de un álgebra: Sea N un ideal que satisface la condición [G,N] = 0,

entonces, N es el centro de un álgebra es llamado, el cual por definición es

siempre conmutativo.

La existencia de subálgebras o de ideales de un álgebra de Lie g es reflejada en

ciertas restricciones sobre las constantes de estructura. Sea {e1, ..., ek} una base del

espacio vectorial del álgebra G. Si {e1, ..., ek} es una base de una sub-álgebra N ,

entonces las constantes de estructura deben satisfacer las relaciones:

Cij
s = 0, i < j ≤ k y s > k

, esto debido a que N es una subálgebra. Entonces:

[Ni,Nj] = Cij kNk, (A.11)
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de modo que para k < s < n se tiene Cij k. Por otro lado, si {e1, ..., ek} son una base

para un ideal entonces:

Cij
k, para i ≤ k, s > k, y j arbitrario, (A.12)

ya que si N es un ideal entonces [g,N] ⊂ N solo si Cij s = 0 para k ≤ s ≤ n

A.3 Álgebras de Lie Reducidas

Es posible obtener álgebras más pequeñas por medio de un procedimiento de

reducción. Estas también son llamadas álgebras de Lie forzadas.

Consideremos un álgebra g como la suma de dos subespacios vectoriales g =
V0 ⊕V1, donde {Ta0} son los generadores de V0 y {Ta1} son los generadores de V1. Si

[V0, V1] ⊂ V1, es decir,

[Ta0 , Tb0] = Ca0b0
c0Tc0 +Ca0b0 c1Tc1 , (A.13)

[Ta0 , Tb1] = Ca0b1
c1Tc1 , (A.14)

[Ta1 , Ta1] = Ca1b1
c0Tc0 +Ca1b1 c1Tc1 . (A.15)

De lo anterior que las constante de estructura Ca0b0
c0 satisfacen la identidad de

Jacobi, por lo tanto:

[Ta0 , Tb0] = Ca0b0 c0Tc0 , (A.16)

es un álgebra de Lie conocida como álgebra reducida de g y es denotada por ∣V0∣.
Considerando la componente válida en V0 de la identidad de Jacobi:

Ca0b0
CCCd0

e0 +Cd0a0 CCCb0 e0 +Cb0d0 CCCa0 e0 = 0, (A.17)

donde C toma los valores c0 y c1. Notamos que Ca0b0
c0 satisface la identidad de

Jacobi en dos situaciones:
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• Si Ca0b0
c1 = 0

Ca0b0
c0Cc0d0

e0 +Cd0a0 c0Cc0b0 e0 +Cb0d0 c0Cc0a0 e0 = 0, (A.18)

lo que corresponde a cuando V0 es una subálgebra.

• Si Ca0b1
c0 = 0 se cumple (A.18) y corresponde al caso [V0, V1] ⊂ V1, es decir,

∣V0∣ es un subálgebra reducida.

A.4 S-expansión

El método de S-expansión de álgebras de Lie es un procedimiento para obtener

nuevas álgebras de Lie a partir de una existente. Este método corresponde a utilizar

un semigrupo para expandir un álgebra, dando como resultado un álgebra de mayor

dimensión.

Teorema: Sea S = {λα} un semigrupo abeliano, Kαβ
γ un 2-selector y g un

álgebra de Lie de base {TA} y constantes de estructura CAB C . Un elemento de la

base del espacio producto directo S⊗g será denotado por T(A,α) = λαTA. Si se define

el producto algebraico en el espacio S ⊗ g

[T(A,α), T(B,β)] = λαλβ [TA, TB] . (A.19)

Entonces S ⊗ g será un álgebra de Lie cuyas constantes de estructura vienen dadas

por

C(A,α)(B,β)
(C,γ) =Kαβ

γCAB
C . (A.20)

Definición Si S es un semigrupo abeliano y si g es un álgebra de Lie, entonces el

álgebra de Lie g = S ⊗ g es llamada “álgebra S-expandida de g”.

De la definición anterior notamos que el álgebra g es un álgebra obtenida al copiar

cada generador del álgebra en cada elemento del semigrupo.
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A.5 Álgebra 0S−reducida

Sea S un semigrupo dotado de un elemento cero 0S. Renombramos los elementos

del semigrupo de la siguiente forma λital que i = 0,1,2, ....,N y λN+1 = 0S. Los

2−selectores cumplen con las siguientes condiciones:

Ki,N+1
j = KN+1,i

j = 0,

Ki,N+1
N+1 = KN+1,i

N+1 = 1,

KN+1,N+1
j = 0,

KN+1,N+1
N+1 = 1.

Por lo cual el álgebra g puede ser reescrita como:

[T(A,i), T(B,j)] = Kij
kCAB

CT(C,k) +Kij
N+1CAB

CT(C,N+1), (A.21)

[T(A,N+1), T(B,j)] = CAB
CT(C,N+1), (A.22)

[T(A,N+1), T(B,N+1)] = CAB
CT(C,N+1). (A.23)

Notemos de (A.23) que los generadores T(A,N+1) forman un subálgebra de g. Además,

comparando (A.21) − (A.23) con (A.13) − (A.15) notamos que es posible obtener un

álgebra reducida de representada por:

[T(A,i), T(B,j)] =Kij
kCAB

CT(C.k). (A.24)

Esta álgebra reducida es equivalente a eliminar los generadores T(A,N+1). Como

consecuencia del proceso de reducción una parte del álgebra se vuelve conmutativa.

En efecto, si λiλj = 0S, entonces:

[T(A,i), T(B,j)] = 0. (A.25)

Se puede resumir el procedimiento mediante la siguiente definición:

Definición: Sea S un semigrupo abeliano dotado de un elemento cero 0S y sea

g = S ⊗ g un álgebra S-expandida. El álgebra obtenida imponiendo la condición

0STA = 0 sobre g (o sobre una subálgebra de ella) es llamada álgebra 0S−reducida o

0S−forzada de g(o de una subálgebra).
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A.6 Subálgebra Resonante

Sea g = ⊕sp∈I Vp una descomposición del álgebra en subespacios vectoriales Vp,

con I un conjunto de ı́ndices que rotulan los subespacio vectoriales Vp de g. Debido

a que g cumple con la propiedad de clausura, se tiene que para todo par de ı́ndices

(p, q) ∈ I es posible definir los subconjuntos de ı́ndices i(p,q) ⊂ I, del tal forma que:

[Vp, Vq] ⊂ ⊕
r∈ip,q

Vr. (A.26)

La colección {i(p,q)}p,q∈I contiene la información sobre la estructura de los subespacios

Vp. Asi como se han descompuesto g en una suma subespacios es posible hacer lo

propio con el semigrupo S en subconjuntos Sp ⊂ S de manera que

S = ⋃
p∈I

Sp,

descomposición que es arbitraria pero para un caso particular que nos es de interés.

Definición: Sea g = ⊕p∈I Vp una descomposición de g, con estructura i(p,q). Sea

S = ⋃p∈I Sp una descomposición del semigrupo S abeliano, tal que:

Sp × Sq ⊂ ⋂
r∈ip,q

Sr, (A.27)

descomposición que en el caso de existir, se dice que esta en resonancia con la de-

scomposición del en subespacios.

Definiendo los subespacios de g:

Wp = Sp ⊗ Vp, p ∈ I, (A.28)

lo que nos permite definir:

gR =⊕
p∈I

W, (A.29)

lo que corresponde a una subálgebra S−expandida conocida subálgebra resonante

del álgebra g. Cabe destacar que el problema de encontrar el álgebra gR se reduce

a encontrar una partición resonante del semigrupo S.
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A.7 Reducción Resonante

Teorema: Sea gR una subálgebra resonante de g. Sea Sp = Ŝp∪ Šp una partición

de los subconjuntos Sp ⊂ S, de formal tal:

Ŝp ∩ Šp = ∅, (A.30)

Ŝp × Šq ⊂ ⋂
r∈i(p,q)

Ŝr. (A.31)

Estas particulares descomposiciones de los subconjuntos de S induce una descom-

posición en sobre la subálgebra resonante gR = ǧR ⊕ ĝR, tal que:

ǧR = ⊕p∈I Šp ⊗ Vp, (A.32)

ĝR = ⊕p∈I Ŝp ⊗ Vp. (A.33)

Cuando se cumplen las condiciones (A.30) y (A.31) se cumplen, entonces:

[ǧR, ĝR] ⊂ ĝR, (A.34)

lo que corresponde a ∣gR∣ a un álgebra reducida de gR. Como consecuencia, el

procedimiento de reducción puede ser aplicado sobre un subálgebra resonante.

Corolario : Sea S un semigrupo dotado de un elemento 0S, y sea gR = ⊕p∈I Sp⊗
Vp una subálgebra resonante de g = S ⊗ g, tal que para cada subconjunto Sp,0S ∈ Sp.
Entonces la descomposición Sp = Ŝp ∪ Šp con Ŝp = {0S} y Šp = Sp − {0S} satisface las

condiciones (A.30) y (A.31), ∣gR∣ corresponde a un álgebra reducida de gR, la cual

será llamada álgebra 0S−reducida de gR.

A.8 Tensores invariantes en S-expansión

Los tensores invariantes representan uno de los bloques esenciales para la con-

strucción de teoŕıas, debido a que con ellos es posible construir lagrangeanos a partir

de un un grupo de simetŕıa. En el contexto del mecanismo de la S−expansión es
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posible obtener un tensor invariante para el álgebra S − expandida en términos del

tensor invariante del álgebra de Lie original [36].

Teorema: Sea S un semigrupo abeliano, sea g un álgebra de lie de base {TA} y

sea ⟨TA1 .....TAn⟩ un tensor invariante para g. Entonces:

⟨T(A1,α1).....T(An,αn)⟩ = αγKα1....αn
γ ⟨TA1 .....TAn⟩ , (A.35)

Corresponde a un tensor invariante para el álgebra g = S ⊗ g. Las constantes αγ son

arbitrarias.

Además, es posible extraer un tensor invariante para las subálgebras resonantes

gR. Las componentes de un tensor invariante para g valuadas sobre una subálgebra

son las componentes de un tensor invariante para cada subálgebra. Si elegimos la

descomposición resonante S = ⋂p∈I Sp, Sea {TAp} una base para el subespacio Vp, las

componentes del tensor invariante para gR son:

⟨T(Ap1 ,αp1)
.....T(Apn ,αpn)

⟩ = αγKα1....αn
γ ⟨TAp1 .....TApn ⟩ , (A.36)

componentes que forman un tensor invariante para gR. Para el caso de un álgebra

0S−reducida la cual, en general, no es una subálgebra las componentes de g valuadas

sobre el álgebra 0S−reducida no son constituyen un tensor invariante. La solución

viene dada por el teorema siguiente:

Teorema: Sea S un semigrupo abeliano con elementos distintos a cero λi,

i=0,...,N, y λN+1 = 0S. Sea g una álgebra de Lie de base {TA}, y ⟨TAp1 .....TApn ⟩

un tensor invariante para g, entonces:

⟨T(A1,i1).....T(An,in)⟩ = αγKi1in
j ⟨TA1 .....TAn⟩ , (A.37)

es un tensor invariante para el álgebra 0S−reducida de g, donde αj son constantes

arbitrarias.

También es posible obtener las componentes para un tensor invariante valuadas

sobre una subálgebra resonante 0S−reducida. Consideramos un semigrupo abeliano
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S, con elemento cero 0Sy sea ∣gR∣ un álgebra 0S−reducida de la subálgebra resonante

gR. Sea {TAp} un generador del subespacio Vp y sea λip ∈ Šp = Sp − {0S}. El tensor

invariante para el álgebra 0s− reducida de gR es:

⟨T(Ap1 ,ip1)
.....T(Apn ,ipn)

⟩ = αγKip1 ....ipn
γ ⟨TAp1 .....TApn ⟩ . (A.38)
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Apéndice B

S-expansión dual: Juntura EChS

En el caso Chern-Simons, la 1-forma de gauge es de la forma:

A = AATA = 1

l
eAP̃A +

1

2
ωABJ̃AB, (B.1)

con la 2-forma curvatura:

F = FATA = 1

l
TAP̃A +

1

2
(RAB + 1

l2
eAeB) J̃AB, (B.2)

donde eA es el vierbein, ωAB es la conexión de spin, RAB es la 2-forma curvatura; y

P̃A y J̃AB son los generadores del álgebra.

Definimos los siguientes duales:

ωABC = 1

2
εABCDEω

DE, (B.3)

J̃ABC = 1

2
εABCDEJ̃DE, (B.4)

RABC = 1

2
εABCDERDE. (B.5)

Siguiendo el procedimiento de S-expansión dual 0S-resonante. Para esto consid-

eramos el semigrupo S = {λ0, λ1, λ2, λ3, λ4} y lo separamos de la siguiente forma

S1 = {λ0, λ2} , (B.6)

S2 = {λ1, λ3} , (B.7)
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de tal forma que S1 actué solo sobre P̃A y S2 solo actué sobre J̃AB. Expandiendo:

eA → λ1e
(1)
A + λ3e

(3)
A , (B.8)

ωABC → λ0ω
(0)
ABC + λ2ω

(2)
ABC , (B.9)

RABC → λ0R
(0)
ABC + λ2R

(2)
ABC . (B.10)

Expandimos F por partes

RABC +
1

l2
εABCDEe

DeE → d (λ0ω
(0)
ABC + λ2ω

(2)
ABC) +

εLESRY

12
(ηLB (λ0ω

(0)
CAE+

+λ2ω
(2)
CAE) + ηLC (λ0ω

(0)
ABE + λ2ω

(2)
ABE) +

+ηLA (λ0ω
(0)
BCE + λ2ω

(2)
BCE)) (λ0ω

(0)
SNY + λ2ω

(2)
SNY ) +

+ 1

l2
εABCDE (λ1e

(1)D + λ3e
(3)D) (λ1e

(1)E + λ3e
(3)E)

= λ0 (dω(0)
ABC +

εLESRY

12
(ηLBω(0)

CAE + ηLCω
(0)
ABE+

+ηLAω(0)
BCE)ω

(0)
SRY ) + λ2 (dω(2)

ABC+

+ε
LESRY

12
((ηLBω(2)

CAE + ηLCω
(2)
ABE+

+ηLAω(2)
BCE)ω

(0)
SRY + (ηLBω(0)

CAE + ηLCω
(0)
ABE +

+ηLAω(0)
BCE)ω

(2)
SRY )) +

λ2

l2
εABCDEe

(1)De(1)E. (B.11)

Para la torsión:

TA → d (λ1e
(1)
A + λ3e

(3)) + 1

6
ηABε

BQMSP (λ0ω
(0)
ABC+

+λ2ω
(2)
ABC) (λ1e

(1)
A + λ3e

(3))

= λ1 (de(1)A + 1

6
ηABε

BQSMPω
(0)
SMP e

(1)
Q ) + λ3 (de(3)A

+ 1

6
ηABε

BQSMP (ω(0)
SMP e

(3)
Q + ω(2)

SMP e
(1)
Q )) , (B.12)

comparando tenemos:

e
(1)
A = eA, (B.13)

ω
(0)
ABC = ωABC . (B.14)
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Ademas, definimos:

e
(3)
A = hA, (B.15)

ω
(2)
ABC = KABC . (B.16)

Luego, las cantidades expandidas son:

eA → λ1eA + λ3hA, (B.17)

ωABC → λ0ωABC + λ2KABC , (B.18)

RABC → λ0RABC + λ2DKABC , (B.19)

1

l2
εABCDEe

DeE → λ2

l2
εABCDEe

DeE, (B.20)

TA → λ1TA + λ3 (DhA +KA
QeQ) . (B.21)

El lagrangiano de borde para el caso 5-dimensional CS-AdS, KABC = 0 y T̄A = 0

LΣ = ∫
Σ
εABCDEΘ̄AB {β1R

CD + β1DΘ̄CD + 1

3
β1Θ̄C

LΘ̄LD+

+2β2e
CeD} eE, (B.22)

reemplazando (B.17)-(B.21)

LΣ = 1

2 ∫Σ
εABCDEλ0Θ̄AB {β1 (λ0R

CD)β1λ0DΘ̄CD + λ0

3
β1Θ̄C

LΘ̄LD+

+2β2 (λ1e
C + λ3h

C) (λ1e
D + λ3h

D) (λ1e
E + λ3h

E)}

= 1

2 ∫Σ
εabcdω̄

4a {β1λ1 (Rbc + 1

3
ω̄b4ω̄4c) ēd +

+λ3 (β1 (Rbc + 1

3
ω̄b 4ω̄

4c)hd + ( 1

l2
β1 + 2β2) ebeced)} . (B.23)
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Apéndice C

Condición de Juntura: forma

explicita de la Curvatura

Extŕınseca

A partir de la ecuación (4.16):

εabcd [ω̄4a] elebec = κ

21λ3

T̃d. (C.1)

Es posible encontrar la forma explicita de la curvatura extŕınseca, para ello debemos

considerar que T̃d = − 1
3!εabcsT̃

s
deaebec y que en el caso sin torsión tenemos:

ω̄4a = −Ka
le
l, (C.2)

aplicando en la ecuación (C.1)

−εabcd [Ka
l] elebec = −

κ

126λ3

εabcsT̃
s
de
aebec. (C.3)

Para reescribir la ecuación (C.3) en la forma tensorial usual usamos las siguientes

relaciones:

εa1a2.....ane
b1eb2 .....ebn =

√
∣g∣δb1b2...bna1a2...andx

n,

δ
a1a2...apbp+1...bn
a1a2...apap+1...an = p!δ

bp+1...bn
ap+1...an .
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Usando estas expresiones en (C.3) y omitiendo dxn:

εabcd [Ka
l] elebec = κ

126λ3

εabckT̃
k
de
aebec

[Ka
l] δbclmabcd = κ

126λ3

T̃ k dδ
abcm
abck

[Ka
l] δlbcmabcd = κ

126λ3

T̃ k dδ
abcm
abck

2 [Ka
l] δlmad = κ

21λ3

T̃ k dδ
m
k

[K] δmd − [Km
d] = κ

42λ3

T̃m d, (C.4)

para encontrar el valor de [K] contraemos los ı́ndices restantes.

4 [K] − [K] = κ

42λ3

T̃

[K] = κ

126λ3

T̃ . (C.5)

Luego, la curvatura extŕınseca toma la forma:

[Km
d] = −( κ

42λ3

T̃m d − [K] δmd )

= − κ

42λ3

(T̃m d −
1

3
T̃ δmd ) (C.6)
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Apéndice D

Cascarón delgado método de

distribuciones

Consideremos una hiper-superficie Σ embebida en un espacio V con métrica gµν

que lo divide en 2, V + con métrica g+µν en un sistema coordenado xµ+ y V − con métrica

g−µν en un sistema coordenado xµ−. A continuación se encontraran las condiciones que

deben cumplir la métrica de V + y V − para que no sea discontinua sobre Σ y para

que gµν sea una solución a las ecuaciones de Einstein [38].

Consideremos una vector normal nµ que apunta desde V − a V + y un sistema

coordenado ya en ambas regiones de V , además consideremos un sistema coordenado

xµ en la vecindad de Σ, distinto a xµ±. También consideramos curvas geodésicas que

cruzan de forma ortogonal usando su distancia o tiempo propio l, dependiente de de

que tipo sean las geodésicas, como parámetro a lo largo ellas, talque cruzan a Σ en

l = 0 y l es negativo en V −.

Con las consideraciones anteriores, el vector normal queda definido por:

nα = ε∂αl, (D.1)

donde :
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gµνn
µnν = ε

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−1, si Σ es tipo espacio

1, si Σ es tipo tiempo
. (D.2)

Introducimos la distribución de Heavyside Θ(l), definida como:

θ(l) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, si l > 0

0, si l < 0
, (D.3)

la distribución de Heavyside no esta definida en l = 0. Además Θ cumple con las

siguientes propiedades

θ2 (l) = θ (l) , (D.4)

θ (l) θ (−l) = 0, (D.5)

d

dl
θ (l) = δ (l) , (D.6)

donde δ (l) es la delta de Dirac. Notemos que el producto de dos distribuciones, en

general no es una distribución.

D.1 Primera condición de juntura

Utilizando la distribución de Heavyside podemos reescribir la métrica gµν , en el

sistema coordenado xµ, de la siguiente manera:

gµν = θ (l) g+µν + θ (−l) g−µν . (D.7)

Para asegurar que gµν es una solución valida de las ecuaciones de Einstein debemos

asegurar que el tensor de curvatura de Riemann este bien definido. Derivando (D.7):

gµν,ρ = θ (l) g+µν,ρ + θ (−l) g−µν,ρ +
∂θ (l)
∂xρ

(g+µν − g−µν)

= θ (l) g+µν,ρ + θ (−l) g−µν,ρ + εδ (l) [gµν]nρ, (D.8)

donde: [gµν] = g+µν − g−µν denota el salto de la métrica a través de Σ. Notemos

que (D.8) contiene un termino singular, y debido a que los śımbolos de Christoffel se
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definen como en la ecuación (3.8), tenemos que ellos tendrán términos proporcionales

a Θ(l)δ(l) los cuales no están bien definidos, por lo cual imponemos:

[gµν] = 0, (D.9)

es decir, exigimos que la métrica sea continua al pasar por la hiper-superficie, sin

embargo, esta expresión solo es valida en el sistema coordenado xµ.

Proyectando (D.9) sobre Σ, tenemos:

[qµν] = 0, (D.10)

donde qµν es la métrica inducida sobre Σ. Esta ultima expresión nos dice que la

métrica debe ser igual en ambos lados de Σ. La ecuación (D.10) es la primera

condición de juntura.

D.2 Segunda condición de Juntura

Debido a la primera condición de juntura , los śımbolos de Christoffel están bien

definidos, de la siguiente forma:

Γρ µν = θ(l)Γ+ρ
µν + θ(−l)Γ−ρ

µν . (D.11)

Derivando esta expresión:

Γρ µν,δ = θ(l)Γ+ρ
µν,δ + θ(−l)Γ−ρ

µν,δ + εδ(l) [Γρ µν]nδ, (D.12)

vemos que el último termino es singular, aun aśı el tensor de Riemann no presenta

productos de distribuciones. El tensor de Riemann toma la forma:

Rρ
µνδ = θ(l)R+ρ

µνδ + θ(−l)R−ρ
µνδ + δ(l)Aρ µνδ, (D.13)

donde Aρ µνδ = [Γρ µδ]nν − [Γρ µν]nδ El cual esta bien definido, salvo por la singu-

laridad en l = 0 a la cual se le puede dar una interpretación f́ısica. Debido a que
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la métrica es continua a lo largo de la hiper-superficie implica que, si existe, una

singularidad esta debe estar dirigida en la dirección normal a Σ, es decir:

[gµν,δ] = kµνnδ, (D.14)

donde kµν es un tensor de rango 2. Por lo tanto el tensor Aρµνδ toma la forma:

Aρµνδ =
ε

2
(kρ δnµnν − kρ νnµnδ − kµδnρnδ + kµνnρnδ) . (D.15)

Reemplazando el tensor de Riemann en las ecuaciones de Einstein, considerando

la forma del tensor Aρµνδ, encontramos que el tensor enerǵıa-momentum toma la

siguiente forma:

T̄µν = θ(l)T̄ +
µν + θ(−l)T̄ −

µν + δ(l)Tµν , (D.16)

donde T ±
µν es el tensor enerǵıa-momentum en cada región de V y :

Tµν = kαµnαnν + kανnαnµ − knµnν − εkµν − kαβnαnβgµν + εkgµν , (D.17)

es un tensor que describe una delgada distribución de materia sobre la hipersuperficie,

por lo cual es ortogonal a nµ.Por otro lado:

[Kµν] = [nµ;ν] = −nα [Γαµν] . (D.18)

Contrayendo las dos últimas expresiones con ∂xα

∂ya y combinándolas obtenemos:

Tab = −
ε

8π
([Kab] − [K]hab) , (D.19)

la cual corresponde a la segunda condición. Estrictamente debemos imponer la

condición [Kab] = 0 para que se cumpla la juntura, sin embargo, el hecho de que esto

no ocurra es debido a la presencia de materia en la hiper-superficie. En la Ref. [39]

se muestra que este formalismo es equivalente al formalismo de Darmois-Israel,
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Apéndice E

Teorema de Chern-Weil y formas

de Transgresión

Antes de enunciar el Teorema de Weil es necesario definir otros conceptos.

• Definición 1 : Sea f (x1, .., xn) un polinomio se dice que f es simétrico si

f (x1, .., xn) = f (xπ(1), .., xπ(m)) , (E.1)

donde π (i) corresponde a una permutación

• Definición 2: Sea G un grupo y sea G su álgebra de Lie. Sea Ai una 1−forma

valuada en G. Sea P una función simetrica, esta es llamada invariante en G o

G-invariante si ∀g ∈ G y ∀Ai ∈ G:

P (g−1A1g, ..., g
−1Arg) = P (A1, ...,Ar) . (E.2)

Si A1 = A2 = ... = Ar = A entonces P (A) = P (A, ..A) es llamada polinomio

invariante de grado r.

• Definición 3: Sea H una p−forma, se dice que H es una forma cerrada si dH = 0.

• Sea M una p−forma y L una p − 1-forma. Se dice que M es exacta si M = dL
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Teorema de Chern-Weil: Sea PR un polinomio Invariante de grado r. Sean A y

A′ dos 1−forma y sea F y F ′ sus correspondientes 2−forma curvatura. Entonces el

polinomio P = P (F ) satisface:

• P(F) es una forma cerrada

• La diferencia P (F ′) − P (F ) es una forma exacta, es decir:

P (F ′) − P (F ) = d{r∫
1

0
dtPr (Θ, Ft, ..., Ft)} , (E.3)

donde la forma exacta r ∫
1

0 dtPr (Θ, Ft, ..., Ft) es llamada forma de transgresión, Θ =
A−A′, Ft = Ft+A2

t es una 2−forma curvatura que corresponde a la 1−forma At = A+tΘ
conocida como 1−forma interpolante1.

1Para t = 0, At = A, mientras para t = 1, At = A
′
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