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Resumen

La tesis aqui presentada busca estudiar la teoria Einstein-Chern-Simons en el con-
texto del mundo-brana. La accién de esta teoria es obtenida, en cinco dimensiones, a
partir de una simetria de gauge que involucra el algebra de Lie B, conocida también
como algebra de Maxwell y utilizando formas Chern-Simons de la cual es posible re-
cuperar la relatividad general de Einstein, esto a diferencia de la teorfa Chern-Simons
AdS . El dlgebra mencionada anteriormente es obtenida por medio del procedimiento
de S-expansion usando como base el semigrupo SS) y el algebra AdSs.

Se revisan temas como la relatividad general Einstein y su generalizacién natu-
ral a dimension arbitraria conocida como accién de Lanczos-Lovelock. Se presenta
también una accién Chern-Simons como caso particular de la acciéon de Lanczos-
Lovelock y su relacion con las teorias de gauge. Se muestran otras teorias de di-
mension mayor a cuatro como la teoria de Kaluza-Klein y los modelos de Randall-
Sundrum con el propésito de introducir el estudio al mundo-brana y se revisa la
obtencion de la ecuaciones para una brana en relatividad general.

Como resultado se presenta el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento de una
brana en la teoria Einstein-Chern-Simons, obtenidas de forma similar al caso de la
teoria de Einstein, lo que condujo a la publicacién en la revista. Ademas se discute
el caso de la brana en relatividad general como limite de baja energia de la brana

Einstein-Chern-Simons.






Capitulo 1

Introduccion

En 1916 [1], Einstein publica la Teorfa General de la Relatividad [R.G.] , gener-
alizando su Teorfa de la Relatividad Especial, planteada en 1905 [2]. En esta ultima,
el espacio plano es reemplazado por uno curvo, donde el tensor métrico corresponde
a la representacién matematica del campo gravitacional. Esta teoria es considerada
exitosa debido al gran espectro de fenémenos que es capaz de explicar. Unos de
los primeros grandes logros de esta teoria fue predecir correctamente el avance del
perihelio de mercurio, corrigiendo asi la prediccién de la teoria de Newton, cuya
diferencia era exactamente la mitad del valor real [3]. Asi, también la teoria de
Einstein predice, sin la adicion de la constante cosmoldgica, que el universo esta en
expansion, lo cual fue probado empiricamente en 1929 por Edwin Hubble [4]. Otras
predicciones son las ondas gravitacionales, las cuales no fueron observadas hasta el
2015 [5]; los lentes gravitacionales y agujeros negros [3]. A pesar del éxito de la R.G.
esta se resiste a la cuantizacion, debido a lo cual no es posible generar una teoria
unificada para las cuatro fuerzas fundamentales, lo que motiva a buscar extensiones
a la teoria de Einstein.

En la década de 1950, Chen Yang y Robert Mills desarrollaron la teoria de campo
conocida como la Teorfa de Yang-Mills [YM], que corresponde a una teoria de gauge

que describe los campos fisicos, utilizando dlgebras de Lie no conmutativas. Dicho



tipo de teorias logra cuantizar la fuerza electromagnética, asi como también explicar
las Fuerzas Nucleares Fuerte y Débil, siendo ademas la base para construir la teoria
unificada para las tres fuerzas nombradas. La diferencia principal entre la R.G. y
las teorias de gauge corresponde al espacio sobre el cual son construidas. En una
teoria de gauge la geometria del espacio no estd determinada dindmicamente, como
es el caso de la Relatividad Especial. Por su parte, la R.G. tiene una estructura
métrica dinamica, por lo que una teoria de gauge para la gravedad debe ser creada
de tal forma que el espacio no sea fijo. Una accién para una teoria de gauge para la
gravedad fue propuesta por Chamseddine [6], conocida como accién “Chern-Simons”,
construida a partir de una conexién de gauge independiente de la métrica y que
ademds corresponde a un caso particular de la accién de Lanczos-Lovelock [LL]
(7,8, 9].

La accién de Lovelock fue propuesta en 1971 y corresponde a la generalizacion de
la teoria de Einstein a dimensién arbitraria, la cual generaliza el tensor de Einstein,
mediante el cumplimiento del el Principio de Covarianza General, y las ecuaciones de
movimiento obtenidas a partir de dichas acciones tienen derivadas de segundo orden.
En dimension impar es posible escoger una particular forma de los coeficientes de
la accién LL, tal que, la accién corresponda a una forma Chern-Simons invariante
bajo simetria AdS [10]. El problema con esta teoria de gauge para la gravedad, es
que no se recupera, en algin limite, la R.G. de Einstein. Con el fin de asegurar
el cumplimiento del Principio de Correspondencia, esta accién para la gravedad es
construida a partir de una simetria con &algebra distinta. En la presente tesis, se
utilizard la accién de “Einstein-Chern-Simons” [11, 12], invariante bajo la simetria
de gauge del algebra de Lie B obtenida a través del proceso de “S-expansién” [13] del
algebra de Lie so(4,2). Para mayor profundidad se surgiere revisar [14, 15, 16, 17].

En el contexto de las teorias unificadas, entre los primeros intentos por generar
teorfas de este tipo se encuentra a Kaluza en 1919, asi como Klein [18, 19] en 1926,

quienes consiguieron construir una Teoria pentadimensional, la cual logra unificar la



fuerza electromagnética y la gravedad, las dos fuerzas fundamentales conocidas hasta
ese punto de la historia. Dicho modelo fue posteriormente descartado, al contrastarse
con evidencia empirica. Sin embargo, la nocién de considerar un nimero mayor de
dimensiones, con el propodsito de lograr generar una teoria unificada, se mantuvo en
investigaciones posteriores.

Por otra parte, en la teorfa de cuerdas [20] surge un objeto denominado brana, que
corresponde a una generalizacion de una particula puntual, a una hiper-superficie,
guardando similitud con como se generaliza una particula puntual a un objeto unidi-
mensional en la teoria de Cuerdas. En un espacio pueden existir una o més branas,
las cuales tienen un niimero de dimensiones menor que el espacio completo o bulk.
De ello, que sea ttil servirse de las branas para tratar con modelos de dimension-
alidad mayor. Dos de los modelos de brana més conocidos, fueron planteados por
Lisa Randall y Raman Sundrum en 1999 [21]. Ambos modelos se plantean sobre
un espacio de 5 dimensiones. Si bien el primer modelo resuelve el problema de las
jerarquias![3, 20], el modelo resulta inestable. De ello que se planteara el segundo
modelo utilizando solo una brana, el cual si resulta estable, pero sin llegar a solu-
cionar el problema. A pesar de lo anterior, las branas resultan utiles para tratar con
teorias de dimensién cinco o mayor, considerando que somos capaces de detectar las
cuatro usuales.

Inspirados en las ideas de Randall-Sundrum; T.Shiromizu, K.Maeda y M.Sasaki
[22] idearon un mecanismo para obtener las ecuaciones efectivas de la gravedad para
una hiper-superficie cuadridimensional, en un espacio de cinco dimensiones, uti-
lizando para ello las condiciones suficientes y necesarias para asegurar la existen-
cia de una hiper-superficie, conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi. El

proposito de la presente investigacion corresponde a demostrar la posibilidad, medi-

'El problema de las jerarquias consiste en la gran diferencia que existe entre los valores de dos
escalas de energfa, especificamente, ;jPor qué la fuerza nuclear débil es 10?4 mas grande que la

gravitacional?.



ante el mecanismo expuesto en el parrafo anterior, de obtener las ecuaciones efectivas
de movimiento para una brana cuadridimensional, en un bulk de cinco dimensiones,
en el contexto de la gravedad Einstein-Chern-Simons, recuperando las ecuaciones de

Einstein usuales en el limite de baja energia.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introduciran conceptos matematicos acerca de geometria difer-
encial necesarios para entender lo expuesto en los capitulos posteriores. Este capitulo

se basa en las referencias [3, 23, 24, 25].

2.1 Embebimiento

En el contexto de las teorias n-dimensionales, dos preguntas adquieren relevan-
cia de ser planteadas; ;Como definimos la métrica inducida, ¢, sobre una hiper-
superficie en un espacio de metrica ¢,,? ;como definir un campo vectorial de manera
que sea integrable en la hiper-superficie?.

Para responder estas interrogantes definimos un embebimiento como un mapeo

entre dos variedades de diferente dimension, es decir:
X M® o m™), (2.1)
con N >n y donde X cumple con:
e Es un mapeo inyectivo.

e Su derivada es un mapeo inyectivo



Este mapeo puede ser descrito de forma paramétrica, para ello definimos el sistema

coordenado z# en M) y (@ en m("). Luego, el embebimiento queda descrito por
at = X" (¢, (22)

donde uy=N,N-1,N-2,.....0ya=n,n-1,n-2,....,0.
El embebimiento toma un punto p en M) el cual es mapeado a uno P = X(p) en
m(n),

Una hiper-superficie queda descrita por las restricciones impuestas sobre las co-

ordenadas, es decir:

O(2%) = 0. (2.3)

De forma equivalente en forma paramétrica:
%= X*(&), (2.4)

donde los indices latinos corren solo sobre las coordenadas intrinsecas a la hiper-
superficie.

Definimos un vector ®,, = 9,® = V®, el cual es normal a la hiper-superficie, ya
que ¢ cambia su valor sélo en la direccion ortogonal a m. Un vector unitario normal

n. puede ser introducido si la hiper-superficie es no nula, de la siguiente manera:

1 sim es tipo espacio
nng =€ = , (2.5)
-1 si m es tipo tiempo

ademas, exigimos que n® apunte en la direccién de incremento de ®, ya que:

N = T7P/q,
Donde:
+|e] +1 £
7= 172 ~ 172 - 1/2
IS TP R 1 T T R VAL I



2.2 Pullback y Pushforward

Sea T, MY el espacio tangente de M en el punto p y sea A un vector en este
espacio. Definimos el “Push-Forward” de A como:

OXH
_ 09X+ 0

X, A= _
oCt Ozt

(2.6)

donde X*A e T,ym".

Sea Tym™ el espacio cotangente de m en p y sea o una 1-forma en ¢él. Definimos
él “Pull-back” de o como:

X*a:auaa—)gbdgi, (2.7)

donde X*a e Tp MY

Es importar notar que estos mapeos no son invertibles.

2.3 Meétrica Inducida

Consideremos el espacio-tiempo dado por una variedad m-dimensional M dotado
de una métrica g, y de un sistema coordenado z* donde A =0,1,2,3,.....m-1; de

manera que un elemento de linea es dado por:
ds® = g (%) datda”. (2.8)

Los puntos de M cuyas coordenadas x* son expresables como funcién de n vari-
ables independientes (¢, con n < m, constituyen un subespacio V' embebido en M.
Dicho subespacio puede ser representado paramétricamente por (2.2).

La métrica intrinseca, g, a es obtenida restringiendo el elemento de linea a
desplazamientos confinados al subespacio. De las ecuaciones paramétricas podemos

ver que los vectores
- OXH
a aca

(2.9)



son vectores tangentes a las curvas contenidas en V. Definimos m —n campos vec-

toriales normales, n#, al subespacio, tal que:

0, (2.10)

o
Xi'n,,

Guwntn” = g, (2.11)

por lo que el conjunto (X}, n”) forma una base para M.
Puesto que la longitud de arco, ds, que conectan dos puntos es el misma tanto

en V como en M, luego:

OX+oXV
qCLb = g“y aCa aCb 9 (212)

Debido a lo anterior se establece una relaciéon entre las componentes de un vector

A® entre ambos sistemas coordenados:

Ab - ‘Z{: A, (2.13)

En el caso especial donde n = m — 1, el subespacio V' es llamado hiper-superficie y
se define solo un campo vectorial normal,denotado por n#. En este caso se puede

mostrar que

Gab = Gab — ENGMNy, (214)
con
1, si la hipersuperficie es tipo tiempo
€= : (2.15)
-1, si la hipersuperficie es tipo espacio
o también

gt =0 —enfn,. (2.16)

La ecuacién (2.16) actiia como operador de proyeccién, al aplicarlo sobre un vector

se obtendran las componentes en la base de la hiper-superficie.



2.4 Derivada covariante inducida

La derivada covariante de un vector sobre V', en la direccién de otro vector
también en V', no sera en general un vector tangente a la hiper-superficie. La forma
natural de definir una derivada covariante en V' deberia ser basada en la exigencia
que dicha derivada sea también un vector en el espacio tangente, TpV'. Considerando

la base e, = (,% (coordenadas adaptadas).

- 0Ab
k . A =
v “oxe

+ ("5 e +7 Dhyeq) A, (2.17)

a

donde el super-indice k indica que el tensor o derivada esta siendo considerado en
un espacio de dimensién k.

El ultimo termino del segundo miembro de (2.17) en general no es nulo. Podemos
eliminar este término proyectando el vector sobre la hiper-superficie, de manera de
tener un vector en TpV | es decir, obtenemos una derivada covariante intrinseca a la
hiper-superficie. En adelante, denotaremos al operador derivada covariante asociado
a la hiper-superficie como D =F"1 V. derivadas parcial como /, covariante parcial
como ; y covariante total como //.

Considerando lo anterior es posible mostrar que la derivada covariante inducida

sobre la hiper-superficie viene dada por:
DAY= A® ), +F1T 6, AP, (2.18)

Notemos que la forma que toman las expresiones de la derivada tanto en sus
componentes covariantes como contravariantes es la misma que las derivadas en el
espacio-tiempo. Este hecho se debe a que la derivada covariante en la hiper-superficie
estd dada por la conexion afin en la variedad V', definida a partir de la métrica en

la forma usual:

1

k_lrabc = § (fYab/c + Yac/b — ’ch/a) . (219>

10



Con el objeto de facilitar los calculos, notemos que la derivada covariante puede

expresarse en términos de componentes de la siguiente manera:

AYo= XpXUAY,. (2.20)

En el caso de que el sistema coordenado no sea adaptado la derivada covariante

inducida se expresa como:

A= dhar A (2.21)

2.5 Curvatura Extrinseca

Se define el tensor curvatura extrinseca a la hiper-superficie como:
Kab = nggvz/n,ua (222)

es decir, la curvatura extrinseca es la proyecion sobre la hiper-superficie de la derivada
covariante del vector normal en una direccion tangente a la hiper-superficie.

También es 1util notar que en un sistema coordenado:
K =ml,, (2.23)

donde Iy, son los simbolos de Christoffel.
Para que K, este bien definida el vector normal a la hipersuperficie debe cumplir

con:
Vi = 0. (2.24)

Debido a esto, la nociéon de curvatura extrinseca no tiene sentido para una var-
iedad, solo lo tiene cuando la variedad esta embebida en una de mayor dimension.

Una posible interpretacion geométrica de la curvatura extrinseca es que ella nos
da una medida de qué tanto se curva la hiper-superficie respecto del espacio envol-
vente,es decir , nos dice cuanto se alejan de ser paralelos los vectores normales de

dos puntos cercanos en el espacio completo.

11



La curvatura extrinseca corresponde a la generalizacion, a dimension arbitraria,

de los coeficientes de la segunda forma fundamental [26].

2.6 Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Consideremos un espacio euclideo 3—dimensional y una superficie bidimensional,

V', cuya métrica y coeficientes de la segunda forma fundamental son ¢, y b;;, re-

(Rl
spectivamente. Se asegura la existencia de esta superficie, si y solo si, se cumplen

las siguientes condiciones:

Rl = Ol i =0Ty + T 3Ty =T 5T g, (2.25)

)

Djbir — Okby; = T'yjby — Ty, (2.26)

conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi en un espacio plano tridimensional.
Una consecuencia importante de estas condiciones es el Teorema Egregium de
Gauss [26, 27].
Estas ecuaciones pueden ser generalizadas a una hiper-superficie en un espacio de

dimension arbitraria. Consideremos un espacio de Riemann n—dimensional y sean:

Yy = K, (2.27)

”7/1; = —Kjl.y;‘j.
las ecuaciones de Gauss-Weingarten en dimensién n.

De forma similar al caso tridimensional podemos hacernos la siguiente pregunta
(Existe una superficie tal que su métrica y su curvatura extrinseca sean g;; y K;;?
o en otras palabras ;Tienen solucién las ecuaciones de Gauss-Weingarten general-
izadas?. La respuesta es positiva si se cumplen las ecuaciones de Gauss-Codazzi
Generalizadas que obtendremos a continuacion.

Consideremos las ecuaciones (2.27) diferenciales de segundo orden. Sea y* las

12



coordenadas de una hiper-superficie, de al menos clase C3, es decir, sus derivadas

conmutan:

1 p

Yk ™ Ysishsj (2.28)
y sean V; las componentes de un vector covariante en el espacio envolvente, con

coordenadas x¥

Vi =Vijj = Féle. (2.29)

La derivada covariante de V;.; con respecto de z* es

Vigr = Vi =T

2J

V—F%Vl/k Ui Vi + Ui r Vi Vigm +

1]/k

+I I, Vi, (2.30)
intercambiando los indices obtenemos V..

Vig = Vipsgs = iy Vi TaVigg =T Vg + T T Vi = T Vi +

+I L, Vi, (2.31)
restando (2.30) y (2.31) se encuentra:

Vijsk = Vigkg = (Fék/j N 1—‘éj/k + F%Fl - T3, ) Vi.

17— mk

Vigjsk = Vigksj = Rijk%' (2.32)

),

La derivada covariante total del vector tangente a la hipersuperficie, yZ , dada

por
—nu "
y7i;j = Kijnu - Flmyjiy/ja (233)

donde las cantidades con una barra sobre ellas indican que estdn evaluadas en el
espacio completo mientras las cantidades sin ella solo se refieren a la hiper-superficie.

Tomando la derivada covariante respecto de z*

TH m M m
y;/:‘;j;k = Kijun” +Kw” Flm kyly] Flmyzl';kyj _Flmyéyj;kv (2.34)

13



intercambiando j y k, y tomando la diferencia, obtenemos:

m ™ HA
Yiie = Vi = (Kijk = Kirg) n* = (Kij Kia = K K50) 6"yl = Tipoy 017+

S S

TH iLom | T e t m T T t m
i v + Ui U viy0 — Ui Uiy 90 -

Ademas, notemos que:

( );k :y;lk( )a-

)

Luego :
Yl g™ [Rusg = (K Kj1 = KijKia)] = 0 (K, = Kigg) = Rinodiy v = 0.
Proyectando sobre guﬁy;ﬁnz
Ryije = (K Kjn = Kij Kpn) — Eﬁlmsyﬁnylzy?ysk =0,
tambien sobre la direccién normal, n,:
Kijk — Ky + Eﬂlmsnﬁyfiygly;sk =0,

pero, ¥, = ¢.. Entonces:

R = Ropuwq®id® ;¢ vq) + KinKji — KK,

Raﬁuun“qﬁiQ“y‘qyk = Kigj — Kijig,

conocidas como las ecuaciones de Gauss-Codazzi generalizadas.

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
(2.41)

Notemos que las ecuaciones generalizadas muestran una relacion entre la ge-

ometria intrinseca a la hiper-superficie y el espacio envolvente a través de la ge-

ometria extrinseca de la primera. Ambas ecuaciones nos permiten una forma de

estudiar el universo en el contexto del mundo brana, lo que se explicara en capitulos

posteriores.
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Capitulo 3

Gravitacion

3.1 Teoria de la Relatividad General de Einstein

La teorfa general de la relatividad [R.G| de Einstein es la generalizacién de la
Teoria Especial de la Relatividad. Para el desarrollo de esta, Einstein se baso en
una idea conocida como “principio de equivalencia” que puede ser resumida de la
siguiente manera: “Es imposible distinguir el campo gravitacional de un sistema de
referencia no inercial”.

Debido a esta teoria fue posible estudiar el universo considerando mas dimen-
siones, en este punto de la historia se propone un origen del universo, conocido como
la teoria del big bang. Debemos recalcar que no fue sino hasta 1920 cuando los
astrofisicos descubrieron que nuestra galaxia no era la tinica en el universo.

Uno de los primeros grandes logros de la R.G fue la predicién exacta de la pre-
cesion de mercurio, pues con la teoria de Newton, que involucra incluso la interaccién
gravitacional con el resto de los planetas, solo se obtiene la mitad del valor observado.
Algunos crefan que esta diferencia era ocasionada por un planeta cercano a mercurio
(vulcano) el cual fue probada su inexistencia. La Teoria de Einstein predice también
la existencia de objetos y fendémenos astronémicos como los agujeros negros, lentes

gravitacionales, entre otros (Ver Ref.[3]).
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En la Relatividad General [1, 3, 23, 28] a diferencia de la Relatividad Especial,
el espacio no es plano, en general, y el tensor métrico de Minkowski, 7,,, es reem-
plazado por el tensor métrico g,,,. Este ultimo es la representaciéon matematica del
campo gravitacional en un espacio-tiempo de 4 dimensiones, curvo y con un sistema
coordenado x.

Para obtener las ecuaciones de movimientos utilizamos un principio de accién

como se explica a continuacion.

3.1.1 Accién para la Relatividad General

Consideramos un lagrangiano £ = L5 + Ly, donde L5 corresponde la parte pu-
ramente geométrica (gravitacional) y L), corresponde a la materia.

Las ecuaciones de movimiento de esta teoria, conocidas como ecuaciones de Ein-
stein, deben ser ecuaciones de campo de segundo orden, lo cual implica que el la-
grangiano L solo puede ser construido a partir del tensor métrico g, y sus primeras
derivadas, lo cual no es posible. Sin embargo, David Hilbert soluciono este problema
al proponer que este lagrangiano sea construido también con las segunda derivadas
del tensor métrico siempre que Lg sea lineal en ellas. Debido a que el unico in-
variante de curvatura que cumple con estos requerimientos en un espacio de cuatro

dimensiones es el escalar de Ricci, R, L5 toma la forma .

Lo =/gR, (3.1)

se agrega /—¢g en el lagrangiano para asegurar que las ecuaciones de campo sean
covariantes.

A partir de lo anterior se encuentra la acciéon para la R.G.

S=ifd:v4\/—_g(R+EM), (3.2)

donde 2k es una constante que permite comodidad en los calculos posteriores.
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Variando la accion y considerando el principio de minima de accién, obtenemos
las ecuaciones de Einstein.
1

RMV - §guuR = /{T,U,IM (33)

donde 7}, = —\/L_—g% es el tensor energia-momentum.

El miembro izquierdo de las ecuaciones (3.3) pueden ser reescritas como G, =
R, - %gWR, donde G/, es conocido como tensor de Einstein. Cabe recalcar que
tanto G, como T}, son simétricos.

Tomando la divergencia de las ecuaciones de Einstein y considerando la identidad
de Bianchi, obtenemos:

V#T,, = 0. (3.4)

La primera solucién exacta encontrada para el conjunto de ecuaciones (3.3) fue
dada por Karl Schwarzschild en 1916, conocida como la solucién de Schwarzschild
que entre otras cosas describe un tipo de agujero negro [29].

En 1917 Einstein descubrié que las ecuaciones (3.3) predecian un universo en
expansion, idea que no era aceptada por el propio Einstein, ni por la comunidad
cientifica, pues hasta ese punto de la historia se creia que el universo era estatico.
Debido a esto Einstein agrego el termino £, = -2,/=¢gA a la accién modificando las

ecuaciones de movimiento de la forma:

1
R, - §gw,R + NG = KT, (3.5)

A es llamada constante cosmoldgica. Esta constante modifica el universo que
predice la teorfa a uno estatico (sin expasién). Esta idea fue desechada en 1930,
por Edwin Hubble, pues las observaciones astronémicas mostraban un universo en
expansion. Einstein catalogd la adicién de la constante cosmoldgica como el peor
error de su carrera, sin embargo, la constante cosmolégica fue retomada después al
estudiar la teoria inflacionaria y en el contexto de la Teoria cuantica de Campos.

Es importante mencionar que la teoria debe cumplir con el principio de corre-

spondencia, es decir, que en algin limite se debe recuperar la teoria de Newton.
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Debido a esto es posible establecer la relacién entre la constante x y la constante de

gravitacion universal, G:

_ 381G

K =

, (3.6)

A

donde ¢ corresponde a la velocidad de la luz.

Por ultimo, notar que si no existen fuerzas externas actuando sobre un objeto

(Lps =0) el cuerpo se movera describiendo una geodésica,! dada por:
d?zH dx® dzP

' \g————=0,
d7‘2+ dar dr

donde 7 es el tiempo propio? y I'*,5 son conexiones, que bajo las condiciones de

(3.7)

esta teoria, torsién nula y compatibilidad métrica?, son conocidos como simbolos de

Christoffel de segunda especie, descritos por:

1

I g = 59” (0agrs + 039ra — OrGag) - (3.8)

3.1.2 Formalismo de Cartan

Para estudiar teorias de gravedad de dimensiones mayores o iguales a cuatro
optaremos por el lenguaje de formas diferenciales. Particularmente un sistema coor-
denado ortonormal, conocido como vielbein [3, 24].

Sea M una variedad diferenciable y en cada punto P se define un espacio tangente
Tp(M) compuesto por todos los vectores tangentes a la variedad en P. Dado un

sistema coordenado z# sobre M es posible definir una base coordenada para Tp(M):

Ou=0,(P), (3.9)

1Una geodésica es la trayectoria que describe un cuerpo en caida libre y generaliza la nocién de

linea recta en un espacio curvo.
2Tiempo medido por el cuerpo que describe la trayectoria.
3y uYap = 0.
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esta base coordenada no es ortonormal en general, pues:
Ou 0y = G- (3.10)
Para obtener la base ortonormal es necesario aplicar un cambio de base:
eq = €' 0. (3.11)
En este sistema ortonormal la métrica del espacio, en cada punto es:
€q * € = Nab, (3.12)

donde 1y es la métrica de Minkowski.

Este cambio de base también posee inversa:
N a
0, = €% e,

Luego, se establece la siguiente relacion entre la métrica en ambos sistemas co-

ordenados:
Guv = e’ ueb vTab, (313)
Las componentes e%;, no son tnicas pues existe una matriz A;'. talque
ey =N ey, (3.14)
asi también la métrica de Minkowski tampoco es tnica, pues:
Ned = Al cAj d"ij, (315>

donde las matrices e, son conocidas como vielbein? y contienen toda la informacién
métrica del espacio cuando tratamos la teoria en un sistema coordenado ortonormal.
Notamos que la métrica es invariante bajo las rotaciones dadas por las matrices

A? las cuales conforman el grupo de Lorentz. Por otra parte, la derivada exterior

“Del alemén ‘viel’ significa ‘mucho’ y ‘bein’ significa ‘piernas’. Para un niimero especifico de
dimensiones se reemplaza ‘viel’ por el nimero de dimensiones, por ejemplo, en cuatro dimensiones

es ‘vierbein’ lo que quiere decir ‘tétrada’ en espanol.
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de® no se comporta como un tensor bajo el grupo de Lorentz por lo que es nece-
sario redefinir la derivada exterior con el propdsito que sea covariante. Definimos la

derivada covariante exterior.

De* A De’, (3.16)

De” de® + w e, (3.17)

donde w?y, = witel es la 1-forma conexién de spin que bajo la accién del grupo de

Lorentz transforma como:
w“b = AaiAj bwij —Ai bdAai. (318)
El lema de Poincaré establece:
dde® =0, (3.19)

sin embargo esto no es asi para la derivada exterior covariante por lo que es posible
definir la derivada exterior covariante mas de una vez sobre una forma diferencial,

por lo que es posible definir las siguientes cantidades:

T® = De", (3.20)

R%, dw®p + w Wy, (3.21)

conocidas como la primera y segunda ecuacion de estructura de Cartan. T¢ es la
2—forma torsion y R4, es la 2-forma curvatura. Ambas se relacionan al tensor

torsion y al tensor curvatura de Riemann a través de

T - %T“ daida, (3.22)
R, = %R“ peadztda?, (3.23)
donde:
T = 0% —0re®; +w ped . — w? ey, (3.24)
Rpq = 0w pq— Ogw® pe + W 1o’ pa — w* 1aw’ oe, (3.25)
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en un lenguaje no ortonormal ambos tensores estan dados por:

T be = r< be — re eb T ce bes (326)

R* bed = acFa db — adra ch T re chl db — re dlrl cb — (O cha bs» (327)

donde I j; son conexiones, C%.e, = [ep,€.] v €, corresponde a un elemento de una

base. Donde se pueden obtener los primeros utilizando:
F;k = €il (8jel kT wi ljel k) s (328)
cantidades que también cumplen la primera y segunda identidad de Bianchi.

DT R e, (3.29)

DR%, = 0. (3.30)

La torsion y curvatura expuestas aqui no estan sujetas a alguna condicién particular
de la geometria del espacio, por lo que las conexiones I' ;; no corresponden a los
simbolos de Christoffel, en general. En el caso de que utilicemos una base coordenada,
es decir, C% =0 e impongamos la condicién de compatibilidad métrica la ecuacién
(3.26) sera nula y la ecuacion (3.27) serd el usual tensor de Riemann sin torsién que
aparece en la Teoria de Einstein.

En este lenguaje y en el caso con torsién nula, la primera ecuaciéon de estructura

se puede separar de la siguiente forma

de® +w® e’ 0, (3.31)

whpe? = 0, (3.32)

ecuaciones que corresponden a las ecuaciones de Gauss-Weingarten en formas difer-

enciales. Es posible mostrar que:

w4b = —Kblel. (333)
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Asi podemos reescribir las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

R™ = R+ K™ KY,ce™, (3.34)

R"™ = -DK%,, (3.35)

las cuales corresponden a las ecuaciones (2.40) y (2.41), respectivamente. Los indices
x,y,l,m estdn restringidos a las direcciones de la hiper-superficie y el indice ‘4’

corresponde a la direcciéon normal a ella.

3.1.3 Invariancia bajo el grupo de Poincaré de la R.G.

Estudiar la invariancia de la Relatividad General es més sencillo usando formas
diferenciales. En el formalismo de Cartan la acciéon de Einstein-Hilbert toma la

forma:
Sg=f€abcdRab€c€d. (336)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen al variar la accién respecto del vielbein

y de la conexion de spin:

avcaReS = 0, (3.37)

5abchced

Il
=

(3.38)

la primera de estas ecuaciones corresponde a las ecuaciones de Einstein y la segunda
a la condicién de torsién nula.

El grupo de Poincaré tiene por generadores a
TA = (PCU Jab) )

donde P, corresponde a los generadores de traslaciones y J,;, a los generadores de

rotaciones de Lorentz. Estos generadores cumplen con las siguientes relaciones de
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conmutacion:

[Jabajcd] = nchad_ncand+77deca_77daJcba (339)
[Jaba Pc] = nbcPc - 77(1ch> (340)
[Paa Pb] = 0. (341)

La teoria tiene dos campos de gauge, e* y w® de forma que podemos escribir la

1-forma conexién de la siguiente manera:

1 1
A= 76“]3& + 5uﬂ”Jab, (3.42)

se ha introducido el pardmetro [, que tiene dimensiones de longitud, con el propdésito

que la 1-forma conexién sea adimensional. Para la 2—forma curvatura asociada a A:

1 1
F= ZT“ + §R“bJab. (3.43)

Para encontrar como transforma la conexion bajo la accién de este grupo estable-

cemos que el grupo sea exponenciado de la forma:
U=e?N'Ta, (3.44)
Definimos la derivada covariante asociada a la 1-forma conexién:
D=d+[A,]. (3.45)

Considerando que A transforma como A’ = UAU-'+ UdU~! y la forma en que el

grupo fue exponenciado, encontramos:
A = A+d\+[AN], (3.46)
donde vemos que A transforma como:
0A =DM, (3.47)
por otro lado, el parametro de transformacién A puede ser escrito como:
1 1,
A= 7paPa + Elﬁa Jaba (348)
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introduciendo en (3.47):
1 1
0A = 7 (Dpa + eclica) + §D/€a Jaln
es decir:

0e* = Dp*+ ek,

Sw™ = Dr®,

donde podemos distinguir dos tipos de transformaciones.

cales de Lorentz:

(3.49)

(3.50)
(3.51)

Las transformaciones lo-

det = e.k™, (3.52)
dw?® = Dr®, (3.53)
y las traslaciones locales de Poincaré:
oe* = Dp?, (3.54)
owy, = 0. (3.55)
Al variar la accién para la relatividad general:
0Sq = f d (gabcchw“beced) + Eabed (2(5w“ched + 2R“becée"’) , (3.56)
utilizando (3.54) y (3.55):
556 = 2 f caneaRP Dl (3.57)
= -2 / d(EabcdRabecpd) +2 / €adeRabTC d, (358)
la variacién debe ser nula, lo cual ocurre cuando la torsion es nula, pero:
0T* = Doe*
= DDp*
= R0, (3.59)
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es en general no nulo, luego la torsién no es un invariante de Poincaré y por lo tanto
la accion de la relatividad general no es invariante bajo este grupo. Esta es una de
la razones del porque en anos posteriores a la publicacion de la teoria de Einstein se
ha intentado generalizar esta de diversas maneras, como las que se mencionaran en
los siguientes capitulos.

Un caso totalmente distinto ocurre en 2 + 1 dimensiones. Consideramos la accién

de Einstein-Hilbert 3—dimensional

SEHzfgabcRabecy (360)
variando la accién
0Sgr = / €abcRaprc
_ f eate (d (R™p°) + DR ) | (3.61)

el primer término es de borde, por lo que podemos anularlo, ya que no aporta a la

dindmica, el segundo termino es nulo debido a la identidad de Bianchi. Finalmente
0SEr =0 (3.62)

Por lo que esta accién es invariante bajo traslaciones de Poincaré y ademés, por
construccién, es invariante bajo rotaciones de Lorentz. FEsta invariancia bajo el
grupo de Poincaré en dimension 3 se reproduce en dimensiéon impar arbitraria, lo

que es importante en el contexto de la gravedad Chern-Simons.
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3.2 Generalizacion para la Relatividad General

A través de los anos han nacido variadas teorias que generalizan la teoria de
la Relatividad General de Einstein a un numero de dimensiones mayor a cuatro
con el fin de acercarse a un marco teorico que permita cuantizar y/o unificar la
gravedad con el resto de las fuerzas fundamentales. Entre ellas estan los mecanismos
de Kaluza-Klein y Randall-Sundrum; y el teorema de Lovelock [7, 8, 9, 18, 19, 21, 23].

Tanto la compactificacién Kaluza-Klein como el modelo Randall-Sundrum inten-
tan responder ;Por qué existe una diferencia tan grande entre las dos escalas funda-
mentales de energia? (electrodébil y la de Planck), conocido como el “problema de
las jerarquias”[3, 20], o entre otras cosas relacionadas el porqué la gravedad es tan
débil respecto de las otras fuerzas fundamentales en nuestro universo. Revisaremos

brevemente los temas nombrados anteriormente.

3.2.1 Teorema de Lovelock.

El lagrangeano de Lovelock [7, 8, 9] corresponde a la generalizacién natural de la
Relatividad General de Einstein para un espacio de dimension arbitraria, . Dado
que la teoria es una generalizacién de la R.G., esta cumple con el principio de covari-
ancia general y las ecuaciones de campo son de orden 2 en la métrica. El lagrangiano

de esta teoria es de grado [%] y corresponde a:

con:

p) — a1a2 azp-10a2 a2p+1 ap
L()—ea1a2 ap R R4 0D

donde R = w% + w® w? es la 2-forma curvatura , e® es la 1-forma vielbein, w® es
la 1-forma conexién de espin y los coeficientes «y, son arbitrarios. Por construccion,
este lagrangiano es invariante bajo rotaciones de Lorentz. La libertad de eleccién

de los coeficientes «;, nos permite obtener distintos lagrangeanos, es decir, infinitas
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descripciones para la gravedad. Se mostrara a continuacién el mecanismo mediante
el cual se obtienen las constantes «; [10].
Para establecer los valores de «, calculamos las ecuaciones del movimiento. Var-

iando la accién respecto del vielbein:

Eaq = 560[17

€aarap_y (D —2p) R R2p-1920 2041 D1 (3.63)

(2]
Eab = Y. Eabay....ap D (D —2p) R4 R 1920 02pe1 022 D=2 (3.64)
p=0

podemos reescribir las ecuaciones de movimiento de la siguiente forma:

—
N|e]
—

o = Ya (D) <o, 355)
p=0
(5]
Eab = Oépp (D - 2p) Egp;) = 07 (366)
p=1
donde:
Ef(lp) = Eaaj...... ap_1 ]-:{ala2....]_:{,CLZIU‘IU‘ZP60‘219+1HneCLD—l7
555;) = CEabaj...... aD,gRGNQ....Razp_lanTa%*lean*Q....eaD_Qa

si €, V €q estuvieran relacionadas de forma aritmética, significaria que las ecua-
ciones no serian independientes, es decir, el vielbein y la conexién de espin estarian
relacionados, lo cual ocurre si algunas componentes de la torsién son nulas, lo que
disminuye los grados de libertad disponibles.

Considerando las identidades de Bianchi y aplicando la derivada covariante ex-

terior de (3.65):
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D = Eaay (D -1-2p) R . R™p-1%2T%2pr1 0242 @D-1

...... ap-1

por otro lado, contraemos (3.66) con eb

b () _ b aia agp-1a a a ap_
€€,y = €Cabay....ap,RMP.RWPIPT R 2052 oOD=2
e o o RO RO Tpe2gtme | o1
ab  — Caaj.... _

Comparando con (3.67)

D) = (D -1-2p) etV (3.67)

Notemos que en dimensién impar tenemos que [%] = [%], mientras en dimension
par el iltimo término de cada suma se anula.

Reemplazando en (3.65) y (3.66) con p — p+ 1:

—
o}
b
s

s

2

Dey = > ap i (D-2p+2)(D-2p+1)ebe?), (3.68)
p=1
[25] o

ceas = ), oupp(D-2p)e’e,y, (3.69)

=
I
—_

ambas ecuaciones deben ser nulas, por consistencia con las ecuaciones de movimiento.
A partir de estas ecuaciones es posible encontrar los valores de los «,. Es posible
escoger o, de tal manera que las ecuaciones de movimientos sean independientes o
al menos que tengan la mayor cantidad posible de términos independientes.
Dos casos particulares son las teorfas Chern-Simons (dimension impar) y teorias

Born-Infeld (dimension par).

3.2.2 Accion Chern-Simons

La accién Chern-Simons|6, 10, 30] corresponde al caso dimensién impar para la

accion de Lovelock.
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En dimensién impar, D = 2n—1, el ultimo termino de De, es nulo. Debido a esto,

ambas ecuaciones tienen el mismo nimero de términos. Luego:

D

De, = a,1 (D -2p+2) (D—2p+1)eb5(p)

ab ’

ﬂ
P
RN

St

b

gy = a,p (D - 2p) ebgg),

=
Il
—_

como ambas tienen el mismo numero de términos, no se imponen mas condiciones
sobre la 2—forma curvatura R y la 2-forma torsién T®. Entonces las ecuaciones

son proporcionales término a término, es decir:

Y1 (D=2p+2)(D-2p+1)=a,p(D-2p). (3.70)

Reemplazando D =2n -1

ya,-1 (2n-2p+1) (n-p)

=2 3.71
“r p(2n-2p-1) ’ 371)
para p = 1:
a1:27a0(2n—1)(n—1)7
(2n-3)
Para p=2:
0 - 2'ya1(2n—3)(n—2),
2(2n-5)
_ 7222(271—3)(2n—1)(n—2)(n—1)
2(2n-5) (2n - 3) o
para p = 3:
I — _
= 27042(n 5)(n-3)

3(2n-17) ’
322(2n-5)(2n-3)(2n-1)(n-3)(n-2) (n—l)a
31(2n-7)(2n-5)(2n-3)

0>

repitiendo el proceso hasta el termino p
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0 = (29) (2n-1) (2n-3) (2n-5)...(2n-2p+1) (n—-1)...(n - p)
’ p!(2n-3)(2n-5)...... (2n-2p+1)(2n-2p-1)

= () M(n N 1)%7

(2n-2p-1\ p

05

notamos que ahora los parametros «, solo dependen de dos constantes, v y o, Ambas

se relacionan con las constantes fundamentales mediante las siguientes relaciones.

K
SNy}
nE
To= _Sgn( )Ea
con:
 (D-2)(D-1)
A = = o : (3.72)
1
T 2(D-2)IG0p (3.73)

donde G es la constante de gravitacién universal®.

Como consecuencia el lagrangeano toma la forma:

n—1
L=k Z Cp€aias aDRalaZ““Ra2p—1a2p€a2p+l‘.‘.6aD, (374)

p=1

con

l2p—2n+2 -1
(” ) (3.75)

P @n-2p-D\ p

estos coeficientes aseguran que el lagrangeano obtenido es invariante bajo Boost-AdS

de” Dp®,

5wab — llg(eapb_ebpa)'

En la seccion 3.3 se profundizara en este tipo de acciones estableciendo su relacién

con las de Yang-Mills como una posible descripcion para la gravedad.

5También conocida como la constante de Newton. Su valor en el sistema internacional de

unidades es G = 6.67-10711

m
s2kg
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3.2.3 Accion Born-Infeld.

Esta teoria corresponde a dimensiones pares.
En este caso g4 tiene un termino mas que £, por lo que debemos proceder de

una forma diferente. La ecuacién (3.64) puede ser reescrita como:

Eab = DTab, (376)
donde:
Tab = Rab Zapp ab’ (377)
p:
CON Th, = Eqpag.....ap R, R2p-10202P+1 _ eap,

Tomando una derivada covariante exterior de 7/, y utilizando las identidades de

Bianchi:

D1l = Caia9.ap RPM.R212D (2001 D)

(»)
(D_zp)€a€7

reemplazando en (3.77):

(3]
Dray= Y. pay, (D —2p) ). (3.78)

p=1
Por otro lado, contraemos 7, con e®:

(2]

ebrab = z PApEaa, 1RCLlCL2.”.Ra2p73a2p72e[12p,1.“.eaD72
p=1
(3]
2
(p- 1)
- Z bapEa
p=1
Aplicando la derivada exterior sobre e(p D _ b {55)

(-1) _ mo () b.(p)
Deg™’ = T'1;" - (D-2p)e’e,y .

Luego, para dimensién D = 2n:

(%]

De, = Y, [(Qn -2p+2) ap_lTbTéf) - (2n-2p+2)ay,-1 (2n - 2p) ebsg)]
p=2
S » 5 ®)
= T'Y 2(n-p+1)apary’ - > 4(n-p+1) (n-p)ay_ie’e) .
p=1 p=1
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Dado que €4, = D7y, tenemos que es nula solo si 7,, = 0 o T = 0. Esta ultima
condiciéon destruye la invariancia respecto de los boost AdS. Sin embargo, bastara
con imponer la condicién T%r,, = 0. Entonces:

n-1

De, = - Z4(n—p+ 1) (n-p) Ozp,lebgg), (3.79)

p=1

ecuacién que puede ser comparada con ec,, y dado que queremos el niimero méximo

de grados de libertad disponibles ambas series deben ser proporcionales, es decir:

app(n-p) = 2y(n-p+1)(n-p)o,.
27(n—p+1)ozp_1’

(0% =
: p
para p = 1:
041:2’7’”0[0,
para p = 2:
n-1)a
Qy = 27( 2) !
n(n-1
- (27)2 (2 )Oéo,
para p = 3:
-2
a3 = 27—(71 ) 2
3
nn-1)(n-2
S it

repitiendo este procedimiento encontramos:

o, - (27)pn(n—1)(n—2) ..... (n—p+1)0zU

= () (n)ao, (3.80)
p
donde los valores de ag y v vienen dado por (3.72) y (3.73) con D = 2n.
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El lagrangeano toma la forma:

Z (27)° (n)aoL(p)
p=0 p

K n
sgn A P _l2p—2n+1( )L(p)
S (7 ot !

L

El lagrangiano se puede reescribir como el Pfaffiano de la 2—forma R = R +

l%e“eb. En efecto:

1 1
L = ;5111(12““@2” (Ra1a2 + l—26a16a2) ......... (RainaQn + l_26a2n16a2n) ) (381)
n

que tambien puede ser escrito como una forma Born-Infeld [10]. En este caso el
lagrangeano no es invariante bajo el grupo AdS completo, solo bajo transformaciones

de Lorentz.

3.2.4 Compactificaciéon de Kaluza-Klein

También conocida como compactificaciéon de Kaluza-Klein [3, 18, 19]. En 1919
Theodor Kaluza intenté unificar la gravedad y el electromagnetismo proponiendo
que nuestro universo es 5—dimensional [18], lo cual corresponde a las dimensiones

usuales mas una dimension extra. El tensor métrico de esta teoria es descrito por:

ds? = g, datdz” + $*dy* + 2¢° A, dydat + ¢* A, A, dxtdzx” . (3.82)

Se puede probar que, al reemplazar la métrica en las ecuaciones de Einstein, g,
corresponde a la métrica del subespacio cuadridimensional usual, ‘y’ a la coordenada
en la direccién de la dimension extra, el campo escalar ¢ esta relacionado a el tamano
de la dimension extra ; y A, corresponde al potencial electromagnético.

La teoria hasta ahora presentaba dos problemas:

e Se elimina la dependencia de la coordenada extra de g,,.
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e [a dimensién extra no ha sido detectada.

Fue en 1926 que Oscar Klein propuso una solucién al suponer que la dimension
extra es circular y de periodo 27 [19], lo que graficamente puede ser visto como una
circunferencia en cada punto de el subespacio 4—dimensional.

Como consecuencia de la periodicidad de la dimension extra, la métrica de

Kaluza-Klein, gy n(z,60), puede ser descompuesta de la forma:

v (@.0) = S Gas () exp (ind), (3.83)

n=—o0o

para el modo n = 0 los campos corresponden al gravitén®, g, ; fotén, A, y el dilatén
¢. Mientras, para los modos n # 0 cada uno tiene una carga eléctrica asociada,
multiplo de una carga eléctrica elemental que podemos identificar con el electrén lo
que a su vez implica que el radio de la dimensién extra es muy pequena, de orden
10735 metros, lo cual explica porque ain no ha podido ser detectada.

Por ultimo, a partir de la métrica es posible construir el lagrangiano para esta

teoria:

Sk = f 6/g (R - {FWFW - %m) d*zdy, (3.84)
donde O = ¢#¥0,0,,.

En este caso la fuerza electromagnética es una consecuencia de la curvatura del
espacio. Si la teoria de Newton es correcta, al aplicar el limite de baja energia a la
teoria de Kaluza-Klein la fuerza electromagnética desaparece desde el punto de vista
5—dimensional.

Esta teoria si bien esta elegantemente descrita y es mateméticamente correcta,
los fenémenos predichos por ella no estdan acorde con lo observado?. Debido a esto
la teoria fue desechada, sin embargo, el mecanismo descrito en ella se sigue usando

para tratar con teorias que contienen dimensiones extras.

SParticula hipotética que media la interaccién gravitacional.
"El campo escalar ¢ no ha sido detectado.
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3.2.5 Modelo de Randall-Sundrum

Este modelo esta en el contexto del mundo-brana. En este caso la hiper-superficie
se generaliza a dimensién arbitraria y se pasa a llamar “brana”, mientras que el
espacio envolvente se le llama ‘Bulk’. En un bulk pueden existir una o méas branas.
En 1999 Lisa Randall y Raman Sundrum [3, 21] propusieron dos modelos de un
universo tipo brana para intentar dar una explicacion al problema de las jerarquias
y responder el porqué la gravedad es tan débil en comparacién con el resto de las
fuerzas fundamentales.

La métrica del bulk, para branas se puede escribir como:
ds? = e¥Wg, datdx” + ridy?, (3.85)

esta ecuacion corresponde a una métrica general para branas donde g, es la métrica
de la brana, y corresponde a la coordenada en la dimensién extra, la cual es compacta

y periddica, r. es el radio de compactificacién de dicha dimensién extra y f(y) es

_l

llamado factor warp el cual en el caso Randall-Sundrum es f(y) = —3.

Una brana se localiza donde y es constante , lo cual define la métrica inducida
por el bulk sobre la brana. Al obtener las ecuaciones de movimiento el tensor de

energia-momentum se puede descomponer de la forma
T, = T/f; + Tﬁ,jd (y-rc), (3.86)

donde Tlﬁ y T}j,j corresponden al tensor energia-momentum para la materia que existe
exclusivamente en el bulk y en la brana, respectivamente; y 0 (y — ¢) es una delta de
Dirac evaluada en la localizacién de la brana.

Para finalizar con esta seccion como ya mencionamos Randall y Sundrum pro-
pusieron dos modelos, el primero de ellos responde el problema de las jerarquias
pero el universo de la teoria es inestable, mientras que en el segundo modelo el uni-
verso es estable, pero no se da solucion al problema de la jerarquias, solo lo modifica

cambiando las escalas de energia fundamental que se comparan.
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3.3 Teoria Chern-Simons

La accién de Chern-Simons [6, 10, 30], como hemos visto, corresponde a un caso
particular de la accién de Lovelock [7, 8, 9]. Este tipo de accién ha sido objeto de
estudio debido a que puede ser un candidato para una teoria cudntica de la gravedad
ya que tiene similitudes estructurales con las teorias de Yang-Mills, sin embargo, a
partir de la formulacién de Lovelock esto no queda del todo claro. Abordaremos

estos temas a continuacion.

3.3.1 Teoria de Yang-Mills

La teoria de Yang-Mills [31] es un formalismo invariante de gauge que describe
las interacciones fuerte, débil y la electrodindamica. Estas teorias son construidas
considerando un espacio-tiempo no dinamico, lo que contrasta con la formulacién de
la R.G..

Para crear un lagrangeano necesitamos redefinir algunas cantidades, debido a que
se debe asegurar la invariancia bajo el grupo sobre el cual fue construida la teoria.
En el caso de la derivada, 0,1, esta no es covariante y es necesario definir una nueva

derivada. Definimos la derivada covariante:

D= (0, +A,) Y, (3.87)

donde 1 es un campo escalar y A, corresponde al campo de Gauge. Para incluir

este campo en la accién que describe la teorfa construimos el tensor F),,:
F.=0,A,-0,A,+[A,A]. (3.88)
Bajo una transformaciéon de gauge A, y F),, transforman como:

A, - A:L

gALg + 90,97, (3.89)

Fu— Fl, = gFug, (3.90)
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donde g = g(x) corresponde a un elemento del grupo de gauge sobre el cual fue es
construida la teoria.

Considerando que la métrica sobre la cual se definen los campos de gauge es fija
y corresponde a la métrica de Minkowski es posible definir la accién que contiene

dindmica de A, como:

1
S - —2—92fdx4Tr(FWFW). (3.91)

También se puede escribir la teoria con formas diferenciales en donde la accion

se reescribe como:
1 *
S:_Q_ffTT(F F), (3.92)

donde * F es el dual de Hodge de F', F' = dA+ AA corresponde a la 2—forma curvatura,
A es una 1-forma que corresponde a la conexién de gauge que se relaciona al campo
de gauge:

A=T,A" =T, A}dz", (3.93)

donde T, son los generadores del algebra de Lie.

3.3.2 Formas y gravedad Chern-Simons.

Basado en la teoria de Yang-Mills es posible construir una teoria para la gravedad
que sea invariante de gauge, pero esto es posible solo cuando la variedad sobre la
cual se define la teoria es de dimensién impar.

Se define una 2k — 1-forma Chern-Simons, (Jox_1, tal que:
dQ* 1 = pk), (3.94)

donde P(?) es una 2k-forma.
La forma Chern-Simons cambia por una derivada total al aplicar una transfor-
macién de gauge, es decir:

5@(2k—1) — d(J(2k_2)),
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donde la (2k-2)—forma es arbitraria. Esto nos es 1til debido a que estos términos
no aportan a la dindmica y nos permiten construir un lagrangiano cuasi-invariante
de gauge.

En términos de una 1-forma conexién A y la 2—forma curvatura F' las formas

Chern-Simons satisfacen:
QD = (k-1) [ dr(A(taa+ea?)), (3.95)

AP = Tr(F*)=(F"). (3.96)

Para construir una teoria con formas Chern-Simons consideraremos al algebra

AdS, con base {P,, J,»} cuyas relaciones de conmutacién son:

[Jabach] = nchad_ncand"—ndeca_ndaJcba (397)
[Jaln Pc] 3 ncha - ncapba (398)
(P B] = Ju. (3.99)

Definimos la 1-forma conexién de gauge A y la 2—forma curvatura F asociada a

A:

1

A = e“Pa+§w“bJab, (3.100)
1 1

F = §(R“b—l—26“eb)Jab+T“Pa, (3.101)

donde R y T son la 2-forma curvatura de Lorentz y la 2—forma torsion, respecti-
vamente. Por otro lado, necesitamos definir el tensor invariante para el algebra AdS
para la construccion del lagrangiano C-S. Las componentes no nulas de este tensor

son dadas por:
2n

(Jalaz ---- Ja2n—17a2npa2n+1> = mgamz ----- a—2n+1- (3~102>
Asi, es posible definir el lagrangeano:
L) = e Zn: ! (n)R‘“a2 ........ RA2k-192k p2k+1 | p@2n+1
Gt L 12(n-k)+1 (2(n - k) + 1) \k ’

(3.103)
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que coincide con el obtenido en la ecuacién (3.74) a partir de la accién de Lovelock.

Desde este punto de vista queda mas claro el porque esta accion es utilizada para
investigar una posible teoria cuantica para la gravedad. A diferencia de las teorias de
Yang-Mills, en el caso de la gravedad Chern-Simons, la métrica del espacio-tiempo
es dindmica, solo es posible escribir esta accién en dimensiones impares y ademas
el lagrangeano se escribe como una funcién de la conexion de gauge y sus derivadas

exteriores y no solo con la 2—forma curvatura.
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3.4 Gravedad Einstein-Chern-Simons.

Si bien la teoria Chern-Simons esta bien definida matematicamente surgen prob-
lemas importantes en ella pues esta definida en dimensién impar y la presencia del
parametro “I” hace imposible recuperar , en algun limite, la R.G. a partir de ella.
Debido a ello es necesario reformular la teoria para que cumpla con el principio de

correspondencia para lo que consideraremos un algebra distinta conocida como 8.

3.4.1 Algebras B,,.

Las élgebras 9B, también conocidas como algebras de Maxwell generalizadas[32,
33, 34] corresponden a una deformacién® de las dlgebras de Maxwell®. Estas dlgebras
se obtienen a través del proceso de S-expansién [13, 14, 15, 16, 17], en el cual se utiliza

un semigrupo 5'1(32"71) ={A2n,n=0,1,2,...} definido por el producto:

Aatp, Sla+[<2n
AaAg = . (3.104)
Aop, Sia+[(22n

Luego se obtiene una subalgebra resonante, al escoger una particiéon particular del
i teri t li Ao, —reducciont? bt 1 -
semigrupo, y posteriormente se realiza una Ag,-reduccion!’ para obtener los gener

adores de la nueva algebra:

Jabok = Aok ® Jop, (3.105)
Pooks1 = Aoga1 ® Py, (3.106)

con k =0,1,2,....n -1 y donde Jop, P, son los generadores del dlgebra original

s0(2n,2).

8La deformacién es el proceso mediante el cual se construye un algebra de mayor nimero de

generadores a partir de otra. El proceso opuesto es la contraccion.
9Las cuales corresponden a una deformacién de las dlgebras de Poincaré
10También llamada 0g-reduccién
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En este caso nos enfocaremos en el caso B5 (n = 2) cuyos generadores son:

Jao = Jabo, (3.107)
P, = Py, (3.108)
Zap = Japa, (3.109)
Z, = P, (3.110)

los cuales satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

[ab7 ] = nchad_ncand'i'ndeca_ndaJdN

[Jabs Pe] = Nev Lo = Nea P,
[Pa; ] = Za,
[Jabs Zea] = NevZad = NeaZvd + NabZea — Nda b,
[Jabs Ze] = NevZa = NeaZs, (3.111)
[Zab, Pe] = NevZa = NeaZ,
[P, Zb] = 0,
[Za, P.] = 0,
[Zav; Zea] = 0,
[Za,Zp] = O.

Dejamos el procedimiento de S-expansion en el apéndice A.

3.4.2 Lagrangeano EChS en cinco dimensiones.

Con los generadores presentados en la subseccién anterior se construye la 1-forma

conexion, A, y a partir de ella calculamos la 2—forma curvatura, F"

A = lwabJab + 1e“Pa + lﬁabzab + 1haza, (3.112)
2 l 2 l
1 1 1 1 1

F = §R“bJab + TP+ (Dﬁ“b + l—26“eb) Zav+ (Dh® + R*4€") Z,.(3.113)
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Las componentes de la identidad de Jacobi son:

DR® = )0 (3.114)
DT*-R%e = 0, (3.115)
DDh* -R* W' = 0, (3.116)
DDA + & R* + & R = 0. (3.117)
Ademas las componentes no nulas del tensor invariante son:
(JapJeale) = %lgalgabcdm (3.118)
(JabJeaZe) = %lgo@gabcdea (3.119)
(JavZeaPe) = §Z3Q3€abcdea (3.120)

donde a; son constantes arbitrarias e independientes!!.
Para encontrar el lagrangeano 5—dimensional de la teoria Einstein-Chern-Simons

[11, 12, 32, 33, 34, 35| se utiliza la formula de homotopia de Cartan extendida [36]:

LY s = Satede [a1l2RabRCdee +ay @Rabecedee + 22k PRATE + lZRabRthE)] ,
(3.121)
donde [ es un pardmetro de longitud, h¢ y k% son dos campos que corresponden
a otros tipo de materia.Notemos que en el limite [ - 0 es posible recuperar el la-

grangeano de Einstein-Hilbert.

3.4.3 Ecuaciones de movimiento en gravedad EChS

Anadiendo un lagrangeano de materia Lg\f}) = LE\‘? (e®,w® he k) a la accién
formada por Lg’éhs. Agregando un lagrangeano de materia L), y variando el la-
grangeano respecto de los campos e®, h¢ w® y k® obtienen las ecuaciones de

movimiento:

HTas constantes no son, necesariamente, las correspondientes al caso AdS
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0Ly

K(See = Eabede (2a3R“beced+a1l2RabRCd+

+203DERY) | (3.122)
ﬁ%[]’;f = asl®capese RYR, (3.123)
0Ly 2 cdrpe abrpe , X3 ¢ drpe cdyp e
Réwab = 27 bede (alR T¢ + a3 DE*T +l—26 e’T° + asR“Dh+

+az R pel) (3.124)
miﬁj}‘j = 2a30% gpede RYT, (3.125)

donde 5(5@{? esta relacionado al tensor energia-momentum para la materia comun,

SLar

sk relacionado al tensor energia-momentum para el campo h¢, 0Ly

st relacionado al

tensor de espin y ‘;’,';gg relacionado al tensor de espin del campo k9.

Tomando el limite [ = 0 :

oL
203€ pede RP€%€? = K 5 M, (3.126)
ee
oL
2003E apege e TC = mé—f‘i =0, (3.127)
w[l
0Ly 0Ly
She = Shab - 0, (3.128)
correspondientes a la dindamica de la R.G.
Si imponemos las condiciones T? = 0, k% = 0, gi% = 0. Las ecuaciones (3.122) -

(3.125) toman la forma:

oL oL
Eabcde R e€? = Ak (?f\f +ta (Wf) ; (3.129)
oL
l2€abcdeRabRCd = 8]{;55_};:[, (3130)
gabcde]RJCdlZ)he = 07 (3131)
donde k5 = % y o= —g—;. En este caso w® es dependiente del vielbein.
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3.5 Mundo Brana

Como hemos visto, las teorias para la gravedad tienen diferentes nimeros de
dimensiones, usualmente mayores a cuatro, como por ejemplo la gravedad Chern-
Simons y la Einstein-Chern-Simons. Esto es un problema pues el universo perceptible
solo tiene cuatro de ellas, por lo que es necesario tratar con la o las dimensiénes ex-
tras. Una manera es tratar el universo cuadridimensional como una hiper-superficie
(brana) embebida en un espacio de mayor dimensién (bulk), un ejemplo es el mecan-
ismo descrito en [22], el cual se describird en esta seccién. Ademds es necesario
establecer las condiciones de continuidad sobre la geometria del bulk y la brana.

En el contexto del mundo brana se utilizara una barra sobre un objeto matematico

para denotar que esta evaluado en el bulk.

3.5.1 Formalismo de Israel.

La presencia de una hiper-superficie, X, en un espacio vectorial M divide al
espacio en 2 regiones, a la que llamaremos M™* y M-, que tienen por borde comin a
3.

Una pregunta natural es ;Que condiciones debe cumplir el tensor métrico y sus
derivadas para que la métrica sea continua sobre la hiper-superficie?. Para contestar
esta pregunta Darmois e Israel obtuvieron estas condiciones de juntura, lo que hoy
se conoce como formalismo de Israel [3, 37].

Se define el elemento de linea en cada region de M:

ds* = g%, datidxy. (3.132)
El elemento de linea de la hiper-superficie >:

do? = g;jdx'dx?. (3.133)

También definimos un vector normal y unitario a ¥ , 7, que apunta desde M~ a
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M+ tal que:

-1, si ¥ es tipo espacio,
gunt'n” =¢e= (3.134)
+1, si X es tipo tiempo.

Tanto M+ y M~ inducen una métrica sobre ¥, que corresponde a la proyeccion

de las métrica gy, sobre la superficie:

4 = 95 — enin, (3.135)

pero esta métrica sobre la superficie es tinica por lo que debe ser posible encontrar
una transformacion de coordenadas, tal que, ¢;; = q;;.

Ademas se exige que:

e Las ecuaciénes de Einstein se satisfacen en ambas partes de M por separado
N+ _ .+
G = KT,

e El tensor energia-momentum puede ser discontinuo sobre ¥, pero continuo en
cualquier otro lugar.
e Las primeras derivadas pueden ser discontinuas, por lo que las segundas

derivadas puede ser deltas de Dirac, d(z) = 6'(x)

donde

S? >0

0(x) = ! (3.136)
0

st x <0
es la distribucién de Heavyside.

Utilizando esta distribucién, imponemos una separacion para el tensor energia-

momentum:

Tw = S 0(y) + T,.,0(y) + T,0(-y), (3.137)
donde y es la coordenada normal a la brana.
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El tensor S, corresponde al tensor energia-momentum en ¥ y se obtiene a partir

de la aproximaciéon cascarén delgado:

Sy = lim f " T (y)dy.

(MR

Por otra parte, reemplazamos las ecuaciones de Gauss-Codazzi en las ecuaciones

de Einstein en cada parte de M y luego proyectamos sobre las distintas direcciones:

1
eR+ o (K°- KosK%)", (3.138)

v — (VK" - VEK)*, (3.139)

=
A
Q
ex
3
I

Euwd'qs| = Bag+enV, (Kos - qusK)" - 3eK s K| +

1 +
+2 K K 6" + 56das (K*+K"™K,,) (3.140)
Tomando la aproximacién cascarén delgado de (3.140) obtenemos:
lfii% 75 Eijdy = lTi_r% [j en'V, (Kap — qopK )" dy. (3.141)

El resto de los términos de la ec.(3.140), los cuadréticos en la curvatura extrinseca y
la curvatura de la brana, son considerados muy pequenos. Asi obtenemos la ecuacion
de Lanczos, que para el caso de una hiper-superficie tipo espacio de 4 dimensiones

embebida en un espacio de 5 dimensiones es:
N _ 1
K;w - K;w = _k5 S,ul/ - ngVS )

donde ks es la constante 5D de la ecuacién de Einstein.
Esta ultima ecuacion muestra la relacién entre las dos partes del espacio uti-

lizando ambos embebimientos. Finalmente las dos condiciones son:

ql-:y - q/:y = 07 (3142)
1
—k5 (Suu - gq/“,S) s (3143)

K;,,—K;,,

condiciones que son validas solo en el contexto de la R.G. Para otras teorias se deben
buscar las condiciones de juntura apropiadas como se mostrard en las siguientes

secciones.
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En Ref. [38, 39] las condiciones de juntura pueden ser estudiadas de forma

equivalente desde el punto de vista de las distribuciones.

3.5.2 Ecuaciones de Einstein en 3-Brana.

En [22] se propone un mecanismo para encontrar las ecuaciones efectivas de la
gravedad para una brana usando la ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones. En
primera instancia se obtienen las ecuaciones sin imponer restricciones para el bulk.

Consideremos un espacio-tiempo 5-dimensional con métrica g,, y una brana 4-
dimensional, tipo tiempo, embebida en él con métrica inducida g,;, y un vector normal
n# los cuales se relacionas a través de ecuacién (3.135).

Inspirados en el teorema Egregium de Gauss [27] es posible establecer la relacién
entre la geometria de la brana y el bulk. Contraemos (2.40) con la métrica del bulk

para encontrar la relacion entre los tensores y escalares de Ricci.

Rg, = Ruqld, - f_?j-szJéq,ljnkni + K Kp, — K Kga, (3.144)
R = R-2Ryn'n'+ K?-KI'K}. (3.145)

Con el proposito de establecer una relaciéon con los campos de materia se consid-
eran también las ecuaciones de Einstein 5—dimensionales:

_ 1 _ _
Ruu - §guuR = kST,uV; (3146)

donde 7', es el tensor energfa-momentum en 5 dimensiones y k5 es una constante.

Reemplazando (3.144) y (3.145) en (3.146) tenemos:
Gu = KT, q) + Rimn'n™ gy + KK, — K0 Ko +
—%gw(K2 - Ko‘ﬁKaﬁ) - R;klnkniqzqi. (3.147)
El tensor de Riemann se puede descomponer
Rijii = Cijia + g(gi[k:Rl]j - giBRi) = =Rgugi- (3.148)
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donde C’Wag corresponde a la parte sin traza y es conocido como el tensor de Weyl

A partir de las ecuaciones (3.146), (3.148) se encuentra:

_ 1( — ke 2/ 1
Gu = kT, ) - 3 (k5Tlm - nglm) q.q + 3 (Tlm - §glmT) n'n™ +
1

=Y (K?-K“Kog) + KK, - K¢ Ko — B, (3.149)

donde E,, = C°

jlmninkqiq,ﬁ” es la parte eléctrica del tensor de Weyl.

Las ecuaciones (3.149) son las ecuaciones efectivas para la gravedad en la brana
sin considerar mas restricciones.

Definimos la coordenada x en la direccién normal a la brana, tal que dx = n,dx#
donde la brana esta ubicada en y = 0. También confinamos todos los campos, salvo

la gravedad, a la brana por lo que el tensor energia-momentum toma la forma.
T,LLI/ > _Ag,u,l/ + T,uyé (X) ) (3150)

con:

S/uz = _)\Q/u/ + Tuvs (3151)

donde A es la constante cosmoldgica en 5 dimensiones, 7, es el tensor energia-
momentum en la brana y A corresponde a la tensién de esta tltima. Estas condiciones
tienen como consecuencia que la ecuacion (2.41) tome la forma D,7,0 =0, en otras
palabra, se cumple la conservacién del tensor energia-momentum en la brana. Esta
ultima propiedad se pierde, en general, si se permite otro tipo de materia que sea
capaz de escapar de la brana [40].

Por otra parte, se aplican restricciones a la simetria del espacio. Se aplica la
simetria del grupo Z junto a la condiciones de juntura de Israel [37]. Se encuentra
que la curvatura extrinseca esta relacionada a los campos confinados de la brana de

la siguiente manera:

1 1
Ky = ~Kp=—5ks (TW——qWT).

2 n 3
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Finalmente se encuentran las ecuaciones efectivas para la gravedad en la brana

con las restricciones impuestas anteriormente:

k
Gp,y = _35/\49#1/ + kgﬂ-p,l/ + 87TGNT,U,1/ - E,LLV: (3152>
donde se ha definido:
)\2
A4 = A+ Ek’g,, (3153)
1 1 1 1
Ty = _ZTSTua + ETT/LV + gToz,BTaﬂ - ﬁ’rq“w (3154)
k2
Gy = 22 3.155
N 487 (3.155)

donde (3.153) es la constante cosmoldgica 4—dimensional, (3.154) es cuadrético en la
materia de la brana y (3.155) corresponde a la constante de Newton. £, corresponde
a la parte del campo gravitacional que escapa de la brana. El segundo y cuarto
termino de (3.152) son despreciables en comparacion al resto en el limite de baja
energia (ks - 0 manteniendo G finito) asi recuperamos la relatividad general. La
identidad contraida de Bianchi muestra que la parte eléctrica del tensor de Weyl

también esta sujeta a la condicion:

D'E,, = %52’ [T‘lﬁ (DyTop — DgTya) + % (Tyw = QuuT) D“T] . (3.156)

El tensor F,, puede separarse en una parte transversal, KIT, y otra longitudinal

EL,, esta ultima es la que estard sujeta a la condicién (3.156), mientras que ETT

corresponde a la gravedad que escapa de la brana (ondas gravitacionales en 5 dimen-
siones) y que ademads esta afectada por el movimiento de 7,,.

En un espacio AdS el tensor de Weyl es nulo por lo que es posible encontrar

una interesante consecuencia de (3.156) para un fluido perfecto. El tensor energia-

momentum para un fluido perfecto en la brana es dado por:

TH = pUrUM + PR, (3.157)
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de donde se obtienen las siguientes relaciones:

U'D,p+ (pP)D,U" = 0, (3.158)
(p+P)U"D,U*+h*™D,P = 0. (3.159)
Mientras, 7, toma la forma:
1
T = T3 [PPU*U" + p(p+2P) ], (3.160)

donde U* es la cuadrivelocidad. Reemplazando 7, y 7, en (3.156) se encuentra:
1
D7t = 6 (p+P)h"D,p =0, (3.161)

es decir, el fluido perfecto no-homogéneo esta prohibido en un espacio AdS.

3.5.3 Condiciones de Juntura: Gravedad de Lovelock

La condicién de juntura encontrada por Israel solo es valida para la R.G, por ello
es necesario establecer las condiciones de juntura cuando estudiamos mundo-brana
en otra teoria, como la de Lovelock.

A partir del principio variacional, para una accién S = S (gub, OcGab, OcOdgan),

tenemos:
) or  or or N oc
05 = f {[@ab 7 (0.gm) o0 (a (0a0g™) )] 09" + . [a G957
or L
04 (8 0.0 ) 0g* + 0409 500500 (0.0.0") ]} . (3.162)

El problema surge debido al termino proporcional a 9;0¢g% en el borde, que no
puede ser anulado fijando la métrica inducida en la hipersuperficie. Debido a esto es
necesario agregar un termino al lagrangiano que anule la contribucién del termino

proporcional a 9;0g% en el borde. Para el caso R.G. dicho término es de la forma:

f VIdKd* e, (3.163)
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conocido como término de York o término de Gibbons-Hawkings [41].

En gravedad de Lovelock este termino no es suficiente pues aparecen términos de
orden 2 y mayor en la curvatura. El equivalente a este termino para la accién de
Lovelock fue sugerido por R.C.Myers [42] y generalizadas por Willinson y Gravanis
[43, 44]. El termino correspondiente para esta teoria de la gravedad corresponde a

una form ransgresion neraliz imension arbitrari rma :
a forma de transgresion!? generalizada a dimension arbitraria, de la forma

1 _ _ _
Ly =Y pb, fo Q12 0y oy tager.. 1, O RGP RIZ Ao gAa (3.164)
p

donde f3, son constantes arbitrarias, R‘(“t’)g = dw@f + @4 () L(IJ(I;’)B es una 2—-forma cur-

vatura, w(}f = wAB + tO4B es una 1-forma de espin que interpola entre la conexién

de espin del bulk y la brana; y ©45 = A58 — (yAB,
Para obtener el termino de borde correspondiente AdS-CS, las constantes [,

toman la forma:
_(d=2p)p! (G -p)!
q [2p=d+1 (%)!

Bo

(3.165)

Como vimos anteriormente la hipersuperficie, ¥, divide al espacio, M, en dos

partes, M+ y M~. Luego la accién total sera de la forma:

Stotal = f L+ + f L* + / (L+E - szj) 5 (3166)
M+ M- P

donde L, corresponde al lagrangiano del bulk en cada parte del espacio y L.y es el
lagrangiano de borde obtenido dado por (3.164). La Relatividad General es recuper-
ada por S.Mukohyama [45]:

Stomlsz+\/—_g(R—2A)dxd+fM@(R—QA)dx%fz(m—K_)dxd-l, (3.167)

variando la acciones se obtiene obtienen las ecuaciones de Einstein en cada parte del
espacio, a partir de los dos primeros términos, y la condicién de Juntura de Israel, a

partir de del termino de Gibbons-Hawkings.

12Ver apéndice E

52






Capitulo 4

3-Brana en gravedad

Einstein-Chern-Simons.

Como hemos mencionado antes las teorfas Chern-Simons solo existen en dimen-
siones impares. en el particular caso 5-dimensional y debido a que nuestro universo
observable solo tiene cuatro debemos encontrar una forma de lidiar con la dimensién
extra. Debido a que las teorfas CS y EChS son construidas en espacios de dimensién
impar la brana serd de dimensién par ,donde las formas Chern-Simons no estan bien
definidas.

A continuacion se obtendra el lagrangeano y las ecuaciones de movimiento para
una brana 4-dimensional con métrica inducida g,, y con un vector normal asociado
, n*, que esta denotada por el indice 4. Ademas la brana, ¥ esta embebida en un
bulk, M, de 5-dimensiones con métrica g,, en el contexto de la gravedad Einstein-
Chern-Simons. Para encontrar las ecuaciones de la brana utilizaremos el mecanismo
propuesto por Shiromizu, Maeda y Sasaki en Ref.[22], pero en el lenguaje de formas

diferenciales.
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4.1 Condiciones de Juntura

El lagrangiano del cual se obtienen las condiciones de juntura para el caso de

Lovelock 5-dimensional es dado por (3.164):

1 _ _
LE = // dt&?ABcpE@AB{ﬁlRtCD+252606D}6E, (41)
> Jo

donde Ré? = d@éf + 4 (t)Lwé? es una 2-forma curvatura, @éf = wAB 1 tOAB g

una 1-forma de espin que interpola entre la conexién de espin del bulk y la brana;

NAB _ - AB _ , ,AB
y O48 = pAB — A8

_ _ 1
Ly = [5ABCDE@AB {51RCD+51D@CD+ 55190 O+
>

+252606D} e, (4.2)

Aplicando el procedimiento de S-expansion dual[14] y Os—reduccion para el dlgebra

las transformaciones duales, cuando k48 =0 y T4 =0, son

€A —> A€y + )\3BA, (43)
WABC —> AoWABC (4.4)
Rusc — MoRupc + =eapcppe’e”, (4.5)

2
donde \; son constantes arbitrarias obtenidas en el proceso de S-expansién. Consid-

eraremos el campo h? como un campo material, por lo tanto:

h*t = 0,

h* = he.
Luego, el lagrangiano expandido es de la forma:
Ly = fz eapcpp©? {&)\1 (RCD +DOP + %@C L@LD) e +
+3 (,81 (RCD +DOCP 4 %(:)C L(:)LD) R + (%251 + 2,62) eCeDeE)} ,(4.6)
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el célculo explicito esta en Apéndice B.
Expresando el lagrangeano solo con con los indices en la brana y considerando

que:

er = 0,

é4a - @4@

El lagrangiano toma la forma:

Ly = 2/5abcdw { oy (Rbc+ wb4w4c)ed+
>

+3 (51 ( 3@ 40 )hd (;ﬁl + 20 )ebeced)} (4.7)
Para el caso especifico AdS-CS, las constantes son:
Pr 3 212, (4.8)
Jo; B Ny 8 (4.9)
Al tomar el limite [ — 0:
lli—I>I()1 Ly =7)3 / Eapeai*@elece. (4.10)

En el caso sin torsién @* = —K@ el por lo que el lagrangiano, en este limite, toma la

forma:
lim L, = —21>\3[\/_—ng43:, (4.11)
- b

término conocido como término de Gibbons-Hawking! y al variar este se obtienen

las condiciones de juntura de Darmois-Israel.

4.1.1 Juntura Einstein-Chern-Simons

La brana divide el espacio M en dos, M* y M-, cada parte con métrica g}, y

9, Tespectivamente. Cada parte induce una métrica g, sobre un lado de la brana.

I'En el contexto hamiltoniano es conocido como termino de York.
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La condicién de juntura viene dada por la variacién de una accién de la forma:
ngzjf(l4g——L_g——mng). (4.12)
Las ecuaciones de movimiento para e®, h® y w® son, respectivamente:

Ide = 25abcd {61>\1 ([ 4a] Rbc 3 [w4awb4w40]) +

3/\3 ( /81 + Qﬂg) [ ]6 (& } (413)

KT = 2z ([0 R + : [o%ai0*]), (4.14)

0 = capea (M [R] e+ X3 [RY] WP - A3 [@0*] DR), (4.15)

donde [X] = X*-X-, T, = 3,5abcsT$ qeebec y T(h) = —%gabcsT(h)S qetebec son los

tensores energia momentum asociados a e y h®, respectivamente. Reemplazando

(4.14) en (4.13), y los valores de las constantes:

—4al b, c K+
abc F— T, 4.16
€bd[w ]ee TEY P ( )

donde T, =Ty + aTéh), con? o = —i—;.

Es posible resolver (4.16) de forma sencilla en lenguaje tensorial usual, dejamos

el calculo en apéndice C. El salto de la curvatura extrinseca en la brana es:

[K*4] = (T*d——Tﬁj (4.17)

42\,

En el limite [ - 0, a = 0

[K* 4] =- 42A3(7*d-—76k ) (4.18)

lo que corresponde a la condicién de juntura de Israel. Comparando con (3.143) se

encuentra que k = 42ksA3. Luego:

[K* 4] :-%4T%-%f&ﬁ. (4.19)

2Es posible mostrar, aplicando el procedimiento de S-expansién dual al lagrangiano AdS-CS en

2N\,

5 dimensiones, que o; = %
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4.2 FEcuaciones de Movimiento en la brana.

En el lenguaje de formas diferenciales las ecuaciones de movimiento [E.d.M.]
para un espacio de dimensién k son (k- 1)-formas. Para solucionar esto nuevamente
usaremos el operador derivada interior para eliminar la direccién normal. Las E.d.M.

para un espacio-tiempo EChS 5-dimensional [11] son:

eapcppRAPe%E” = Ak; (TE + OéT](;h)) : (4.20)
[? o _
875ABCDERABRCD = T, (4.21)
5
EABCDERCDT)BE = 0. (4.22)

Restringimos los valores de los indices latinos mayusculos, salvo uno cualquiera, a
la brana, es decir, solo pueden tomar los valores {0,1,2,3} y luego aplicamos el

operador I, sobre cada una de las ecuaciones de movimiento:

Catede (LR —R*“Liet) et = 2k51, (Te+aTe(h)), (4.23)
Pespeae (-LRYMR + RPYILRY) = 8ksal, T, (4.24)
2eap1ael® (LRYDh® + R, Dh¢) = 0, (4.25)
pero:
[4Ra4 = —E“mem,
I4Rac _ _Bacmem’

donde Be,, v E%,, son la parte magnetica y electrica del tensor de Riemann, re-

spectivamente. Aplicando las ecuacién de Gauss (ec. (3.34)):

2/{5[47111 = Eubed (Eamemeb + R - K“le;lelem) e’, (4.26)

ks I T = copea {E® ™ (RY = KU K éle™) + RMBY e}, (4.27)

0

l25abcd {EC lethd + R4CD4hd} , (428)
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donde fd =T, + aTd(h) y se relaciona al tensor energia-momentum de la siguiente
forma:

_ m _a, b c
LT, = —§€abcmT ele’el.

Por otro lado, a partir de la descomposicion del tensor de curvatura:

2 _ _ 1 _
R op=C*P op + 3 (6.R" p) - 68 R py) - SOiLOp R (4.29)
podemos escribir E? ,, y Beb - en funcién de la parte eléctrica del tensor de Weyl,

E®,,, v la parte magnética del tensor de Weyl, B ,

. Considerando que E%,, =
Rty B =R ., Eo, =C%,, vy B, =C%_ ., tenemos:

E®,, = E“m+%(Ram+R446$n)—%R5;;, (4.30)
B*,, Babm+%(5;Rb4+5$nRa4), (4.31)
pero
R - -%%(mw(h)),
Ry =

_ _ 1 _ _
ks (Tb a+al®b - 3 (@T™ +T) 53) :

De esta forma, las relaciénes entre las partes eléctricas del tensor de Riemann ,E¢,,
y del tensor de Weyl, E%;:

Ea,+%(f%+6ﬁ (fﬁ—i)), (4.32)

B

ademads, las relaciones entre las correspondiente partes magnéticas B®; y B son:

2 ~
B, = B, + §k5($l(“Tb) " (4.33)
Reemplazando (4.32) y (4.33) en las E.d.M.
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gabccl:R»abeC =

~ ]{] = = f
—2ks I, Ty - €aped {(E e+ 35 (T“ el + (T44 - 5) e)) eb

a b I m c
-K* K, ee }e,

(4.34)
2k5[4TC§h) - Peyped (E“mem + % (7:"’ el + (f“ 4— 7;) e“)) R +
12 uped {R4“ (Bbclel - ;kﬂib 466) - FE e"Kb K¢, ele™
_Ks (T“lel + (f44 - Z) ea) KblKCmelem} , (4.35)
0 = [capeq {R “D,h?

+ (Ecmem + % (fclel (f44+

(4.36)

Las E.d.M. de la brana estan sujetas, ademas, a condiciones dadas por la compo-

nente normal de las ecuaciones de movimiento en el bulk. En las ecuaciones (4.20),

(4.21) y (4.22) fijamos uno de los indices sin contraer igual a “4” y luego aplicamos
la derivada interior respecto de la normal:

_ 2 =
e pea B R = 8ks I, TM 4 — 122,404 (§k5Tb 1K K eSemy

+§k5fb 46aRCd _ Bab ZKC st

melesem) : (4.37)
l2€abcdecD4iLd = _l28abcd (Kb ZKC S€l€SD4Bd+
_ 9 -
+B Dhiel + §k5Tc4ethd) .

(4.38)
Hasta este punto hemos obtenido las ecuaciones efectivas en la brana y las condi-

ciones dadas por la parte normal de la ecuaciones de movimiento solo utilizando el

embebimiento Gaussiano, sin imponer condiciones adicionales.

Siguiendo los pasos de [22] definimos la coordenada x, tal que la brana se en-
cuentre en x = 0. De esta forma

n,dzt = dy
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por lo que el elemento de linea del Bulk, en un sistema ortonormal, toma la forma:
ds® = dx* + napeel. (4.39)

Haciendo uso de la coordenada normal separamos el tensor energia-momentum de

forma similar a lo propuesto en [22].

Tap = —Afjap+Tapd(X), (4.40)
T(zb = —)\T]ab + Tab, (441)
—(h h

T = T (0, (4.42)

donde A es la tension de la brana, 7, es el tensor energia momentum de la materia
, h . .
comun sobre la brana, Ta(b) es la materia asociada al campo h® en la brana.
Por 1ltimo, imponemos la simetria Z; por lo que la condicién de juntura toma la

forma:

KFy = ——(de——fakd). (4.43)

Por otra parte de la ecuacion de de Codazzi contraida en su forma tensorial y en

un sistema coordenado ortonormal:

k k
0 = —é’psﬁd—fcﬂ)g(h)sd. (4.44)

Dado que a7 y a3 son independientes:

DsTsd = 0, (445)

D,TMs ;= 0, (4.46)
de forma equivalente en formas diferenciales:

DxT®

Il
=

(4.47)
DxTWe - (4.48)
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donde:

1
7—a _ %ea_57a1617 (4.49)
T(h) 1
70 = Tl Zqem ol (4.50)

es decir, se cumple la conservaciéon del tensor energia-momentum para ambos tipos

de materia en la brana. Esto también implica :
R =0. (4.51)
Aplicando las condiciones mostradas anteriormente a las ecuaciones de movi-

miento obtenidas para la branas:

Para (4.34), (4.35) y (4.36), respectivamente:

A k2
EabcdR?P€C = Euped {?46“613 - §5 (H“b + aQH“b(h)) - 167Gy (T“ + ozTa(h)) eb+
k‘2
+Z50Jab - E“memeb} e, (4.52)
—(h) ks k2 k2
2ks 1, T, =~ 12€ ubed (E“mem + —Ae“) R + =5 \2ebe — 2 (Hbc+
6 36 8
L2
+ 1M — 167Gy (T + aT?M) e + Z%Jb‘f)} : (4.53)
k k
0 = Pegpea (Ecmem + gAeC) (th - E‘”’Aed - k;57'd) : (4.54)
donde

2 2 2
% = oraeh) lprelep - §TT(h)e“eb - 57'“ T Meleb — gTT“(h) e (4.55)

1 1 2
e = gTT“leleb - §TalTbm6l6m - 71——8e“eb, (4.56)
h 2
Hab(h) — lT(h)Ta(h) leleb _ lTa(h) lTb(h) melem . (T( )) eaeb. (457)
3 2 18
Por otro lado las ecuaciones en la direcciéon normal toman la forma:
_ k2 k’2
Peapea B R = 8ks ,TM 4 — e upea (B“blel (3—%)\26ch - §5 (HCd+
+a?T1M)) — 167Gy (T + aTC(h)) ed +
k3 e
+ZO{IC s (458)
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_ k2 2
PeapeaR*Dih? = —1%cpea ((%A%bec - g‘r’ (I + Q211 M)  — 167Gy TP+

k2 _ -
+a TP e + Zf’aﬂm) Dyh? + Bt ﬂ)hdel) . (4.59)

Hemos obtenido las ecuaciones (4.52), (4.53) y (4.54) que corresponden a las
E.d.M. de la brana bajo un embebimiento Gaussiano y bajo las condiciones de jun-
tura (4.43), ademds estas ecuaciones estan sujetas a las condiciones (4.58) y (4.59).
La ecuacion (4.52) contiene términos de orden uno y cuadraticos en ambos tipos de
materia, 7¢, IT1eb, T(ha vy [I(Mab  asf también un término de interaccién entre ambos
tipos de materia I?. Si el término de interaccién, los cuadraticos y los términos
simples en T (M son del mismo o menor orden de magnitud estos podran ser des-
preciados si a es pequeno.

El sistema de ecuaciones dado por (4.52), (4.53) y (4.54) no puede ser resuelto
a menos que también consideremos las ecuaciones (4.58) y (4.59) y las ecuaciones
que describen ambas partes del tensor Weyl en el bulk dadas en el apéndice de [22],
esto debido a la presencia de la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl en
las E.d.M.. de la brana, tensores que estan definidos en cinco dimensiones.

De la ecuacién (4.52) notamos que no es posible obtener de forma univoca E® ,.
Tomando la derivada covariante exterior de esta ecuacién y usando la identidad de

Bianchi:
k2 k2
Eabed DE® pe™ebe’ = 5abcd{—§5(DH“b+a2DHab(h))+Z5aDI“b}ec. (4.60)

A diferencia del caso [22], la parte eléctrica del tensor de Weyl esta restringida no
solo por 7%; sino también por la materia 7%(") ; en la brana y la interaccién, 9.
Siguiendo [22], para estudiar el comportamiento y aporte de los nuevos términos

a las ecuaciones del movimiento los comparamos con el tensor energia-momentum,
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T7%,. Fijamos las escalas de las constantes:

1
]C5 = Mg, (461)
A= My, (4.62)
T2l = M, (4.63)

a(h

n® = M, (4.64)

donde Mg y My son mucho mas grandes en comparacién a la energia caracteristica
de los dos tipos de materia M y M), siendo la primera del mismo o mayor orden

de magnitud que M. Luego:

“ [1ab(h) ec M8
k2a? |€abed el N a2#7 (4.65)
GN [Etmns Tre™e| MEM*
Gy Baed Tl My (4.66)
GN |etmnsTlem™e| M4 ’
k?) |8ab0d1abec| ~ M(4h) (4 67)
GN |etmnsTe™en| ML '

notamos de las ecuaciones (4.65)-(4.67), incluso en el caso que M = M, que los
términos son despreciables, en comparacién con el tensor 7% siempre que « sea
pequeno.

Es ttil separar el tensor E, en dos partes ,en su parte transversa(sin traza),
E(rry, y la longitudinal, E(z). Solo esta ultima estard determinada por la materia,
pues E(rry corresponde a la parte que interactiia entre la brana y el bulk.

La parte longitudinal de E,, esta limitada, como es posible ver en la ecuacion
(4.60) tanto por el termino cuadratico en T4, la materia T, Comparamos FEg, con
Tab-
bec

€adeEgL)mem6 1

GN |€lmns7—l€men| - GN |Tab|
+h20? (T Ty + ...) + k2o (1 T'™ 4 + )| . (4.68)

‘GNO./TG(:) + k?) (Taﬂ'l p+ ) +
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Comparando termino a termino tenemos:

bec

€abch?L)meme N aM(‘lh) N %4 o2 M(gh) N aleh) (4.69)
GN |etmnsTle™e| M+ M} M*M} ML’ )

vemos que la parte eléctrica del tensor de Weyl sera despreciable siempre que «, [
sean pequenos.

Si R toma valores no muy grandes y tomamos el limite o - 0, I - 0 podemos
despreciar los términos que comparamos anteriormente de las E.d.M.., asi como los

estudiados en [22]. Luego las E.d.M.. toman la forma:

A k2
EabcdRP€C = Eaped {?A‘e“eb - E‘r’Hab —167GNT %" - E® memeb} e“,(4.70)

EabckT(h)kdeaebec = 0, (471)

la ecuacién para w® es idénticamente nula en este limite.

La ecuacién (4.70) corresponde a la ecuaciéon (3.152) y ademds en este limite el
tensor T(MW* ; es nulo. De aqui vemos que el caso [22] puede ser considerado como el
limite de baja energia.

Por ultimo cabe senalar que la ecuacién (4.44), en este limite, implica la conser-

vacién de 7%, y no hay rastro del tensor T%(") ; como fue visto en [22].
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos mostrado que es posible obtener tanto el lagrangeano como
las ecuaciones de movimientos para una 3-brana en gravedad Einstein-Chern-Simons
5-dimensional.

Se ha encontrado el lagrangiano de borde que permite encontrar las condiciones
de juntura apropiadas, considerando al campo h* como un campo material, (ver
seccién 4.1) para el caso EChS siguiendo los propuesto en [43, 44]. La condicién de
juntura obtenida para la curvatura extrinseca corresponde a la condiciéon de juntura
de Darmois-Israel més una correccién, correspondiente al tipo de materia T, que
se desvanece en el limite de baja energia.

Utilizando el procedimiento descrito en [22] y a partir de las ecuaciones de
movimiento para la gravedad Einstein-Chern-Simons 5-dimensional, con 7% = 0 y
kq = 0, encontramos las ecuaciones de movimiento efectivas para una 3—brana em-
bebida en este espacio. Primero solo usando el embebimiento Gaussiano y luego se
imponen las condiciones de juntura. Las ecuaciones de la brana muestran nuevos
términos correspondientes al nuevo tipo de materia y la interaccién entre ella y la
materia usual 7%, los cuales desaparecen en el limite [ - 0, que corresponde al caso
[22].

Cabe recalcar que se podria estudiar este tipo de brana escogiendo al campo
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h4 como un campo no material, es decir, cuando h* # 0. También es interesante
buscar soluciones cosmoldgicas para este tipo de brana asi como el estudiar el caso
con torsién y/o cuando ky, # 0, sin embargo, para el primer caso seria necesario usar

otro método, o extender las ecuaciones de Gauss-Codazzi al caso torsional.
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Apéndice A

Expansion en Semigrupos

A.1 Semigrupo

Un semigrupo es un sistema algebraico dotado de una tnica ley de composicion
interna. Sea S = {\1, Ay, A3...} un conjunto cualquiera, se dice que S es un semigrupo
bajo la operacién (-) si cumple con:

VA, Ad€eS; Ai-Xd € S| (A.1)
V)\l,)\27>\3 € S;/\l'()\g'/\g):(/\l'Ag)'Agn <A2>
Propiedades de clausura y asociatividad, respectivamente.

Si S ={ Ao Aagyeeeees , Ao, ; €8 un conjunto finito y discreto es posible reescribir el

producto de sus elementos de la siguiente manera:

YD W A = Koragan Ao, (A.3)

n

donde Ky ay.. .0, ” €s el n—selector definido como:
KOchz---an = . (A-4>

Dado que el n—selector es construido a partir de un semigrupo:

K?* = Kalag...anq JKaoc" p’ <A5>

a1Qg...0n
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es posible reescribir un n—selector en funcién de 2-selectores. En el particular caso

para el producto de 3 elementos:
Aar Aaz Aas = Ap(asy) = Kagy 7 Ao, (A.6)
los 3—selectores pueden ser reescritos como:
KapPKpy 7 = KapTKpy " = Kagy 7. (A7)

De lo anterior es posible notar que los 2—selectores proporcionan una representacion
matricial para el semigrupo de similar forma a como lo hacen las constantes de

estructura en un algebra de Lie son la representacién dual del algebra. Definimos:
Aals 7= Kap ™. (A.8)

Definicién: Sea S un semigrupo abeliano y sea S, y S,;, no necesariamente

semigrupos, dos subconjuntos de S. El producto x se define como:
Spx Sg={A, tal qued, = A, Aa,, con Ag, €5, & Ao, €5,} 5, (A.9)

es decir, el conjunto S, xS, es el conjunto que resulta del producto de cada elemento
de S, con cada elemento de 5.

Definicién: Se define un elemento cero Og, en un semigrupo S' si:
V/\a € S; Os)\a = )\aOs = Os, (AlO)

elemento cero, que en el caso de existir, es inico. Ademads, la presencia de este

elemento imposibilita al semigrupo de ser un grupo, pues Og no es invertible.

A.2 Algebras de Lie

Definicién: Sea GG un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo K.
Si el grupo del espacio vectorial es extendido a un anillo con ley multiplicativa, (-),

entonces el sistema (G,-) corresponde a un dlgebra.

72



Definicién: Si el la ley multiplicativa del dlgebra es antisimétrica, [, |, entonces
el sistema g = (G, [,]) es un élgebra de Lie.

Sean M y N dos subconjuntos del dlgebra de Lie g. Sea [M, N] al conjunto de la
forma [z,y] donde x € M e y ye N. Si M y N son subespacios lineales del algebra,

entonces:

[My+ My, N] c [My,N]+[Ma, N],
[M,N] = -[N,M],
l9,[M,N]] e [M,[N,g]]+[N,[g, M]].

Es de utilidad definir una subdlgebra, un ideal y el centro de un algebra

e Subalgebra: Sea N un subespacio del algebra g. N es una subalgebra si

[N,N]c N

e Ideal: Sea N un subespacio del élgebra g .N es un ideal si [G,N] c N. Esto

significa que un ideal es una subalgebra.

e Centro de un dlgebra: Sea N un ideal que satisface la condicién [G, N] =0,
entonces, N es el centro de un algebra es llamado, el cual por definicién es

siempre conmutativo.

La existencia de subdlgebras o de ideales de un algebra de Lie g es reflejada en
ciertas restricciones sobre las constantes de estructura. Sea {ey,..., e} una base del
espacio vectorial del dlgebra G. Si {ey,...,ex} es una base de una sub-dlgebra N,

entonces las constantes de estructura deben satisfacer las relaciones:
CZ']'S:O, Z<]§]€y s>k
, esto debido a que NN es una subalgebra. Entonces:
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de modo que para k < s <n se tiene Cj; *. Por otro lado, si {ey,...,ex} son una base

para un ideal entonces:
Cy* ~ para i<k, s>k, y j arbitrario, (A.12)

ya que si N es un ideal entonces [g, N] c N solosi C;;$ =0 para k<s<n

A.3 Algebras de Lie Reducidas

Es posible obtener algebras mas pequenas por medio de un procedimiento de
reduccion. Estas también son llamadas dlgebras de Lie forzadas.

Consideremos un &lgebra g como la suma de dos subespacios vectoriales g =
Vo @ Vi, donde {T,,} son los generadores de V y {7, } son los generadores de V;. Si
[Vo, V1] € W4, es decir,

[Tao Y Tbo] N C(l()bo COTCO + Caobo “ Tc17 (Al?))

[TCL07Tb1] = Ca()bl “ Tcl7 (A14)

Toy Tuy] = Cayp ©Tog + Coyp, T, A.15
1 1 101 0 101 1

De lo anterior que las constante de estructura C,,, < satisfacen la identidad de
Jacobi, por lo tanto:

[Taoa Tbo] = Oa()bo COTco; (A16)

es un algebra de Lie conocida como algebra reducida de g y es denotada por V.

Considerando la componente valida en Vj de la identidad de Jacobi:

Caobo CCCdO €0 4 Cdoao CCCbO €0 4+ Cbodo CCCaO €0 = 0, (A17>

donde C' toma los valores ¢y y ¢;. Notamos que Cyp, © satisface la identidad de

Jacobi en dos situaciones:
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e Si Caobo =
C € C € C en _—
C(Cbobo OCcodo ’ +Cd0a0 OCCObo 0 +Cbod0 OCCOG«O ©=0, (A18)
lo que corresponde a cuando V{ es una subalgebra.

e Si Cyp, =0 se cumple (A.18) y corresponde al caso [Vp, V1] ¢ Vi, es decir,

|Vo| es un subdlgebra reducida.

A.4 S-expansion

El método de S-expansion de algebras de Lie es un procedimiento para obtener
nuevas algebras de Lie a partir de una existente. Este método corresponde a utilizar
un semigrupo para expandir un algebra, dando como resultado un algebra de mayor
dimensién.

Teorema: Seca S = {)\,} un semigrupo abeliano, K,3? un 2-selector y g un
dlgebra de Lie de base {T4} y constantes de estructura Cy5¢ . Un elemento de la
base del espacio producto directo S ® g sera denotado por T(4,4) = AoTa. Si se define

el producto algebraico en el espacio S ® g

[Ttaa), T, ] = Aaks [Ta, T (A.19)

Entonces S ® g serd un algebra de Lie cuyas constantes de estructura vienen dadas
por

Claays,s) 7 = Kag Cap©. (A.20)

Definicién Si S es un semigrupo abeliano y si g es un algebra de Lie, entonces el
algebra de Lie g = .S ® g es llamada “algebra S-expandida de ¢”.
De la definicion anterior notamos que el algebra g es un algebra obtenida al copiar

cada generador del algebra en cada elemento del semigrupo.
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A.5 Algebra Og—reducida

Sea S un semigrupo dotado de un elemento cero 0g. Renombramos los elementos
del semigrupo de la siguiente forma \;tal que ¢ =0,1,2,..... N vy Ayy1 = Og. Los

2—selectores cumplen con las siguientes condiciones:

Kz‘,NJrlj = KN+1@']:O7

N+1  _ N+1 _
Ki,N+l = KN+l,i - 17
KN+1,N+1J = 07
N+1 _
KN+1,N+1 = 1

Por lo cual el algebra g puede ser reescrita como:

[T(A,i)aT(B,j)] = Ky"Cap“Tiopy + Kij V" Cup “Tionseny,  (A21)

(TN, Tin )] Cap “Tic,n+1)s (A.22)

OAB CT(C’N_H). (A23)

[T(A,N+1)7 T(B,N+1)]

Notemos de (A.23) que los generadores T( 4 .1y forman un subdlgebra de g. Ademas,
comparando (A.21) — (A.23) con (A.13) - (A.15) notamos que es posible obtener un

algebra reducida de representada por:
[Ty, Tip.j)] = Kij *Cap “Ticny.- (A.24)

Esta algebra reducida es equivalente a eliminar los generadores T(4 ny41). Como
consecuencia del proceso de reduccién una parte del dlgebra se vuelve conmutativa.

En efecto, si \;A; = 0g, entonces:
[Tiaiy Ts.)] = 0. (A.25)

Se puede resumir el procedimiento mediante la siguiente definicion:

Definicién: Sea S un semigrupo abeliano dotado de un elemento cero Og y sea
g = S ® g un algebra S-expandida. El algebra obtenida imponiendo la condicién
0574 = 0 sobre g (o sobre una subdlgebra de ella) es llamada algebra Og-reducida o

0s—forzada de g(o de una subdlgebra).
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A.6 Subalgebra Resonante

Sea g = @, V, una descomposicion del dlgebra en subespacios vectoriales V),
con I un conjunto de indices que rotulan los subespacio vectoriales V, de g. Debido
a que g cumple con la propiedad de clausura, se tiene que para todo par de indices
(p,q) € I es posible definir los subconjuntos de indices i, q) c I, del tal forma que:

Vil @ V. (A.26)

T€lp g

La coleccién {z'(m) }p ol contiene la informacién sobre la estructura de los subespacios
Vp. Asi como se han descompuesto g en una suma subespacios es posible hacer lo
propio con el semigrupo S en subconjuntos S, c S de manera que
S= U Sp,
pel

descomposicion que es arbitraria pero para un caso particular que nos es de interés.

Definicién: Sea g = @,; V), una descomposiciéon de g, con estructura i, ). Sea
S = Uper Sp una descomposicién del semigrupo S abeliano, tal que:

S, xS, (O S, (A.27)

T€lp q
descomposicion que en el caso de existir, se dice que esta en resonancia con la de-
scomposicion del en subespacios.

Definiendo los subespacios de g:

W,=5,8V,, pel, (A.28)
lo que nos permite definir:
gRr = @ W, (A29>
pel

lo que corresponde a una subdalgebra S—expandida conocida subdlgebra resonante
del dlgebra g. Cabe destacar que el problema de encontrar el dlgebra gr se reduce

a encontrar una particiéon resonante del semigrupo S.
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A.7 Reduccion Resonante

Teorema: Sea gr una subdlgebra resonante de g. Sea S, = Sp U Sp una particion

de los subconjuntos S, c S, de formal tal:

<

S,nS, = @, (A.30)
S,xS, ¢ ) S (A.31)

T€(p,q)
Estas particulares descomposiciones de los subconjuntos de S induce una descom-

posicién en sobre la subdlgebra resonante gr = gr ® gr, tal que:

gr = ®psS5, 0V, (A.32)
gr = 5,08V (A.33)

Cuando se cumplen las condiciones (A.30) y (A.31) se cumplen, entonces:
(&R, &R] C &r, (A.34)

lo que corresponde a |gg| a un algebra reducida de gr. Como consecuencia, el
procedimiento de reduccién puede ser aplicado sobre un subdlgebra resonante.
Corolario : Sea S un semigrupo dotado de un elemento Og, y sea gr = @per Sp ®
V), una subdlgebra resonante de g = S ® g, tal que para cada subconjunto S,,05 € S,,.
Entonces la descomposicién S, = S,u S, con S, = {0s} y S, =S, - {05} satisface las
condiciones (A.30) y (A.31), |gg| corresponde a un algebra reducida de gg, la cual

serd llamada édlgebra Og—reducida de gg.

A.8 Tensores invariantes en S-expansion

Los tensores invariantes representan uno de los bloques esenciales para la con-
struccion de teorias, debido a que con ellos es posible construir lagrangeanos a partir

de un un grupo de simetria. En el contexto del mecanismo de la S—expansién es
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posible obtener un tensor invariante para el algebra S — expandida en términos del
tensor invariante del dlgebra de Lie original [36].
Teorema: Sea S un semigrupo abeliano, sea g un algebra de lie de base {T4} y

sea (T'a,..... T4, ) un tensor invariante para g. Entonces:

(T(Am) ..... T(Aman)):%Kalwanv(TAl ..... Ty, ), (A.35)

Corresponde a un tensor invariante para el algebra g = S ® g. Las constantes «., son
arbitrarias.

Ademas, es posible extraer un tensor invariante para las subdlgebras resonantes
gr. Las componentes de un tensor invariante para g valuadas sobre una subalgebra
son las componentes de un tensor invariante para cada subdlgebra. Si elegimos la
descomposicion resonante S = N,yes Sp, Sea {TAp} una base para el subespacio V), las

componentes del tensor invariante para gg son:

(T(Ap1 ’apl) ..... T(Apn:apn)) = O_/,yKalwan v <TAP1 ..... TApn > 5 (A36)

componentes que forman un tensor invariante para ggr. Para el caso de un algebra
Og-reducida la cual, en general, no es una subalgebra las componentes de g valuadas
sobre el algebra Og-reducida no son constituyen un tensor invariante. La solucién
viene dada por el teorema siguiente:

Teorema: Sea S un semigrupo abeliano con elementos distintos a cero \;,
i=0,...,N, v Ay;1 = 0g. Sea g una &lgebra de Lie de base {T4}, v <TAp1 ..... TApn)

un tensor invariante para g, entonces:

(T(Am) ..... T(Amin)>:a7Ki1inj(TAl ..... Ty, ), (A.37)

es un tensor invariante para el dlgebra Og-reducida de g, donde «; son constantes
arbitrarias.
También es posible obtener las componentes para un tensor invariante valuadas

sobre una subalgebra resonante Og—-reducida. Consideramos un semigrupo abeliano
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S, con elemento cero Ogy sea |gg| un dlgebra Og—reducida de la subalgebra resonante
gr. Sea {TAp} un generador del subespacio V,, y sea \;, € S, =S, -{0g}. El tensor

invariante para el dlgebra 05— reducida de gg es:

(Tt gy Tiap i) = 0y Ky iy (T, Ty, ) - (A.38)
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Apéndice B
S-expansion dual: Juntura EChS

En el caso Chern-Simons, la 1-forma de gauge es de la forma:

1 ,~ 1 ~
AZAATA = 76APA+§CUABJAB, (Bl)

con la 2-forma curvatura:

1 Sca®| 1 ~
F=FAT, = 7TAPA +s5 (RAB + Z—QeAeB) Jag, (B.2)
donde e4 es el vierbein, wAB es la conexién de spin, RAB es la 2-forma curvatura; y

P4y Jap son los generadores del dlgebra.

Definimos los siguientes duales:

1

waABC = §5ABC’DEWDE7 (B-3)
JABC  _ 1 cABCDE j (B.4)
2 ’ '
1
Rapc = §€ABCDERDE. (B.5)

Siguiendo el procedimiento de S-expansién dual Og-resonante. Para esto consid-

eramos el semigrupo S = { g, A1, A2, A3, \s} y lo separamos de la siguiente forma

Si = {Ao, Ao}, (B.6)

{A1, A3}, (B.7)

S2
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de tal forma que S; actué solo sobre P, y S5 solo actué sobre Jap.

eq — )\16 +)\3€(3)

(0) (2)
waABc — AOWABCW+A2WA307

Ragc - )\ORg%c*/\?RS;C'

Expandimos F' por partes

cLESRY

D_E (2)
RABc+l2€ABCDE€ e’ - d()‘OWABcJF)QWABc)Jr

+)\2(JJC%E) +NLc ()\OCL)"%O;E + )\2@1(421)3E

(0)

LA (/\OWBCE + )‘QW(B%’E)) (Aﬂwé%y

1

cLESRY

12

= X\ (dwggc +

+77LAW§)3;E) Wi ) + A (dwpet
SLESRY

((nLBwCAE + NLew ﬁu%E’L

(0) (0)

Expandiendo:

(B.8)
(B.9)
(B.10)

G (TILB (/\Owg)/)lE+

)+

+ /\gwg\)fy) +

+l2 € ABCDE (/\16( D4\, e(g)D) (Ale(l)E + )\36(3)E)

(0)

(WLBW(C/)xE +NLeW ppt

(0)

(2)
NLAWRoE | Wepy T \NLBWo AR + NLcW gy +

+77LAW§30%E) W(s21%y)) + —EABCDEe(l)De(l)E. (B.11)

Para la torsion:

1
Ty - d(/\le +)\3e(3))+6n gBEMSP (/\ W,ExOf%CJ“

+)\2wABC) (Ale(Al) + /\36(3))

1
= ) (deg) + 677“ BQSMng;\)”P 8)) + A3 (de(j)

1
+ 6?7AB€BQSMP (wg;\)/fpeg) + wg\zpeg)»

comparando tenemos:

e

€A,

w® = w
ABC ~ WABC:
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Ademas, definimos:

eff) = hA?
wie = Rfapc

Luego, las cantidades expandidas son:

ea — Aea+Asha,

waBc — Aowapc + Aefapc,

Rasc — MoRuapc +A2DRapc,
1 A
D _E 2 D_E
l—2€ABCDE€ e - 2 €ABCDEEC €,

Ty — MTa+A3(Dha+8a%).

El lagrangiano de borde para el caso 5-dimensional CS-AdS, 450 =0y T4 =0

» _ 1
Ly, = /EABCDE@AB {51RCD+51D@CD+ 55190 O+
>

+25geCeD} e¥,

reemplazando (B.17)-(B.21)

1 _ _ L
Ly = §f€ABCDE>\0@AB{51 (AORCD)ﬁl)\oD@CDJr%51@CL@LD+
by

+285 (A€ + A3h®) (Are? + AshP) (Are? + A3hF)}
_ 1 f € abed {ﬂl/\l (R"C + lw”‘lw‘“) et +
2 Js 3

1 1
+)\3 (61 (Rbc + g@b 4@40) hd + (Z—Qﬁl + 252) ebeced)} .

84

(B.22)

(B.23)






Apéndice C

Condicion de Juntura: forma
explicita de la Curvatura

Extrinseca

A partir de la ecuacion (4.16):

1 b, c
.
21Ng ¢

Eabed [@4“] e'e’ef =

(C.1)

Es posible encontrar la forma explicita de la curvatura extrinseca, para ello debemos

considerar que T}y = —S%asabcsT s getele v que en el caso sin torsién tenemos:
—4a _ Ko l C 2
W = e, (C.2)
aplicando en la ecuacién (C.1)

~Eapea [ K] €lePef = — EapesT® ge%eel. (C.3)

K
1263
Para reescribir la ecuacién (C.3) en la forma tensorial usual usamos las siguientes

relaciones:

b1 b2 b _ / b1ba...b n
5a1a2 ..... (;Ln6 €. en = |g|5a1a2...annd$ )
a1az2...apbpi1...bn bpi1...bn
5a1a2...apap+1..‘an - p!(saml..‘an-
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Usando estas expresiones en (C.3) y omitiendo dz™:

€ abed [K(z l] elebec _ ﬁgabckfk deaebec
3

K® 5bclm _ K Tk 5abcm
[ l] abed 126)\3 dYabck

K@ 5lbcm — K Tk (')‘abcm
[ l] abed 126)\3 dYabck
2[ K@ 5lm — K Tk 5m

K~
K]og'—[K™q4] = ™ C4
(K67 = [K™ 4] 2 @ (C4)

para encontrar el valor de [ K] contraemos los indices restantes.

AK]-[K] = 5T
(K] = 122A3T' (C.5)

Luego, la curvatura extrinseca toma la forma:

m _ K #m . m
(570] = (T K157)
K ~ 1-
- (de—gTéjj”) (C.6)
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Apéndice D

Cascaron delgado método de

distribuciones

Consideremos una hiper-superficie > embebida en un espacio V' con métrica g,
que lo divide en 2, V* con métrica g;, en un sistema coordenado ' y V'~ con métrica
g, en un sistema coordenado zZ. A continuacién se encontraran las condiciones que
deben cumplir la métrica de V* y V- para que no sea discontinua sobre Y y para
que g, sea una solucién a las ecuaciones de Einstein [38].

Consideremos una vector normal n# que apunta desde V- a V* y un sistema
coordenado y* en ambas regiones de V', ademas consideremos un sistema coordenado
x# en la vecindad de X, distinto a 2. También consideramos curvas geodésicas que
cruzan de forma ortogonal usando su distancia o tiempo propio [, dependiente de de
que tipo sean las geodésicas, como parametro a lo largo ellas, talque cruzan a ¥ en
[ =07yl esnegativoen V~.

Con las consideraciones anteriores, el vector normal queda definido por:
Ne = €0, (D.1)

donde :

88



-1, si X es tipo espacio
Guntn’ =€ . (D.2)
1, si X es tipo tiempo

Introducimos la distribucién de Heavyside (1), definida como:

1, si1>0

0(1) = (D.3)

0, sil<0

la distribucion de Heavyside no esta definida en [ = 0. Ademés © cumple con las

siguientes propiedades

©2() = o), (D.4)
010 (-1) = 0, (D.5)
%e(z) = 5(). (D.6)

donde § (1) es la delta de Dirac. Notemos que el producto de dos distribuciones, en

general no es una distribucion.

D.1 Primera condiciéon de juntura

Utilizando la distribucién de Heavyside podemos reescribir la métrica g,,, en el

sistema coordenado x#, de la siguiente manera:

G =0(1) gy + 0 (1) g,,,,- (D.7)

Para asegurar que g, es una soluciéon valida de las ecuaciones de Einstein debemos

asegurar que el tensor de curvatura de Riemann este bien definido. Derivando (D.7):

. _ 00() , . _
Guvp = e(l)gyu,p—’_e(_l)g,uu,p_'_ %(g/,w_gm/)
= e(l)g;-y,p+9(_1).§],¢:1/,p+€(5 (l) [gNV] nP? (DS)

donde: [g,.] = g}, — g, denota el salto de la métrica a través de ¥. Notemos

que (D.8) contiene un termino singular, y debido a que los simbolos de Christoffel se
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definen como en la ecuacién (3.8), tenemos que ellos tendrén términos proporcionales

a ©(1)d(1) los cuales no estan bien definidos, por lo cual imponemos:

(9] =0, (D.9)

es decir, exigimos que la métrica sea continua al pasar por la hiper-superficie, sin
embargo, esta expresion solo es valida en el sistema coordenado x*.

Proyectando (D.9) sobre 3, tenemos:

(4] =0, (D.10)

donde g, es la métrica inducida sobre Y. Esta ultima expresiéon nos dice que la
métrica debe ser igual en ambos lados de ¥. La ecuacién (D.10) es la primera

condicion de juntura.

D.2 Segunda condiciéon de Juntura

Debido a la primera condicion de juntura , los simbolos de Christoffel estan bien

definidos, de la siguiente forma:
7, =00, +6(-0)'7 . (D.11)
Derivando esta expresion:
e s = 9(1)F+p s+ 9(_Z)F*p X 85([) [Fp /W] ns, <D12)

vemos que el ultimo termino es singular, aun asi el tensor de Riemann no presenta

productos de distribuciones. El tensor de Riemann toma la forma:
Rp;wé = Q(Z)RHJ uvé + Q(—Z)R_p uvs + 5(Z)Ap wvds (D13)

donde A* .5 = [I'P 45]n, — [T ] ns El cual esta bien definido, salvo por la singu-

laridad en [ = 0 a la cual se le puede dar una interpretacién fisica. Debido a que
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la métrica es continua a lo largo de la hiper-superficie implica que, si existe, una

singularidad esta debe estar dirigida en la direccion normal a X, es decir:

[9416] = Kpwms, (D.14)

donde k,, es un tensor de rango 2. Por lo tanto el tensor Aﬁué toma la forma:

AZ,,(; = g (k? snyny, — kP ynyns — kusnPns + kynfng) . (D.15)

Reemplazando el tensor de Riemann en las ecuaciones de Einstein, considerando
la forma del tensor AZ s, encontramos que el tensor energia-momentum toma la

siguiente forma:

Ty = 0T, +0(-1)T;,, + (1) T, (D.16)

donde T}, es el tensor energia-momentum en cada region de V' y :

Ty = kaun®n, + kon®ny, — knyn, — €k, - kagnanﬁguy +ek g, (D.17)

es un tensor que describe una delgada distribucion de materia sobre la hipersuperficie,

por lo cual es ortogonal a n#.Por otro lado:

(K] =[] = —na [ng] : (D.18)

, . . o . ,
Contrayendo las dos tltimas expresiones con gf;a y combindndolas obtenemos:

Ty =~ ((Ku] = [KThan) (D.19)

la cual corresponde a la segunda condiciéon. Estrictamente debemos imponer la
condicién [ K] = 0 para que se cumpla la juntura, sin embargo, el hecho de que esto
no ocurra es debido a la presencia de materia en la hiper-superficie. En la Ref. [39]

se muestra que este formalismo es equivalente al formalismo de Darmois-Israel,
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Apéndice E

Teorema de Chern-Weil y formas

de Transgresion

Antes de enunciar el Teorema de Weil es necesario definir otros conceptos.

e Definicién 1 : Sea f (x1,..,x,) un polinomio se dice que [ es simétrico si

f(xla"uxn) zf(xﬂ(l)7"7‘r7l'(m))7 (El)
donde 7 (i) corresponde a una permutacién

e Definicién 2: Sea GG un grupo y sea G su algebra de Lie. Sea A; una 1-forma
valuada en G. Sea P una funcion simetrica, esta es llamada invariante en G o

G-invariante si Vge Gy VA; € G:
P(g_lAlgv"'7g_1A7“g) :P(A17"'7A1“)‘ (EQ)

Si A = Ay = ... = A, = A entonces P(A) = P(A,..A) es llamada polinomio

invariante de grado r.
e Definicién 3: Sea H una p—forma, se dice que H es una forma cerrada si dH = 0.

e Sea M una p-forma y L una p — 1-forma. Se dice que M es exacta si M =dL
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Teorema de Chern-Weil: Sea Pr un polinomio Invariante de grado r. Sean A y
A" dos 1-forma y sea 'y F’ sus correspondientes 2—forma curvatura. Entonces el

polinomio P = P(F) satisface:
e P(F) es una forma cerrada

e La diferencia P(F") — P(F') es una forma exacta, es decir:
1
P(F') - P(F) =d{rf dtPT(@,Ft,...,E)}, (E.3)
0

donde la forma exacta r fol dtP,. (O, Fy, ..., F}) es llamada forma de transgresién, © =
A-A"  F; = F;+A? es una 2—forma curvatura que corresponde a la 1-forma A; = A+t©

conocida como 1-forma interpolante!.

Para t =0, A, = A, mientras parat=1, A, = A’
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