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Resumen

En el siguiente trabajo se estudia la dindmica no-lineal de un campo escalar de prueba sobre
la geometria de un agujero de gusano asintéticamente AdS, el que es solucion a la teoria de
Einstein-Gauss-Bonnet con un tinico vacio. Mostramos que a nivel lineal es posible obtener
un espectro de frecuencias equiespaciado, introduciendo un acomplamiento no-minimal entre
el campo escalar y el escalar de Ricci e imponiendo condiciones de borde reflectantes en
ambos infinitos. La presencia de este tipo de espectro permite obtener una dinamica rica
al considerar no-linealidades en el sistema. Utilizando métodos perturbativos estudiamos la
evolucién del campo hasta tiempos de orden €2 (donde € caracteriza la amplitud inicial de la
perturbacién), observando la aparicién de cascadas de energia entre los modos con un patrén
repetitivo. Esto nos lleva a explorar los retornos de energia, concluyendo que en general éstos

no son exactos, pero son bastante precisos.
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Abstract

In the following work we study the non-linear dynamics of a scalar probe on an asym-
ptotically AdS wormhole geometry, which is a solution in the Einstein-Gauss-Bonnet theory
with a single vacuum. We show that at a linear level, it is possible to obtain an equispaced
spectrum by introducing a non-minimal coupling between the scalar probe and the Ricci
scalar and by imposing reflective boundary conditions at both infinities. The presence of this
type of spectrum leads to a rich dynamics when one considers non-linearities in the system.
Using a perturbative approach we study the evolution of the scalar probe up to time scales
of order e? (where ¢ characterizes the amplitude of the initial perturbation), we observe
direct and inverse energy cascades between modes with a repetitive pattern. This motivates
us to explore the energy returns. We find evidence that near exact returns appear in this

system.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante las ultimas décadas los espaciotiempos asintéticamente Anti-de Sitter (AAdS) han
adquirido gran relevancia dentro de la fisica tedrica debido a la correspondencia AdS/CFT,
que consiste en la equivalencia entre la teoria de cuerdas en un espaciotiempo asintéticamen-
te AdS y una teoria de campos conformes (CFT) definida en el borde de este espaciotiempo
[1]. Esta dualidad ha concentrado los estudios en el espacio anti-de Sitter, generdandose nume-
rosas investigaciones acerca de la estabilidad de dicho espaciotiempo cuando se considera un
campo escalar sobre su geometria (para un resumen ver [2]). Los sistemas de ecuaciones que
resultaron en este problema son no-lineales para los campos, y a pesar de su dificultad, fue
posible observar fenémenos dindmicos ricos y complejos que surgen debido al confinamiento
de ondas no lineales en el espacio y a la particularidad de que el espectro de frecuencias
linealizado es equiespaciado. Muchos de los aspectos de los fendmenos observados en este
problema son capturados al considerar el espaciotiempo fijo y una autointeracciéon cuartica

del campo escalar [3].

La fenomenologia observada en AdS también aparece en sistemas no-lineales con diferente
naturaleza fisica, tal como en el caso de un campo escalar confinado en una cavidad esférica
en 3+1 [1], sistemas que decriben condensados de Bose-Einstein [5], asi como la dindmica
conforme en el Universo de Einstein [0]. En este contexto fue encontrado un mecanismo para
clasificar aquellos espaciotiempos en los que un campo escalar de prueba acoplado minimal-
mente puede ser resuelto exactamente como un problema de Schrodinger efectivo, iniciado

en [7].

En la referencia [%] se encontré una solucién de agujero de gusano para la teoria de Einstein-
Gauss-Bonnet con constante cosmoldgica, cuando la teoria admite un tnico vacio en AdS.
Fue estudiada la propagacion de un campo escalar sobre dicha geometria incluyendo un

término de acomplamiento no-minimal en la accién, obteniendo el espectro de frecuencias



[9]. Dicho espectro resulta ser equiespaciado al fijar algunas constantes e imponer condiciones

de borde reflectantes.

El objetivo de esta investigacién es explorar perturbativamente diferentes aspectos de la
dindmica no-lineal de un campo escalar de prueba autointeractuante sobre la geometria de

este agujero de gusano.

Los capitulos de esta tesis estan organizados de la siguiente forma: En el capitulo II re-
visamos la Teoria de Relatividad General y su extensiéon a mayores dimensiones, haciendo
énfasis en la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet. En el capitulo III estudiamos la evolucion de
un campo escalar autointeractuante encerrado en una cavidad esférica, problema que es muy
instructivo para comprender el rol de los espectros equiespaciados en la evolucion no-lineal.
En el capitulo IV haremos una revisién de la estabilidad en AdS, obteniendo primero el es-
pectro de frecuencias linealizado, para posteriormente resolver perturbativamente el sistema
del campo escalar autointeractuante y revisar los resultados de la estabilidad perturbativa
de dicho espaciotiempo considerando backreaction. En el capitulo V estudiaremos la solucién
de agujero de gusano y obtendremos su espectro linealizado. Posteriormente consideraremos
el campo escalar con una autointeraccién no-lineal sobre la geometria de este espaciotiempo
y analizaremos perturbativamente su evolucion. El capitulo VI esta dedicado a comentarios

y conclusiones.



Capitulo 2

Teorias Gravitacionales

2.1. Relatividad General

La Teoria de Relatividad General fue formulada por Albert Einstein en el ano 1915. En ella
se generaliza la teoria de relatividad especial y se describe la gravedad como una propiedad
geométrica del espaciotiempo. De acuerdo a esta teoria la curvatura del espacio depende de

la materia contenida y las trayectorias de las particulas dependen de dicha curvatura.

Relatividad General es una teoria (clasica) de campos donde el campo dindmico es la
métrica (g,,)", tensor con el que se describe la geometria del espaciotiempo.
La accion para la teoria de Relatividad General, también conocida como accién de Einstein-

Hilbert, considerando constante cosmolégica A, estd dada por?

—2A) d* ateria s 2.1.1
5= Toagg, J,, VIR 2 0 S @21

donde M es una variedad pseudo-riemanniana 4-dimensional, g el determinante de la métri-
ca, G, la constante de gravitacién universal en 4 dimensiones, R es el escalar de Ricci y
Smateria €8 la accion para la distribuciéon de materia presente en la teoria. Variando esta

accion respecto a la métrica obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein, dadas por
1
R, — égm,R + Agy = 87G4T,, (2.1.2)

donde R, es el tensor de Ricci y 7}, el tensor energia-momentum. Las soluciones a estas
ecuaciones de campo corresponden a diferentes configuraciones del espaciotiempo debido a

la presencia de materia (informacién contenida en el tensor de energfa-momentum).

!La signatura utilizada en este trabajo es (—, +,+,...,+)
2Usando las convenciones c =1y h = 1.



2.2. Teoria de Lovelock

La teoria de gravedad de Lovelock es una generalizacién a la teoria de Relatividad Ge-
neral formulada por David Lovelock en 1971 [10]. Esta teorfa considera la generalizacién al
lagrangiano de Einstein-Hilbert en dimension arbitraria considerando potencias superiores

en la curvartura de manera tal que se obtienen ecuaciones de campo de segundo orden.

La accion de Lovelock en un espaciotiempo de dimension D, considerando la presencia de

materia, es dada por

[D/2]
1
~ 167Gp /deV =9 D L) + Smateria - (2.2.1)
p=0
donde
1 V]...V o o
Ep = %5511..;.;)21)011:05Rﬂlmpl 1"‘Rupuppp Py (222)

con Gp la constante de gravitacién universal en D dimensiones y b, 5%, 5% la delta de
Kronecker generalizada, definida como
o
M T (2.2.3)
O+ 05

La constante a(g) corresponde a la constante cosmoldgica, mientras que o, para p > 2
representan correcciones ultravioletas a la teoria de Einstein. En general, la dimensién de

a(p) es (longitud)?®—1).

Las primeras densidades lagrangianas de Lovelock son

Loy=1, (2.2.4a)
Loy=R, (2.2.4b)
L) = R* — 4R, R" + Ry po R, (2.2.4c)
L@ = R —12RR,, R*™ + 16R,, R R"* + 24R,, Rpo R + 3RR, p RM*°

— 24R,, R* R + 4R,pe R R, . — 8RR " (R (2.2.4d)

Vemos que el término con p = 0 corresponde a la constante cosmolégica y con p =1 a la
densidad langrangiana de Einstein-Hilbert. De esta forma es posible obtener la teoria de

Relatividad General como un caso particular de la teoria de Lovelock.



Las ecuaciones de campo obtenidas de la accién (2.2.1) estan dadas por
g;u/ - 87TGDT;U/ ; (225)

donde T}, es el tensor de energia-momentum para los campos de materia y

[D/2]
Guw = Y opG¥, (2.2.6)
p=0
con
1 - -
G = e g R T Ry (22.7)
Los primeros tensores de Lovelock son
1
Gl = = 59w - (2.2.82)
1
G,E}V) = R/u/ - éRguV ) (228b)
1
GA(LQV) =2 (RRW — 2R, R, — 2R Ry, pp0 + RumeVPﬂ) - 59””‘6(2) ) (2.2.8¢c)

G =3 (R’Ryuy — ARR,, R, — AR” Ryy Ry + 8RRy Ry, — ARR” Ry,
+ 8RR, Rypo — 16R R, Ryl + 2RE", Ry + Ry R Ry
— 8R’, R7™ Rigunj) — 4R R™, R0y + 8Ry R Ry — 8R o RP RO, .,

1
AR R Ry, — 8RR R — AR Roon BYS,) = S0 Ls) - (2:2.8d)

2.2.1. Einstein-Gauss-Bonnet

La teoria de Einstein-Gauss-Bonnet (EGB) estd definida por una modificacién a la accién
de Einstein-Hilbert, que incluye una suma de términos cuadraticos en la curvatura dentro de
la accion. Dicha suma se denomina término de Gauss-Bonnet y es proporcional a la densidad
lagrangiana de Lovelock con p = 2 dada en (2.2.4¢). El término de Gauss-Bonnet se reduce
a un término de superficie en cuatro dimensiones, por lo cual dicho término contribuira de

manera no-trivial a las ecuaciones de movimiento sélo para dimensiones superiores a cuatro.

De esta forma, la accion para esta teoria en el vacio esta dada por

1
= / dz /=g (R —2A+ a (R* — 4R, R"™ + Ry R™"7)) (2.2.9)
167TGD
donde hemos utilizado o gy := —2A, aq) == 1, a(z) == a.



La ecuacién para el campo gravitacional esta dada por

Gu + guwh+aH,, =0, (2.2.10)
donde
1
Gw/ = Rul/ - éguyR ) (2211)
1
H, = -3 Gu(R? — AR, R"™ + R,,5,R"°")
+2(RR,, — 2R,y R, — 2R,1pe R + R,pes R7°) (2.2.12)

Cabe destacar que, como mencionamos al comienzo de esta seccién, las ecuaciones de

campo obtenidas son de segundo orden para la métrica.



Capitulo 3

Evolucién no-lineal de un campo
escalar sobre el espacio plano

encerrado en cavidades

En este capitulo estudiaremos la evoluciéon de un campo escalar esféricamente simétrico
y sin masa sobre un espacio plano en d + 1 dimensiones, encerrado en una cavidad de la
forma R x B? de radio R'. Este modelo permite entender cémo la no-linealidad afecta a
la evolucion del campo escalar y el rol de los espectros equiespaciados en dicho fenémeno.
En particular, revisaremos el caso de una membrana circular y de una cavidad esférica,

considerando condiciones de borde reflectantes.

3.1. Ecuacion de onda no-lineal de un campo escalar

La accién para este sistema es de la forma

1 A

S#; g = /dd+1x V=g (—§VM¢V“¢ - E¢4> , (3.1.1)

de la cual obtenemos la siguiente ecuacién de campo

A 3
Lo — §¢ =0, (3.1.2)
con
1

O¢ = —=0u(vV—=99"0.)¢ , (3.1.3)

&‘

-9

donde g denota al determinante de la métrica.

1 B4 denota a una bola de d dimensiones.



Counsiderando la métrica esféricamente simétrica de la forma
ds® = —dt* +dr* +r?dQ3_, (3.1.4)

donde d€2;_; denota a la métrica de la (d — 1)-esfera, y que el campo ¢ no posee momento

angular, la ecuacién (3.1.2) toma la forma

1 1 A
0 = Qt — ttﬁt —ar - Trar Y 37
N (V=99 )¢+\/_—g (V=99"0)6 = 519
1 _ A
= _at2¢+mar(rd '9,)p — 5@537

d—1 A
= -0+ 0%+ Ta,,gb— §¢3. (3.1.5)

Definimos el operador autoadjunto

1

@) .
L =

0.(r*719,) , (3.1.6)

sobre el dominio radial [0, R] cuyos autovalores y autofunciones dependen de la dimension

en que se analice el problema. Asi, la ecuacién (3.1.5) toma la forma

3¢3 : (3.1.7)

0 = —0l¢+LUg 2

Para resolver la ecuacién (3.1.5) proponemos la siguiente solucién perturbativa
O(t,1) = edr(t, 1) + Eda(t,r) + O(€”) . (3.1.8)

Colectando orden a orden en € obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

acopladas
O+ L Vg =0, (3.1.9)
D2ps + Ly = S | (3.1.10)
con
)\ 3
S = —501 (3.1.11)

3.1.1. Evoluciéon en una membrana circular

Cuando d = 2 el sistema corresponde a una onda sobre una membrana circular de radio
R cuyo extremo est4 fijo. En este caso el operador (3.1.6) toma la forma L®) = —10,(rd,)

y la ecuacién para ¢; (3.1.9) es
1
— D2y + 0Py + ~0rr =0 (3.1.12)

8



Utilizando el método de separaciéon de variables proponemos una solucién de la forma

¢1(t,7) = T(¢t)F(r) e introducimos la constante de separacién w?, obteniendo

0 = T+ T, (3.1.13)
1

0 = F'+-F' +uw’F = —LOF 4+ *F (3.1.14)
T

donde hemos denotado con () la derivada respecto a la coordenada ¢t y ()" a la derivada
respecto a la coordenada r. La ecuacion (3.1.13) corresponde es una ecuacién de oscilador

armoénico cuya solucién es de la forma
T(t) = Acos(wt+p), (3.1.15)

mientras que la ecuacién (3.1.14) es la ecuacién de Bessel cuya solucién, imponiendo regula-
ridad en r = 0, es la funcién de Bessel de primera especie y orden cero, la que denotaremos
como Jo(wr). Ademds, imponiendo condiciones de Dirichlet en el borde r = R obtenemos
que w = w; = oy j/R donde ay ; es el j-ésimo cero de la funcién de Bessel Jy, con j € N. De

aqui vemos que las autofunciones y autovalores del operador L® son

(1/07'
£i(r) = By (#r) , (3.1.16)
Ozo"
wj = #, (3.1.17)

donde B; es una constante de integracion.

Por otro lado, considerando la condicion inicial gi)(t, 7)|t=0 = 0 tenemos que f = ; =0, Vj

en (3.1.15). Asi, la solucién a la ecuacién (3.1.12) toma la forma

$i(t,r) = Aycos(wyt) f,(r) - (3.1.18)

p=1

Para resolver (3.1.10), escribimos ¢3 como una superposicién de autofunciones del operador

L®) | es decir

$3(t,r) = Y Cpt)fo(r) . (3.1.19)

p=1
y reemplazamos en (3.1.10), obteniendo
> /. @) A s
(G0 +GOLY) f, = 26t
p=1
= /. ) A g
3 (Cp(t) +wpcp(t)) fo = =50t (3.1.20)
p=1



Para estudiar la solucion ¢3 consideraremos como condicion inicial el modo fundamental

y los dos primeros modos excitados encendidos, es decir

o(t,7)|i=0 = €afi(r) + bfa(r) + cfa(r)] , (3.1.21)

donde a, by ¢ son constantes reales. Utilizando esta condicién en (3.1.18) obtenemos A; = a,
Ay =b, AgICijIO,Vj>3. Asi

o1(t, 1) = acos(wit) f1(r) + beos(wat) fo(r) + ccos(wst) f5(r) . (3.1.22)

Reemplazando en (3.1.20) obtenemos

Z (ép + wf,Cp> fo = a®cos’(wit)fi + b° cos®(wat) f5 + ¢ cos® (wst) f3

p=1

+ 3a*bcos®(wit) cos(wat) f1 fo + 3a*ccos® (wit) cos(wst) f1 f3

+ 3b%a cos®(wat) cos(wit) f3 f1 + 3b%c cos® (wat) cos(ws) f3 f3

+ 3c%a cos®(wst) cos(wit) f3 f1 + 3¢%b cos® (wst) cos(wa) f3 f

+ 6abc cos(wit) cos(wat) cos(wst) f1 fafs . (3.1.23)

Proyectamos la ecuacién anterior sobre la base de autofunciones del operador L®), obteniendo

el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales,

a® cos®(wit) 1,3 (5) + b7 cos® (wat ) Is (§) + ¢ cos®(wst ) I s

+ 3a%b cos? (wit) cos(wat) 1424 (7) + 3a’c cos?(wit) cos(wst) Iy2.(5)

+ 3b%a cos® (wat) cos(wit) Iz, (§) + 3b*c cos? (wat) cos(wst) Iz.(5)

+ 3c%a cos® (wst) cos(wit) 24 () + 3¢*b cos®(wst) cos(wat) Iz (5)
(

+ 6abe cos(wit) cos(wat) cos(wst) Iupe(7) 3.1.24)
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=

donde hemos utilizado la relacién de ortogonalidad de las funciones de Bessel, dada por

1
/ (L’Jg (Oéo,
0

d

= [ Ni(awg))”

»2)Jo(a qx)dz 5

Vemos que el lado derecho de la ecuacién (3.1.24) contiene términos de la forma coseno cubo.

En general, encendiendo modos arbitrarios en ¢ = 0 siempre obtendremos términos con la

forma coseno cubo multplicados por integrales que dependen de la parte espacial, de manera

que una condicién necesaria (pero no suficiente) para que exista resonancia es que alguna de

las siguientes relaciones se satisfaga

donde {j1, j2,j3} corresponden a los

indices de un trio de modos no nulos en la condicién

inicial del sistema. Las igualdades (3.1.25) - (3.1.28) se denominan canales de resonancia.
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Si consideramos R igual a la unidad, obtenemos que w; = «p ; por lo tanto no tendremos
resonancia ya que sumas y restas de ceros de la funcion de Bessel Jy, en general, no resultan

en otro cero de la misma funcién.

-0.2F

-0.4F

Figura 3.1: Funcién de Bessel de orden cero. Los ceros de esta funciéon no son equidistantes.

Fuente: elaborada por autora.

3.1.2. Evolucién en una esfera

En el caso en que d = 3 el operador (3.1.6) toma la forma L) = —19,(r%9,) y la ecuacién
para ¢, (3.1.9), es
2
— 0fp1 + 021 + ;3r<l51 =0. (3.1.29)

Utilizando el método de separacion de variables proponemos una soluciéon de la forma

1(t,r) = T(t)F(r) e introducimos la constante de separacién w?, obteniendo
Pt p :

0 = T+ T, (3.1.30)
0 = F"+ %F +WF = —LWF +W°F | (3.1.31)

La ecuacion (3.1.30) es una ecuacién de oscilador arménico cuya solucién es de la forma
T(t) = Acos(wt+pf), (3.1.32)

mientras que la ecuacién (3.1.31) tiene una solucién de la forma

sin(wr) e cos(wr)

r
Imponiendo regularidad en r = 0 obtenemos que Cy es nula, por lo tanto
P(r) = ¢ S0er) (3.1.34)
r
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Ademads, imponiendo condiciones de Dirichlet en el borde » = R obtenemos que w = w; =
jm/R con j € N. De esta forma obtenemos que las autofunciones y autovalores del operador

L™ son

2 sin(w,r)
jT
w; = E , J€ N . (3136)

Considerando la condicién inicial é(t,r)\tzg = 0 tenemos que § = 3; =0, Vj en (3.1.32).

Asi la solucién a la ecuacién (3.1.29) es

$i(t,r) = Ay cos(wyt) f,(r) - (3.1.37)

p=1

Para resolver (3.1.10) proponemos una solucién de la forma

da(t,r) =D Cp(t)fy(r) (3.1.38)

p=1
y reemplazamos en (3.1.10) obteniendo
([ 2 A3
> (G0 +w2G0) h = —Zéi. (3.1.39)
p=1

Este problema es analogo al estudiado en la subseccién anterior, con la diferencia que en
este caso el espectro es equiespaciado o también llamado fully-resonant, por lo cual es posible
que alguna de las condiciones (3.1.25)-(3.1.27) se satisfaga’ pudiendo aparecer un término
resonante en el lado derecho de la ecuacion (3.1.39), lo que dependera de la no-nulidad de la

integral

A R
Ljjigogs 7= _5/0 2 fifiufis fisdr (3.1.40)

donde los subindices j; 23 denotan a los modos encendidos en la condicién inicial.

Motivados por la presencia de un espectro equiespaciado, este problema fue analizado
considerando backreaction en la referencia [1]. En este trabajo proponen una métrica de la

forma

A(t,r) 1
ds*> = — L dt? 4+ ———dr? + r2d0? .1.41
S N(t,r) t (t,r) r r 5 (3 )

2Cabe notar que debido a que las frecuencias son positivas el canal (3.1.28) no aplica en este caso.
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y se estudia la evolucién de un campo escalar gravitante sin masa, minimalmente acoplado

y esféricamente simétrico, cuya ecuacion de campo es
Op=0. (3.1.42)
Ademas, se definen las variables auxiliares
d:=¢', II:=A"'N¢, (3.1.43)
y se consideran las siguientes condiciones iniciales para la evolucién del sistema
o0,r)=0 .,  I(0,7) = cexp [—32 tan? (g'rﬂ . (3.1.44)

Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 3.2, de donde vemos que se produce un

colapso, formandose un horizonte aparente en el punto en que la funcién A se anula.

10°

107

10°

1%(t,0)

103

10!

10°

108

106

10*

e2TI%(t,0)

102

100

Figura 3.2: (a) Funcién IT?(¢, 0) para soluciones con condiciones iniciales (3.1.44). (b) Curvas

de (a) escaladas de la forma e 2I1%(g%¢, 0). Fuente: [4].
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Capitulo 4

Estabilidad de Anti de-Sitter

En este capitulo estudiaremos la evolucién de un campo escalar sobre AdS,. Comenzaremos
por obtener los modos normales de dicho campo, para luego considerar el problema con
backreaction [11]. Antes de analizar esto dltimo, es de gran utilidad estudiar el caso del
campo escalar sobre la métrica de AdS fija, considerando una autointeraccién cuartica en la
accion. Este modelo captura correctamente la fenomenologia del campo escalar cuando uno
considera backreaction [3]. En la evolucién de este sistema se pueden observar fenémenos
interesantes a escalas de tiempo de €72, por lo cual es posible estudiarlo perturbativamente
utilizando el formalismo de dos tiempos (TTF) [12]. De los resultados, vemos que existen
condiciones iniciales para las cuales el sistema colapsa formandose un horizonte de eventos,
mientras que para otras condiciones el sistema no colapsa [13] y se pueden observar cascadas
de energia directas e inversas [11]. En estas tltimas soluciones es posible ver que el sistema
retorna a su distribucién de energia inicial (con diferentes grados de precisién) después de

cierto nimero de oscilaciones [15].

4.1. Espacio tiempo Anti de-Sitter

El espacio anti-de Sitter (AdS) es la soluciéon maximalmente simétrica de las ecuaciones

de Einstein con constante cosmolégica (A) negativa:
1
R, — §Rguy +Ag = 0. (4.1.1)

Geométricamente, AdS,;, 1 se puede definir como un hiperboloide de radio ¢ > 0, definido

por la condicién
d

—Xe+ Y XP-Xi, =0, (4.1.2)

i=1

15



embebido en un espacio plano (d + 2)-dimensional, cuyo elemento de linea es

d
ds® = —(dXo)* + > (dX;)* = (dXg41)* . (4.1.3)

=1

El radio de curvatura del hiperboloide se relaciona con la constante cosmoldgica por

d(d—1)
A — _Z—W . (4.1.4)
Considerando la parametrizacion
Xo = {cosh(p) cos(T) ,
X1 = Lcosh(p)sin(r) , (4.1.5)

X; = {sinh(p)z; , i=1,...,d,

donde 7 € [—m, [, p € [0,00] y las coordenadas z; parametrizan a una esfera unitaria en

(d — 1) dimensiones (S97!), de manera que en coordenadas esféricas tenemos
x1 = cos(fy) ,
x9 = sin(fy) cos(fy) ,
(4.1.6)
xg—1 = sin(fy) sin(6y) - - - sin(0y_o) cos(y) ,
xq = sin(fy)sin(6s) - - - sin(0y4_o) sin(p) |
con p € [0,2n[y 6, € [0, 7] paran = 1,...,d — 2. Utilizando (4.1.5) y (4.1.6) obtenemos que
la métrica inducida en el hiperboloide (4.1.2) es

ds® = (*(— cosh?(p) dr* + dp* + sinh®(p) dQ3 ) , (4.1.7)

donde d€2,;_1 denota al elemento de linea de la esfera unitaria en d — 1 dimensiones. Para
evitar curvas tipo tiempo cerradas identificaremos AdS con su espacio recubridor univer-
sal, que corresponde a cambiar la coordenada tipo tiempo 7 por la coordenada tipo tiempo
t € (—o0,00) [16].

Realizando el cambio de coordenadas

= (sinh(p) , (4.1.8a)
4

,
t=10t, (4.1.8b)

obtenemos la métrica usual de AdS global dada por

2 2\ —!
ds® = — (1 + 2—2) d* + (1 —- %) dr® +rdQj (4.1.9)
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con t € (—o0,00) y r € [0,00] .

Otro cambio de coordenadas conveniente en (4.1.7) es
tan(x) = sinh(p) , (4.1.10)
con z € [0,7/2[ , de manera que la métrica toma la forma
2
cos?(x)
El escalar de curvatura del espacio AdS, es constante y esta dado por la expresién

d(d+1)
7

ds® = (—dt® + da* + sin®(x)dQ7_,) . (4.1.11)

R—_ (4.1.12)

y su invariante de Kretschmann es
d(d+1)
04 '

Por simplicidad, en adelante utilizaremos ¢ = 1 en este capitulo.

K = R R,y = 2 (4.1.13)

4.2. Modos normales en AdS,

Estudiaremos los modos normales de un campo escalar de prueba sobre un espacio anti-de

Sitter de cuatro dimensiones.

La accion para este caso esta dada por
1
S[o; 9] = /\/— 5 (—ngv,@ - m2¢2) diz . (4.2.1)
Variando la accién respecto al campo ¢ obtenemos la ecuacion de Klein-Gordon
(O-m*)¢=0, (4.2.2)
donde (¢ estd dado en (3.1.3).

Utilizando la métrica (4.1.9) tenemos que

V—g =1%o = r*sin() , (4.2.3)

con o el determinante de la métrica de la 2-esfera unitaria o;;. Asi, la ecuacién de Klein-

Gordon toma la forma

0= Do=mis = —— | Vag D) + 0.(r*Vag"0.0) + 0 ( V7 5 ¢)] — 6,

= —(1+)7" a2¢> 2 (1 +2r%) 0,0+ (1+1%) 920
1 cos(0)
2 sin(0)

1 2 2
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Consideramos una solucién separable de la forma
o(t,r,0,0) =TE)R(r)Y (0,¢) . (4.2.5)

Reemplazando en (4.2.4), reordenando términos e introduciendo las constantes de separacién

Ay w obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

eT)
= —= T 4.2.
T+ () (4.2.6)
0 = VgY(0,0)+AY(0,¢), (4.2.7)
d*R(r) dR(r) r2w?
2 2 2 2,2
0 = r(1+77) = +2r (14 2r7) = +(1+r2—m»w—A)R@)44z&

La ecuacién (4.2.6) es una ecuacién de oscilador arménico cuya solucién estd dada por:
T(t) = acos(wt + B) , (4.2.9)

donde « y 3 son constantes de integracién.

Por otro lado, la ecuacién (4.2.7) es una ecuacién de autovalores, donde la autofuncién es Y
y el autovalor es —\. Pidiendo regularidad en los polos y que la funcién sea univaluada para
el angulo ¢, obtenemos que los autovalores de la ecuacién quedan dados por —A = —[(l + 1)
con | € Ny, de manera que las autofunciones Y corresponden a las funciones armoénicas

esféricas YV, donde n = —1,...,0,... L

La ecuacién (4.2.8) es una ecuacién diferencial hipergeométrica, cuya solucién es de la

forma [17]
R(r) = (147?73 [017"12}71 (a,b;c;—r%) + Cor "L Fy (l+a—cl+4b—c2—c—r?)],
donde

13 1, 1
a=gwt+ gl VA 19, (4.2.10a)

1 1 1

C:;+l’ (4.2.10¢)

y con (o constantes de integracién. Imponiendo la condicién de regularidad en el origen

tenemos que Cy = 0, de manera que

R(r) = Cy(1+7%)2r' ,Fy (a,b;¢,—17%) . (4.2.11)
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Utilizando propiedades de las funciones hipergeométricas (ver [17]) podemos reescribir

2

R(r) = Ci(1+r)2r (1+02) ", (ac b c 1_: )

| {?EE)E(;));(Z; (1jr2)a2ﬂ( —ha-btl; 1+1 )
+£§Z))I;((Z:2 <1+1r2>b2F1 (c—a,b;l—a+b; ﬁ)

Imponiendo que la funcién R sea nula en infinito, obtenemos la condicién ¢ — b = —j, con

N\E

R(r) = Ci(1+r)%r

(4.2.12)

J € Np. Esta condicion determina el espectro de frecuencias de oscilaciéon del campo, el que

3 9
Wiy :2j+l+§+’/m2+1 , (4.2.13)

con [y j € Ny. De esta forma la solucién para la funcién R es

esta dado por:

Rji(r) = Cj(1+ )2 Ly (aji, bjs cias —r?) (4.2.14)

donde C} ha sido reemplazada por C; y a;;, b;; y ¢;j; son como (4.2.10) reemplazando w por
w;,; dado en (4.2.13).

A partir de las soluciones para T', Y y R obtenemos

Gjin(r,t,0,0) = ajincos (it + Biin) Ri(r)Yi.(0,¢) , (4.2.15)

solucién que describe a un modo de oscilacion del campo. Dado que la ecuacion es lineal una
superposicién arbitraria de soluciones también sera solucion, por lo tanto la solucion general

queda dada por
+o0o +o00

o(r.t,0,p) = ZZ Z Gjun(r,t,0,¢) . (4.2.16)

§=0 1=0 n=—1

4.3. Campo escalar autointeractuante

En esta seccién estudiaremos la evolucién de un campo escalar sin masa y esféricamente
simétrico, considerando una autointeraccion cuartica en la accion, manteniendo el background
fijo. Este modelo es muy instructivo para estudiar la estabilidad de AdS considerando el
sistema con backreaction, ya que captura varias de las caracteristicas principales de dicho

problema [3]. La accién para este sistema estd dada por

1 A
S5 9] = /x/—g (—ﬁvquﬁ — qu“) d'z (4.3.1)
a partir de la cual obtenemos la ecuacién de campo

D(ﬁ(t,x)—%gb?’(t,:c) = 0. (4.3.2)
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4.3.1. Meétodo perturbativo estandar

Considerando la métrica (4.1.11) del espacio AdS en cuatro dimensiones, reemplazamos la

siguiente expansion para el campo escalar
o(t,z) = epi(t,n) + Eds(t,z) + O() (4.3.3)

en (4.3.2), obteniendo un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas. En efecto, a primer

orden en € tenemos

$14+Lpy =0, (4.3.4)
donde L, definido como
o 1 0 9, O
L:= tan?(2) 9z (tan <x)6’x> , (4.3.5)

es un operador auto-adjunto sobre el dominio [0, 7/2[ cuya funcién peso es tan®(z). Sus

autovalores y autofunciones, a las que denominaremos oscilones, son’

3
ej = djcos’(x) o ) <—j,3+j,§;sin2(:c)) : (4.3.6)

w; = (3+2§)°, jeN,. (4.3.7)

El producto interno de este espacio lo denotaremos como

(f,9) = /0 7Tf(:zc)g(m) tan®(z)dx . (4.3.8)

Asi, la solucién a (4.3.4) se puede escribir como
o1(t,x) = Z a;j cos(w;t + B;)ej(x) . (4.3.9)
=0

La ecuacién que resulta a tercer orden en € esta dada por

b3+ Loz =S, (4.3.10)
donde Ao

=———t 4.3.11

5 6 cos?(x) (4:3.11)

Proponemos una solucion de la forma

st x) =Y alt)e(r), (4.3.12)

!Para més detalle revisar Apéndice A.1
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y reemplazamos en (4.3.10). Proyectando sobre la base de oscilones obtenemos un conjunto

infinito de osciladores arménicos forzados desacoplados para los coeficientes ¢;(t)
& +wic;=8;, (4.3.13)

donde S; := (5, ¢;) es la proyeccion de la funcién S sobre la base de oscilones.

Si imponemos como condicién inicial [¢, ¢|;—o = €[eo (), 0], aparece un término de la forma
cos®(wpt) en la funcién S, por lo cual hay posibles resonancias para los modos j = 0y
7 = 3. Al proyectar S sobre la base de oscilones, obtenemos que sélo Sy posee un término

resonante. El término secular resultante debido a la resonancia puede ser reabsorbido a través

del método de Poincaré-Lindstedt? [13], de manera que la solucién a primer orden toma la
forma =
¢ = €cos {(3 + 62g) t} eo(r) + O(e?) . (4.3.14)
T

Por otro lado, si imponemos [¢, ¢l—o = €[eq(z) 4 €1 (), 0], la funcién S tendré una dependen-
cia temporal de la forma (cos(wyt) +cos(wit))?, por lo cual pueden aparecer resonancias para
71 =0,1,2,3,4,5,6, pero al proyectar en la base de oscilones sélo obtenemos tres resonancias:
j=0,75=1yj =2 Los términos seculares en ¢y y c; pueden ser reabsorvidos a través
del método de Poincaré-Lindstedt, pero el término resonante en Sy persiste y produce un

término secular ¢y ~ tsin(wst).

Es posible demostrar que apareceran resonancias en S; sélo si
Wj = Wj T Wj, — Wjs (4'3'15)

donde (j1, j2, j3) son tales que aj,, aj, y aj, son no nulos en ¢; [19]. En general, al existir
resonancias apareceran términos seculares, por lo cual el método perturbativo estandar es
valido sélo hasta tiempos menores a 1/(Ae?), ya que para tiempos superiores los términos
de la solucién con factor € y €3 son del mismo orden de magnitud. Para poder estudiar la

evolucién del campo escalar a tiempos O(A~te™2) utilizamos el formalismo de dos tiempos.

4.3.2. Formalismo de dos tiempos

Este método perturbativo consiste en introducir el “tiempo lento” 7 := €* como una

variable. De esta forma, proponemos la siguiente expansion para el campo ¢

o, T, 7) = €p1(t, 7, 7) + E€P3(t, 7, 1) + O(°) . (4.3.16)

2Para més detalle ver Apéndice B.
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Reemplazando (4.3.16) en (4.3.2) y considerando que, debido a la presencia de la coordenada
7,0, = O, + €20, [20], obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas al colectar

orden a orden en €. A primer orden obtenemos

02y + Loy =0, (4.3.17)

ot

donde L es el operador dado en (4.3.5). La solucién para (4.3.17) es

M8

o1(t,T,2) = (Ay(m)e ™ + Ay (1)) ey(x) (4.3.18)

l

Il
=)

donde A;(7) son funciones arbitrarias de 7 que serdn determinadas posteriormente, y A;(7)

denota a su complejo conjugado.

A orden cubico obtenemos

07 3 + Lps + 20,0-¢1 = S(t,7,x) (4.3.19)
donde v o
- 1

Si= ~ G (4.3.20)

Proponemos una solucién de la forma

¢s(t,mx) =Y (Bit,7) + Bilt, 7)) exlx) . (4.3.21)

=0

Reemplazando en (4.3.19) y proyectando sobre la base de autofunciones del operador L

obtenemos
@2 (BJ —I— B]) —f- CL)? (B] —|— BJ) — inj(E)TAje_wjt — (‘3Tfljewft) = (6]‘, S) s (4322)
con

(e;,8) = Z Sjnim (A=t 4 At (Ape=mt 4 A, ent) (A ent 4 A, |

n,l,m 3
— Z Sjglm (AlAmAnefi(wz+wm+t.un)t + 3AlAmAnefi(wl+wm7wn)t
n,l,m
+3A1Am[ln€_i(wl_“’m_wn)t + AlAmAn(T)e—i(—wz—wm—wn)t) 7
donde i
Sjnlm — _é /2 tanQ(iﬁ)@j($)62([£)€l($)6m(x) dr | (4'3'23>
2 Jo cos?(x)

son constantes reales.
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Con la presencia de términos proporcionales a e*™®i! en el lado izquierdo de la ecuacién,
podemos cancelar los términos resonantes en el lado derecho. En efecto, utilizando la relacién

de ortonormalidad de las funciones exponenciales obtenemos

'S'nm T
—2iw;0,A; = > 131 (AL A AnBs; et +om + 3A1AmARSuss corteom—on
n,l,m

_'_SAIAmAnéwJ' W —Wm, —Wn, +Allzlm (T)Anéwj ,— W] —Wm fwn}

Dado que las integrales Sj,i,, son no nulas sélo si w; + w,, = w; + wy,, 0 equivalentemente,

j +mn =14 m, obtenemos

— 2iw;0 Aj = > SjumAiAnA, | (4.3.24)
J+n=Il+m

expresion que define a un set de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas para A;.

Para resolver el sistema de ecuaciones (4.3.24) es necesario truncarlo hasta j = jyax. Al-
gunas soluciones al sistema se muestran en la Fig. 4.1, donde hemos utilizado ju.x = 20.
De los resultados obtenidos vemos que hay un intercambio de energia entre los modos: los
modos de frecuencias bajas traspasan energia a los modos de mayor frecuencia, fenémeno
denominado cascada de energia directa, y también la energia de los modos con mayor frecuen-

cia pasa a los modos con menor frecuencia, fenémeno denominado cascada de energia inversa.

g 5

j

0.020}-
W — j=0 0.020f /\ /\ /\/\ /\,\ /\/\/\/‘ — j=0
j=1 ~ al A M 1/ j=1
0.0150} i 0015 i
— =3 — =3

0.010}-
e 0.010 4
0.005 I=5 0.005 =5

- Z \‘\ \I\«/’\ ./V'\_w & 14 '(/’b).‘ﬂ‘\ W.J\IL.\\II t
200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400

Figura 4.1: Evolucién del sistema para dos modos encendidos inicialmente con la misma
energia (panel izquierdo) y para tres modos encendidos inicialmente con la misma energia

(panel derecho) con jyax = 20. Fuente: elaborada por autora.

El sistema (4.3.24) posee dos cantidades conservadas [3]: la energia linealizada

[e.e]

E:

I
&

(4.3.25)

donde
E; = wi|Aj*, (4.3.26)



y el nimero de particulas

N:=>"N;, (4.3.27)
§=0
donde
N; = wj| A1, (4.3.28)

cantidades que estan asociadas a las transformaciones de simetria
Aj — €iaAj y Aj — €iwj6Aj , (4329)

respectivamente. Ademés, dicho sistema posee una simetria de escala: si A;(7) es solucidn,

también lo es €A;(7/€*), para cualquier e.

Las cantidades conservadas E'y N sirven para monitorear la estabilidad del método numéri-

co utilizado para resolver (4.3.24).

4.4. (In)-estabilidades en AdS,

En esta seccion revisaremos los resultados del estudio del colapso de un campo escalar sin

masa y esféricamente simétrico sobre AdS,.

Siguiendo la configuracién de [11], la accién para este caso estd dada por

1 1
S[Gw, 0] = / V=g {% (R+2A) — §v“¢vu¢} d*z (4.4.1)

a partir de la cual obtenemos las siguientes ecuaciones de campo

G + Agy = 871G <vu¢ V., — %g,w (w)?) , (4.4.2)

O¢=0, (4.4.3)
las que denominaremos sistema Einstein-Klein-Gordon (EKG).

Utilizaremos el siguiente ansatz para la métrica

ds® = L

) (—A(t, z)e” 2D dt? 4 A7t z)da? + sin®(2)dQ?) | (4.4.4)

donde df2 es el elemento de linea de la 2-esfera unitaria, y ademés ¢t € |—oo, 00|y x € [0, 7/2].
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Introduciendo las funciones auxiliares ® = ¢/ v II = A~ 'e’¢, donde la prima denota la
derivada respecto a la coordenada z y el punto denota la derivada respecto a la coordenada

t, la ecuaciones de campo toman la forma

d = (Ae°IT) (4.4.5a)

- 1 2 5
II= fan(2) (tan”(x)Ae’®)" | (4.4.5b)

con los siguientes constraints

;1A 2 sin®(z)

Sin(2) con(z) 1 — A) —sin(z) cos(z)A (®* + I1%) (4.4.6a)
§' = —sin(z) cos(z) (* + 11%) | (4.4.6b)
A = —2sin(z) cos(z)A2e 0 II . (4.4.6¢)

4.4.1. Perturbaciones no-lineales

Es posible obtener soluciones aproximadas al sistema EKG considerando soluciones de la

forma:
¢ = Z €2j+1¢2j+1 ) (4.4.7a)
j=0
A=1-" Agye¥ (4.4.7b)
j=1
5= 0y . (4.4.7¢)
j=1

Reemplazando (4.4.7) en el sistema EKG obtenemos un conjunto de ecuaciones lineales
acopladas al colectar orden a orden en €. A primer orden obtenemos la ecuacién (4.3.4) donde

L esté dado por (4.3.5). Luego, la solucién a ¢ es
O1(t,x) = Z aj cos(w;t + B;)ej(x) . (4.4.8)
5=0
donde a; y f3; son constantes que seran determinadas por las condiciones iniciales.

La respuesta de la métrica a la presencia del campo escalar aparece a segundo orden en el
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parametro €, lo que se puede integrar obteniendo

Ao(t, ) = 68223((5)) /O x (é?(t,y) + cb’f(t,y)) tan®(y)dy (4.4.9a)
aata) = = [ (G20 + 652(0.0)?) sinfo) cos(u)y (4.4.9b)

La ecuacién que resulta a tercer orden en € estd dada por
b3+ Los = S, (4.4.10)

donde S := —2(Ay + 6)¢1 — (Ag + 2)y — (A} + 84)¢),. Proyectando (4.4.10) sobre la base
de autofunciones del operador L obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para los

coeficientes c;
5]' + CUJQ-CJ' = Sj s (4411)

donde S; := (S5, ¢;).

Sea I = {j € Ny : a; # 0} un conjunto de indices no-nulos en la solucién (4.4.8), es
posible demostrar que cada triada (j1, ja, j3) € I° tal que w; = wj, + wj, — wj, da origen
a un término resonante en S; [21]. Algunas de estas resonancias pueden ser reabsorbidas
mediante el método Poincaré-Lindstedt, pero para una condicién inicial general no todas
las resonancias pueden ser reabsorbidas, tal como en el caso del campo escalar autointe-
ractuante en AdS,. Por ejemplo, para la condicién inicial [¢,dli—o = e[eo(x),0] s6lo Sp
contiene un término resonante, el que puede ser reabsorbido, obteniendo asi la solucién
é(t,x) = ecos(3t + 153/ (4m)e%t)eg(x) + O(€?). En el caso en que la condicién inicial sea
[0, Dli—o = €[eo(x) + e1(x), 0], los términos resonantes en Sy y S; pueden ser reabsorbidos,
pero la resonancia en S5 no, dando origen a un término secular en la solucién, por lo cual

ésta 1dltima no es vélida para tiempos de orden e 2.

De acuerdo a los resultados numéricos, el colapso del campo escalar ocurre a tiempos de
orden ¢ 2 (donde ¢ caracteriza la amplitud de la perturbacién), por lo cual es de interés

obtener soluciones que sean vélidas a dichos tiempos [11].

A continuacién mostraremos los resultados de la evolucién numérica realizada en [1 1] para

el caso en que las condiciones iniciales son

m202

2 4 tan?
(0,2) =0, TI0,2) = — exp (-ﬂ) , (4.4.12)
T
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Figura 4.2: (a) IT3(¢,0) para las condiciones iniciales (4.4.12). (b) Las curvas de (a) después

del escalamiento e 2I1?(€%*t, 0). Fuente: [11].

donde se ha fijado 0 = 1/16 (ver Fig. 4.2).
Con las herramientas numéricas y analiticas es posible ver que la energia inicial del sistema

es transferida a modos con mayor frecuencia (cascada directa), es decir, la energia se concen-
tra en escalas més y mas pequenas lo que puede resultar en el colapso a un agujero negro.

Lo importante de dicho resultado, es que este colapso sucede independiente de la amplitud

€ del campo escalar.
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4.4.2. Formalismo de dos tiempos

Como hemos visto, el formalismo de dos tiempos es un método perturbativo que permite
llegar hasta los tiempos de interés. Siguiendo el procedimiento descrito en [12], consideramos
las siguientes expansiones para el campo escalar y las funciones métricas, considerando el

tiempo lento 7 = €%t

o(t,7,7) = epi(t,T,x) + EPs(t, T, x) + Oe) | (4.4.13)
Alt,m,x) = 14+ EA(t,7,2) + O(e) (4.4.14)
S(t,7,x) = €6t 1,7)+ O(e*) . (4.4.15)

Aplicaremos este método en el sistema Einstein-Klein-Gordon, considerando que las de-
rivadas temporales tomaran la forma 9, — 9, + €20.. A primer orden en e obtenemos la
ecuacién (4.3.17) donde el operador L estd dado nuevamente por (4.3.5). La solucién general

para esta ecuacion es

o1(t, T, 2) = Z (Ay(m)e™ + Ay(1)e™") ey(x) (4.4.16)
1=0
A orden €* obtenemos
Aoltra) = 2@ / (8t 70) + 612(t 7, 9) ) tan*(y)d (4.4.17)
2\by 1y - SiIl(.CE) A 1\ 1Y 1 Ty Y y)ay , S
bo(t,T,w) = — / (8679 + 613(t, 7, 9) ) sin(y) cos(y)dy (4.4.18)

Finalmente, la ecuacién a orden € es
O p3 + Lo + 20,0,¢1 = S(t, 7,7) , (4.4.19)
donde el término de fuente esta dado por
S = 0y(Agy — 09)0sp1 — 2(Ay — 02) Loy + (AL — 05) ] - (4.4.20)

Las soluciones (4.4.17) y (4.4.18) para Ay y 0 se sustituyen directamente en S. En ge-
neral, como hemos visto con el método perturbativo estandar, el término fuente S contiene
términos resonantes si w; = wj, + wj, — w;, donde (j1, j2, j3) son los indices de los modos no

nulos en la condicion inicial del problema.
Proponemos una solucién para ¢s de la forma
s(t,7,2) =Y (Bi(t,7) + Bi(t,7)) erfx) . (4.4.21)
!
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Reemplazando en (4.4.19) y proyectando sobre la base de oscilones tenemos
82 (BJ + BJ> —|— w?. (B] + BJ) — 2in(aTAj€_iwjt — an_ljei“’ft) = (6]', S) . (4422)

Integrando en el tiempo obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para las funciones
A;(7)
= 2iw;0-A; = SipimArAiAn | (4.4.23)
kim
donde Sjiim son constantes reales, que representan la contribucién de las diferentes resonan-

clas.

Cabe notar que en este caso también se conservan la energia linealizada

E=) E;=> w4, (4.4.24)
=0 =0
y el nimero de particulas
N=> N;=> w4, (4.4.25)
§=0 j=0

como se puede ver en [11] y [22].

Ademsds, la ecuacién (4.4.23) es invariante bajo la transformacién A;(7) — €A;(7/€?), la

que es una propiedad de las ecuaciones obtenidas a partir de este formalismo.

En el caso en que consideremos dos modos encendidos inicialmente en el sistema (4.4.23),

es decir,

A;(0) = (6] +k0;) (4.4.26)

W —

con la misma energia inicial en cada uno de ellos (k = 3/5) es posible observar cascadas de

energfas directas e inversas (ver Fig. 4.3).
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Figura 4.3: Evolucién de la energia del sistema obtenida de forma numérica (lineas sélidas) y
con el formalismo de dos tiempos (lineas punteadas) para el caso de dos modos inicialmente

encendidos con la misma energia. Fuente: [12].

4.5. Retorno de energia en AdS global

De los resultados obtenidos en la seccién anterior vemos que existe cierta periodicidad
en la evolucién de la energia del campo escalar cuando tenemos dos modos encendidos
inicialmente. Debido a esto, es de interés caracterizar los retornos de energia y determinar si
ellos son exactos o solo cercanos a exactos. Es posible analizar analiticamente este fenémeno
cuando domina alguno de los modos iniciales, en particular revisaremos los casos en que
domina el modo fundamental y el primer modo excitado cuando consideramos el campo

escalar con backreaction [15].

4.5.1. Soluciones dominadas por el modo fundamental

Consideraremos que el espectro es suprimido exponencialmente a medida que uno se aleja
del modo fundamental
-
oy = 5080 (4.5.1)
\VWn

con 9 < 1. Redefinimos la constante S,,,,x; de la seccién anterior como sigue

1 Snm
Cnmkl = -3 al (452)

2 /WO
de manera que (4.4.23) toma la forma

oo n+m

ZQH = Z Z 52anmk,n+m—k Qan—l—m—ka 5 (453)

m=0 k=0
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donde hemos denotado con () la derivada respecto a la variable 7.

A orden §°, sélo los términos con m = 0 aparecen en la ecuacién anterior, asi

i4n = qo(T) Z Crokn—k Qrn—rk - (4.5.4)

k=0

Este conjunto de ecuaciones se puede resolver de forma recursiva. Para mostrar su estructura

escribiremos las ecuaciones para los cuatro primeros modos

iGo = Coooolgol*qo , (4.5.5)
igi = 2Ciow0lq0l’q1 (4.5.6)
ige = 2C020|q0|°q2 + Cao11 Qo4 (4.5.7)
igs = 2C3030|q0/%gs + 2Cs021 Q09142 (4.5.8)
igs = 2C40u0|q0*qs + 2C4031 G0q1G3 + Caoz Qo - (4.5.9)

Utilizando la simetria de escala de la ecuacion obtenida a través del formalismo de dos

tiempos (4.4.23) siempre es posible fijar |g|? = 1.

Con el objetivo de ver si existen retornos de energfa exactos, resolveremos (4.5.4) con las
condiciones iniciales ¢o(0) = 1, ¢1(0) = 1 y ¢,>2 = 0. De esta forma las soluciones para g y
g1 son

—1Co000T

go=e , gy = e~ 2iC10007 (4.5.10)

La solucion para g es de la forma

—2i02011 . <C()000 — 401010 + 202020 ) i(00000_401010+202020 )7_
q@a(7) = sin T)e 2 ,
Coooo — 4C1o010 + 2C2020 2
(4.5.11)
de donde obtenemos que la energia Fy o< |g2|? posee un periodo Ty = 107%/123.
La soluciéon para el tercer modo excitado es
2C5011C3021 —ix —ix _9iC
= Ao — Ap) — Age M7 4 A\ 2T 1030 T 4.5.12
q3(7) e o — A1) (A2 = A1) = Age +Ae e : ( )
con
A1 = —2Cn000 + 6C1010 — 2C3030 (4.5.13)
Ay = —Coooo + 2C1010 + 2C2020 — 2C3030 - (4.5.14)

En este caso la energfa E3 o< |g3|? oscila con perfodo T3 = 14071 /3 lo que corresponde exac-

tamente a 574 veces T,. Resolviendo al siguiente orden se obtiene que F4 |q4|2 también
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es perfodica, con periodo Ty = 42072, lo que corresponde a 9 veces T, o equivalentemente,
5166 veces T5.

El patrén de periodos comunes se puede generalizar para los modos siguientes, ya que
existen relaciones racionales entre los coeficientes Cpmp en AdSy [22],[13]. Debido a esto,
obtendremos un retorno arbitrariamente preciso a la distribucién inicial de energia si uno

espera el tiempo suficiente.

|g(KT,) [°

® L e i @ )

N A OO 0 O
L ]

a " : : : : : '. : : , : ‘ : M- 1 . N )
0 5 10 15 20 k

Figura 4.4: Soluciéon anélitica de los retornos de energia. Vemos que existen retornos de
energia cuando k = 4,5 y 13. Es posible ver que existen retornos muy precisos para k =

9 y 18, pero éstos no son exactos. Fuente: [15].

4.6. Soluciones dominadas por el primer modo excita-
do

Ahora consideramos que los modos son suprimidos a medida que se alejan del primer modo

excitado

qo(7) _1 qa(7)
=9 n>1 =0 ——= 4.6.1
Qp o s Ap>1 o ( )
con 0 < 1. Redefiniendo . s
Cnmkl - -3 nmkl — (462)

7
2 /W W Wy

la ecuacién (4.4.23) para el modo 0 toma la forma

co m—1 o)
ido =Y _ Y Combmt Tn@kdm-k0"""*+2 >~ Comom Gmm@0™™ > + CooooGodoqod” , (4.6.3)
m=2 k=1 m=1
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y para los modos de orden superior

oo n+m—1 n—1

ZQn = Z Z Cnmk,n%»mfk (ijanerfkéQmiQ + Z CnOk,nfk: q_OQkQka

m=1 k=1 k=1
+ 2 Z Can,ner(jquQneréQm + 2COnan_OQOQn52 . (464)
m=1
Considerando so6lo los términos a orden cero en § obtenemos la siguiente ecuacién para el
modo fundamental

igo = Coz11 243 + 2Co101]q1°qo (4.6.5)

mientras que para los modos excitados tenemos

n n—1
an = €71 Z Cnlk,n—l—l—k Akdn+1—k + €70 Z Cn()k,n—k qkdn—k - (466)
k=1 k=1

Para ver la estructura de estas ecuaciones, escribimos explicitamente las ecuaciones para

los primeros modos:

igo = 2Coi01]q1]°q0 + Coon1 247 (
igp = Cuulalaq . (4.6.8
iGy = 2Com|ql*q + Coott Qo (
iGs = 2Cs131)q1]°qs + Cs122 165 + 2C3021 Goq1 ¢z (4.6.10
iGs = 2Cpa|ql’w +2Cus @14203 + Caozz @045 + 2Ca031 Q00143 - (4.6.11
2

Utilizando la simetria de escala de (4.4.23) podemos fijar |¢;|* = 1. Luego, las ecuaciones

(4.6.7) y (4.6.9) forman un sistema de ecuaciones lineales acopladas. Las ecuaciones para los

ordenes superiores se pueden resolver de forma recursiva.

Considerando las condiciones iniciales ¢o(0) = 1, ¢1(0) = 1 y gn>2 = 0 obtenemos

A ] A ,
q@(T) = (cos (77—) + ?sin <§)) e (2Co101+8/2)7 (4.6.12)

Ch(T) — 671'011117'7 (4613)
@(r) = _21'6;\1102 sin (%> et (4.6.14)

donde ﬁ =2 (01111 - 00101 - 02121) y A= 62 - 4012102. De aqul' vemos que el periodo TO

2 > v su valor es 2/ \.

de Ey o |qo|* es igual al periodo Ty de Ey o |go

La solucion para el tercer modo excitado es

g3(7) = (12— \2) (a+be? 4 ce T 4 d ') A0 =20 =Cin)T (4 6.15)
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con

a = 2v(y—A) (Cri02C2213 + (B + A) Cr203) (4.6.16)
b = 4 ()\2 - Vz) (C1102C2213 + BCh203) (4.6.17)
c = 2v(y+ ) (CrioaCanz + (8 — A) Craoz) (4.6.18)
d = —4)?(C110209213 + (8 — X) Cia03) (4.6.19)
v = —2Con0 + Ciinr + 202121 — Cai31 - (4.6.20)

La energia para este modo F3 o |g3|* no es periddica ya que \/y = 7v/3665/149 ~ 2 84.
Esto implica que no existen retornos de energia exactos, pues los periodos de los primeros
modos (hasta n = 3) no son conmesurables®, por lo cual no importa cuénto tiempo se espere,

el sistema no retornara a su estado inicial.

2
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0.010} o ¢ .
: ; *
0.005/ ® e Do
[ [} :
4 | e | v P W Ly e e : ;L g4
0 5 10 15 20 k

Figura 4.5: Solucién analitica de los retornos de energia para condiciones iniciales dominadas
por el primer modo excitado. Vemos que existen retornos de energia cuando k = 3,6 y 14.
Es posible ver que existen retornos muy precisos para k = 17 y 20, pero estos no son exactos.

Fuente: [15].

3Dos niimeros reales, a y b, que no son cero, son conmensurables sélo cuando la razén a/b es un niimero

racional.
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Capitulo 5

Cascadas de energia en un Agujero de

Gusano

Este capitulo presenta los resultados originales de esta tesis.

En la referencia [8] se encontré un solucién de agujero de gusano asintéticamente AdS
para la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet en dimensién 25 + 1, con 7 > 2, y con constante
cosmoldgica negativa. Los modos normales de un campo escalar sobre este espacio fueron
estudiados en la referencia [9], de donde se puede observar que es posible obtener un espectro
equiespaciado considerando un término de acoplamiento no-minimal proporcional al escalar
de curvatura. Debido a esto 1ltimo, es natural preguntarse si los fenémenos observados en
AdS, se replican en este espaciotiempo. Cabe notar que la soluciéon de agujero de gusano
existe siempre y cuando la teorfa posea un tnico vacio de AdS, por lo cual no es posible
estudiar perturbativamente la evolucién del campo con backreaction, siendo el objetivo de

este capitulo el estudio de la teoria con el campo escalar autointeractuante.

5.1. Agujero de gusano asintéticamente AdS

La accién de Einstein-Gauss-Bonnet en cinco dimensiones con constante cosmoldgica estd

dada por

1

S [guy] - 167TG5

/\/—g [R—2A+ o (R? = 4R, R" + Ry o R*™7) | d°x . (5.1.1)

Esta teoria posee una solucion de agujero de gusano si la constante de acoplamiento del

término de Gauss-Bonnet es tal que la teoria posee un tinico vacio AdS, es decir, aA = —3/4

[5].
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Dicha solucién esta dada por
ds* = [— cosh?(p — po)dt? + dp* + Cosh2(p)dZ§] , (5.1.2)

con pp una constante de integracién y >3 = S; X Hy, donde el radio del hiperboloide es
3712, La métrica (5.1.2) describe a un agujero de gusano estético con una garganta de radio
¢ ubicada en p = (. Esta solucién conecta dos regiones asintéticamente localmente anti-de

Sitter con radio de curvatura £ = 4a = —3/A.

El escalar de curvatura de este espacio esta dado por

20 6

R=—Z 4 —
02 02 cosh?(p)

(5.1.3)

y el escalar de Kretschmann

40 24 36
K=R,,,,R'""" = — — + . 5.1.4
e 02 ficosh?(p)  (Acosh?(p) ( )

Por simplicidad, de aqui en adelante utilizaremos ¢ = 1.

5.2. Modos normales en el agujero de gusano

En esta seccion estudiaremos la evolucion de un campo escalar de prueba masivo sobre la
geometria del agujero de gusano, agregando un término de acoplamiento no-minimal, pro-
porcional al escalar de Ricci. Este problema tiene solucién analitica cuando la constante
de integracién py = 0, caso que se analiza con detalle en [J] y que reproduciremos en esta
seccién. Si por el contrario py # 0 el problema se debe resolver con herramientas numéricas,

calculo realizado en [23].

La accion considerada esta dada por
1
S1é; G| = / V=93 (=V,.0VHp — m’¢* — ERY?) d°x, (5.2.1)

donde £ es una constante y R el escalar de Ricci'. Variando la accién respecto al campo ¢

obtenemos la siguiente ecuacion de campo

(¢ —m* —ER)p =0, (5.2.2)

I'En AdS el escalar de Ricci es constante, por lo cual el término de acoplamiento no-minimal es equivalente
a un shift en la masa, mientras que en el caso del agujero de gusano el escalar de Ricci no es constante por

lo cual el término es no-trivial.
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a la que denominaremos ecuaciéon de Klein-Gordon modificada. Utilizando la expresién del

operador [ (ver en (3.1.3)) y la solucién (5.1.2), en la que
Vv—g = cosh*(p)VE | (5.2.3)

donde 3J;; corresponde a la métrica de la variedad tridimensional X3 = S; X Hy y ¥ a su

determinante, obtenemos

0 = O¢—(m*+&R)¢
S [& (cosh (VS gtt(?t(ﬁ) (cosh (p )\/Egppap¢)
cosh?(p)VE
1 y 6¢
0; h* Y———3¥"0; — 2206+ ——=2—
0 (cosh 1V o) - (e 206+ g5 ) o
1 1 65
= —————0%¢ +4tanh(p)0 0> ———V% ¢ —m? 200 — )
cosh2(p) ;¢ + 4tanh(p)0,¢ + p¢+cosh2<p) 2,0 —m7¢ + 2080 (s )¢
(5.2.4)
donde V%B denota al operador laplaciano sobre la variedad >s.
Reemplazando el ansatz
o, pp,0,y) = TORP)Y(p,2,9) (5.2.5)
n (5.2.4) obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales
0 = & —T(t) + W*T(t) (5.2.6)
A ’ o
0 = V§,Y(pa,y) +QY(p,2,y) (5.2.7)
& d 9 9 6¢
0 = i —— R(p) + 4 tanh(p) dpR(p) + (w Q —m* + 20 coshQ(p)) R(p). (5.2.8)

La ecuacién (5.2.6) es una ecuacién de oscilador arménico cuya solucién esta dada por
T(t) = acos(wt+ ), (5.2.9)

donde « y 3 son constantes de integracién.

La ecuacién (5.2.7) es una ecuacién de autovalores para el operador laplaciano sobre Y3,
cuya autofuncién es Y y su autovalor es Q). Para resolver la ecuacién (5.2.8) realizamos el

siguiente cambio de variable

tanh(p) = 1—2z, (5.2.10)
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de manera que la coordenada p € (—o00,00) es mapeada a z € (1,0) y la ecuacién toma la

siguiente forma

& d m? — 20¢

—2(1 — Z)dz2 R(z)+ (1 — QZ)ER(Z) + mR(z) +(—w* +Q+6R(z) = 0.

(5.2.11)
Esta ultima es una ecuacién diferencial hipergeométrica cuya solucién esta dada por

R(z) = CrattiVme Bedi(q o)l W 36 (0,06, 2)
O [2(1— ) V™2 P (g — e+ 1 b—c+ 1,2 —c;2) , (5.2.12)

donde
1 1
a:=5+ 5\/4w2 —4Q — 24649, (5.2.13a)
1 1
bi=g - 5\/4w2 —4Q — 246+ 9, (5.2.13b)

ci=14 /m?—20¢ + 4, (5.2.13¢)

y con (o constantes de integracion.

Pediremos que la solucion sea regular en los extremos, es decir que sea finita en z = 0 y

2 = 1. Para este analisis consideraremos aquellos casos en que m? > 20€.

Imponiendo regularidad en z = 0 obtenemos que Cy = 0, de manera que

R(z) = Cyz'TaVm? 206041 _ )l=5V/m? 20604 B (g b 2) (5.2.14)
Utilizando propiedades de las funciones hipergeométricas (ver [17]) podemos reescribir

I'(c)l'(c—a— /220644
R(r) _ FEC) (C)P(a Z; 21+%1/m2—20§+4<1 i 2)1_5 m2—20£4+4 QFl(a,b; a+b+1—c1— z)
c—a)l(c—

+ F(c)lf‘((a)l—i—(z)— C)zl+%vm2 0644 (] _ ) V=206 p(e g e —bildc—a—bl—2z).
a

(5.2.15)

Pidiendo que la solucién sea finita en z = 1 obtenemos la condicién c—a = —j con j € Nj.
A partir de esta ultima obtenemos el espectro de frecuencias de oscilacién del campo, dado

por
(g+ + v/m? — 20€ + ) ——+Q+6§ (5.2.16)

Asi la solucién toma la forma

Rjqo(z) = Cj, QZH_1 Vs 20£+4(1 Z)l_% Vim? =206+ oF1 (a0, 0.0 ¢.0: %) , (5.2.17)
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donde aj g, bjo y ¢jo son como en (5.2.13) reemplazando w por w;q dado en (5.2.16).

Ademés se ha reemplazado C; de (5.2.14) por Cj.

A partir de las soluciones obtenidas por medio del método de separacién de variables,

tenemos que la solucién para el campo escalar es

¢(t727¢7x7y) :Z/dQ ¢j,Q(t727§07x7y)7 (5218)
=0
donde
9@ = ajqcos(wjqt + Bj,0) Rjq(2)Yole, z,y). (5.2.19)

5.3. Campo escalar autointeractuante

En esta seccion estudiaremos la evolucién de un campo escalar masivo sin dependencia an-
gular, considerando una autointeraccion cuartica y un término de acoplamiento no-minimal
proporcional al escalar de Ricci en la accién, manteniendo el background (5.1.2) fijo. La

accion para este sistema estd dada por
1 o L oy 1 2 A\ s
Slos 9] = [ V=9 | —5VuoV"o = 5m*¢® — 5ER¢" — 53¢ | dx (5.3.1)

donde £ es una constante y R el escalar de Ricci. Variando la accién respecto al campo ¢

obtenemos la siguiente ecuacion
2 A 3

De la expresién (5.2.16) vemos que un campo escalar sin dependencia angular posee un

espectro equiespaciado si £ = 3/8. En adelante nos enfocaremos en este caso.

5.3.1. Meétodo perturbativo estandar

Comenzaremos por resolver este problema utilizando el método perturbativo estandar. A

partir de la solucién (5.1.2) y la siguiente expansién para el campo escalar
Ot p) = ojpre ™, (5.3.3)
§=0

obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas. En efecto, a primer orden en

el pardmetro € tenemos
¢1+ Loy =0, (5.3.4)
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donde L, definido como

a d 1 d\ m?>-15/2 9
L = (1—2’) dZ (—Z(I—Z>£>+—4Z(1—Z> +Z7 (535)

es un operador auto-adjunto sobre el dominio (1,0) cuya funcién peso es —272(1 — 2)72. Sus

autovalores y autofunciones, a las que denominaremos oscilones del agujero de gusano, son?

2
1 7
2 .
W= <]+§+,/m2—§> , (5.3.6)

ej(z) = C; ' Vm2%1—21% -3

><2F1<]—\/mZ——1+]+\/m2——1+\/m2——z). (5.3.7)

donde C} es la constante que asegura la ortonormalidad y su valor depende de la masa m

del campo escalar.

El producto interno de este espacio lo denotaremos como

(f,9) = : Mdz : (5.3.8)

o 2%(1—2)?
La solucion para ¢, esta dada por
Z a;j cos(w;t + B;)e;j(z). (5.3.9)
7=0

A tercer orden obtenemos la siguiente ecuacion

9% ¢
92 + Loz = S, (5.3.10)
donde
S = —i—? (5.3.11)
o 242(1—2) o

Proponemos una solucién de la forma

= calt)en(2). (5.3.12)

Reemplazando la solucién de ¢z en (5.3.10) y proyectando sobre la base de autofunciones
del operador L obtenemos
é]' + CUJQ'C]' = Sj s (5313)

2Para més detalle ver Apéndice A.2
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donde S; := (e;, S), es la proyeccién de S sobre la base de oscilones del agujero de gusano.

Fijaremos la masa del campo escalar tal que su masa efectiva m2z = m? — 20¢ (defini-
da en [J]) sea igual a cero, es decir m? = 15/2. En este caso el espectro de frecuencias
toma la forma w; = j 4+ 5/2 y la constante de normalizaciéon de (5.3.7) esta dada por
205 = [(j+ 1) +2)(J +3)(j +4)(25 +5)]'/*.

Si la condicién inicial del problema consiste en [¢, ¢,—o = €[eo(x), 0], las posibles resonan-
cias, debido a la presencia de cos®(wpt) en la funcién S, pueden aparecer para los modos j = 0
y 7 = 5. Al proyectar sobre la base de autofunciones del operador L, obtenemos que sélo Sy
posee un término resonante, pero el término secular que aparece debido a esta resonancia

puede ser removido mediante el método de Poincaré-Lindstedt. En efecto, obtenemos

o(t, z) = ecos Kwo + € 2224) t} eo(2) + O(€%). (5.3.14)

Por otro lado, si la condicién inicial es [¢, ¢|;—o = €[eq(x) + e1(x), 0], podrian existir resonan-
cias para los modos 7 = 0,1,2,5,6,7,8 debido a que la parte temporal de S tiene la forma
(cos(wot) 4 cos(wit))?, pero al proyectar S sobre la base de oscilones obtenemos términos re-
sonantes solo en los modos j = 0, 1, 2. Los términos seculares en ¢ y ¢; pueden ser removidos
utilizando el método de Poincaré-Lindstedt, pero el término secular en co(t) ~ ¢sin(9¢/2) no
puede ser removido con el método mencionado.

Al igual que en AdS, se puede demostrar que el canal de resonancia para este caso es
wj = wjy + Wj, — Wiy, (5.3.15)

donde (j1, jo, j3) son tales que aj,, a;, y aj, son no-nulos en la solucién lineal ¢.

Como ya vimos, a partir de este método obtenemos soluciones que no son vélidas a tiempos

de orden \'e2, razén por la cual aplicaremos el formalismo de dos tiempos para este caso.
)

5.3.2. Formalismo de dos tiempos

Consideramos la siguiente expansion para el campo escalar, incluyendo la variable de tiem-

po lento 7 = €%t

[e.9]

o(t,1,2) = ZerHgbng(t,T, z). (5.3.16)

J=0
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Reemplazamos la expansion (5.3.16) en (5.3.2) y revisamos las ecuaciones orden a orden
en e. Cabe notar que las derivadas temporales tomaran la forma 0, — 9, + €20, debido a la

presencia de la variable 7. A primer orden tenemos:
¢y + Loy =0, (5.3.17)

donde el operador L estd dado en (5.3.5).

La solucion general para (5.3.17) es

o1(t, T, ) = Z (Ay(m)e ™ + Ay(7)e™") e(2), (5.3.18)

1=

donde A;(7) son funciones arbitrarias de 7 que seran determinadas de acuerdo a las condi-

ciones iniciales del problema, y A4;(7) denota a su conjugado.

A orden € tenemos

O} p3 + Loz + 20,0,01 = S(t, T, 2), (5.3.19)
donde . r
& BT - B (5.3.20)

Proponemos una soluciéon para ¢s de la forma:

o0

¢3(t, 7 x) = (Balt, 7) + Bult, 7)) €a(2). (5.3.21)

n

Proyectando la ecuacion (5.3.19) sobre la base de autofunciones del operador L obtenemos

la siguiente ecuacién
(9? (B] + BJ) —+ w?- (Bj + B]) — inj(aTAje*i‘“jt — 87-Aj€iwjt) = (ej, S), (5322)

con

(e;,5) = Z Sjglm (Ale_i“’lt 1 Aleiwlt) (Ame_i“’mt X Ameiwmt) (Ane—iwnt 1 Aneiwnt)7

]glm (AlAmAne—i(wl+wm+wn)t + 3AlAmAne—i(wl+wm—wn)t

:M:

+3A Ay ApemiCrsmmenlt o J A A, e i(amem ety
(5.3.23)

donde

S = [ SN, 5500



son constantes reales.

Debido a la presencia de términos proporcionales a e**it en el lado izquierdo de la ecuacién,
podemos cancelar los términos resonantes en el lado derecho de la ecuaciéon. En efecto,

utilizando la relacién de ortonormalidad de las funciones exponenciales obtenemos

S'nm 1
—2iw;0r Ay = Y 331 (AL A Abus coteomteon + 3A1AMAL e oy o —con

n,l,m

+3A1 A Anb i —m—n + AtAM Ay, —oy—om—un] - (5.3.25)

Considerando que las integrales Sjpi,, son no-nulas sélo si w; 4+ w, = w; + wp,, 0 equiva-

lentemente, j +n = [ + m, obtenemos

—2iw0 A= Y SjumAiAnA, (5.3.26)

wj +wn=w|+wm

expresion que define un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas para

Aj(T).

En este caso, también se conservan la energia linealizada

E=) E;j=> w4, (5.3.27)
=0 =0
y el niimero de particulas
N=> Ny=> w4l (5.3.28)
=0 =0

cantidades que son utilizadas para el monitoreo de la soluciones obtenidas del sistema
(5.3.26). Ademads, como ya es conocido, esta ultima ecuacién es invariante bajo la trans-
formacion A;(7) — eA;(7/€%).

Para encontrar soluciones al sistema dado por (5.3.26) debemos truncarlo hasta j = jpax.
Resolveremos las ecuaciones considerando dos modos encendidos inicialmente, el modo fun-
damental y el primer modo excitado (Figuras 5.1 y 5.2), de donde vemos que se producen
cascadas de energia inversas y directas. Si consideramos tres y cuatro modos encendidos
incialmente, también es posible observar dicho fenémeno. Ademas, la energia en funcion del
nimero de modo decae de forma exponencial (Fig. 5.3). Para todas las soluciones hemos

trabajado con jp.x = 50.
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Figura 5.1: Evolucién de la energia por modo para diferentes condiciones iniciales con los
dos primeros modos de oscilacion encendidos. El panel superior izquierdo corresponde a
[Eo(0), E1(0)] = [3/4,1/4], el panel superior derecho a [Ey(0), E1(0)] = [3/5,2/5], el panel
inferior izquierdo a [Ey(0), £1(0)] = [1/2,1/2] v el panel inferior derecho a [Ey(0), F1(0)] =
[1/4,3/4]. Fuente: elaborada por autora.
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Figura 5.2: Evolucién de la energia como funcién del nimero de modo para diferentes con-
diciones iniciales con los dos primeros modos de oscilacion encendidos. El panel superior
izquierdo [Ey(0), E4(0)] = [3/4,1/4], el panel derecho a [Ey(0), E1(0)] = [1/2,1/2]. Vemos
que para tiempos superiores la energia por modo es exponencialmente suprimida, es decir,

E; ~ e % con B una constante. Fuente: elaborada por autora.
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Figura 5.3: Evolucién de la energia en funcién del tiempo y del ntimero de modo para
tres (panel superior) y cuatro (panel inferior) modos encendidos inicialmente con la misma
energia. Fuente: elaborada por autora.

5.4. Retornos de Energia

De los resultados obtenidos en la seccion anterior para dos modos encendidos inicialmente
(Fig. 5.1) vemos que hay cierta periodicidad en la evolucién de la energia del campo escalar.
Es por esto que realizaremos un analisis mas detallado de dicho fenémeno para el caso de
dos modos encendidos inicialmente y de esta forma determinar si es que es posible ver un
retorno exacto o casi exacto de energia para determinadas condiciones iniciales. En particu-
lar, andlogamente a lo realizado en AdS, revisaremos los casos en que predomina el modo

fundamental y el primer modo excitado.

5.4.1. Soluciones dominadas por el modo fundamental

Consideraremos que el espectro es suprimido exponencialmente a medida que uno se aleja

del modo fundamental

qn\T
a, = 571% , (5.4.1)
con 0 < 1. Redefinimos la constante S,k de la secciéon anterior como sigue
1 Sum
Comit = — 5 5 (5.4.2)

)
2 /W W Wy
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de manera que (5.3.26) toma la forma

oo n+m

an - Z Z 52m0nmk,n+m—k Qan—l—m—k(jm s (543)

m=0 k=0

donde hemos denotado con () la derivada respecto a la variable 7.

A orden cero en § obtenemos

n
iGn = qo(T) Z Crokn—k Qkln—Fk - (5.4.4)
k=0
Para n = 0 obtenemos una ecuacién diferencial no-lineal para ¢y, mientras que para n > 1,
se obtienen un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales acopladas las que se pueden re-

solver de forma recursiva.
Utilizando la simetria de escala de (5.3.26) siempre es posible fijar |go|> = 1.

Resolveremos el sistema (5.4.4) con las condiciones iniciales ¢o(0) = 1, ¢1(0) = 1y ¢y>2 = 0.

De esta forma las soluciones para ¢y y ¢; son

—iCo000T

G = ¢ , = qig= e 00T (5.4.5)

donde, para el caso del agujero de gusano, Cygpo = 1/308 y Cig10 = 1/4004.

El sistema de ecuaciones (5.4.4) es igual al sistema que aparece en AdS (ver (4.5.4)), y
por tanto las soluciones tendran la misma forma, pero el valor de las constantes C,g,0 sera
diferente. Asi, resolviendo las ecuaciones de forma recursiva hasta n = 6 obtenemos que los
2

periodos Tj de las energias por modo E;  |g;|* son

TQ = 24024~ 3 T3 = ].7T2 5 7TT4 =19 T3 3 T5 = T4 3 T6 =23 T5 . (546)

De estos resultados podemos ver que los periodos de las energias son conmersurables, lo
que asegura un retorno exacto de energia a tiempo finito. Sin embargo se debe notar que
los periodos T aumentan a medida que j es mas grande, por lo tanto mientras mas modos
se incluyan en el andlisis, mas tiempo se debe esperar para observar el retorno de energia.

Cabe destacar que los modos mds altos van suprimidos como ¢7.
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Figura 5.4: Solucién anélitica de los retornos de energia para condiciones iniciales domina-
das por el modo fundamental. Dado a que los modos graficados poseen una amplitud nula
inicialmente, se producen retornos cuando los puntos intersectan el eje horizontal. Fuente:

elaborada por autora.

5.4.2. Soluciones dominadas por el primer modo excitado

Ahora consideramos que los modos son suprimidos a medida que se alejan del primer modo

excitado

Oy =01 4.(7) (5.4.7)

T

q(7)

\/Wo ’

CYO:(S

con 0 < 1. Redefiniendo

1 Snm

)
2 /W W Wy

la ecuacién (5.3.26) para el modo 0 toma la forma

oo m—1 [e’e)
iqo = Z Z Combm—k GmqsGm—10""* +2 Z Comom Gmqmq00°" > + Coo00q090900° , (5.4.9)
m=2 k=1 m=1
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y para los modos de orden superior

co n+m—1 n—1

iQn = Z Z Cnmk,n«#mfk ngan+m7k62m72 + Z CnOk,nfk q_OQanfk

m=1 k=1 k=1

+ 2 Z Oan,n-i—mCquo(]n-i-m(SQm + QC(OnOanOQO(]n(S2 . (5410)

m=1

Considerando sdlo los términos de orden cero en § obtenemos la siguiente ecuacién para el

modo fundamental
igo = Coo11 ©q; + 2Co101]q1*qo (5.4.11)

mientras que para los modos excitados tenemos

n n—1
an = (71 Z Cnlk,n—l—l—k Qkdn+1—k + QO Z CnOk,n—k qkdn—k - (5412)
k=1 k=1

Resolveremos el sistema de ecuaciones diferenciales considerando las condiciones iniciales
700(0) =1, 1(0) = 1y ¢,>2(0) = 0. Como en el caso de AdS,, utilizando la simetria de escala
de (5.3.26) podemos fijar |¢;|?> = 1, de manera que

qi(r) = e7 (5.4.13)

donde 01111 = 5/4004

De las soluciones obtenidas para los modos n = 0,2 obtenemos que los periodos Tp o de
sus energfas Eoa o< |qoo|? son iguales (T, = Ty). Para n = 3 la solucién obtenida no es
periodica, pues g3 es una superposicion de oscilaciones no-conmesurables. Debido a esto, la
energfa F3 o |g3]? tampoco es una funcién periddica. Esto implica que no existen retornos
de energia exactos, pues los periodos de las energias de los primeros modos de oscilacion
(hasta m = 3) no son conmesurables, por lo cual no importa cuanto tiempo se espere, el
sistema no retornara a su estado inicial, sélo puede acercarse, incluso con gran precision, a

dicha conffiguracion.
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Figura 5.5: Solucién analitica de los retornos de energia para condiciones iniciales dominadas
por el primer modo excitado. Vemos que existen retornos de energia cuando n = 15 y 16.
Es posible ver que existen retornos muy precisos para n = 8,23 y 39. Cabe notar que para
n = 31 se visualiza un retorno exacto, pero éste no es real ya que el valor de |g3|* es del

orden de 10~7, pero no es exactamente cero. Fuente: elaborada por autora.
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Capitulo 6
Conclusiones y comentarios

En este capitulo, ademas de presentar las conclusiones y de resumir los resultados princi-

pales de esta tesis, se realizaran algunos comentarios importantes relativos a la investigacion.

Hemos mostrado la existencia de un espaciotiempo sobre el cual la dindmica de un campo
escalar de prueba, modificando el operador de onda, resulta ser resonante, por lo cual al

incluir una no-linealidad obtenemos una rica fenomenologia.

Dentro de los fenémenos observados al resolver el problema perturbativamente, vimos que
al encender inicialmente los primeros modos de oscilacion del campo, la evolucién no-lineal
del sistema genera el traspaso de energia de dichos modos a modos de frecuencias més altas.
Este intercambio energético ocurre en ambas direcciones, es decir, la energia pasa de los
modos de frecuencia baja a los de frecuencias altas y viceversa, fenémenos conocidos como
cascada de energia directa e inversa, respectivamente. La energia como funcién del ntimero
de modo decae exponencialmente para tiempos superiores, por lo cual no es posible observar

un régimen turbulento.

De nuestros resultados fue posible ver que existe cierta periodicidad en las cascadas de
energia, por lo cual es natural preguntarse si esa periodicidad existe realmente o es aparente.
Considerando el sistema dominado inicialmente por el modo fundamental vimos que espe-
rando el tiempo suficiente es posible que el sistema retorne a su estado inicial, al menos en
los modos que poseen energia de forma significativa. Por el contrario, en el caso en que el
sistema es dominado inicialmente por el primer modo excitado, no es posible observar dicho
retorno de forma exacta, solo se puede lograr de forma aproximada pero con una precisién

bastante alta.

A continuacién, se hardn algunos comentarios acerca del caso con backreaction. Es posi-
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ble hacer un analisis perturbativo general para la teoria de Lovelock en AdS, utilizando el
formalismo de dos tiempos. Las ecuaciones de campo de Lovelock acopladas a un campo

escalar estan dadas en (2.2.5), donde T,

w, en este caso, es el tensor de energia-momentum

de un campo escalar sin masa.

Consideramos la métrica

02 dz?

ds* = —e 2D At 2)dt? + A7) + sin?(2)dDV%n2 | (6.0.1)

cos?(x)

y las expansiones

Alt, 7 m) = 1—2Ay(t, 7, 2) + O
ft,r,x) = 2fot,7,2)+ 0,
o(t,7,1) = eoi(t,T,2)+ O,

donde 7 ~ €2t denota al tiempo lento.

A orden €Y las ecuaciones de Lovelock determinan el radio de AdS, ¢, en términos de las

constantes «,, a través de la ecuacién (ver [21])

[D/2]

P2 = ,; % (%2) —0, (6.0.2)

que define el polinomio P [£]. Al siguiente orden obtenemos una ecuacién para ¢;, cuya
solucién es una superposicién de oscilones. A orden £ obtenemos las siguientes ecuaciones

para las componentes tt, tr v xx:

dP[¢7% (A,  (2cos’z—n+1) -
9l _ o2 (2 1 a2
(n=2) d§ <tanx sin? x A oS (¢1 +¢/1> ’
n—2)dP[(? A L
( 2 ) d[é ]tanx = —cos'ahidn

(n — 2)!dP G ( Al (2cos2z —n + 1)

dé 2 Ay — 2fé ) = cos’ & <¢% + ¢’%) )

tan x sin“ x tanx

donde ()’ y () denotan las derivadas respecto a la coordenada x y t, respectivamente. A este
orden no aparecen derivadas respecto al tiempo lento 7. Por lo tanto, las ecuaciones obteni-
das a través del formalismo de dos tiempos para la teoria de Lovelock tienen la misma forma
funcional que para Relatividad General, siempre que estemos expandiendo en torno a AdS
con una curvatura correspondiente a un cero simple de (6.0.2), de manera que dP [(~2] /d¢

es no-nulo.
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El agujero de gusano analizado en esta tesis es solucién a la teoria justamente cuando la
derivada del polinomio es nula, y por lo tanto no es posible aplicar el método perturbativo
para el caso con backreaction, por lo cual es necesario utilizar otras herramientas para resol-

ver dicho problema.

Cabe notar que las ecuaciones para la teoria de Lovelock implican que la dindmica con
backreaction es universal hasta tiempos de orden €2, la que es capturada por el formalismo de
dos tiempos, para valores genéricos de las constantes de acoplamiento. Esto fue demostrado
en el caso de Einstein-Gauss-Bonnet en [25], pero como hemos visto aqui, se puede extender

hasta cualquier orden en la curvatura dentro de la teoria de Lovelock.
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Apéndice A

Problema de Sturm-Liouville

A.1. Espacio AdS

Considerando un campo escalar sin masa y sin momento angular tenemos que la ecuacion
(4.2.8) toma la forma

2\ 2 2 2,.2
9 r*\ d°R(r) r*\ dR(r) Cr 9
r (1+£—2) = +2r 1+2ﬁ e o R(r). (A.1.1)
Realizando el cambio de variable
r = (tan(z) (A.1.2)

la ecuacion toma la siguiente forma

d’R(z) N 2sin(ac) dR(x)

07 lsn) @ LS @R@) (A.1.3)

sin? ()

Multiplicando por el factor de integracién 1/ cos?(z) obtenemos el siguiente problema de

Sturm-Liouville:
d*R(x) sin(z) dR(x)

— tan?(x) 702 _20083(:1:) I = (*tan®(7)w’R(7). (A.14)

A partir de este problema definimos

[———1 4 (tarﬂ(x)%), (A.15)

tan®(z) dz
el que es un operador esencialmente autoadjunto para condiciones de borde reflectantes. A

partir de (A.1.4) vemos que la funcién peso para este caso es
w(z) = tan®(z) (A.1.6)
de manera que el producto interior estd dado por

(g.1) = /0 * F@)g(x) tan?(2)dx, (A.17)
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donde g y h son funciones arbitrarias.

Las autofunciones y autovalores de L son

ej = djcos(x) o I} (—j,3 + 7, ;;SiHQ(x)) : (A.1.8)
3 2
w; = Z + 7j 5 j € No. (Alg)
donde
16(7 +1)(5 + 2
d; = \/ G+ DG+ ), (A.1.10)
T

es el factor que asegura ortonormalidad de las autofunciones, a las que denominaremos os-

cilones.

A.2. Agujero de gusano

Considerando un campo escalar masivo y sin dependencia angular la ecuacién (5.2.8) toma

la forma
2 d ) 6¢ T
d_p2R<'0) + 4tanh(p)d—pR(p) — <m — 20¢ + m) R(p) = " eos?(p) R(p). (A.2.1)

Realizando el cambio de variable tanh(p) = 1 — 2z, con z € (1,0) y multiplicando por el

factor de integracién —4-1273(1 — 2)™3 obtenemos

1 d@R(z) (22—1) dR(z) A m*—20¢ B 6& N 1 2R(
2(1—2) dz2  22(1—2)2 dz  423(1 —2)3 ( )+22(1—z2)R( ) 22(1 — 2)? R(z).

(A.2.2)
A partir de esta ultima expresion definimos el operador L como
d 1 d m? — 20&
L=-201-2~————)+-——"—=+6 A23
sl =2) dz(z(l—z)dz)—1_42(1—2)jL & ( )
cuya funcién peso, de acuerdo a (A.2.2), es
() =~ (A24)
w(z) = 212 2.

de manera que el producto interior estd dado por

(9.h) = —/1 %d% (A.2.5)

donde g y h son funciones arbitrarias.
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Los autovalores y autofunciones del operador L son

WP = (j+ +/m2 — 20¢ + ) ——+6§, (A.2.6)
ej(z) = C 2 % 20§+4( ) 2V/m=20+ 21 (aj,bj,c], ) ) (A'2'7)

con j € Ny, donde Cj es una constante que asegura la ortonormalidad de las autofunciones,

la que depende del valor de la masa m, y

1 1
a; =5 + 31 [4w? — 24649, (A.2.8a)
1 1
b= 5 — 54wt = 24€ +9, (A.2.8b)
cj =1+ /m?— 20§ + 4. (A.2.8¢)

En el caso particular en que £ = 3/8 el operador L toma la forma

d 1 d\ m2-15/2 9
Li==20 -2 F dz (2(1 —2) E) - 42(1 — 2) 1 (4.2.9)

y sus autovalores y autofunciones son

1 / 7

ej(z) = C; ' 2Vm %1—21%Vm2%

><2F1<— \/mQ——1+j+\/m2——1—|—\/m2——,z> (A.2.11)
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Apéndice B

Método de Poincaré-Lindstedt en el

péndulo no lineal

Para comprender de mejor forma el método de Poincaré-Linstedt mostraremos su aplica-
cién en el caso de la ecuacién para un péndulo simple considerando una aproximacién que

incluya términos no lineales.

B.1. Péndulo simple

Consideremos una masa m suspendida por una cuerda (sin masa) de largo [. Para un
desplazamiento angular 6 de la masa tenemos que la distancia recorrida por ella a lo largo
del arco de circunferencia de radio [, es [6. De esta forma tenemos que la velocidad angular
es | % y la aceleracién angular es l%. Ademads, para un desplazamiento 6, hay una fuerza
tangencial a la trayectoria de la masa que actia sobre ésta, igual a —mgsin(f). Utilizando
la segunda ley de Newton tenemos

d*0 g
— = —=sin(0) . B.1.1
= —Zsin(0) (B.L1)

Para resolver esta ecuacién, consideramos la expansion en serie de potencias de la funcion

seno hasta orden cubico, es decir,

sin(f) = 6 — ET O(6°) . (B.1.2)
A primer orden en # obtenemos la siguiente ecuacién:
d*0 ¢
— +=0=0. B.1.3
iz (B.13)

expresion que corresponde a la ecuacién de un oscilador armoénico simple con frecuencia

w =4/g/l y cuya solucién es de la forma
0(t) = Acos(wt + @) (B.1.4)
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donde A y ¢ son constantes de integracion. Si consideramos la expansion de la funcion seno

hasta primer orden, la solucién (B.1.4) es valida cuando los valores de 6 no superan los 17°.

A tercer orden, el angulo 6 también esta restringido a ciertos valores (menores a 45°),
por lo cual introducimos un pardmetro de control A\, con A € |0, 1], que permite asegurar la

validez de la ecuacion. Asi, la igualdad (B.1.1) toma la forma

d’0 A2
ﬁ +w29 — w2€93 = 0. (B15)

Definimos € := A\?/6, de manera que:
0+ w0 — ew®d® =0, (B.1.6)

donde hemos denotado la derivada temporal de 6 con 0.

La ecuacién (B.1.6) es no lineal en la variable 6 y para resolverla utilizaremos un esquema

perturbativo.

B.1.1. Esquema perturbativo

Consideremos que podemos escribir la soluciéon
0= 90 i 691 + 0(62) 5 (Bl?)

luego, reemplazandola en (B.1.6)
2

d
E(GO + €01 + O(?)) + w? (B + €01 + O(?)) — ew?(By + €0y + O(*))* =

0,
9”0 + 691 + w2y + w6, — erHS’ + (9(52) = 0,
by + w0 + (61 + w0 —W’6) + O(?) = 0 .(B.1.8)

Dado que € es fijo pero arbitrario, obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales aco-
pladas

o+ w20y = 0 (B.1.9)

0, + w0, = W6 (B.1.10)

Vemos que la igualdad (B.1.9) es una ecuacién de oscilador arménico simple, mientras que

la igualdad (B.1.10) es una ecuacién de oscilador arménico forzado, donde el forzamiento

depende de la solucion de 6y, que actia como fuente.
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La solucién para la ecuaciéon (B.1.9) es conocida y esta dada por (B.1.4). Reemplazamos

esta solucién en (B.1.10) obteniendo

0, + w0, = w?A? cos® (wt + @) |

. AB2 AB2
0 + w0, = 4w cos(3(wt + ¢)) + ’ 4w

cos(wt + ) . (B.1.11)

De esta ultima expresiéon vemos que al descomponer el término de forzamiento obtenemos

una resonancia.

La ecuacién (B.1.11) es una ecuacién diferencial lineal inhomogénea, por lo cual su solucién
se puede obtener como la suma de la solucién a la ecuacion homogénea y dos soluciones

particulares, es decir
0, = 0" + 6" + 022 (B.1.12)

donde 6% corresponde a la solucién de la ecuacién homogénea, 87 y 072 a las soluciones

particulares.

(a) La ecuacién homogénea estd dada por
o + w0 =0 | (B.1.13)
la que corresponde a la ecuacion del oscilador arménico y por tanto su solucién es
0" = Bcos(wt + ) , (B.1.14)

con By [ constantes de integracion.

(b) La solucién #7* debe satisfacer

.. 3.2
o7 + w0, = ~ cos(3(wt + ¢)) . (B.1.15)
Proponemos una solucién de la forma
O = acos[3(wt + )] , (B.1.16)
reemplazando en (B.1.15) obtenemos que a = —A?/32, asf
A3
O = ——— cos[3(wt + ¢)] . (B.1.17)
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(¢) Por otro lado la solucién 67* debe satisfacer la ecuacién

. 3A3 2
052 4 W20 = 4w cos(wt + @) , (B.1.18)
Proponemos una solucion de la forma
07 = btsin(wt + ¢) , (B.1.19)

reemplazando en (B.1.18) obtenemos b = 3A4%w/8, asi

A3
02 = 5 ujtsin(wt—i- ©) . (B.1.20)
De esta forma,
A3 3A3w
0,(t) = Bcos(wt + 3) — 3 cos[3(wt + )] + tsin(wt + ) . (B.1.21)
Asi, obtenemos que la solucién de 0 esta dada por
A3 3A%w )
0(t) = Acos(wt + ) + € | Bcos(wt + ) — 3 cos[3(wt + )] + tsin(wt + @) | + O(e) .
(B.1.22)
Consideramos las siguientes condiciones iniciales
0()i=0 = 1, (B.1.23)
O(t)i=o = 0. (B.1.24)

De la condicién 9]t20 = 0 tenemos que 0; = 0, Vi € Ny, de manera que ¢ =0y § = 0. Por
otro lado, de la condicién 6|,—o = 1 tenemos que 6y =1y §; =0Vj € N, por lo tanto A =1
y B = A3/32.

De esta forma, tenemos que

0(t) = cos(wt) + € 3% cos(wt) — 3% cos(3wt) + %}t sin(wt) | + O(€) . (B.1.25)

Vemos que la solucién (B.1.25) tiene un término secular, es decir, un término de la forma
tsin(wt). El método de Poincaré-Lindstedt nos permite reescribir el término secular a partir

de la siguiente igualdad
cos[(w + ae)t] + O(€?) = cos(wt) — eat sin(wt) + O(€*) , (B.1.26)

donde « es una constante.
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Utilizando los términos apropiados de (B.1.25), reescribimos

cos(wt) + %’tsm(t) + O() = cos KUJ _ %) t] +O() . (B.1.27)
Finalmente tenemos
0(t) = cos Kw - %) t] + 312[@3(@) — cos(3wt)] + O(e2) . (B.1.28)

Por lo tanto, la solucién de la funcion 6, hasta orden €, es una superposiciéon unidimensional

de oscilaciones armoénicas.
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